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Bu çalışmada bir sınırlı 𝐿 kafesi üzerinde 𝐼 gerektirmesi yardımıyla ≼𝐼 ile gösterilen bir bağıntı 

tanımlanmış ve ≼𝐼 nın hangi şartlar altında kısmen sıralama bağıntısı olduğu incelenmiştir. Bir 

sınırlı 𝐿  kafesi üzerinde tanımlanan ≼𝐼  kısmen sıralama bağıntısı tanımlanmış ve ≤  ile ≼𝐼 

arasındaki ilişki araştırılmıştır. (𝐿, ≼𝐼) kısmen sıralı kümenin en büyük ve en küçük elemanları 

incelenmiştir. 𝐿 bir  kafes olsa bile 𝐿 nin ≼𝐼  sıralamasına göre bir kafes olması gerekmediği 

örneklerle gösterilmiştir. 𝐿 i ≼𝐼 sıralamasına göre kafes yapan şart belirlenmiştir. 𝑇 sol sürekli 

bir t-norm ve 𝐼𝑇, t-norm 𝑇’den elde edilen bir rezidual gerektirme olmak üzere 𝐼𝑇 ve 𝑇’ den 

elde edilen kısmen sıralama bağıntılarının birbirinden bağımsız olduğu örnek ile açıklanmıştır. 

𝐿  sınırlı kafesi üzerinde tanımlanan 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦  gerektirmesinden elde edilen ≼𝐼 

sıralamasının 𝐿 deki ≤ sıralamaya eşit olduğu ispatlanmıştır. 
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In this study, a relation denoted by ≼𝐼 has been introduced by means of an implication 𝐼 

and the conditions making it an order have been investigated. Also, some relationships between 

the order ≼𝐼 and the natural order on 𝐿 have been studied. The greatest and the least elements 

of the partially ordered set (𝐿, ≼𝐼 )  have been discussed. Even if 𝐿  is a lattice, by some 

examples, it has been shown that 𝐿 need not be a lattice with respect to  ≼𝐼. Some conditions 

making 𝐿 being a lattice have been determined. The independece of the orders induced by a 

continuous t-norm 𝑇  and its residual implication 𝐼𝑇  has been presented by means of some 

examples. It has been shown that the order induced by the implication 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦 

defined on a bounded lattice 𝐿 coincides with the natural order on 𝐿.  
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Üçgensel normlar Karl Menger tarafından 1942’ de yapılan “İstatiksel Metrikler” 

adlı çalışmasıyla tanımlanmıştır. Bu çalışma matematiğin olası metrik uzaylar, bulanık 

mantık ve uygulamaları, integral teoremleri gibi matematiğin temel alanlarının 

gelişmesinde rol oynamıştır. Üçgensel normlar, klasik üçgen eşitsizliğinin daha genel 

yapılara genişletilmesi için oluşturulmuştur. Berthold Schweizer ve Abe Sklar  1958, 

1960, 1961 yıllarındaki çalışmalarında üçgensel normların bugün kullanılan 

aksiyomlarını vermişlerdir. Bu alanda ilk çalışma 1826 yılında N. H. Abel tarafından 

yapılmıştır. Daha sonraki çalışmalar 1909 da L. E. J Brouwer, 1930 yılında Cartan, 

1949 ve 1961 yıllarında J. Aczel özellikle Janos Aczel’in monografisi üçgensel 

normların gelişiminde çok önemli bir rol oynamıştır. S. Jenei, B. De Beats, Clifford, 

Saminger, B Gasse gibi yazarlarda t-normlar ile ilgili çalışmalar yapmışlardır.  

 

1980 li yılların başında t-normlar bulanık küme teorisinde kullanılmaya 

başlamıştır. 1971 yılında A. Rosenfeld “Fuzzy Groups” adlı çalışmada fuzzy ideal, 

fuzzy grup tanımlarını vermiştir. 1984 yılında fuzzy normal altgruplar ve fuzzy yan 

sınıflar tanımlanmış ve bazı özellikleri incelenmiştir. R. A. Borzooei ve arkadaşları 

fuzzy cebirsel sistemlerin kafes yapısını ortaya koymuşlardır. (Borzooei vd., 1924). 

1965’ de Lütfi Zadeh bulanık kümeleri (Zadeh, 1965) ile verilen çalışma ile tanıtmıştır. 

Bu çalışmada nesneleri ve süreçlerin sonlu değerli mantıkla açıklanamayacağı 

fikrindeydi. Lütfi Zadeh 1961’ de yayınladığı bir makalesinde olasılık dağılımıyla 

tanımlanamayan bulanık ya da belirsiz nicelikler için farklı bir matematiğe ihtiyaç 

olduğu tezini ortaya attı. Çünkü Zadeh doğanın sonlu değerli mantıkla 

açıklanamayacağını düşünüyordu. Klasik mantık {0,1}  olarak iki değere sahiptir. 

Bulanık mantık ise [0,1] aralığında ikiden fazla değere sahiptir. Günümüzde bulanık 

mantık hızlı tren, sürücüsüz araç, son model makinelerde, yapay zeka ve çeşitli 

alanlardaki algoritmalarda kullanılmaktadır. K. Atanassov 1986 yılında yayınlanan 

“Intuitionistic Fuzzy Sets” adlı çalışmasında Fuzzy matematik yapıları üzerine 

çalışmalar yapmıştır. Üçgensel t-normlar ve t-konormlar yardımıyla t-fuzzy cebirsel 

yapılar tanımlanmış ve özellikleri incelenmiştir. Bulanık küme teorisi ile sıralama 
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teorisi arasındaki yakın bağlantı sebebiyle bir çok yazar t-normları kısmen sıralı 

kümeler üzerinde, özellikle sınırlı kafesler üzerinde çalışmıştır.  

 

Ma ve Wu 1991 yılında yayınladığı (Ma ve Wu 1991) “Locigal operators on 

complete lattices” adlı çalışmasında ilk kez (𝐿, ≤, 0, 1) tam kafes üzerindeki t-normları 

tanımlayarak, t-normlar ile 𝐿  üzerindeki gerektirmeler arasındaki bağıntıyı 

araştırmışlardır. Saminger, Klement ve Mesiar (Klement vd., 2000) ve (Klement vd., 

2004)’deki çalışmalarında sınırlı kafesler üzerindeki üçgensel t-normların en büyük ve 

en küçük genişlemelerini araştırmışlardır. Wang ve Yu (Wang ve Yu, 2002)’deki 

çalışmalarında tüm sonsuz ∨-dağılmalı pseudo t-normların kümesi ile 𝐿 üzerindeki tüm 

sonsuz ∧- dağılmalı gerektirmeler arasındaki bağıntıyı  incelemiş ve Brouwerian 𝐿 

kafesi üzerindeki pseudo t-norm kavramını ele almışlardır.  

 

Karaçal ve Khadjiev 2005 yılında yayınladığı (Karaçal ve Khadjiev, 2005)’deki 

çalışmalarında tam kafesler üzerindeki t-normların iç direkt çarpım tanımını vermişler 

ve tam kafesler üzerindeki t-normların iç ve dış direkt çarpımları arasındaki bağıntıyı 

araştırmışlardır. Bu bağıntıyı kullanarak, Jenei ve De Baets’in (Jenei ve De Baets, 

2003)’deki çalışmalarında yer alan açık probleme cevap vermişlerdir. Karaçal (Karaçal, 

2006)’daki çalışmasında güçlü negasyonların direkt çarpımları üzerinde çalışmış ve 

güçlü negasyonların direkt çarpımları olan, çarpım kafesleri üzerindeki güçlü 

negasyonları, karakterize etmiştir. Ayrıca Karaçal bu çalışmasında çarpım kafesi 

üzerinde tanımlanan ve t-normların direkt çarpımı olmayan bir t-normu üretmek için bir 

metot vermiştir. Bu metot böyle t-normların üretilmesinde oldukça kullanışlı olup 

(Jenei ve Baets, 2003)’de verilen direkt çarpım şeklinde olmayan ve çarpım kafesleri 

üzerinde tanımlanan t-normları belirlemek için başka yöntemler mevcut mudur?’ açık 

problemi için bir cevap niteliğindedir. 

 

Karaçal ve Kesicioğlu (Karaçal ve Kesicioğlu, 2011)’deki çalışmada sınırlı bir 𝐿 

kafesi üzerindeki t-norm yardımıyla   

 

𝑥 ≼𝑇 𝑦 ⟺ ∃ ℓ ∈ 𝐿 öyleki  𝑇(ℓ, 𝑦) = 𝑥  

şeklinde bir sıralama (t-kısmen sıralama) tanımlamışlardır.  
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(Kesicioğlu vd., 2015)’deki çalışmada sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde tanımlanan t-

normların sınıfının üzerinde bir denklik bağıntısı tanımlanmış ve bu bağıntıya göre  t-

normların denklik sınıfları tartışılmıştır. 

 

Ordering based on uninorms (Ertuğrul vd., 2016) adlı çalışmada uninormlar 

üzerinde kısmen sıralama bağıntısı tanımlanmış ve tartışılmıştır. Böyle bir sıralama 

tanımlanarak t- kısmen sıralama daha geniş bir forma genişletilmiştir. T-norm ve t-

konorm tarafından üretilen sıra ile bir uninorm tarafından üretilen sıra arasındaki ilişki 

detaylı bir şekilde incelenmiştir 

 

(Kesicioğlu vd., 2017). An equivalence relation based on the U-partial order adlı 

çalışmada uninormlardan elde edilen sıralama bağıntısı göz önüne alınarak bir denklik 

bağıntısı tanımlanmıştır ve bu bağıntının bazı özellikleri incelenmiştir. Ayrıca, 

uninormlarda elde edilen kısmen sıralama bağıntısına göre kıyaslanamayan elemanların 

kümesi tanımlanmış ve detaylı olarak incelenmiştir.  

 

Bu çalışmada sınırlı 𝐿  kafesi üzerinde bazı özel özelliklere sahip olan 

gerektirmeler yardımıyla bir ≼𝐼  ile gösterilen sıralama bağıntısı tanımlanarak bazı 

özellikleri tartışılmaktadır. Kafes üzerinde elde edilen sıralama ile gerektirmeden elde 

edilen sıralama arasındaki ilişki belirlenmiştir.  
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1.2. Kısmen Sıralı Kümeler ve Kafesler 

 

1.2.1 Kısmen Sıralı Kümeler 

 

Tanım 1.1. (Birkhoff, 1967) 

𝑃 bir küme ve ≤,  𝑃 üzerinde bir bağıntı olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑃 için 

P1. (𝑥, 𝑥) ∈≤                                                          (Yansıma) 

P2. (𝑥, 𝑦) ∈≤  ve  (𝑦, 𝑥) ∈≤  ise 𝑥 = 𝑦            (Ters Simetri) 

P3. (𝑥, 𝑦) ∈≤  ve  (𝑦, 𝑧) ∈≤  ise (𝑥, 𝑧) ∈≤            (Geçişme) 

koşulları sağlanıyorsa, ≤  bağıntısına 𝑃  üzerinde bir sıralama (veya kısmen sıralama) 

bağıntısı denir. Eğer (𝑥, 𝑦) ∈≤  ise bu durum 𝑥 ≤ 𝑦  şeklinde gösterilir. Üzerinde bir ≤ 

sıralama bağıntısı mevcut olan 𝑃 kümesine sıralı küme (veya kısmen sıralı küme) denir 

ve (𝑃, ≤) ikilisi ile gösterilir.  

 

 𝑥 ≤ 𝑦 ise bu durum ‘𝑦, 𝑥’ i içerir’ olarak ifade edilir. Eğer 𝑥 ≤ 𝑦  ve 𝑥 ≠ 𝑦  ise 

𝑥 < 𝑦  yazılır ve ‘𝑥, 𝑦’ de öz olarak içerilir’ olarak ifade edilir. Ayrıca ‘𝑥 ≤ 𝑦 önermesi 

yanlış’ ise 𝑥 ≰ 𝑦 yazılır. 𝑥 ≰ 𝑦  ve 𝑦 ≰ 𝑥  ise ‘𝑥  ve  𝑦 elemanları kıyaslanamaz’  denir 

ve 𝑥 ∥ 𝑦  ile gösterilir. 

Örnek 1.1.  

𝑅, 𝑋 üzerinde  bir sıralama bağıntısı olsun. 

𝑎𝑆𝑏 ≤⟺ 𝑏𝑅𝑎 bağıntısı tanımlansın. 

(𝑋, 𝑆) bir sıralı kümedir. Bu bağıntıya 𝑅 nin tersi denir ve 𝑆 = 𝑅−1 ile gösterilir. 

Örnek 1.2. 

 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ ∖ {0}  için 

𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℕ, 𝑏 = 𝑎𝑘 

bağıntısı bir sıralama bağıntısıdır. 

Tanım 1.2. (Birkhoff, 1967) 

(𝑃,≤)  kısmen sıralı bir küme olsun. 

(i) Bir 𝑎 ∈ 𝑃 elemanı her 𝑥 ∈ 𝑃  için 𝑎 ≤ 𝑥  koşulunu sağlayacak şekilde mevcutsa 

böyle bir elemana 𝑃’ nin en küçük elemanı denir ve 0 ile gösterilir. 

(ii) Bir 𝑏 ∈ 𝑃 elemanı her  𝑥 ∈ 𝑃  için 𝑥 ≤ 𝑏  koşulunu sağlayacak şekilde mevcutsa 

böyle bir elemana 𝑃’ nin en büyük elemanı denir ve 1 ile gösterilir.  
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0 ve 1 elemanları mevcutsa tek oldukları kolaylıkla gösterilebilir. 0 ve 1 

elamanları mevcutsa her 𝑥 ∈ 𝑃  için 0 ≤ 𝑥 ≤ 1  olduğundan bu elemanlara 

evrensel sınırlar denir. 

Tanım 1.3. (Birkhoff, 1967) 

(𝑃,≤)  kısmen sıralı bir küme olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 için 𝑥 ≤ 𝑦  veya 𝑦 ≤ 𝑥  ise (𝑃,≤)  

kısmen sıralı kümesine zincir (tam sıralı küme) denir. 

Örnek 1.3. 

ℕ doğal sayılar kümesi doğal sıralamaya göre bir zincirdir. 

Teorem 1.1. (Birkhoff, 1967) 

(𝑃,≤)  kısmen sıralı bir küme ve 𝑆 ⊆ 𝑃  olsun. Bu takdirde, (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir 

kümedir. Özel olarak, 𝑃 bir zincir ise 𝑆 de zincirdir. 

Tanım 1.4. (Birkhoff, 1967) 

(𝑃,≤1)  ve (𝑄,≤2)  iki kısmen sıralı küme olsun. 𝜃: 𝑃 ⟶ 𝑄  dönüşümüne sıra korur 

veya izoton dönüşüm denir ⟺ Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 için  

𝑥 ≤1 𝑦  ise 𝜃(𝑥) ≤2 𝜃(𝑦)’ dir. 

(𝑃,≤1)  ve (𝑄,≤2) kısmen sıralı kümelerine izomorftur denir ⟺ Birebir, örten 

bir 𝜃: 𝑃 ⟶ 𝑄 dönüşümü her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 için 

𝜃(𝑥) ≤2 𝜃(𝑦) ⟺ 𝑥 ≤1 𝑦 

koşulunu sağlayacak şekilde mevcuttur. (𝑃,≤1)   ve (𝑄,≤2)  kısmen sıralı kümeleri 

izomorf ise bu durum 𝑃 ≅ 𝑄  ile gösterilir.  

 

 (𝑃,≤1)   kısmen sıralı kümesinden kendisine tanımlanan bir izomorfiye bir 

otomorfi denir. 

Tanım 1.5. (Birkhoff, 1967) 

(𝑃,≤1)  ve (𝑄,≤2)  iki kısmen sıralı küme olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 için, 

𝑥 ≤1 𝑦  ise 𝜃(𝑥) ≥2 𝜃(𝑦) 

koşulunu sağlayan 𝜃: 𝑃 ⟶ 𝑄 dönüşümüne ters sıra korur dönüşüm (antiton) denir. 𝜃 

dönüşümü (antiton), 1-1 ve örten bir dönüşüm ise 𝜃  dönüşümüne dual izomorfi denir. 

Tanım 1.6. 

(𝑃,≤) kısmen sıralı bir küme olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃  için ‘𝑎  örter 𝑏’  denir ⟺ 𝑎 > 𝑏 olup 

𝑎 > 𝑥 > 𝑏  olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑃  elemanı mevcut değildir. 
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Kısmen sıralı bir 𝑃   kümesinin 𝑛(𝑃)   mertebesi ile 𝑃 ’ nin elemanlarının 

(kardinal) sayısı kastedilir. Bu sayı sonlu ise 𝑃’ ye sonlu kısmen sıralı bir küme denir. 

Örtme bağıntısı kullanılarak keyfi bir sonlu kısmen sıralı kümenin grafiksel gösterimi 

şu şekilde elde edilir: 𝑃’ nin her bir elemanını göstermek için küçük bir daire çizilir. 

𝑎 > 𝑏 olduğunda 𝑎, 𝑏’ den daha yukarı yazılır ve 𝑎’ dan 𝑏’ ye  düz bir çizgi çizilir. 

Sonuçta elde edilen şekle 𝑃’ nin bir Hasse diyagramı denir. Aşağıda bazı kısmen sıralı 

kümelerin Hasse diyagram örneklerine yer verilmiştir. 

 

 

                                    𝐵1                                  𝐸1                              𝑀6 

Şekil 1. Hasse diyagram örnekleri 

 

Tanım 1.7. 

(𝑋, ≤)  kısmen sıralı bir küme  olsun.  

(i) Bir 𝑎  elemanına 𝑋 ’ in maksimal elemanı denir. ⟺  𝑥 ≥ 𝑎  olan her 𝑥 ∈ 𝑋  için 

𝑥 = 𝑎  dır. 𝑋  kümesinin tüm maksimal elemanlarının kümesi 𝑀𝑎𝑘𝑋  ile 

gösterilir. 

(ii) Bir 𝑎  elemanına 𝑋 ’ in minimal elemanı denir. ⟺   𝑥 ≤ 𝑎  olan her 𝑥 ∈ 𝑋  için 

𝑥 = 𝑎 dır. 𝑋 kümesinin tüm minimal elemanlarının kümesi 𝑀𝑖𝑛𝑋 ile gösterilir. 

 

Açıkça en küçük eleman bir minimal eleman ve en büyük eleman da bir 

maksimal elemandır. Ancak tersinin doğru olması gerekmez. Örneğin; 

𝑃 = {0, 𝑎, 𝑏} kümesi üzerinde ≤ bağıntısı aşağıdaki gibi tanımlansın. 
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Şekil 2. (𝑃,≤) 

 

Bu sıralamaya göre 𝑎   elemanı 𝑃  kümesinin minimal elemanıdır ancak 𝑃 

kümesinin en küçük elemanı değildir. 

Tanım 1.8. 

(𝑃,≤)  kısmen sıralı bir küme  ve 𝑋 ⊆ 𝑃 olsun. 

(i)  𝑎 ∈ 𝑃 elemanı her 𝑥 ∈ 𝑋  için 𝑥 ≤ 𝑎 olacak şekilde mevcutsa, bu 𝑎 elemanına 𝑋 

kümesinin bir üst sınırı denir ve 𝑋  kümesinin üst sınırlarının kümesi 𝑋   ile 

gösterilir. Bu durumda 

𝑋 = {𝑎 ∈ 𝑃| ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 ≤ 𝑎} 

           dır. 

(ii)  𝑏 ∈ 𝑃 elemanı her  𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑏 ≤ 𝑥  olacak şekilde mevcutsa, bu 𝑏  elemanına 

𝑋  kümesinin bir alt sınırı denir ve 𝑋  kümesinin alt sınırlarının kümesi 𝑋 ile 

gösterilir. Bu takdirde 

𝑋 = {𝑏 ∈ 𝑃| ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑏 ≤ 𝑥} 

           dir. 

Tanım 1.9. 

(𝑃,≤)  kısmen sıralı bir küme ve 𝑋 ⊆ 𝑃  olsun. 𝑋  kümesinin (eğer varsa) en küçük 

elemanına 𝑋  kümesinin supremumu denir ve 𝑠𝑢𝑝𝑋   ile gösterilir. Dual olarak,  𝑋 

kümesinin en büyük elemanı mevcutsa bu elemana 𝑋 kümesinin infimumu denir ve 

𝑖𝑛𝑓𝑋 ile gösterilir. Yani 

𝑠𝑢𝑝𝑋 = 𝐸𝑘𝑒𝑋  ve  𝑖𝑛𝑓𝑋 = 𝐸𝑏𝑒𝑋 

dir. 𝑠𝑢𝑝𝑋  ve 𝑖𝑛𝑓𝑋  (eğer mevcut ise) Tanım 1.1, P2 özelliği ile tektir. 
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1.2.2. Kafesler 

 

Tanım 1.10. (Birkhoff, 1967) 

Kısmen sıralı (𝑃,≤)  kümesine kafes denir ⟺  Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃   için 𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦}   ve 

𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦} mevcuttur.  

(𝑃,≤) bir kafes olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃  için  

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦}  ve  𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦}  ile tanımlanır. 

Örnek 1.4. 

Şekil 1.’ de 𝑀6 ve 𝐸1 ile verilen diaygramlar bir kafestir. 𝐵1 ile verilen diyagram kafes 

değildir. 

Örnek 1.5. 

(℘(𝑋),⊆)  kısmen sıralı kümesi bir kafestir. Bu kafeste  her 𝐴, 𝐵 ∈ ℘(𝑋)  için 

𝐴 ∨ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵  ve 𝐴 ∧ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵 dir. 

Tanım 1.11. (Birkhoff, 1967) 

Bir 𝑃 kafesine sınırlı kafes denir ⟺ 𝑃, en küçük eleman 0 ve en büyük eleman 1 e 

sahiptir. 

Örnek 1.6. 

(℘(𝑋),⊆,∨,∧)  kafesi sınırlı bir kafestir. Bu kafeste en büyük eleman 1 = 𝑋  ve en 

küçük eleman 0 = ∅’ dir.  

 

(ℕ,≤)  zinciri sınırlı olmayan bir kafestir. Bu kafeste infimum ve supremum 

işlemleri 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ için 

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝐸𝑏𝑒{𝑥, 𝑦}   ve   𝑥 ∧ 𝑦 = 𝐸𝑘𝑒{𝑥, 𝑦}  

şeklindedir. 

Tanım 1.12. (Birkhoff, 1967) 

Bir 𝐿  kafesine tam kafes denir ⟺  Her 𝑋 ⊆ 𝐿   alt kümesi için 𝑠𝑢𝑝𝑋   ve 𝑖𝑛𝑓𝑋  

mevcuttur. 

 

Tanım 1.12 de 𝑋 = 𝐿   alındığında boştan farklı her tam kafesin en küçük 

elemanının ve en büyük elemanının mevcut olduğu görülür. Böylece her tam kafes 

sınırlıdır.  
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Her sonlu veya sonlu uzunluklu kafes tam kafestir.  

Keyfi bir zincir kafestir. Bu kafeste supremum ve infimum işlemlerinin herhangi 

iki 𝑥 ve 𝑦 elemanları için  

𝑥 ∧ 𝑦 = 𝐸𝑘𝑒{𝑥, 𝑦} ve 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝐸𝑏𝑒{𝑥, 𝑦} 

olduğu açıktır. 

 

Her kafesin tam kafes olması gerekmez. Örneğin, rasyonel sayılar kümesi tam 

kafes değildir ve ℝ - reel sayılar kümesi −∞  ve +∞  evrensel sınırlar olarak kabul 

edilmedikçe tam kafes değildir. ([0,1], ≤)  zinciri bir tam kafes olup [0,1]  aralığı 

literatürde birim aralık olarak adlandırılır. 

Tanım 1.13. (Birkhoff, 1967) 

(𝑃,≤1)  ve (𝑄,≤2)  iki kısmen sıralı küme olsun. 𝑃  ve 𝑄 kısmen sıralı kümelerinin  

𝑃 × 𝑄 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝑃, 𝑦 ∈ 𝑄} 

şeklinde tanımlanan 𝑃 × 𝑄 kartezyen çarpım kümesi 

(𝑥1, 𝑦1) ≤ (𝑥2, 𝑦2) ⟺ 𝑥1 ≤1 𝑥2 ve 𝑦1 ≤2 𝑦2 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑃,  𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑄 

bağıntısı altında kısmen sıralı bir kümedir. Bu (𝑃 × 𝑄,≤)  kısmen sıralı kümesine 𝑃  ve 

𝑄 kısmen sıralı kümelerinin direkt çarpım kümesi denir. 

Lemma 1.1. (Birkhoff, 1967) 

𝑃  kısmen sıralı bir küme olsun. İnfimum ve supremum işlemleri (eğer mevcutsa) 

aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

L1. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥,      𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥,                                                               (İdempotent) 

L2. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥,      𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥,                                                      (Değişme) 

L3. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧),      (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧),                (Birleşme) 

L4. 𝑥 ∧ (𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥.                                                       (Yok etme) 

Üstelik, 𝑥 ≤ 𝑦 ⇔ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥  ve  𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦  sağlanır. 

Lemma 1.2. (Birkhoff, 1967) 

𝑃, 0  en küçük elemanına sahip kısmen sıralı bir küme ise her 𝑥 ∈ 𝑃 için 

0 ∧ 𝑥 = 0  ve  0 ∨ 𝑥 = 𝑥 

dir. Dual olarak 𝑃,  1  evrensel üst sınırına sahip ise her 𝑥 ∈ 𝑃 için 

𝑥 ∧ 1 = 𝑥  ve  𝑥 ∨ 1 = 1 

dir. 
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Lemma 1.3. (Birkhoff, 1967) 

Herhangi bir kafeste infimum ve supremum işlemleri sıra korurdur. Yani, bir 𝐿  

kafesinde 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 

𝑦 ≤ 𝑧  ise  𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑧  ve  𝑥 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥 ∨ 𝑧    

sağlanır. 

Lemma 1.4. (Birkhoff, 1967) 

𝐿  bir kafes olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿  için 

𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) ≥ (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧)  ve  𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ≤ (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

Lemma 1.5. (Birkhoff, 1967) 

𝐿 bir kafes olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿  için modüler eşitsizlik olarak bilinen  

𝑥 ≤ 𝑧  ise 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ≤ (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 

eşitsizliği sağlanır. 

Tanım 1.14. (Birkhoff, 1967) 

İdempotent, komütatif ve birleşme özelliklerine sahip ikili işlemli bir sisteme yarı kafes 

denir. 

Sonuç 1.1. (Goguen, 1967) 

𝑃  kısmen sıralı bir küme ve 𝑃’ de alınan herhangi iki elemanın infimumu mevcut 

olsun. 𝑃 , ∧  ikili işlemine göre bir yarı kafestir. Böyle yarı kafeslere infimum-yarı 

kafesler denir. Dual olarak, 𝑃 kısmen sıralı kümesinde alınan herhangi iki elemanın 

supremumu mevcut ise 𝑃, ∨ ikili işlemine göre bir yarı kafestir. Böyle yarı kafeslere 

supremum-yarı kafesler denir. 

Teorem 1.2. (Birkhoff, 1967) 

(𝐿, ≤, ∧, ∨) bir kafes ise ∧ ve ∨ ikili işlemleri L1-L4 özelliklerini sağlar.  

Teorem 1.3. (Birkhoff, 1967) 

Keyfi bir 𝐿 kafesinde aşağıdaki ifadeler denktir: 

L5
′
.  𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧),   ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿. 

L5
′′

. 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧),   ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿. 

Kolaylık açısından L5′  ve  L5′′  eşitliklerini L5 olarak göstereceğiz. 

Tanım 1.15. (Birkhoff, 1967) 

Bir kafese dağılmalı kafes denir ⟺ 𝐿5 özelliği sağlanır. 
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Lemma 1.6. (Birkhoff, 1967) 

𝐿 bir zincir ise 𝐿  dağılmalı bir kafestir. 

Uyarı 1.1. 

Keyfi dağılmalı kafesin duali de dağılmalı kafestir. Ayrıca herhangi bir dağılmalı 

kafesin alt kafesi ve dağılmalı kafeslerin direkt çarpımları da dağılmalı kafestir. 

Teorem 1.4. (Birkhoff, 1967) 

Bir dağılmalı kafeste 𝑐 ∧ 𝑥 = 𝑐 ∧ 𝑦  ve  𝑐 ∨ 𝑥 = 𝑐 ∨ 𝑦  ise 𝑥 = 𝑦 dir. 

Tanım 1.16. (Birkhoff, 1967) 

𝐿  sınırlı bir kafes ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿   olsun. 𝑦   elemanına 𝑥  elemanının komplementi denir 

⟺ 𝑥 ∧ 𝑦 = 0   ve  𝑥 ∨ 𝑦 = 1  dir. Bu durumda 𝑥  elemanının komplementi 𝑥′   ile 

gösterilir.  

 

Eğer bir kafesin her elemanının komplementi mevcut ise böyle kafeslere 

komplementli kafesler denir.  

Tanım 1.17. (Birkhoff, 1967) 

𝐿  sınırlı bir kafes olsun. 𝐿   kafesine Boole kafesi denir ⟺ 𝐿   dağılmalı ve 

komplementli bir kafestir. 

Örnek 1.7. 

(℘(𝑋),⊆,∨,∧) kafesi bir Boole kafesidir, burada her 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesi için 𝐴′ = 𝑋 ∖ 𝐴 

dır. 

Teorem 1.5. (Birkhoff, 1967) 

𝐿   bir Boole kafesi olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐿  elemanının bir tek 𝑥′  komplementi mevcuttur. 

Üstelik her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  için 

L7. 𝑥 ∧ 𝑥′ = 0  ve  𝑥 ∨ 𝑥′ = 1, 

L8. (𝑥′)′ = 𝑥, 

L9. (𝑥 ∧ 𝑦)′ = 𝑥′ ∨ 𝑦′  ve  (𝑥 ∨ 𝑦)′ = 𝑥′ ∧ 𝑦′ 

özellikleri sağlanır. 

Tanım 1.18. (Birkhoff, 1967) 

𝐿. bir kafes olsun. 𝐿 kafesine Boole cebiridir denir ⟺ 𝐿  kafesi ∧,∨, ′ işlemleri ile L1-

L9 özelliklerini sağlar.  

Tanım 1.19. (Birkhoff, 1967) 
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𝐴 bir Boole cebiri olsun. ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝐴  kümesine 𝐴  Boole cebirinin (Boole) alt cebiridir 

denir ⟺ Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑎 ∧ 𝑏, 𝑎 ∨ 𝑏, 𝑎′ ∈ 𝐵 dir. 

 

1.3. Fuzzy Gerektirmeleri 

 

1.3.1. Temel Tanım ve Örnekler 

 

Tanım 1.20. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

Bir 𝐼 : [0,1]2 →[0,1] fonksiyonuna fuzzy gerektirmesi denir ⇔  Her  𝑥, 𝑥1, 𝑦, 𝑦1  ∈

[0,1] için aşağıdaki şartlar sağlanır. 

I1. 𝑥1  ≤ 𝑥2  ise  𝐼(𝑥1, 𝑦) ≥ 𝐼(𝑥2, 𝑦),    yani 𝐼(. , 𝑦)  azalandır. 

I2.  𝑦1  ≤ 𝑦2  ise  𝐼(𝑥, 𝑦1) ≤ 𝐼(𝑥, 𝑦2) ,   yani  𝐼(𝑥, . )  artandır. 

I3. 𝐼(0,0) = 1 .  

I4. 𝐼(1,1) = 1 .  

I5. 𝐼(1,0) = 0 . 

[0,1 ] üzerindeki tüm fuzzy gerektirmelerinin kümesi ℱ𝐼 ile gösterilecektir. 

Örnek 1.8. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

Tablo 1. de verilen fonksiyon örnekleri için (I1) –(I5) aksiyomlarını sağlayıp 

(sağlamadıkları) ilgili sütunda √ (x)  ile gösterilmiştir. 

 

Tablo 1. Fonksiyon örnekleri için (I1) –(I5) aksiyomları 

 

 (I1) (I2) (I3) (I4) (I5) 

𝐼−1(𝑥, 𝑦) = max (1 − 𝑥,min(𝑥, 𝑦)) × √ √ √ √ 

𝐼−2  (𝑥, 𝑦) = max (𝑦,min(1 − 𝑥, 1 − 𝑦)) √ × √ √ √ 

𝐼−3 (x, y)  = {
0,            𝑦 < 1
1,            𝑦 = 1

 

 
√ √ × √ √ 

𝐼−4 (x, y)  = {
1,           𝑥 = 0
0,           𝑥 > 0

 

 
√ √ √ × √ 

𝐼−5(𝑥, 𝑦) = 1 √ √ √ √ × 
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Tanım 1.20. den direkt olarak her bir 𝐼  fuzzy gerektirmesinin 𝑥 = 0 ve 𝑦 = 1 

noktalarında çakışık olduğu açıktır, yani herhangi bir 𝐼  fuzzy gerektirmesi aşağıda 

verilen sol ve sağ sınır şartını sağlar:                   

 

𝐼(0, 𝑦) = 1, 𝑦 ∈  [0,1]     (Sol sınır şartı)                               (LB) 

 

𝐼(𝑥, 1) = 1, 𝑥 ∈  [0,1]     (Sağ sınır şartı)                             (RB) 

 

Şimdi herhangi bir 𝐼 fuzzy gerektirmesinin sol ve sağ sınır şartlarını sağladığını 

gösterelim.  

 

Her y ∈ [0,1] için 0 ≤ y olup 1 = 𝐼(0,0) ≤ 𝐼(0, 𝑦) olduğundan   𝐼(0, 𝑦) = 1 dir. 

Diğer taraftan, her x ∈ [0,1]   için 𝑥 ≤ 1  olup 1 = I(1,1) ≤ I(x, 1)  olduğundan  

𝐼(𝑥, 1) = 1’dir. 

Uyarı 1.2. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

Herhangi bir 𝐼  fuzzy gerektirmesi sol sınır şartını sağladığından normallik şartı (NC) 

olarak adlandırılan  𝐼(0,1) = 1 eşitliğini sağlar. 

Örnek 1.9. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

Tablo 2.’ de literatürde sıkça kullanılan 9 temel fuzzy gerektirmesi listelenmiştir.  

 

Tablo 2. Literatürde sıkça kullanılan 9 temel fuzzy gerektirmesi 

Lukasiewicz 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = min(1,1 − 𝑥 + 𝑦) 

Gödel 
𝐼𝐺𝐷(𝑥, 𝑦) = {

 1,     𝑥 ≤ 𝑦
𝑦,     𝑥 > 𝑦

 

Reichenbach 𝐼𝑅𝐶(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥 + 𝑥𝑦 

Kleene-Dienes 𝐼𝐾𝐷(𝑥, 𝑦) = max (1 − 𝑥, 𝑦) 

Goguen 
𝐼𝐺𝐺(𝑥, 𝑦) = {

  1,        𝑥 ≤ 𝑦

  
𝑦

𝑥
,       𝑥 > 𝑦
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Tablo 2. (Devam) Temel fuzzy gerektirmeleri 

Lukasiewicz 
𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = min(1,1 − 𝑥 + 𝑦) 

Rescher 𝐼𝑅𝑆(𝑥, 𝑦) = {  
 1,        𝑥 ≤ 𝑦
0,       𝑥 > 𝑦

 

Yager 𝐼𝑌𝐺(𝑥, 𝑦) = {
 1,             𝑥 = 𝑦     ve   𝑦 = 0    

  𝑦2,           𝑥 > 0   veya   𝑦 > 0  
 

Weber 𝐼𝑊𝐵(𝑥, 𝑦) = { 
1,             𝑥 < 1
𝑦,            𝑥 = 1

 

Fodor 𝐼𝐹𝐷(𝑥, 𝑦) = {
 1,                                    𝑥 ≤ 𝑦

max(1 − 𝑥, 𝑦),            𝑥 > 𝑦
 

  

Şimdi  𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = {
 1,                        𝑥 ≤ 𝑦
1 − 𝑥 + 𝑦,       𝑥 > 𝑦

   ile tanımlanan fonksiyonun bir fuzzy 

gerektirmesi olduğunu gösterelim. 

(I1)  aksiyomunun sağlandığını gösterelim.  

𝑥1 ≤ 𝑥2, 𝑦 ∈ [0, 1]   olsun. Buradan  1 − 𝑥2 + 𝑦 ≤ 1 − 𝑥1 + 𝑦 dir. 

 Eğer 𝑦 ≤  𝑥1 ≤ 𝑥2  ise bu takdirde 

𝐼𝐿𝐾(𝑥2, 𝑦) = 1 − 𝑥2 + 𝑦 ≤ 1 − 𝑥1 + 𝑦 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥1, 𝑦) 

              dir. 

 Eğer 𝑥1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2   ise, 𝐼𝐿𝐾(𝑥1, 𝑦) = 1  olduğundan 

𝐼𝐿𝐾(𝑥2, 𝑦) ≤ 1 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥1, 𝑦) 

               elde edilir. 

 Eğer 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑦  ise, 𝐼𝐿𝐾(𝑥2, 𝑦) = 1 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥1, 𝑦) dir.  

Böylece (I1) aksiyomu sağlanır. 

Şimdi  (I2)  aksiyomunun sağlandığını gösterelim. 𝑦1 ≤ 𝑦2 ve 𝑥 ∈ [0,1] olsun. 

 Eğer 𝑥 ≤ 𝑦1 ≤ 𝑦2  ise 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦1) = 1 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦2) dir. 

 Eğer 𝑦1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦2 ise 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦2) = 1 olduğundan 

𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦1) = 1 − 𝑥 + 𝑦1 ≤ 1 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦2) 

elde edilir. 

 Eğer 𝑦1 ≤ 𝑦2 ≤ 𝑥   ise 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦1) = 1 − 𝑥 + 𝑦1 ≤ 1 − 𝑥 + 𝑦2 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦2) 

eşitliği sağlanır. Böylece  (I2) aksiyomu sağlanır. 
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𝐼𝐿𝐾(0,0) = 1 = 𝐼𝐿𝐾(1,1)   ve  𝐼𝐿𝐾(1,0) = 0 eşitliklerinin sağlandığı açık olduğundan.  

(I3), (I4), (I5) aksiyomları gerçeklenir. Böylece 𝐼𝐿𝐾  fonksiyonu bir fuzzy 

gerektirmesidir. 

Tanım 1.21. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼1 , 𝐼2 ∈ ℱ𝐼  olmak üzere, 𝐼1 , 𝐼2  den daha zayıftır denir ⟺ her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1]
2

 için 

𝐼1 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝐼2(𝑥, 𝑦) dir. 

Örnek 1.10. 

Tablo 2.’ teki fuzzy gerektirmeleri arasında aşağıdaki ilişkiler söz konusudur: 

 

                𝐼𝐾𝐷 < 𝐼𝑅𝐶 < 𝐼𝐿𝐾 < 𝐼𝑊𝐵. 

                𝐼𝑅𝑆 < 𝐼𝐺𝐷 < 𝐼𝐺𝐺 < 𝐼𝐿𝐾 < 𝐼𝑊𝐵. 

                𝐼𝑌𝐺 < 𝐼𝑅𝐶 < 𝐼𝐹𝐷 < 𝐼𝐿𝐾 < 𝐼𝑊𝐵. 

                𝐼𝐾𝐷 < 𝐼𝐹𝐷 < 𝐼𝐿𝐾 < 𝐼𝑊𝐵. 

                𝐼𝑃𝑆 < 𝐼𝐺𝐷 < 𝐼𝐹𝐷 < 𝐼𝐿𝐾 < 𝐼𝑊𝐵. 

 

Şimdi  𝐼𝐾𝐷 < 𝐼𝑅𝐶  olduğunu gösterelim. 

(𝑥, 𝑦) ∈ [0,1]2  olsun. Bu takdirde 

 

                                      1 − 𝑥 ≤ 1 − 𝑥 + 𝑥. 𝑦                                                            (1.1) 

 

eşitsizliği açıktır. 

1 − 𝑥 + 𝑥. 𝑦 = 𝑥. 𝑦 + (1 − 𝑥). 1 ∈ [𝑦,1]  olduğundan 1 − 𝑥 + 𝑥. 𝑦  , y ve 1’in bir 

konveks kombinasyonudur.  

Böylece,   

 

                                    𝑦 ≤ 1 − 𝑥 + 𝑥. 𝑦                                                                     (1.2) 

 

dir. (1.1) ve (1.2) eşitsizlikleri ile 

max (1 − 𝑥, 𝑦) ≤ 1 − 𝑥 + 𝑥. 𝑦    elde edilir. Böylece 𝐼𝐾𝐷 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝐼𝑅𝐶 (𝑥, 𝑦)  dır. 

𝑥 = 0,2  ve  𝑦 = 0,2  noktaları için  𝐼𝐾𝐷 (0,2, 0,2) = 0,8 ≠ 𝐼𝑅𝐶 (0,2, 0,2) = 1,84  olup 

𝐼𝐾𝐷 (𝑥, 𝑦) < 𝐼𝑅𝐶 (𝑥, 𝑦)  eşitsizliği sağlanır. 
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Önerme 1.1. 

𝐼0(𝑥, 𝑦) = {  
1,         𝑥 = 0  veya  𝑦 = 1
0,        𝑥 > 0   ve   𝑦 < 1   

 

 

                                       𝐼1(𝑥, 𝑦) = {
0,            𝑥 = 1 ve  𝑦 = 0          
  1,            𝑥 < 1   veya   𝑦 > 0    

 

 

fonksiyonları sırasıyla [0,1]   üzerinde tanımlı en küçük ve en büyük fuzzy 

gerektirmeleridir. 

İspat : 

𝐼0 ∶ [0, 1]
2
⟶ [0,1] fonksiyonunun en küçük fuzzy gerektirmesi olduğunu gösterelim. 

𝐼 ∈ ℱ𝐼  keyfi olsun. 

 𝑥 = 0 veya 𝑦 = 1 ise sol sınır şartı ile 𝐼(0, 𝑦) = 1 = 𝐼0 (0, 𝑦) ve sağ sınır şartı 

ile   𝐼(𝑥, 1) = 1 = 𝐼0 (𝑥, 1)  dır. 

 𝑥 ≠ 0 ve 𝑦 ≠ 1  olsun. Bu takdirde  𝐼0 (𝑥, 𝑦) = 0 ≤ 𝐼(𝑥, 𝑦)’ dır. Böylece her 

(𝑥, 𝑦) ∈ [0,1]2   için   𝐼0 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝐼(𝑥, 𝑦)  olduğundan  𝐼0 ≤ 𝐼’ dır. 

𝐼1 in en büyük fuzzy gerektirme olduğunu gösterelim. 𝐼 ∈ ℱ𝐼  keyfi olsun. 

 𝑥 = 1  ve  𝑦 = 0   ise   𝐼(1,0) = 0 = 𝐼1 (1,0) olduğu açıktır. 

 𝑥 < 1  veya  𝑦 > 0 olsun.  𝐼(𝑥, 𝑦) ≤ 1 = 𝐼1 (𝑥, 𝑦)’ dir. Böylece 𝐼 ≤ 𝐼1 olduğu 

elde edilir. 

Tanım 1.22. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼  bir fuzzy gerektirmesi ve 𝜑: [0, 1] ⟶ [0, 1]  dönüşümü 1 − 1 ,  örten, artan bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde   

𝐼𝜑 (𝑥, 𝑦) = 𝜑
−1 ( 𝐼 (𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)) ) 

 ile tanımlanan fonksiyona 𝐼 nın 𝜑 eşleniği denir.  

Uyarı 1.3. 

Φ  notasyonu ile [0, 1]  aralığından [0, 1]  aralığına tanımlı 1 − 1 , örten ve artan 

fonksiyonların ailesi gösterilir. 

Teorem 1.6. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼 ∈ ℱ𝐼  ise 𝜑: [0, 1] ⟶ [0, 1] dönüşümü 1 − 1 , örten ve artan fonksiyonu için 𝐼𝜑 ∈ ℱ𝐼 

dır. 
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İspat:    

 𝐼𝜑  fonksiyonunun (I1) aksiyomunu sağladığını gösterelim. 𝑥1, 𝑥2, 𝑦 ∈ [0,1] 

için 𝑥1 ≤ 𝑥2  olsun. Bu takdirde 𝜑(𝑥1) ≤ 𝜑(𝑥2) dir.  𝐼 ∈ ℱ𝐼  olduğundan                                                                  

                                           𝐼(𝜑(𝑥2 ), 𝜑(𝑦) ) ≤ 𝐼(𝜑(𝑥1), 𝜑(𝑦) ) 

 eşitsizliği sağlanır. 

 𝜑 , 1 − 1 , örten ve artan olduğundan  𝜑−1 de  1 − 1 , örten ve artandır. Bu durumda 

𝜑−1( 𝐼(𝜑(𝑥2)  , 𝜑(𝑦) )) ≤  𝜑
−1( 𝐼 (𝜑(𝑥1), 𝜑(𝑦) ) 

dir. Böylece 𝐼𝜑(𝑥2, 𝑦) ≤  𝐼𝜑  (𝑥1, 𝑦)  olup  (I1)  aksiyomu sağlanır. 

 Şimdi (I2) aksiyomunun sağlandığını gösterelim. 𝑦1, 𝑦2, 𝑥 ∈ [0,1] için 𝑦1 ≤

𝑦2  olsun. Bu takdirde,  𝜑(𝑦1) ≤ 𝜑(𝑦2) dir. 

𝐼 bir fuzzy gerektirmesi olduğundan (I2) aksiyomu sağlanır. Böylece 

𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦1)) ≤ 𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦2)) dir. 

𝜑−1 artan olduğundan 

𝜑−1( 𝐼(𝜑(𝑥)  , 𝜑(𝑦1) ) ≤  𝜑
−1( 𝐼 (𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦2) ) 

elde edilir. Böylece 𝐼𝜑 (𝑥, 𝑦1)  ≤  𝐼𝜑 (𝑥, 𝑦2) dir. Böylece  (I2)  aksiyomu sağlanır.  

 (I3) aksiyomunun sağlandığını gösterelim. Bunun için öncelikle 𝜑(0) = 0 

olduğunu gösterelim. 

𝜑: [0, 1] ⟶ [0, 1] dönüşümü 1 − 1  ve örten olduğundan her 𝑦 ∈ [0,1]   için ∃ 𝑥 ∈

[0, 1] öyleki 𝜑(𝑥) = 𝑦 dir. 0≤ 𝑥  ve 𝜑 artan olduğundan 𝜑(0) ≤ 𝜑(𝑥) = 𝑦, yani 𝜑(0)  

[0,1] in en küçük elemanıdır. Böylece 𝜑(0) = 0 dır. Benzer şekilde 𝜑(1) = 1 olduğu 

da gösterilebilir. 

 𝐼𝜑 (0,0) = 𝜑−1 (𝐼(𝜑(0), 𝜑(0))) 

                     = 𝜑−1(𝐼(0,0)) = 𝜑−1(1) = 1 

olduğundan (I3) aksiyomu sağlanır. 

 𝐼𝜑 (1,1) = 𝜑−1 ( 𝐼 (𝜑(1), 𝜑(1)) ) 

                           = 𝜑−1(𝐼(1,1)) = 𝜑−1(1) = 1 

 olduğundan (I4)  aksiyomu sağlanır.  

 𝐼𝜑 (1,0) = 𝜑−1 ( 𝐼 (𝜑(1), 𝜑(0)) ) 

                           = 𝜑−1(𝐼(1,0)) = 𝜑−1(0) = 0 

olduğundan  (I5)  aksiyomu sağlanır. 

Böylece,  𝐼𝜑 ∈ ℱ𝐼 olduğu elde edilir. 
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1.3.2. Fuzzy Gerektirmelerinin Sürekliliği 

 

𝐷 ⊂ 𝐼𝑅2 de tanımlı bir 𝐹(𝑥, 𝑦) fonksiyonu, (𝑥𝑛)𝑛∈𝑁  , (𝑦𝑛)𝑛∈𝑁 ∈ 𝐷 dizileri verilsin. 

Eğer,  

 

𝐹 ( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 , lim
𝑛→∞

𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

𝐹(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

 

sağlıyorsa  𝐹 fonksiyonuna 𝐷’ de süreklidir denir. 

 

İki değişkenli bir fonksiyon kendisi sürekli olmaksızın her bir bileşene göre 

sürekli olabilir. Örnek olarak, 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥. 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
,     𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0 ,                𝑥 = 0  ve 𝑦 = 0
            𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  

 

fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon (0,0) noktasında sürekli değildir. Fakat bu noktada 

her bir değişkene göre süreklidir. 

Şimdi  𝑓 fonksiyonunun  (0,0) noktasında sürekli olmadığını gösterelim. 

𝑘 ≠ 0  𝑖ç𝑖𝑛  (𝑘, 𝑘) → (0,0) iken 

lim
(𝑘,𝑘)→(0,0)

𝑓(𝑘, 𝑘) = lim
(𝑘,𝑘)→(0,0)

𝑘2

𝑘2 + 𝑘2
= lim

(𝑘,𝑘)→(0,0)

𝑘2

2𝑘2
=  lim

(𝑘,𝑘)→(0,0)

1

2
=
1

2
 

ve 

𝑓 (lim
𝑘→0

𝑘 , lim
𝑘→0

𝑘) = 𝑓(0,0) = 0 

olup,  𝑓   (0,0) da sürekli değildir. 

Şimdi bileşenlerine göre sürekli olduğunu gösterelim. 

lim𝑘→0 𝑓(𝑘, 𝑦) = lim  𝑘→0
𝑘.𝑦

𝑘2+𝑦2
= 0 ve 𝑓(lim𝑘→0 𝑘 , 𝑦) = 𝑓(0, 𝑦) = 0 

olduğundan 𝑓 fonksiyonu birinci bileşenine göre süreklidir. 

𝑓 fonksiyonunun ikinci bileşene göre sürekli olduğu benzer şekilde gösterilir. 

 

Teorem 1.7. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

Bir değişkene göre monoton olan bir 𝑓: [0, 1]
2
→ [0,1]  fonksiyonu için aşağıdakiler 

denktir: 
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(i) 𝑓 süreklidir. 

(ii)  𝑓 her bir bileşene göre süreklidir. 

Sonuç 1.2. 

𝐼 fuzzy gerektirmesi için aşağıdakiler denktir. 

(i) 𝐼  süreklidir. 

(ii) 𝐼  her bir bileşene göre süreklidir: 

Örnek 1.11. 

𝐼𝐺𝐷  , 𝐼𝐺𝐺   ,   𝐼𝑅𝑆  , 𝐼𝑌𝐺  ,  𝐼𝐹𝐷 ve 𝐼𝑊𝐵  sürekli değildir. 𝐼𝐿𝐾  , 𝐼𝑅𝐶   𝑣𝑒  𝐼𝐾𝐷    süreklidir. 

𝐼𝐺𝐷  , 𝐼𝐺𝐺   ,   𝐼𝑅𝑆   ve  𝐼𝐹𝐷  ilk değişkene göre sol sürekli ikinci değişkene göre sağ 

süreklidir. 𝐼𝑊𝐵, ikinci değişkene göre sürekli iken  𝐼𝑌𝐺  (0,0) noktasında sürekli değildir. 

Uyarı 1.4. 

Tüm sürekli fuzzy gerektirmelerinin kümesi 𝐶ℱ𝐼  ile gösterilir. 

𝐼𝐺𝐷 nin ilk değişkene göre soldan sürekli olup sağdan sürekli olmadığını, ikinci 

değişkene göre sağdan sürekli olup soldan sürekli olmadığını gösterelim. Öncelikle 

 

𝐼𝐺𝐷(𝑥, 𝑦) = {
 1,     𝑥 ≤ 𝑦
𝑦,    𝑥 > 𝑦

 

 

fonksiyonunun soldan sürekli olduğunu gösterelim: 𝑥0, 𝑦 ∈ [0,1] için 

 𝑥0 ≤ 𝑦  olsun. Bu takdirde  𝐼𝐺𝐷(lim𝑥𝑛→𝑥0
− 𝑥𝑛  , 𝑦) = 𝐼𝐺𝐷(𝑥0, 𝑦) = 1 dir. 

Farzedelim ki her 𝑛 için 𝑥𝑛 ≥ 𝑦  olsun. Bu durumda  𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 ≥ 𝑦 ’dir. 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 𝑥0  

olduğundan   𝑥0 ≥ 𝑦  çelişkisi elde edilir. Böylece, ∃ 𝑛 için  𝑥𝑛 ≤ 𝑦 dir. Buradan, 

lim𝑥𝑛→𝑥0
− 𝐼𝐺𝐷(𝑥𝑛 , 𝑦) =1 olup. 

lim
𝑥𝑛→𝑥0

−
𝐼𝐺𝐷(𝑥𝑛 , 𝑦) = 𝐼𝐺𝐷( lim

𝑥𝑛→𝑥0−
𝑥𝑛 , 𝑦) 

eşitliği sağlanır. 

 𝑥0 > 𝑦 olsun. Bu takdirde , lim
𝑥𝑛→𝑥0

−
 𝐼𝐺𝐷(𝑥𝑛, 𝑦) = 𝑦 dir. 

Farzedelim ki her 𝑛 için 𝑥𝑛 ≤ 𝑦  olsun. Bu durumda 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 ≤ 𝑦  dir. 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 𝑥0  

olduğundan 𝑥0 ≤ 𝑦 çelişkisi elde edilir. 

Bu takdirde,  ∃ 𝑛 için  𝑦 < 𝑥𝑛 dir. Böylece, 

 

𝐼𝐺𝐷 ( lim
𝑥𝑛→𝑥0−

𝑥𝑛  , 𝑦) = 𝐼𝐺𝐷(𝑥0, 𝑦) = 𝑦 
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dir. Bu ise 𝐼𝐺𝐷 fonksiyonunun ilk değişkene göre soldan sürekli olduğunu gösterir.  

Şimdi ilk değişkene göre sağdan sürekli olmadığını gösterelim. 

𝑛𝜖ℕ için 𝑥𝑛 =
1

2
+

1

𝑛
   dizisini alalım. Bu takdirde,  lim𝑛→∞ 𝐼𝐺𝐷(

1

2
+

1

𝑛
,
1

2
) =

1

2
  dir. 

Diğer taraftan,  

 𝐼𝐺𝐷( lim𝑛→∞(
1

2
+
1

𝑛
,
1

2
)) = 𝐼𝐺𝐷 (

1

2
,
1

2
) = 1  olup  𝐼𝐺𝐷  fonksiyonu ilk değişkene göre 

sağdan sürekli değildir. 

 

Şimdi,  𝐼𝐺𝐷  fonksiyonunun ikinci değişkene göre sağdan sürekli olduğunu 

gösterelim. 

 𝑥 ≤ 𝑦0 olsun. Bu takdirde, 

lim
𝑦𝑛→𝑦0+

𝐼𝐺𝐷 (𝑥, 𝑦𝑛) = 1 

dir. Diğer taraftan 𝐼𝐺𝐷(𝑥, lim𝑦𝑛→𝑦0
+ 𝑦𝑛  ) = 𝐼𝐺𝐷(𝑥, 𝑦0) = 1  olup eşitlik sağlanır. 

 𝑥 > 𝑦0 olsun. Bu takdirde, 

lim𝑦𝑛⟶𝑦0
+ 𝐼𝐺𝐷 (𝑥, 𝑦𝑛) = lim𝑦𝑛⟶𝑦0

+ 𝑦𝑛 = 𝑦0’dır. Ayrıca 

𝐼𝐺𝐷 (𝑥, lim
𝑦𝑛→𝑦0

+
𝑦𝑛  ) = 𝐼𝐺𝐷(𝑥, 𝑦0) = 𝑦0 

olduğundan  eşitlik sağlanır. Böylece  𝐼𝐺𝐷  fonksiyonu ikinci değişkene göre sağdan 

süreklidir. 

 

Şimdi  𝐼𝐺𝐷   fonksiyonunun ikinci değişkene göre soldan sürekli olmadığını 

gösterelim. 

𝑛𝜖ℕ için 𝑥𝑛 =
1

2
−

1

𝑛
  dizisini alalım. Bu takdirde, 

lim𝑛→∞ 𝐼𝐺𝐷(
1

2
,
1

2
−

1

𝑛
) = lim𝑛→∞

1

2
−

1

𝑛
=

1

2
  ve  𝐼𝐺𝐷(

1

2
, lim
𝑛→∞

1

2
−

1

𝑛
) = 1  

olduğundan 𝐼𝐺𝐷 ikinci bileşene göre soldan sürekli değildir. 

Önerme 1.2. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼 sürekli bir fuzzy gerektirmesi ve 𝜑 ∈ Φ olsun. Bu takdirde  𝐼𝜑 ∈ 𝐶ℱ𝐼 dır. 

İspat: 

𝐼 ∈ ℱ𝐼 ise 𝐼𝜑 ∈ ℱ𝐼  olduğu Teorem 1.6. ile açıktır. 

𝐼 sürekli bir fuzzy gerektirmesi olsun. Bu takdirde, 

lim
𝑛→∞

(𝜑−1 (𝐼(φ(( 𝑥𝑛) , 𝜑(𝑦𝑛)) = 𝜑−1 (I(φ(lim𝑥𝑛) , 𝜑(𝑙𝑖𝑚𝑦𝑛))) 
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                                                                    = 𝐼𝜑(𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛, 𝑙𝑖𝑚𝑦𝑛) 

olduğundan  𝐼𝜑  süreklidir. 

Tanım 1.23. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

F: [0, 1]
2
→ [0,1] fonksiyonu Lipschitz özelliğini sağlar denir. 

⟺  𝑐 ∈ (0,∞)  sabit elemanı mevcuttur öyle ki her 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑦1 , 𝑦2 ∈ [0,1]  için 

 

                        |𝐹(𝑥1, 𝑦1) − 𝐹(𝑥2,𝑦2)| ≤ 𝑐(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)                           (1.3) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

Bir reel 𝐹  fonksiyonu Lipschitz özelliğini sağlıyor ise düzgün süreklidir. Böylece 

aşağıdaki bağıntıları sağlar. Yani  

Lipschitz ⟹ düzgün sürekli ⇒ süreklidir. 

Böylece (1.3)’ de verilen eşitsizliği sağlayan bir 𝐼 fuzzy gerektirmesi süreklidir. 

 

1.3.3. Fuzzy Gerektirmelerinin Temel Özellikleri 

 

Tanım 1.24. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

Bir 𝐼 fuzzy gerektirmesine  

(i) sol nötrallik özelliğini sağlar denir   ⟺ her 𝑦 ∈ [0,1] için 

                                 𝐼(1, 𝑦) = 𝑦                                                                     (NP) 

dir. (NP) özelliği klasik mantıkta  (1 → 𝑝) ≡ 𝑝 prensibinin bir genellemesidir. 

(ii) değiştirme prensibini sağlar denir ⟺  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1] için           

                                             𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧))                                            (EP) 

dir. (EP) özelliği klasik totoloji olarak bilinen 𝑝 → (𝑞 → 𝑟) ≡ 𝑞 → (𝑝 → 𝑟)  

prensibinin bir genellemesidir. 

(iii) birimlilik (identity) özelliğini sağlar denir ⟺ her 𝑥 ∈ [0,1] için 

                                             𝐼(𝑥, 𝑥) = 1,              𝑥 ∈ [0,1]                                           (IP) 

dır. (IP) özelliği klasik mantıkta  𝑝 → 𝑝 prensibinin bir genellemesidir. 

(iv) sıralama özelliğini sağlar denir ⟺ 

                                            𝑥 ≤ 𝑦 ⟺ 𝐼(𝑥, 𝑦) = 1          𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]                          (OP) 

dır. 
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Örnek 1.12. 

𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = min (1, 1 − 𝑥 + 𝑦) fonksiyonu (NP), (IP), (EP), (OP) özelliklerini sağlar. 

Gerçekten,  

 𝐼𝐿𝐾(1, 𝑦) = min(1, 1 − 1 + 𝑦) = min(1, 𝑦) = 𝑦    olduğundan (NP)  özelliği 

sağlanır.  

 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑥) = min(1, 1 − 𝑥 + 𝑥) = min(1, 1) = 1    olduğundan (IP)  özelliği 

sağlanır. 

 𝑥 ≤ 𝑦  olsun. Buradan, 1 + y − x ≥ 1 olduğu açıktır. Böylece, 

𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = min (1, 1 − 𝑥 + 𝑦) =1 dir. Diğer taraftan 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = 1  kabul edelim. 

𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑦) = min (1, 1 − 𝑥 + 𝑦)=1 olup  1 + y − x ≥ 1   dir. y − x ≥ 0  dır. Buradan  

𝑥 ≤ 𝑦  olup (OP) özelliği sağlanır. 

 Şimdi (EP) özelliğinin sağlandığını gösterelim. 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 𝑥 ≤ 𝑧 olsun.  

 

Bu takdirde,  𝑥 ≤ 1 + 𝑧 − 𝑦 dir. Böylece,  𝑥 ≤ min (1, 1 + 𝑧 − 𝑦) 

olup min(1, 1 + 𝑧 − 𝑦) − 𝑥 ≥ 0 dir. Buradan, 

𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧))=𝐼𝐿𝐾(𝑥,min(1, 1 − 𝑦 + 𝑧)) 

                                                                    = min(1, 1 − 𝑥 +min(1, 1 − 𝑦 + 𝑧)) 

                                                                    = 1 

dır. 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑧 + 𝑦 ≤ 1 + 𝑧  olduğundan 𝑦 ≤ 1 + 𝑧 − 𝑥  dir. Böylece, 𝑦 ≤ min(1, 1 +

𝑧 − 𝑥)  

min(1, 1 + 𝑧 − 𝑥) − 𝑦 ≥ 0 

dır. Böylece, 

                                𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑧)) = 𝐼𝐿𝐾(𝑦,min(1, 1 − 𝑥 + 𝑧)) 

                                                            = min(1, 1 − 𝑦 +min(1, 1 − 𝑥 + 𝑧)) 

                                                              = 1 = 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) 

elde edilir. 

𝑥 > 𝑧  olsun. Eğer 𝑦 ≤ 𝑧  ise  

𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼𝐿𝐾(𝑥,min(1, 1 − 𝑦 + 𝑧)) 

                                                               = min (1, 1 − 𝑥 +min(1, 1 − 𝑦 + 𝑧)) 

                                                            = min(1, 1 − 𝑥 + 1) = min(1, 2 − 𝑥) 

                                                            = 1 

ve   



23 
 

𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)) = 𝐼𝐿𝐾(𝑦,min(1, 1 − 𝑥 + 𝑧)) 

                                                            = 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 1 − 𝑥 + 𝑧) 

                                                            = min (1, 1 − 𝑦 + 1 − 𝑥 + 𝑧) 

                                                            = min(1, 2 − 𝑦 − 𝑥 + 𝑧) 

 Burada 𝑥 ≤ 1  ve 𝑦 ≤ 𝑧  eşitsizliklerinden 𝑥 + 𝑦 < 1 + 𝑧  elde edilir. Yani, 1 < 2 −

𝑥 − 𝑦 + 𝑧  dir. 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)) = min(1, 2 − 𝑦 − 𝑥 + 𝑧) = 1 olup 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝑧)) =

𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑧)) dir. 

              Eğer 𝑦 > 𝑧  ise 

            𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝑧)) = min (1, 1 − 𝑥 +min(1,1 − 𝑦 + 𝑧)) 

                                                            = min(1, 1 − 𝑥 + 1 − 𝑦 + 𝑧) 

                                                            = min (1, 2 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑧) 

ve 

                                𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑧)) = 𝐼𝐿𝐾(𝑦,min(1, 1 − 𝑥 + 𝑧) 

          = 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 1 − 𝑥 + 𝑧) 

                                                            = min(1, 1 − 𝑦 + 1 − 𝑥 + 𝑧) 

                                                            = min (1, 2 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑧) 

olup  𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝑧)) = 𝐼𝐿𝐾(𝑦, 𝐼𝐿𝐾(𝑥, 𝑧))  dir.  

Lemma 1.7. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼: [0,1]2 → [0,1]  bir fonksiyon olsun. 

(i) 𝐼  (LB)’ i sağlıyorsa  (I3) ve (NC)  i sağlar. 

(ii) 𝐼 (RB)’ i sağlıyorsa   (I4) ve (NC)  i sağlar. 

(iii) 𝐼 (NP)’ i sağlıyorsa   (I4) ve (I5) i sağlar. 

(iv) 𝐼 (IP)’ i sağlıyorsa   (I3) ve (I4)  ü sağlar. 

(v) 𝐼 (OP)’i sağlıyorsa  (I3), (I4), (NC), (LB), (RB) ve (IP) özelliklerini de sağlar. 

  İ𝐬𝐩𝐚𝐭: 

(i) 𝐼  (LB) özelliğini sağlasın. Bu durumda  𝐼(0, 𝑥) =  𝐼(0,0) = 𝐼(0,1) = 1 olup 

(I3) ve (NC)  nin sağlandığı açıktır. 

(ii) 𝐼 (RB) özelliğini sağlasın. Buradan  𝐼(𝑥, 1) = 𝐼(1,1) =  𝐼(0,1) = 1 olduğundan 

(I4) ve (NC) özellikleri de sağlanır. 

(iii) 𝐼 (NP) özelliğini sağlasın. Buradan, 𝐼(1, 𝑦) = 𝑦 dir.  Böylece 𝐼(1,1) =

1  ve 𝐼(1,0) = 0 olup (I4) ve (I5) özellikleri sağlanır. 
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(iv) 𝐼 (IP)’ i sağlasın 𝐼(𝑥, 𝑥) = 1 dir.  𝐼(0,0) = 𝐼(1,1) = 1 eşitliği ile (I3) ve (I4) 

özelliklerinin sağladığı açıktır. 

(v) 𝐼  (OP)’ i sağlasın. Bu takdirde  𝑥 ≤ 𝑦  ⟺ 𝐼(𝑥, 𝑦) = 1 dir. Buradan,   𝐼(0,0) =

𝐼(1,1) = 𝐼(0,1) = 𝐼(0, 𝑥) = 1 ve 𝐼(𝑥, 𝑥) = 𝐼(𝑥, 1) = 1 olduğu açıktır. 

Örnek 1.13. 

Tablo 3. de 9 temel fuzzy gerektirmeleri için (NP), (EP), (IP), (OP) ve süreklilik 

özelliklerini sağlayıp (sağlamadıkları) ilgili sütunda √ (x) ile gösterilmiştir. 

 

Tablo 3. Fuzzy gerektirmeleri için (NP), (EP), (IP), (OP) ve süreklilik  

 

Önerme 1.3. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼: [0,1]2 → [0,1]  (NP), (IP), (EP), (OP) özelliklerini sağlayan bir fonksiyon ve 𝜑 ∈ Φ  

olsun. Bu taktirde, 𝐼𝜑 de sırasıyla (NP), (IP), (EP) ve (OP) özelliklerini sağlar. 

İspat: 

𝜑 ∈ Φ  olsun. 

 𝐼   (𝑁𝑃)’i sağlasın. Buradan, her 𝑥 ∈ [0,1] için 𝐼(1, 𝑥) = 𝑥 dir. Böylece, 

𝐼𝜑(1, 𝑥) = 𝜑
−1 (𝐼(𝜑(1), 𝜑(𝑥))) = 𝜑−1(𝜑(𝑥)) = 1 

 olduğundan 𝐼𝜑 (NP) özelliğini sağlar. 

 𝐼 (EP)’i sağlasın. 𝐼𝜑′nin (EP)’i sağladığını gösterelim: Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1] için 

𝐼𝜑(𝑥, 𝐼𝜑(𝑦, 𝑧))  = 𝐼𝜑(𝑥, 𝜑
−1(𝐼(𝜑(𝑦), 𝜑(𝑧)))) 

                                                            = 𝜑−1(𝐼 (𝜑(𝑥), 𝐼(𝜑(𝑦), 𝜑(𝑧)))) 

Fuzzy 

implication 
(NP) (EP) (IP) (OP) Süreklilik 

𝐼𝐿𝐾 √ √ √ √ √ 

𝐼𝐺𝐷 √ √ √ √ × 

𝐼𝑅𝐶 √ √ × × √ 

𝐼𝐾𝐷 √ √ × × √ 

𝐼𝐺𝐺  √ √ √ √ × 

𝐼𝑅𝑆 × × √ √ × 

𝐼𝑌𝐺  √ √ × × × 

𝐼𝑊𝐵 √ √ √ × × 

𝐼𝐹𝐷 √ √ √ √ × 
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                                                            = 𝜑−1(𝐼 (𝜑(𝑦), 𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑧))) 

                                                            = 𝐼𝜑(𝑦, 𝜑
−1 (𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑧)))) 

                                                            = 𝐼𝜑(𝑦, (𝐼𝜑(𝑥, 𝑧))    

olduğundan 𝐼𝜑 (EP) özelliğini sağlar.  

 𝐼 (IP) i sağlasın. Bu durumda  her 𝑥 ∈ [0,1] için 𝐼(𝑥, 𝑥) = 1 dir. 

 Böylece,  

𝐼𝜑(𝑥, 𝑥) = 𝜑−1(𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑥)) = 1 

olup 𝐼𝜑 (IP) özelliğini sağlar. 

 𝐼  (OP) i sağlasın. 𝐼𝜑 nin (OP) özelliğini sağladığını gösterelim. 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 

𝑥 ≤ 𝑦  olsun. 𝜑(𝑥) ≤ 𝜑(𝑦) olup (OP)  ile  𝐼𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑−1 (𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦))) = 1 dir. 

Tersine, 𝐼𝜑(𝑥, 𝑦) = 1  olsun.  Bu durumda 𝜑−1 (𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦))) = 1  olup  

𝐼(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)) = 𝜑(1) = 1 dir. Bu durumda,  𝐼, (OP) özelliğini sağladığından 𝜑(𝑥) ≤

𝜑(𝑦) dir. 𝜑  nin monotonluğu ile 𝑥 ≤ 𝑦 olduğu elde edilir. Böylece, 𝐼𝜑 (OP) özelliğini 

sağlar. 

 

1.4.[𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Normlar ve Konormlar 

 

1.4.1. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Normlar 

 

Aksi belirtilmedikçe, [0,1] üzerindeki doğal sıralamayı ≤ ile göstereceğiz. 

 

Tanım 1.25. (Klement vd., 2000; De Baets vd., 1999; Wang ve Yu, 2002) 

Bir üçgensel norm (kısaca t-norm) 𝑇, [0,1]  birim aralığı üzerinde aşağıdaki özellikleri 

sağlayan bir ikili işlemdir; yani 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1]  fonksiyonu her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1]  için 

T1. 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥)                                                      (Komütatiflik) 

T2. 𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)                                         (Birleşme) 

T3. 𝑦 ≤ 𝑧  ise  𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑧)                                     (Monotonluk) 

T4. 𝑇(𝑥, 1) = 𝑥                                                                    (Sınır şartı) 

özelliklerini sağlar. 
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Örnek 1.14. 

Temel olarak kabul edilen dört t-norm 𝑇𝑀, 𝑇𝑃, 𝑇𝐿 , 𝑇𝐷  aşağıdaki gibidir: 

𝑇𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦)                                                           (Minimum) 

𝑇𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦                                                                            (Çarpım) 

𝑇𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥 + 𝑦 − 1,0)                              (Lukasiewicz t-norm) 

𝑇𝐷(𝑥, 𝑦) = {
0,               (𝑥, 𝑦) ∈ [0,1)2,

𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦), Aksi halde.
                     (Drastik çarpım) 

Uyarı 1.5. (Klement vd., 2000) 

𝑇, [0,1] birim aralığı üzerinde bir t-norm olsun. 

(i) Tanım 1.25 ile her 𝑇 t-normu her 𝑥 ∈ [0,1]  için  

 

              𝑇(0, 𝑥) = 𝑇(𝑥, 0) = 0                                                                       (1.4) 

 

                         𝑇(1, 𝑥) = 𝑥                                                                                        (1.5) 

 

eşitliklerini sağlar. (1.4) ve (1.5)’ de verilen eşitliklere ilave sınır şartı denir. Böylece 

her t-norm [0,1]2  birim kare üzerinde çakışıktır. 

(ii) Bir 𝑇 t-normunun ikinci bileşene göre monotonluğu, (T1) komütatiflik ve (T3) 

monotonluk özellikleri ile tanımlanır. Bu monotonluk her iki bileşene göre 

monotonluğa denktir; yani 

 

                         𝑥1 ≤ 𝑥2  ve  𝑦1 ≤ 𝑦2  ise   𝑇(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝑇(𝑥2, 𝑦2)                             (1.6) 

 

sağlanır. 

Tanım 1.26. (Klement vd., 2000) 

(i) 𝑇1  ve 𝑇2  iki t-norm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]  için 𝑇1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇2(𝑥, 𝑦) 

            eşitsizliği sağlanıyor ise 𝑇1, 𝑇2  t-normundan daha zayıftır veya denk olarak 𝑇2     

             𝑇1 t-normundan daha güçlüdür denir ve bu durum 𝑇1 ≤ 𝑇2 ile gösterilir. 

(ii)  𝑇1 ≤ 𝑇2  ve 𝑇1 ≠ 𝑇2  ise yani 𝑇1 ≤ 𝑇2  ve bir (𝑥0, 𝑦0) ∈ [0,1]
2  için 

            𝑇1(𝑥0, 𝑦0) < 𝑇2(𝑥0, 𝑦0) ise, bu durum 𝑇1 < 𝑇2  ile gösterilir. 

Uyarı 1.6. (Klement vd., 2000) 

(i) 𝑇, [0,1] birim aralığı üzerinde bir t-norm olsun. (1.6)’ ün bir sonucu olarak her  
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𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]  için 𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 1) = 𝑥  ve 𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(1, 𝑦) = 𝑦  olup 

𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑚𝑖𝑛 (𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑀(𝑥, 𝑦)’ dir. Böylece, 𝑇𝑀 minimum t-normu en güçlü 

t-normdur. [0,1]2 nin sınırları üzerinde her t-norm çakışık ve her 𝑥, 𝑦 ∈ (0,1)  

için 𝑇(𝑥, 𝑦) ≥ 0 = 𝑇𝐷(𝑥, 𝑦) olduğundan 𝑇𝐷  drastik çarpımı en zayıf t-normdur. 

Bu durumda keyfi 𝑇 t-normu  için 

 

                𝑇𝐷 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑀                                                                                     (1.7) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

(ii)  Açıkça 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃  olduğundan dört temel t-norm arasında 

 

                𝑇𝐷 < 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃 < 𝑇𝑀                                                                           (1.8) 

 

ilişkisi mevcuttur. 

Önerme 1.4. (Klement vd., 2000) 

(0,1) ⊆ 𝐴 ⊆ [0,1]  bir küme ve ∗: 𝐴2 ⟶𝐴, 𝐴  üzerinde bir ikili işlem ve her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴  

için (T1)-(T3) özellikleri ile birlikte  

 

                          𝑥 ∗ 𝑦 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦)                                                                             (1.9)  

 

özelliği sağlansın. O halde 

 

                          𝑇(𝑥, 𝑦) = {
𝑥 ∗ 𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐴 ∖ {1})2,

𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦), Aksi halde,
                                 (1.10) 

 

ile tanımlanan 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1]  dönüşümü bir t-normdur. Üstelik,  𝑇 , (𝐴 ∖ {1})2  e 

kısıtlanışı,   ∗ işleminin (𝐴 ∖ {1})2 ne kısıtlanışı ile aynı olan tek t-normdur. 

Tanım 1.27. (Klement vd., 2000) 

Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1]  için (T1)-(T3) ve (1.9) özelliklerini sağlayan bir 𝐹: [0,1]2 ⟶ [0,1]  

fonksiyonuna bir t-altnorm denir. 
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Açık olarak her t-norm bir t-altnormdur, fakat tersinin doğru olması gerekmez: 

örneğin, sıfır fonksiyonu, yani 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0  ile verilen 𝐹: [0,1]2 ⟶ [0,1]  fonksiyonu 

bir t-altnormdur fakat bir t-norm değildir. 

Sonuç 1.3. (Klement vd., 2000) 

𝐹 bir t-altnorm ise 

 

𝑇(𝑥, 𝑦) = {
𝐹(𝑥, 𝑦),          (𝑥, 𝑦) ∈ [0,1)2,

𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦),      Aksi halde,
 

 

ile tanımlanan 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1]  fonksiyonu bir t-normdur. 

Önerme 1.5. (Klement vd., 2000) 

(i) Her 𝑥 ∈ [0,1]  için 𝑇(𝑥, 𝑥) = 𝑥 eşitliğini sağlayan tek t-norm 𝑇𝑀  minimum t- 

normdur. 

(ii)  Her 𝑥 ∈ [0,1)  için 𝑇(𝑥, 𝑥) = 0 eşitliğini sağlayan tek t-norm 𝑇𝐷 drastik  

           çarpımıdır. 

Uyarı 1.7. (Klement vd., 2000) 

(i)  Her t-norm 𝑇 (T2) birleşme kuralı ve indüksiyon ile aşağıdaki n-li işleme 

           genişletilebilir. Yani, her (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ [0,1]
𝑛  n-sıralısı için 

𝑇𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 = 𝑇(𝑇𝑖=1

𝑛−1𝑥𝑖 , 𝑥𝑛) 

dir. Eğer özel olarak 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 𝑥 ise kısaca 

𝑥𝑇
(𝑛)

= 𝑇(𝑥, 𝑥, … , 𝑥) 

yazılır. Bu durumda  𝑥𝑇
(0)
= 1  ve  𝑥𝑇

(1)
= 𝑥  olarak tanımlanır. 

(ii)  [0,1]  in elemanlarının her (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ  dizisi yani (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ ∈ [0,1]
ℕ  için  

 

                          𝑇𝑖=1
∞ 𝑥𝑖 = lim𝑛→∞ 𝑇𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖                                                                  (1.11) 

 

ile tanımlanır. 

(iii)  Keyfi bir 𝐼  indis kümesi ve her (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ [0,1]
𝐼  için, yani [0,1]  in  

elemanlarının her (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼  ailesi için aşağıdaki ifade iyi tanımlıdır ve (1.11) un 

bir genellemesidir: 

𝑇𝑖∈𝐼𝑥𝑖 = 𝑖𝑛𝑓 {𝑇𝑗=1
𝑘 𝑥𝑖𝑗| (𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , … , 𝑥𝑖𝑘), (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼nın sonlu alt ailesidir}.  
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Örnek 1.15. 

𝑇𝑀 minumum ve 𝑇𝑝 çarpım t- normlarının n-li genişlemelerinin 

𝑇𝑀(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

𝑇𝑃(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∏ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 , 

olduğu açıktır. 𝑇𝐿 Lukasiewicz t-normunun ve 𝑇𝐷 drastik çarpımının n-li genişlemeleri  

𝑇𝐿(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = max(∑ 𝑥𝑖 − (𝑛 − 1), 0
𝑛
𝑖=1 ),  

 𝑇𝐷(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = {
𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 = 1, ∀𝑗 ≠ 𝑖 ise,

0, Aksi halde,
 

şeklindedir. 

 

1.4.2. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Konormlar 

 

Tanım 1.28. (Baczyński ve Jayaram, 2008; Klement vd., 2000; Wang ve Yu, 

2002) Bir üçgensel konorm (veya kısaca t-konorm) 𝑆, [0,1]  birim aralığı üzerinde her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1] için (T1)-(T3)  şartlarını ve her 𝑥 ∈ [0,1] için 

(S4)                 𝑆(𝑥, 0) = 𝑥                 (Sınır şartı) 

şartını sağlayan 𝑆: [0,1]2 ⟶ [0,1]  fonksiyonudur. 

 

Aksiyomatik olarak t-normlar ve t-konormlar sadece sınır şartlarında farklılık 

gösterirler. Aslında, t-norm ve t-konorm kavramları bazı anlamlarda dualdirler. 

Örnek 1.16. 

𝑆𝑀, 𝑆𝑝, 𝑆𝐿  ve  𝑆𝐷 temel t-konormları sırası ile 

          𝑆𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦),                                                                        (Maksimum) 

𝑆𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦,                                                            (İstatistiksel toplam) 

𝑆𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦, 1),                          (Lukasiewicz t-konorm, sınırlı toplam) 

𝑆𝐷(𝑥, 𝑦) = {
1,                    (𝑥, 𝑦) ∈ (0,1)2,

𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦),  Aksi halde,  
                                (Drastik toplam) 

şeklinde tanımlanır. 

Önerme 1.6. (Klement vd., 2000) 

𝑆: [0,1]2 ⟶ [0,1]  bir ikili işlem olsun. 𝑆  bir t-konormdur ⟺  Bir 𝑇   t-normu her  

𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]  için 

 

                          𝑆(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑇(1 − 𝑥, 1 − 𝑦)                                                       (1.12) 
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olacak şekilde mevcuttur.   

Uyarı 1.8. 

(i)  𝑆: [0,1]2 ⟶ [0,1]  bir t-konorm ise 

 

                𝑇(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑆(1 − 𝑥, 1 − 𝑦)                                                        (1.13) 

 

ile tanımlanan 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1]   fonksiyonu bir t-normdur. (1.12) ile verilen t-

konorma, t-norm 𝑇’ nin dual t-konormu denir. Benzer şekilde, (1.13) ile verilen t-

norma 𝑆 t-konormunun dual t-normu denir. 

(ii)  (𝑇𝑀, 𝑆𝑀), (𝑇𝑃 , 𝑆𝑃), (𝑇𝐿 , 𝑆𝐿) ve (𝑇𝐷 , 𝑆𝐷)  ikişer tarzda birbirine dual t-norm ve t-

konorm çiftleridir. 

(iii)  𝑆: [0,1]2 ⟶ [0,1] bir t-konorm olsun. Her 𝑥 ∈ [0,1]  için 

𝑆(1, 𝑥) = 𝑆(𝑥, 1) = 1, 

𝑆(0, 𝑥) = 𝑥, 

ilave sınır şartları olarak adlandırılan eşitlikler sağlanır. Böylece, tüm t-konormlar 

[0,1]2  nin sınırı üzerinde çakışıktır, yani aynı değeri alırlar. 

 

T-normlarda olduğu gibi bir 𝑆  t-konormu elde etmek için gerek ve yeter koşul 

Önerme 1.4. ün duali ile, (S1)-(S3) şartlarının ve her (𝑥, 𝑦)  için 𝑆(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦)  

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

(iv)  Duallik sıralamayı değiştirir; yani 𝑇1  ve 𝑇2  t-normları için 𝑇1 ≤ 𝑇2  ve 𝑆1,  𝑇1 t-

normuna ve 𝑆2,  𝑇2 t-normuna karşılık gelen dual t-konormlar ise 𝑆1 ≥ 𝑆2’ dir.  

 

Her 𝑆 t-konormu için  

𝑆𝑀 ≤ 𝑆 ≤ 𝑆𝐷 

dir. Yani 𝑆𝑀 maksimum t-konormu en zayıf, 𝑆𝐷  drastik toplam en güçlü t-konormdur. 

Temel dört t-konorm için aşağıdaki ilişki mevcuttur:  

𝑆𝑀 < 𝑆𝑃 < 𝑆𝐿 < 𝑆𝐷 

(v)  Verilen bir t-konorm 𝑆 için Uyarı 1.7 e benzer şekilde (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛) ∈ [0,1]
𝑛 

n-sıralılarına, (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ ∈ [0,1]
ℕ  dizilerine ve 𝐼  keyfi küme olmak üzere (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ [0,1]

𝐼  

ailelerine genişletme işlemi aşağıdaki gibidir: 
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 𝑆𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 = 𝑆(𝑆𝑖=1

𝑛−1𝑥𝑖 , 𝑥𝑛) = 𝑆(𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛), 

 

 𝑆𝑖=1
∞ 𝑥𝑖 = lim𝑛→∞ 𝑆𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖, 

 

𝑆𝑖∈𝐼𝑥𝑖 = 𝑠𝑢𝑝 {𝑆𝑗=1
𝑘 𝑥𝑖𝑗| (𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , … , 𝑥𝑖𝑘), (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 nın sonlu alt ailesidir}.  

 

𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 𝑥   olduğunda 𝑆(𝑥, 𝑥,⋯ , 𝑥)   yerine kısaca 𝑥𝑆
(𝑛)

 yazılır ve 

her 𝑥 ∈ [0,1]  için 𝑥𝑆
(0)
= 0  ve  𝑥𝑆

(1)
= 𝑥  olarak gösterilir. 

 

1.5. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normlar, Negasyonlar ve Gerektirmeler 

 

1.5.1. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normlar 

  

Tanım 1.29. (De Baets vd., 1999; Klement vd., 2000; Wang ve Yu, 2002) 

(𝐿, ≤ ,0,1)bir sınırlı kafes olsun. 𝐿 üzerinde 𝑇  ikili işlemi t-norm olarak adlandırılır ⟺ 

her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

(1)  𝑇(𝑇(𝑎, 𝑏), 𝑐) = 𝑇(𝑎, (𝑏, 𝑐))                                          (Birleşme) 

(2)  T(𝑎, 𝑏) = 𝑇(𝑏, 𝑎)                                                          (Değişme) 

(3)  𝑏 ≤ 𝑐 ise 𝑇(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑇(𝑎, 𝑐)                                    (Monotonluk) 

(4)  𝑇(𝑎, 1) = 𝑎                                                             (Sınır koşulu) 

Uyarı 1.9. (Wang ve Yu, 2003) 

(i)  𝑇1  ve 𝑇2  sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde iki t-norm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  için  

𝑇1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇2(𝑥, 𝑦)  eşitsizliği sağlanıyor ise 𝑇1, 𝑇2  t-normundan daha zayıftır 

veya denk olarak 𝑇2, 𝑇1 t-normundan daha güçlüdür denir ve bu durum 𝑇1 ≤ 𝑇2 

ile gösterilir. 

(ii)  𝑇1 ≤ 𝑇2  ve 𝑇1 ≠ 𝑇2  ise yani 𝑇1 ≤ 𝑇2  ve bir 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐿  için 

𝑇1(𝑥0, 𝑦0) < 𝑇2(𝑥0, 𝑦0) ise, bu durum 𝑇1 < 𝑇2  ile gösterilir. 

 

𝑇𝑊(𝑥, 𝑦) = {
𝑥, 𝑦 = 1,      
𝑦 , 𝑥 = 1,      
0 , Aksi halde
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olsun. O halde 𝑇𝑊 , 𝐿  üzerinde bir t-normdur ve özel olarak 𝐿 = [0,1]  olduğunda 

𝑇𝑊, 𝑇𝐷 ile gösterilir. 𝐿 üzerindeki keyfi t-norm 𝑇 için 𝑇𝑊 ≤ 𝑇 olduğundan bu t-norm, 𝐿 

üzerindeki en küçük t-normdur. 

 

Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerindeki en büyük t-norm 𝑇∧(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ile verilir ve özel 

olarak 𝐿 = [0,1] olduğunda 𝑇∧ = 𝑇𝑀’ dir. 

Tanım 1.30. 

𝑇  bir t-norm olsun. 

(i)  Bir  𝑎 ∈ [0,1]  elemanına 𝑇’nin bir idempotent elemanıdır denir ⟺ 𝑇(𝑎, 𝑎) = 

𝑎’ dır. 0  ve 1  her  t-norm için  idempotent elemanlar olup bu elemanlara 

trivial idempotent elemanlar denir. (0,1) ’ deki idempotent elemanlar ise 

trivialden farklı idempotent elemanlar olarak adlandırılır. 

(ii)  Bir  𝑎 ∈ (0,1)  elemanına t-norm 𝑇’nin nilpotent elemanı denir ⟺  ∃𝑛 ∈ ℕ  

             öyleki 𝑎𝑇
(𝑛)

= 0’ dır.  

(iii) Bir 𝑎 ∈ (0,1)  elemanına 𝑇’nin sıfır böleni denir ⟺  ∃𝑏 ∈ (0,1) öyleki  

             𝑇(𝑎, 𝑏) = 0’ dır. 

Tanım 1.31. (De Baets vd., 1999) 

𝑇, sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde bir t-norm olsun. Bir 𝑥 ∈ 𝐿 elemanına 𝑇  nin bir sıfır 

böleni denir ⟺ 𝑥 ∧ 𝑦 ≠ 0 ve 𝑇(𝑥, 𝑦) = 0 olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 elemanı mevcuttur. 

𝑇’ nin sıfır bölenlerinin kümesi 𝑍(𝑇) ile gösterilecektir. 

 

Eğer 𝑍(𝑇) = ∅ ise  𝑇’ ye sıfır bölensiz denir. 

 

𝐿 = [0,1]  olarak alınırsa Tanım 1.30 ve Tanım 1.31 (iii) deki sıfır bölen 

tanımlarının denk olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

 

Tanım 1.32. (Casasnovas ve Mayor, 2008) 

Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerindeki bir t-norm 𝑇 e bölünebilirdir denir ⟺  𝑥 ≤ 𝑦 olan her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için  𝑥 = 𝑇(𝑦, 𝑧) olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝐿 mevcuttur. 

Sınırlı bir 𝐿  kafesi üzerindeki 𝑇𝑊  t-normu bölünebilir olmayan bir t-normdur. 

Diğer taraftan, 𝑇∧  t-normu bölünebilir bir t-normdur: 𝑥 ≤ 𝑦 olması 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥 olmasına 

denktir. 
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Tanım 1.33. (De Baets vd., 1999) 

Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde bir t-norm 𝑇 alalım. Bir 𝑥 ∈ 𝐿 elemanına 𝑇 nin idempotent 

elemanıdır denir ⟺ 𝑇(𝑥, 𝑥) = 𝑥 eşitliği sağlanır. 

 

Açık olarak, 0 ve 1 elemanları herhangi bir t-normun idempotent elemanlarıdır. 

Bu elemanlara trivial idempotent elemanlar denir. Bunlardan farklı idempotent 

elemanlara da trivial olmayan idempotent elemanlar denir. 

Önerme 1.7. (De Baets, 1995) 

𝑇, [0,1] üzerinde bir t-norm olsun. 𝑇 bölünebilirdir ⟺ 𝑇 süreklidir. 

 

1.5.2. Sınırlı Kafesler Üzerinde Negasyonlar ve Üçgensel sıralamalar  

 

Tanım 1.34. (Karaçal, 2006) 

(𝐿 ≤ 0,1)  üzerinde sınırlı kafes olsun. 𝑁: 𝐿 → 𝐿  azalan fonksiyonuna negasyon 

denir ⟺  𝑁(0) = 1 ve 𝑁(1) = 0  dır. 

𝑁 negasyonuna güçlüdür denir ⟺  Her 𝑥 ∈  𝐿 için 𝑁(𝑁(𝑥)) = 𝑥  dir. 

Aşağıdaki gibi verilen 𝑁−  ve 𝑁+  dönüşümleri herhangi bir 𝐿  kafesi üzerinde 

negasyonlar olup herhangi bir 𝑁 negasyonu için 𝑁− ≤ 𝑁 ≤ 𝑁+ olduğu açıktır. 

 

𝑁−(𝑥) =   {
1,         𝑥 = 0
0,              𝐴𝑇

       ve            𝑁+ =  {
0,      𝑥 = 1
1,         𝐴. 𝑇

 

 

Tanım 1.35. (Karaçal, 2006; Baczyński ve Jayaram, 2008) 

(𝐿, ≤, 0, 1) sınırlı bir kafes olsun. 𝐼: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonuna (𝑆, 𝑁) -gerektirmesi denir 

⟺ Bir t-konorm 𝑆 ve bir negasyon 𝑁 ⟶ 𝐿 ⟶ 𝐿 

𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑁(𝑥), 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  

olacak şekilde mevcuttur. 𝑁 güçlü negasyon ise 𝐼 gerektirmesine 𝑆  gerektirme denir. 

Tanım 1.36. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼 ∈ ℱ𝐼 ve 𝑁 bir negasyon olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿  için, 

(i) 𝐼 fuzzy gerektirmesi “𝑁 negasyonuna göre zıt simetri özelliğini ” CP(N)  sağlar. 

denir.  ⇔  𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼(𝑁(𝑦),𝑁(𝑥)) dir.  

(ii) 𝐼  fuzzy gerektirmesi “𝑁  negasyonuna göre sol zıt simetri özelliğini ” 𝐿 −

CP(N)  sağlar denir.  ⇔  𝐼(𝑁(𝑥), 𝑦) = 𝐼(𝑁(𝑦), 𝑥) dir.  
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(iii) 𝐼  fuzzy gerektirmesi “𝑁  negasyonuna göre sağ zıt simetri özelliğini ” 𝑅 −

CP(N)  sağlar denir.  ⇔  𝐼(𝑥, 𝑁(𝑦)) = 𝐼(𝑦, 𝑁(𝑥)) dir.  

Teorem 1.8. (Baczyński ve Jayaram, 2008) 

𝐼𝑆,𝑁 bir (𝑆, 𝑁)- gerektirmesi ise 

(i) 𝐼𝑆,𝑁 ∈ ℱ𝐼 ve (NP) ve (EP) i sağlar. 

(ii)  𝑁𝐼𝑆,𝑁 = 𝑁 dir. 

(iii) 𝑁 güçlü negasyon ise  𝐼𝑆,𝑁 gerektirmesi L- CP(N−1) i sağlar. 

(iv) 𝑁 güçlü negasyon ise  𝐼𝑆,𝑁 gerektirmesi CP(N) i sağlar. 

İspat: 

𝐼𝑆,𝑁 nin monotonluğu 𝑆 nin ve 𝑁 nin monotonluğu ile elde edilir. 

(i) Ayrıca, 

𝐼𝑆,𝑁(0,0) = 𝑆(𝑁(0), 0) = 𝑆(1,0) = 1  

𝐼𝑆,𝑁(1,1) = 𝑆(𝑁(1), 1) = 𝑆(0,1) = 1  

𝐼𝑆,𝑁(1,0) = 𝑆(𝑁(1), 0) = 𝑆(0,0) = 0  

dır. Bu durumda 𝐼𝑆,𝑁 ∈ ℱ𝐼 elde edilir. 

 𝐼𝑆,𝑁(1, 𝑦) =  𝑆(𝑁(1), 𝑦) =  𝑆(0, 𝑦) =  𝑦 , 𝑦 ∈  [0, 1] . 

dır. Böylece, 𝐼𝑆,𝑁 (NP) özelliğini sağlar. 

     𝐼𝑆,𝑁 (𝑥, 𝐼𝑆,𝑁 (𝑦, 𝑧)) =  𝑆(𝑁(𝑥), 𝑆(𝑁(𝑦), 𝑧)) =  𝑆(𝑁(𝑦), 𝑆(𝑁(𝑥), 𝑧))  

                                                 =  𝐼𝑆,𝑁 (𝑦, 𝐼𝑆,𝑁 (𝑥, 𝑧)) 

Böylece  (EP) özelliği sağlanır. 

(ii) Her 𝑥 ∈ [0,1] için, 

𝑁𝐼𝑆,𝑁  (𝑥)  =  𝐼𝑆,𝑁(𝑥, 0)  =  𝑆(𝑁(𝑥), 0)  =  𝑁(𝑥) . 

(iii) 𝑁 güçlü negasyon olmak üzere ve (Baczyński ve Jayaram, 2008) Uyarı 1.5.19 

(i) den 𝐼𝑆,𝑁 gerektirmesi L- CP(N−1) i sağlar sonucu elde edilir. 

(iv) 𝑁 güçlü negasyon olmak üzere ve (Baczyński ve Jayaram, 2008) Uyarı 1.5.6  

(ii) den 𝐼𝑆,𝑁 gerektirmesi CP(N) i sağlar. 

Tanım 1.37. (Karaçal ve Kesicioğlu, 2011) 

𝐿 sınırlı bir kafes ve 𝑇 𝐿 üzerinde bir t-norm olsun. Aşağıdaki şekilde tanımlanan ≼𝑇 

bağıntısı bir sıralama bağıntısı olup bu sıralama bağıntısına 𝑇 -sıralama denir. Her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için  

𝑥 ≼𝑇 𝑦 ⟺ ∃ ℓ ∈ 𝐿 öyleki 𝑇(ℓ, 𝑦) = 𝑥. 
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Şimdi ≼𝑇 bağıntısının bir sıralama bağıntısı olduğunu gösterelim. 

  Her 𝑥 ∈ 𝐿 için  𝑇(1, 𝑥) = 𝑥  olup  𝑥 ≼𝑇 𝑥  dır. Böylece, ≼𝑇  bağıntısı yansıma 

özelliğini sağlar. 

  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 ≼𝑇 𝑦 ve 𝑦 ≼𝑇 𝑥 olsun. Bu taktirde  ℓ1, ℓ2 ∈  𝐿 elemanları 

𝑇(ℓ1, 𝑦) = 𝑥 ve 𝑇(ℓ2, 𝑥) = 𝑦 

olacak şekilde mevcuttur. Böylece 

𝑥 = 𝑇(ℓ1, 𝑦) ≤ 𝑇(1, 𝑦) = 𝑦  ve 𝑦 = 𝑇(ℓ2, 𝑥) ≤ 𝑇(1, 𝑥) = 𝑥 olup 𝑥 = 𝑦  dir. Yani, ≼𝑇 

bağıntısı ters simetriktir.  

 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑥 ≼𝑇 𝑦 ve 𝑦 ≼𝑇 𝑧 olsun. Bu taktirde, ℓ1, ℓ2 ∈  𝐿 elemanları   

𝑇(ℓ1, 𝑦) = 𝑥 ve 𝑇(ℓ2, 𝑧) = 𝑦 

olacak şekilde mevcuttur.  𝑥 = 𝑇(ℓ1, 𝑦) = 𝑇(ℓ1, 𝑇(ℓ2, 𝑧)) = 𝑇((ℓ1, ℓ2), 𝑧) olduğundan   

𝑥 ≼𝑇 𝑧  sağlanır. Böylece, ≼𝑇 bağıntısı geçişme özelliğini sağlar. 

Tanım 1.38. (Klement vd., 2000) 

𝑇: [0,1]2 → [0,1] sol sürekli bir t-norm olsun. Bu taktirde 

 𝐼𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑢𝑝{𝑧 ∈ [0,1] | 𝑇  (𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦} 

olarak tanımlanan 𝐼𝑇: [0,1]
2 → [0,1] dönüşümü bir gerektirme olup bu gerektirmeye  𝑇  

t-normunun rezidual gerektirmesi denir. 𝑇 sol sürekli olduğunda supremum maksimum 

olarak düşünülebilir. 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

Bu çalışmada elde edilen sonuçlar “Kesicioğlu ve Mesiar, ordering based on 

implications” isimli çalışmadan alınmıştır. ( Kesicioğlu ve Mesiar, 2014). 

 

Tanım 2.1. (Karaçal, 2006; Karaçal, 2004; Karaçal ve Sağiroğlu, 2009; Wang ve 

Yu, 2002) 

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı kafes olsun. Bir 𝐼: 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonuna gerektirme denir ⟺

Her 𝑥, 𝑥1, 𝑦, 𝑦1  ∈ 𝐿 için aşağıdaki şartlar sağlanır. 

I1. 𝑥1  ≤ 𝑥2  ise  𝐼(𝑥1, 𝑦) ≥ 𝐼(𝑥2, 𝑦),    yani 𝐼(. , 𝑦)  azalandır. 

I2. 𝑦1  ≤ 𝑦2  ise  𝐼(𝑥, 𝑦1) ≤ 𝐼(𝑥, 𝑦2) ,   yani  𝐼(𝑥, . )  artandır. 

I3. 𝐼(0,0) = 1 . 

I4. 𝐼(1,1) = 1 .  

I5. 𝐼(1,0) = 0 . 

Tanımdan her 𝑥 ∈  𝐿 için 𝐼(0, 𝑥) = 1 ve 𝐼(𝑥, 1) = 1 olduğu görülür. 

Tanım 2.2. (Karaçal, 2006) 

𝐼: 𝐿2 → 𝐿  gerektirme olsun. Her x, y, z ∈L  için,  

(iv) 𝐼 gerektirmesi “𝑁 negasyonuna göre zıt simetri özelliğini ” ( CP − NI) sağlar 

denir.  ⇔  𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼(𝑁(𝑦),𝑁(𝑥)) dir.  

(v) 𝐼 gerektirmesi sol nötrallik özelliğini (NP) sağlar denir.  ⇔  Her 𝑦 ∈

𝐿 için 𝐼(1, 𝑦) = 𝑦 eşitliği sağlanır. 

(vi)  𝐼 gerektirmesi yer değiştirme özelliğine (EP) sahiptir denir. ⇔ 𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) =

𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)) eşitliği sağlanır. 

Tanım 2.3. 

𝐿 bir kafes ve 𝐼, 𝐿 üzerinde tanımlı bir gerektirme olsun. 

𝑁𝐼: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonuna doğal negasyon denir ⟺ her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑁𝐼 = 𝐼(𝑥, 0) dır. 

Tanım 2.4. 

𝐼: 𝐿2 → 𝐿  sınırlı bir 𝐿  kafesi üzerinde gerektirme olsun. 𝐿  üzerinde ≼𝐼  bağıntısını 

aşağıdaki gibi tanımlayalım: Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 

 

𝑦 ≼𝐼 𝑥 ⟺ ∃ℓ ∈ 𝐿  öyleki 𝐼(ℓ, 𝑥) = 𝑦 
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Önerme 2.1. 

𝐼: 𝐿2 → 𝐿 sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde gerektirme olsun. Eğer 𝐼 gerektirmesi 𝑁𝐼 güçlü 

doğal negasyonuna göre zıtlık kuralını (CP − NI)  ve yer değiştirme  prensibi (EP)’i 

sağlıyorsa Tanım 2.4. de verilen  ≼𝐼 bağıntısı bir sıralama bağıntısıdır. 

İspat: 

(i) (Baczyński ve Jayaram, 2008) Sonuç 1.5.7 ile 𝐼 nın (NP)’ yi sağladığı açıktır. 

Böylece 𝐼(1, 𝑥) = 𝑥  olup 𝑥 ≼𝐼x dir. Yani, ≼𝐼  bağıntısı yansıma özelliğini 

sağlar. 

(ii) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için  𝑥 ≼𝐼 𝑦 ve 𝑦 ≼𝐼 𝑥 olsun. Buradan ℓ1, ℓ2 ∈ 𝐿 elemanları 

𝐼(ℓ1, 𝑦) = 𝑥  ve 𝐼(ℓ2, 𝑥) = 𝑦  

olacak şekilde mevcuttur. 𝐼 ,  (NP) özelliğini sağladığından  

𝑥 = 𝐼 (ℓ1, 𝑦) ≥ 𝐼(1, 𝑦) = 𝑦  ve 𝑦 = 𝐼(ℓ2, 𝑥) ≥ 𝐼(1, 𝑥) = 𝑥   

ile  𝑥 = 𝑦 olduğu elde edilir. Böylece, ≼𝐼 bağıntısı ters simetriktir. 

(iii) 𝑥, 𝑦 , 𝑧 ∈ 𝐿  için 𝑥 ≼𝐼 𝑦 ve 𝑦 ≼𝐼 𝑧 olsun. Bu taktirde, ℓ1, ℓ2 ∈ 𝐿 elemanları 

 𝐼(ℓ1, 𝑦) = 𝑥 ve 𝐼(ℓ2, 𝑧) = 𝑦  

olacak şekilde  mevcuttur. 

               𝑥 = 𝐼(ℓ1, 𝑦) =  𝐼(ℓ1, 𝐼(ℓ2, 𝑧))     

                                    = 𝐼(ℓ1, 𝐼(𝑁𝐼(𝑧), 𝑁𝐼(ℓ2)))                     (CP − NI ile) 

                                    = 𝐼(𝑁𝐼(𝑧), 𝐼(ℓ1, 𝑁𝐼(ℓ2))))                 (EP ile) 

                                    = 𝐼(𝑁𝐼(𝐼(ℓ1, 𝑁𝐼(ℓ2))),𝑁𝐼(𝑁𝐼(𝑧))      (CP − NI ile) 

                                    = 𝐼(𝑁𝐼(𝐼(ℓ1, 𝑁𝐼(ℓ2)), 𝑧)                     (NI güçlü olduğundan) 

olup 𝑘 = 𝑁𝐼(𝐼(ℓ1, 𝑁𝐼(ℓ2)))  ile gösterelim.  Bu taktirde,  𝑥 = 𝐼(𝑘, 𝑧) olduğundan  

𝑥 ≼𝐼 𝑧 elde edilir. Böylece,  ≼𝐼 geçişme özelliğini sağlar. 

Lemma 2.1. 

𝐿 sınırlı bir kafes ve 𝑇, 𝐿  üzerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde her 𝑇  t-normu ve her 

𝑥 ∈ 𝐿 için 0 ≼𝑇 𝑥 , 𝑥 ≼𝑇 𝑥 ve 𝑥 ≼𝑇 1  dir. 

Uyarı 2.1. 

Önerme 2.1. in tersi her zaman sağlanmayabilir. Örneğin 

 

𝐼(𝑥, 𝑦) = {

   1,            𝑥 ≤ 𝑦
 𝑥 

𝑦
,          𝐴. 𝑇  
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olarak tanımlanan Goguen gerektirmesini alalım. Açıkça doğal negasyonu 

 

𝑁−(𝑥) = { 
  1  , 𝑥 = 0    
0 ,         𝐴. 𝑇      

 

 

involutif olmayan negasyondur. Böylece 𝐼, 𝑁𝐼 = 𝑁
− e negasyonuna göre zıtlık kuralını 

sağlamaz. 

Diğer taraftan, ≼𝐼= {(𝑥, 𝑦) ⎸ 𝑥 ≼𝐼 𝑦 ⟹ 𝑥 ≥ 𝑦} ∪ {(0,0), (1,0)}’ nın [0,1] üzerindeki 

Hasse diyagramı aşağıda  şekil 3. de gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 3. ≼𝐼’nın hasse diagramı 

 

Önerme 2.2. 

(𝐿, ≤, 0, 1)  sınırlı kafes ve 𝐼: 𝐿2 → 𝐿  gerektirmesi yer değiştirme prensibi (EP)’i 𝑁𝐼  

doğal negasyonuna göre zıtlık prensibi (CP-𝑁𝐼)’ı sağlayan bir gerektirme olsun. Bu 

taktirde  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için  

𝑥 ≼𝐼 𝑦 ise  𝑦 ≤ 𝑥 

dir. 

İspat: 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için x ≼𝐼 𝑦 olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈ 𝐿  elemanı 

𝐼(ℓ, 𝑦) = 𝑥 

olacak şekilde mevcuttur. ℓ ≤ 1 ve 𝐼 bir gerektirme olduğundan 

x = 𝐼(ℓ, 𝑦)  ≥ 𝐼(1, 𝑦) = 𝑦 

dir. 
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Uyarı 2.2.  

(i) 0 ve 1 elemanları (𝐿, ≼𝐼) kısmen sıralı kümesinin sırasıyla en büyük ve en 

küçük elemanlarıdır. Gerçekten her x ∈ 𝐿 için 𝐼(0, 𝑥) = 1 olduğundan 1 ≼𝐼 𝑥 

olup, 1, ≼𝐼 sıralamasına göre en küçük elemandır. 

(ii)  

            Diğer taraftan, (NP) ve (CP-𝑁𝐼) ile 

𝑥 = 𝐼(1, 𝑥) = 𝐼(𝑁𝐼(𝑥),𝑁𝐼(1)) = 𝐼(𝑁𝐼  (𝑥), 0) 

olup  𝑥 ≼𝐼 0 olduğu elde edilir. Bu ise 0’ın  ≼𝐼  sıralamasına göre en büyük eleman 

olduğunu gösterir. 

(iii) Önerme 2.2 nin tersinin sağlanması gerekmez. Örnek olarak,   

 

𝐿 = ({0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 1}, ≤ 0, 1) kafes diagramı şekil 4. gibi verilsin. 

 

 

Şekil 4. (𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 1}, ≤ 0, 1). 

 

𝐼: 𝐿2 → 𝐿 gerektirmesi Tablo 4 deki gibi tanımlansın: 

 

Tablo 4. 𝐼: 𝐿2 → 𝐿 gerektirmesi 

𝐼 0 a b c 

0 1 1 1 1 

a a 1 1 1 

b c 1 1 1 

c b 1 1 1 

1 0 a b c 
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Açıkça, 𝐼 gerektirmesinin 𝑁𝐼 güçlü negasyonu 

 

𝑁𝐼(𝑥) =

{
 
 

 
 
𝑎 ,           𝑥 = 𝑎
𝑐 ,           𝑥 = 𝑏
𝑏 ,           𝑥 = 𝑐
1 ,           𝑥 = 0
0 ,           𝑥 = 1

 

 

olup, 𝐼, 𝑁𝐼  negasyonuna göre (CP-NI ) yı ve (EP) yer değiştirme prensibini sağlar. 

Dikkat edilirse, b≤c olmasına rağmen 𝐼(𝑘, 𝑏) = 𝑐 olacak şekilde 𝑘 ∈ 𝐿 elemanı 

mevcut değildir. Yani 𝑐 ⋠𝐼 𝑏  olur. Bu ise Önerme 2.2 nin tersinin sağlanması 

gerekmediğini gösterir. (𝐿, ≼𝐼) sıralı kümesinin Hasse diyagramı aşağıdaki Şekil 5. de 

gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 5. (𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 1}, ≼𝐼 , 0, 1). 

 

(iv) (𝐿, ≤ ,0,1) zincir olsa bile (𝐿, ≼𝐼) sıralı kümesinin zincir olması gerekmez. 

Örneğin, 

 

                          𝐼𝐹𝐷(𝑥, 𝑦) = {
1,                                𝑥 ≤ 𝑦

max(1 − 𝑥, 𝑦) ,       𝑥 > 𝑦
                                           (2.1) 

 

olarak tanımlanan Fodor gerektirmesini alalım. 

Eğer 1 2⁄ ≼𝐼𝐹𝐷 3 4⁄  olsa, Önerme 2.2 ile 3 4⁄ ≤ 1 2⁄  elde edilir ki  bu ise bir çelişkidir. 

Şimdi farzedelim ki 3 4⁄ ≼𝐼𝐹𝐷 1 2⁄  olsun. Buradan 𝑘 ∈ 𝐿 elemanı mevcuttur  öyleki 

𝐼𝐹𝐷(𝑘, 1 2⁄ ) = 3 4⁄  dir. 𝐼𝐹𝐷  nin  tanımı ile max(1 − 𝑘, 1 2⁄ ) = 3 4⁄  dir. max(1 −
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𝑘, 1 2⁄ ) = 3 4⁄   𝑘 = 1 4⁄  eşitliğini sağlayan 𝑘 elemanının 𝑘 = 1 4⁄  gerektiği açık olup 

bu ise  𝑘 > 1 2⁄  olmasıyla çelişir. Böylece, 1 2⁄ ⋠𝐼𝐹𝐷 3 4⁄   ve  3 4⁄ ⋠𝐼𝐹𝐷 1 2⁄  olup  

(𝐿, ≼𝐼)  bir zincir değildir.   

Uyarı 2.3. 

 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1] sol sürekli bir t-norm ve 𝐼𝑇, t-norm 𝑇 den  elde edilen rezidüal 

gerektirme olsun. 𝐼𝑇 ve 𝑇 den elde edilen kısmen sıralama bağıntıları birbirinden 

bağımsızdır. Şimdi bu iddiayı aşağıdaki örnek ile açıklayalım. Aşağıdaki gibi 

tanımlanan 

𝑇𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) = {
0,                           𝑥 + 𝑦 ≤ 1

    min(𝑥, 𝑦),            𝐴. 𝑇                   
 

 

nilpotent  minimum  t-normunu ve rezidual gerektirmesi olan 𝐼𝐹𝐷 Fodor gerektirmesini 

alalım. 𝐼𝐹𝐷(1 2 ,1 ∕ 8) = 1 ∕ 2⁄  olduğundan 1 ∕ 2 ≼𝐼𝐹𝐷 1 ∕ 8 olduğu 

açıktır. 1 8⁄ ≼𝑇𝑛𝑚 1 ∕ 2 olsa Önerme 2.2. ile 1 2⁄ ≤ 1 8⁄  olur ki bu ise bir çelişkidir. 

Farzedelim ki 1 8⁄ ≼𝑇𝑛𝑚 1 ∕ 2 olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈ [0,1] elemanı 

𝑇𝑛𝑚(ℓ, 1 2⁄ ) = 1 8⁄  

olacak şekilde mevcuttur. 𝑇𝑛𝑚 nin tanımı ile ℓ + 1 2⁄ > 1 ve min(ℓ, 1 2⁄ ) = 1 8⁄  dir. 

Buradan, ℓ = 1 8⁄  ve ℓ + 1 2⁄ > 1 olup bu ise bir çelişkidir. Böylece 1 8 ⋠𝑇𝑛𝑚⁄ 1 ∕ 2 

dir. Diğer taraftan, 𝑇𝑛𝑚(1 2⁄ , 3 4⁄ ) = min(1 2⁄ , 3 4⁄ ) = 1 2⁄  olduğundan 

1 2 ≼𝑇𝑛𝑚 3⁄ 4⁄  dir. Fakat 1 2⁄  ve 3 4⁄  , 𝐼𝐹𝐷 sıralamasına göre kıyaslanamaz. Gerçekten, 

1 ∕ 2 ≼𝐼𝐹𝐷 3 ∕ 4 olsa Önerme 2.2. ile 3 4⁄ ≤ 1 2⁄  olup çelişki elde edilir. Farzedelim 

ki, 3 4⁄ ≼𝐼𝐹𝐷 1 2⁄  olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈ [0,1] elemanı  

𝐼𝐹𝐷(ℓ, 1 2⁄ ) = 3 4⁄  

olacak şekilde mevcuttur. 𝐼𝐹𝐷 nin tanımı ile ℓ > 1 2⁄  ve max (1 − ℓ, 1 2) = 3 4⁄  ⁄  olup 

buradan ℓ = 1 4⁄  olduğu elde edilir. Bu ise ℓ > 1 2⁄  olmasıyla çelişir. 

Böylece, 3 4 ⋠𝐼𝐹𝐷⁄ 1 ∕ 2  dir. 

 

(𝐿,≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝐼: 𝐿2 ⟶ 𝐿  gerektirmesi 𝑁𝐼  güçlü negasyonuna göre 

(CP-NI) ve (EP)  özelliklerini sağlayan gerektirme olsun (𝐿, ≼𝐼) sıralı kümesinin bir 

kafes olması gerekmez . Aşağıdaki örneği inceleyelim: 
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Örnek 2.1. 

([0,1], ≼𝐼𝐹𝐷)  bir kafes değildir. 1 2⁄  ve 3 4⁄  ün ≼𝐼𝐹𝐷  sıralamasına göre üst sınırlarının 

en küçüğünün olmadığını gösterelim. Uyarı 2.3 ile 1 2⁄  ve 3 4⁄  ≼𝐼𝐹𝐷  sıralama 

bağıntısına göre kıyaslanamayan elemanlar olduğu bilinmektedir. Şimdi  

𝑘 ∈ {1 2⁄ , 3 ∕ 4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}
≼𝐼𝐹𝐷

 keyfi olsun. Buradan, 1 ∕ 2 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑘  ve 3 ∕ 4 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑘   dır. 

Buradan,  ℓ1 , ℓ2 ∈ [0,1] elemanları 

𝐼𝐹𝐷(ℓ1, 𝑘) = 1 ∕ 2   ve   𝐼𝐹𝐷(ℓ2, 𝑘) = 3 ∕ 4 

olacak şekilde mevcuttur. 𝐼𝐹𝐷 nın tanımı ile 

ℓ1 , ℓ2 > 𝑘   ,   𝑚𝑎𝑥(1 − ℓ1, 𝑘) = 1 ∕ 2   ve  𝑚𝑎𝑥(1 − ℓ2, 𝑘) = 3 ∕ 4 

dir. 

 

Farzedelim ki 𝑘 > 1 − ℓ1 olsun. Bu taktirde, 𝑘 = 𝑚𝑎𝑥(1 − ℓ1, 𝑘) = 1 ∕ 2   dir. 

3 4 =⁄ 𝑚𝑎𝑥(1 − ℓ2, 𝑘) = 𝑚𝑎𝑥(1 − ℓ2, 1 2⁄ )  ile 1 − ℓ2 = 3 4⁄  olduğu açıktır. 

Buradan, ℓ2 = 1 4⁄  olduğu elde edilir. ℓ2 = 1 4⁄   ve  𝑘 = 1 2⁄  olduğundan bu ℓ2 > 𝑘 

olmasıyla çelişir. Böylece 𝑘 > 1 − ℓ1 durumu sağlanmaz. Benzer şekilde, 𝑘 > 1 − ℓ2 

olamayacağı da gösterilebilir. Buradan, 𝑘 ≤ 1 − ℓ1  ve 𝑘 ≤ 1 − ℓ2  olup   𝑚𝑎𝑥(1 −

ℓ1, 𝑘) = 1 ∕ 2  ve  𝑚𝑎𝑥(1 − ℓ2, 𝑘) = 3 ∕ 4 eşitlikleri ile 

1 − ℓ1 = 1 ∕ 2  ve  1 − ℓ2 = 3 ∕ 4 

olduğu yani ℓ1 = 1 ∕ 2    ve  ℓ2 = 1 ∕ 4  olduğu elde edilir.  𝑘 < ℓ1 ve 𝑘 < ℓ2 

olduğundan 𝑘 ∈ [0, 1 4⁄ )  olduğu elde edilir. 

Böylece,  {1 2⁄ , 3 ∕ 4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}
≼𝐼𝐹𝐷

⊆ [0, 1 4⁄ ) dir. 

 

Şimdi, 𝑡 ∈ [0, 1 4⁄ ) keyfi olsun. Bu taktirde,  𝑡 < 1 4⁄  olup 

𝐼𝐹𝐷(1 2⁄ , 𝑡) = max(1 2⁄ , 𝑡) = 1 ∕ 2 , 

yani 1 ∕ 2 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑡 olduğu elde edilir. 

Benzer şekilde, 𝐼𝐹𝐷(1 4⁄ , 𝑡) = max(3 4⁄ , 𝑡) = 3 ∕ 4  olduğundan 3 ∕ 4 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑡 dir. 

Buradan, 𝑡 ∈  {1 2⁄ , 3 ∕ 4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}
≼𝐼𝐹𝐷

 ,  yani  [0, 1 4) ⊆⁄  {1 2⁄ , 3 ∕ 4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}
≼𝐼𝐹𝐷

dir. Böylece, 

                  {1 2⁄ , 3 ∕ 4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}
≼𝐼𝐹𝐷

= [0, 1 4)⁄  

olduğu elde edilir. Şimdi [0, 1 4)⁄  aralığının ≼𝐼𝐹𝐷  sıralamasına göre en küçük 

elemanının mevcut olmadığını gösterelim. Farzedelim ki, bir 𝑥 ∈ [0, 1 4)⁄   elemanı 
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≼𝐼𝐹𝐷  sıralamasına göre en küçük eleman olsun. Buradan, her 𝑦 ∈ [0, 1 4)⁄  için 

𝑥 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑦 dir. Yani 𝑦 ≤ 𝑥 dir. Bu ise 𝑥’in [0, 1 4)⁄   aralığının en büyük elemanı olduğu 

anlamına gelir ki bu bir çelişkidir. Böylece, 1 2⁄   ve  3 4⁄   elemanlarının ≼𝐼𝐹𝐷  

sıralamasına göre supremumu mevcut değildir. Yani, ([0,1], ≼𝐼𝐹𝐷)  bir kafes değildir. 

 

Ancak, ([0,1], ≼𝐼𝐹𝐷)  bir infimum yarı kafesdir. Gerçekten, herhangi iki 𝑥, 𝑦 ∈

[0,1] için eğer 𝑥  ve  𝑦  ≼𝐼𝐹𝐷 sıralamasına göre kıyaslanabilir ise infimumları  𝑥  ve  𝑦 

nin  ≼𝐼𝐹𝐷  sıralamasına göre küçüğüne eşittir.  

 

Şimdi, 𝑥  ve   𝑦  elemanları 𝑥 < 𝑦  olan fakat ≼𝐼𝐹𝐷  sıralamasına göre 

kıyaslanmayan yani 𝑥 ⋠𝐼𝐹𝐷 𝑦  ve 𝑦 ⋠𝐼𝐹𝐷 𝑥  olan iki eleman olsun. 1 ∈  {𝑥, 𝑦}≼𝐼𝐹𝐷
 

olduğu açıktır. Şimdi farzedelim ki bir 𝑘 ∈  {𝑥, 𝑦}≼𝐼𝐹𝐷
 , 𝑘 ≠ 1 elemanı mevcut olsun. 

Bu taktirde, 

𝑘 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑥           ve           𝑘 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑦 

dir. Buradan, ℓ1, ℓ2 ∈ [0,1] elemanları 

𝐼𝐹𝐷(ℓ1, 𝑥) = 𝑘 ≠ 1   ve   𝐼𝐹𝐷(ℓ2, 𝑦) = 𝑘 ≠ 1 

olacak şekilde mevcuttur. 𝐼𝐹𝐷 nin tanımı ile 

max(1 − ℓ1, 𝑥) = 𝑘   ve   max(1 − ℓ2, 𝑦) = 𝑘 

olup buradan ℓ1 > 𝑥   ve  ℓ2 > 𝑦  dir. 𝑥  ve   𝑦  ≼𝐼𝐹𝐷  sıralamısa göre kıyaslanamaz 

olduğundan  𝑘 ≠ 𝑥   ve  𝑘 ≠ 𝑦  olduğu açıktır. Eğer 𝑘 = 𝑥  olsa, 𝐼𝐹𝐷(ℓ2, 𝑦) = 𝑥  ile 

𝑥 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑦  olduğu elde edilir ki bu ise bir çelişkidir. 

Eğer 𝑘 = 𝑦 olsa, benzer bir çelişkinin elde edilebileceği kolaylıkla gösterilebilir. 

Buradan,  𝑘 = 1 − ℓ1  ve 𝑘 = 1 − ℓ2  olup ℓ1 = ℓ2  elde edilir. ℓ:= ℓ1 = ℓ2  olarak 

alalım.   

𝑥 < 𝑦 < 𝑙 = 1 − 𝑘 ve 𝑥 < 𝑦 < 𝑘 olduğundan  𝑥 < 𝑦 < 1 2⁄  olduğu  elde edilir. 

Böylece,  𝑥 < 𝑦 < 1 2⁄ < 1 − 𝑦  ile 

𝐼𝐹𝐷(1 − 𝑦, 𝑥) = max(1 − (1 − 𝑦), 𝑥) = max(𝑦, 𝑥) = 𝑦 

olduğu elde edilir. 𝐼𝐹𝐷(1 − 𝑦, 𝑥) = 𝑦   olduğundan  𝑦 ≼𝐼𝐹𝐷 𝑥   olur ki bu ise 

𝑥 ve  𝑦  elemanlarının ≼𝐼𝐹𝐷 sıralamasına göre kıyaslanamaz olmasıyla çelişir.  

Böylece 𝑥⋀𝐼𝐹𝐷𝑦 = 1 olup  ([0,1], ≼𝐼𝐹𝐷)  bir infimum yarı kafestir. 
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Önerme 2.3. 

𝐼: 𝐿2 → 𝐿  (EP) özelliğini ve  𝑁𝐼 güçlü doğal negasyonuna göre (CP-NI)’ ı sağlayan bir 

gerektirme olsun. Bu taktirde, 

𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑁𝐼(𝑥), 𝑦) 

olacak şekilde 𝑆 t-konormu mevcuttur, yani  𝐼 bir 𝑆 gerektirmedir. 

İspat: 

𝑆: 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonu 𝑆(𝑥, 𝑦) = 𝐼(𝑁𝐼(𝑥), 𝑦) olarak tanımlayalım. 𝑆 fonksiyonunun bir 

t-konorm olduğunu gösterelim. 𝑁𝐼  güçlü ve  𝐼, (CP − NI)  özelliğini sağladığından 

(Baczyński ve Jayaram, 2008) Önerme 1.5.23 ile 𝑁𝐼 a göre sol zıtlık kuralını sağlar. 

Böylece, (Baczyński ve Jayaram, 2008) Önerme 2.4.6. (𝑖𝑖𝑖)  ile 𝑆 değişmeli bir 

fonksiyondur. Ayrıca (Baczyński ve Jayaram, 2008) Önerme 2.4.6. (𝑖𝑖)  𝑆 

fonksiyonunun her iki bileşenine göre artan olduğu da açıktır.  𝐼 , (NP)  özelliğini 

sağladığından (Baczyński ve Jayaram, 2008) Önerme 2.4.6. (𝑖𝑣) ile 𝑥 ∈ 𝐿 için 

 𝑆(𝑥, 0) = 𝑥 olduğu elde edilir. Ayrıca, 𝐼 (EP) yer değiştirme prensibini sağladığından   

(Baczyński ve Jayaram, 2008) Önerme 2.4.6. ile S birleşmeli bir fonksiyondur. 

Böylece, 𝑆 bir t-konormdur. 𝑁𝐼  güçlü olduğundan  𝐼(𝑥, 𝑦) = S(𝑁𝐼(𝑥), 𝑦) olup 𝐼  bir 𝑆-

gerektirmedir. 

Sonuç 2.1. 

𝐼: 𝐿2 ⟶ 𝐿 dönüşümü (EP) ve 𝑁𝐼 güçlü doğal negasyonuna göre (CP-NI) özelliklerini 

sağlayan bir gerektirme olsun. Bu taktirde, her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için  

𝑎 ≼𝐼 𝑏 ⟺ 𝑁𝐼(𝑎) ≼𝑇 𝑁𝐼(𝑏) 

sağlanır, burada 𝑇: 𝐿2 ⟶ 𝐿 dönüşümü  𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝐼 (𝐼(𝑥, 𝑁𝐼(𝑦))) olarak tanımlanan 

bir t-normdur. 

İspat : 

𝐼: 𝐿2 ⟶ 𝐿  gerektirmesi  (EP) ve (CP- NI)  özelliğini sağlayan bir gerektirme 

olduğundan Önerme 2.3. ile bir t-konorm 𝑆, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için  

𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑁𝐼(𝑥), 𝑦)  

olacak şekilde mevcuttur. Bu taktirde, 

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝐼(𝑆(𝑁𝐼(𝑥),𝑁𝐼(𝑦)))  

ile tanımlanan 𝑇: 𝐿2 ⟶ 𝐿 fonksiyonu 𝑆 t-konormunun 𝑁𝐼dual t-konormudur.  

𝑆(𝑁𝐼(𝑥),𝑁𝐼(𝑦)) = 𝐼(𝑥, 𝑁𝐼(𝑦)) olduğundan, 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝐼(𝐼(𝑥, 𝑁𝐼(𝑦))) nin bir t-norm 

olduğunu elde ederiz. 
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Şimdi, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≼𝐼 𝑏 olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈ 𝐿 

𝐼(ℓ, 𝑏) = 𝑎 

olacak şekilde mevcuttur. 𝑇(ℓ, 𝑁𝐼(𝑏)) = 𝑁𝐼(𝐼(ℓ, 𝑁𝐼(𝑁𝐼(𝑏)))) = 𝑁𝐼(𝐼(ℓ, 𝑏) = 𝑁𝐼(𝑎) 

olduğundan, 𝑁𝐼(𝑎) ≼𝑇 𝑁𝐼(𝑏) dir. 

 

Tersine olarak, 𝑁𝐼(𝑎) ≼𝑇 𝑁𝐼(𝑏) olsun. Bu taktirde, 𝑘 ∈ 𝐿 elemanı  

𝑇(𝑘, 𝑁𝐼(𝑏)) = 𝑁𝐼(𝑎) 

olacak şekilde mevcuttur. 𝑇 t-normun tanımı ile  𝑁𝐼(𝐼(𝑘, 𝑏)) = 𝑁𝐼(𝑎)  olduğu elde 

edilir. 𝑁𝐼  güçlü olduğundan birebirdir. Böylece, 𝐼(𝑘, 𝑏) = 𝑎  olup 𝑎 ≼𝐼 𝑏  olduğu elde 

edilir. 

Teorem 2.1. 

𝐼: [0,1]2 → [0,1]  dönüşümü (EP) ve güçlü doğal negasyon 𝑁𝐼  a göre (CP- NI ) 

özelliklerini sağlayan bir fuzzy gerektirmesi ve ≼𝐼, 𝐼 ile elde edilen sıralama olsun. Bu 

taktirde, 𝐼 nın sürekli olması için gerek ve yeter şart ≼𝐼=≥ olmasıdır. 

İspat : 

Önerme 2.3. ile  𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑁𝐼(𝑥), 𝑦) olacak şekilde bir S t-konorm mevcuttur. Şimdi 

aşağıdaki gibi ≼𝑆 bağıntısını tanımlayalım: 

𝑦 ≼𝑆 𝑧 ⟺  ∃ ℓ ∈  [0,1] öyle ki 𝑆(ℓ, 𝑧) = 𝑦. 

Bu bağıntı [0,1] üzerinde bir sıralama bağıntısıdır. Gerçekten, 

    𝑆  t-konormu sınır şartını sağladığından her 𝑥 ∈ [0,1] için 𝑆(0, 𝑥) = 𝑥 ’dir. 

Böylece, x ≼S x olup yansıma özelliği sağlanır. 

     𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 𝑥 ≼𝑆 𝑦  ve 𝑦 ≼𝑆 𝑥  olsun. Bu taktirde  ℓ1, ℓ2  ∈  [0,1] 

elemanları mevcuttur öyle ki 

𝑆(ℓ1, 𝑥) = 𝑦 ve 𝑆(ℓ2, 𝑦) = 𝑥 

dir.  𝑥 = 𝑆(0, 𝑥) ≤ 𝑆(ℓ1, 𝑥) = 𝑦 ve 𝑦 = 𝑆(0, 𝑦) ≤ 𝑆(ℓ2, 𝑦) = 𝑥  ile 𝑥 = 𝑦 olduğu elde 

edilir. Böylece ≼𝑆 bağıntısı ters simetriktir. 

     𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1] için 𝑥 ≼𝑆 𝑦  ve 𝑦 ≼𝑆 𝑧  olsun. Bu taktirde, ℓ1, ℓ2  ∈  [0,1] 

elemanları 

𝑆( ℓ1, 𝑦) = 𝑥 ve 𝑆( ℓ2, 𝑧) = 𝑦 

olacak şekilde mevcuttur. 𝑆 t-konormunun birleşme özelliği ile  

                               𝑥 = 𝑆( ℓ1, 𝑦) = 𝑆( ℓ1, 𝑆( ℓ2, 𝑧)) 

                                                  =  𝑆(𝑆 (ℓ1,  ℓ2), 𝑧) 
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𝑥 ≼𝑆 z  olduğu elde edilir. ≼𝑆  geçişme özelliğini sağlar. Böylece, ≼𝑆  bir sıralama 

bağıntısıdır. 

Öncelikle, ≼𝐼  sıralamasının ≼𝑆  sıralamasına eşit olduğunu gösterelim.  𝑥, 𝑦 ∈  [0,1] 

için 𝑥 ≼𝐼 y olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈  [0,1] elemanı 

𝐼(ℓ, 𝑦) = 𝑥 

olacak şekilde mevcuttur.  𝑥 = 𝐼(ℓ, 𝑦) = 𝑆(𝑁(ℓ), 𝑦) olduğundan 𝑥 ≼𝑆 y’dir. 

Tersine, 𝑥, 𝑦 𝜖 [0,1] için 𝑥 ≼𝑆 y olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈  [0,1] elemanı 

𝑆(ℓ, 𝑦) = 𝑥 

olacak şekilde mevcuttur. 𝑁𝐼 güçlü bir negasyon olduğundan süreklidir. Böylece  bir 

𝑢 ∈  [0,1] elemanı  𝑁𝐼(𝑢) = ℓ olacak şekilde mevcuttur. Buradan, 

𝑥 = 𝑆(ℓ, 𝑦) = 𝑆(𝑁𝐼(𝑢), 𝑦) = 𝐼(𝑢, 𝑦) 

olup 𝑥 ≼𝐼 y dir. Böylece, ≼𝐼=≼𝑆 olduğu elde edilir. 

 

𝑆 nin sürekli olması için gerek ve yeter şart ≼𝑆=≥ olmasıdır. Böylece, 

𝐼 süreklidir ⟺ 𝑆 süreklidir ⟺ ≼𝐼=≼𝑆=≥ 

denklikleri ile 𝐼 nın sürekli olması için gerek ve yeter şart ≼𝐼=≥ olduğu elde edilir. 

 

Aşağıda verilen Önerme 2.4. (Baczyński, 2010)’da verilen çalışmada elde edilmiş 

olup konu bütünlüğünün bozulmaması için ispatına yer vereceğiz. 

Önerme 2.4. (𝐿, ≤, 0, 1)  sıralı bir kafes ve 𝐼: 𝐿2 ⟶ 𝐿  aşağıdaki gibi tanımlansın: 

𝑁: 𝐿2 ⟶ 𝐿 güçlü negasyon olmak üzere 

 

                                                       𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦     𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿                             (2.2) 

         

olsun. Buradan, 𝐼 değişme prensibi (EP) ve doğal negasyonu 𝑁: 𝐿 ⟶ 𝐿 güçlü negasyon 

olan bir gerektirmedir. Üstelik, 𝐼 gerektirmesi 𝑁  doğal negasyonuna göre zıtlık kuralı 

(CP) yi sağlar. 

İspat: 

(i)  𝑥1, 𝑥2  ∈ 𝐿 için 𝑥1 ≤ 𝑥2 olsun. 𝑁 bir negasyon olduğundan 

𝑁(𝑥2) ≤ 𝑁(𝑥1) 

olduğu açıktır. Supremum işlemi monoton olduğundan her 𝑦 ∈ 𝐿 için 

𝐼(𝑥2, 𝑦) = 𝑁(𝑥2) ∨ 𝑦 ≤ 𝑁(𝑥1) ∨ 𝑦 = 𝐼(𝑥1, 𝑦), 
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yani 𝐼 nın birinci değişkene göre azalan olduğu elde edilir.  

(ii) y1 , y2 ∈ 𝐿 için 𝑦1 ≤ 𝑦2 olsun. Açıkça, 

𝐼(𝑥, 𝑦1) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦1 ≤ 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦𝟐 = 𝐼(𝑥, 𝑦2) 

olup 𝐼 ikinci değişkene göre artandır. 

(iii) 𝐼(0,0) = 𝑁(0) ∨ 0 = 1 ∨ 0 = 1. 

(iv) 𝐼(1,1) = 𝑁(1) ∨ 1 = 0 ∨ 1 = 1.  

(v) 𝐼(1,0) = 𝑁(1) ∨ 0 = 0 ∨ 0 = 0.  

Böylece, 𝐼 𝐿 kafesi üzerinde bir gerektirmedir. 𝐼(𝑥, 0) = 𝑁(𝑥) ∨ 0 = 𝑁(𝑥) 

olduğundan 𝑁 güçlü negasyonu  𝐼 gerektirmesinin doğal negasyonudur. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 

için 

𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝐼(𝑦, 𝑧) = 𝑁(𝑥) ∨ (𝑁(𝑦) ∨ 𝑧) 

                                                 = 𝑁(𝑦) ∨ (𝑁(𝑥) ∨ 𝑧) = 𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)) 

olduğundan 𝐼 gerektirmesi (EP) yer değiştirme prensibini sağlar. Her 𝑥, 𝑦, ∈ 𝐿 için 

𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦 = 𝑁 (𝑁(𝑦)) ∨ 𝑁(𝑥) = 𝐼(𝑁(𝑦),𝑁(𝑥)) 

eşitliği sağladığında (CP-N) sağlanır. 

Önerme 2.5. 

(𝐿, ≤ 0,1)  sınırlı bir kafes olsun . 𝐼  (2.2)  ile tanımlanan bir gerektirme olsun. Bu 

taktirde,  ≼𝐼=≥ dir. 

İspat: 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≼𝐼 𝑏 olsun. Önerme 2.2. ile  𝑎 ≥ 𝑏 dir. Tersine olarak,  𝑎 ≥ 𝑏 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 

olsun. 𝐼(𝑁(𝑎), 𝑏) = 𝑁(𝑁(𝑎)) ∨ 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎 olduğundan 𝑎 ≼𝐼 𝑏 olduğu elde edilir. 

Böylece, ≼𝐼=≥ dir. 

Uyarı 2.4. 

Genel olarak sınırlı bir kafeste güçlü negasyon mevcut olması gerekmez (bakınız örnek 

2.2.). Eğer (𝐿, ≤, 0, 1)  Boole cebiri ise 𝐿 üzerinde her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑁(𝑥) = 𝑥′  olarak 

tanımlanan güçlü negasyon mevcuttur. Böylece, Önerme 2.5. Boole cebirleri için her 

zaman doğrudur. 

 

Gerektirmelerden elde edilen ≼𝐼  sıralamasına göre 𝐿’nin hangi şartlar altında bir 

kafes olacağı merak edilebilir. Sonraki önermede bu soruya cevap olabilecek yeter 

şartlar verilecektir. 
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Önerme 2.6. 

(𝐿, ≤, 0, 1)  sınırlı bir kafes ve 𝐼: 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonu 𝑥 ≠ 1 ve  𝑦 ≠ 0  için 𝐼(𝑥, 𝑦) = 1 

olarak tanımlanan, değiştirme prensibi (EP) ve güçlü doğal negasyon 𝑁𝐼  a göre zıt 

simetrikliği sağlayan bir gerektirme olsun. Yani, 𝐼: 𝐿2 → 𝐿 gerektirmesi  

 

                          𝐼(𝑥, 𝑦) = {

𝑦,                 𝑥 = 1

 𝑁𝐼(𝑥),             𝑦 = 0     
1,                   𝐴. 𝑇   

                                                    (2.3)            

 

olsun. Bu taktirde,  (𝐿, ≼𝐼) bir kafestir. 

İspat: 

Öncelikle (2.3) ile tanımlanan 𝐼: 𝐿2 → 𝐿 gerektirmesinin 𝑁𝐼 güçlü doğal negasyona göre 

(CP) yi sağladığını görelim. 

   𝑥 = 1 için  𝑁𝐼(1) = 0 olup 

                    𝐼(1, 𝑦) = 𝑦 = 𝑁𝐼(𝑁𝐼(𝑦)) = 𝐼(𝑁𝐼(𝑦), 0) = 𝐼(𝑁(𝑦),𝑁(1)). 

   𝑦 = 0 için 𝑁𝐼(0) = 1 olup 

        𝐼(𝑥, 0) = 𝑁𝐼(𝑥) = 𝐼(1, 𝑁𝐼(𝑥)) = 𝐼(𝑁𝐼(0),𝑁𝐼(𝑥)). 

   𝑥 ≠ 1 ve 𝑦 ≠ 0 için 𝑁𝐼(x) ≠ 0 ve 𝑁𝐼(y) ≠ 1 olup 

                    𝐼(𝑥, 𝑦) = 1 = 𝐼(𝑁𝐼(y),𝑁𝐼(x)) 

dir. Böylece, (CP) özelliği sağlanır. 

Şimdi (EP) yer değiştirme prensibinin sağladığını gösterelim. 

 𝑥 = 1 olsun. 

        𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼(𝑦, 𝑧) 

                                         =𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)). 

 𝑦 = 1 olsun. 

                    𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼(𝑥, 𝑧) 

                                        = 𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)). 

 𝑥 ≠ 1 ve 𝑦 ≠ 1 olsun. Buradan 𝑁𝐼(𝑦) ≠ 0 ve 𝑁𝐼(𝑥) ≠ 0 olduğu açıktır. 

 𝑧 = 0 olsun. 

                         𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼(𝑥, 𝑁𝐼(𝑦)) 

                                              = 1 

                         𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)) = 𝐼(𝑦, 𝑁𝐼(𝑥)) 
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                                              = 1 

               olup 𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)) dir. 

 𝑧 ≠ 0 olsun. Bu taktirde 

       𝐼(𝑥, 𝐼(𝑦, 𝑧)) = 𝐼(𝑥, 1) = 1 

                           = 𝐼(𝑦, 1) = 𝐼(𝑦, 𝐼(𝑥, 𝑧)). 

Böylece, 𝐼  (EP) yer değiştirme prensibini sağlar. 

 

Şimdi, (𝐿, ≼𝐼)  nın kafes olduğunu gösterelim. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿  için 𝑎 = 𝑏  veya 𝑎 ∈

 {0,1} veya 𝑏 ∈  {0,1} durumlarında, 𝑎 ve 𝑏 elemanlarının supremum ve infimumunun 

mevcut olduğu  açıktır. 

 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ∖ {0,1}  ve 𝑎 ≠ 𝑏  olsun. 𝑎  ve 𝑏  elemanlarının ≼𝐼  sıralamasına göre 

kıyaslanamayacağını gösterelim. Farzedelim ki,  𝑎 ≼𝐼 𝑏 olsun. Bu taktirde, bir ℓ ∈ 𝐿 

elemanı 

𝐼(ℓ, 𝑏) = 𝑎 ≠ 1 

olacak şekilde mevcuttur. 𝑏 ≠ 0  ve 𝑎 ≠ 1  olduğundan 𝐼  gerektirmesinin tanımı ile  

ℓ = 1 olmalıdır. Bu durumda, 𝑎 = 𝐼(ℓ, 𝑏) = 𝑏 olur ki bu ise 𝑎 ≠ 𝑏 olmasıyla çelişir.  

Böylece, 𝑎 ⋠𝐼 𝑏  dir. Benzer şekilde, 𝑏 ⋠𝐼 𝑎  olduğu da gösterilebilir. Şimdi, her 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ∖ {0,1}, 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝑎 ∨𝐼 𝑏 = 0 ve 𝑎 ∧𝐼 𝑏 = 1 olduğunu gösterelim. Uyarı 2.2. 

ile 0 ∈  {𝑎, 𝑏̅̅ ̅̅̅}
≼𝐼

 olduğu açıktır. 𝑘 = 𝑎 ∨𝐼 𝑏  ve  𝑘 ≠ 0 olsun. Buradan, 

𝑎 ≼𝐼 𝑘 ve  𝑏 ≼𝐼 𝑘 

dır. Bu taktirde, ℓ1, ℓ2 ∈ 𝐿 elemanları 

𝐼(ℓ1, 𝑘) = 𝑎 ≠ 1 ve 𝐼(ℓ2, 𝑘) = 𝑏 ≠ 1 

olacak şekilde mevcuttur.  ℓ1 ≠ 1 olsa 𝑘 ≠ 0 olduğundan  𝐼(ℓ1, 𝑘) = 1 = 𝑎 olur ki 

bu ise bir çelişkidir. Böylece, ℓ1 = 1 olmalıdır. Böylece, nötrallik özelliği (NP) ile 

𝑎 = 𝐼(ℓ1, 𝑘) = 𝐼(1, 𝑘) = 𝑘 

dır.  𝑏 = 𝐼(ℓ2, 𝑘) = 𝐼(ℓ2, 𝑎) olduğundan 

𝑏 ≼𝐼 𝑎 

olduğu elde edilir ki, bu ise 𝑎 ve 𝑏 nin  ≼𝐼 sıralamasına göre kıyaslanamaz kabulü 

ile çelişir. Böylece, 

𝑎 ∨𝐼 𝑏 = 0 

dır. 
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Şimdi, 𝑎 ∧𝐼 𝑏 = 1 olduğunu gösterelim. Farz edelim ki,  𝑎 ∧𝐼 𝑏 = 𝑡 ve 𝑡 ≠ 1 

olsun. Bu taktirde, 

𝑡 ≼𝐼 𝑎 ve 𝑡 ≼𝐼 𝑏 

dir. Buradan,  ℓ1, ℓ2 ∈ 𝐿 elemanları 

𝐼(ℓ1, 𝑎) = 𝑡 ≠ 1 ve 𝐼(ℓ2, 𝑏) = 𝑡 ≠ 1 

olacak şekilde mevcuttur.  Eğer ℓ1 ≠ 1 olsa 𝑎 ≠ 0 olduğundan 

𝑡 = 𝐼(ℓ1, 𝑎) = 1 

olur ki bu ise bir çelişkidir. Böylece, ℓ1 = 1 olmalıdır. Benzer şekilde, ℓ2 = 1 

olduğu da kolaylıkla gösterilebilir. Nötrallik özelliği (NP) ile 

𝑡 = 𝐼(ℓ1, 𝑎) = 𝐼(1, 𝑎) = 𝑎 

dır. 𝑎 = 𝑡 = 𝐼(ℓ2, 𝑏) = 𝐼(1, 𝑏) = 𝑏 olduğundan bir çelişki elde edilir. Böylece, her 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ∖ {0,1}, 𝑎 ≠ 𝑏 için  

𝑎 ∧𝐼 𝑏 = 1 

olup (𝐿, ≼𝐼) bir kafestir. 

Şimdi önerme 2.6 da verilenden farklı aşağıdaki (𝐿, ≼𝐼) kafes örneğini inceleyelim. 

Örnek 2.2. 

[0,1] birim aralığı üzerinde  

 

𝑇(𝑥, 𝑦) = {0,                        (𝑥, 𝑦) ∈ (0,
1

2
)
2

min(𝑥, 𝑦),         𝐴. 𝑇

 

 

ile tanımlanan T:[0,1]2 ⟶ [0,1] t-normunu alalım. S, t-norm T nin dual t-konormu ve  

𝑁(𝑥) = 𝑁𝐶(𝑥) = 1 − 𝑥  olsun. Bu taktirde, (Baczyński ve Jayaram, 2008) Önerme 

2.4.3 ile 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑁(𝑥), 𝑦)   yer değiştirme prensibi (EP) ve güçlü doğal 

negasyonuna göre 𝑁𝐼 = 𝑁’e göre zıtlık kuralı (CP) i sağlayan bir gerektirmedir. Bu 

taktirde, 𝐼 gerektirmesi, 

                      𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑁(𝑥), 𝑦) = 𝑆(1 − 𝑥, 𝑦) 

                                  = 1 − 𝑇(1 − (1 − 𝑥),1 − 𝑦) 

                                  = 1 − 𝑇(𝑥, 1 − 𝑦) 

                                   

                                 = {
1 ,                                      𝑥 < 1 2 ve y > 1 2⁄⁄

1 −𝑚𝑖𝑛(𝑥, 1 − 𝑦),         𝐴. 𝑇
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                                 = {
1,                              𝑥 < 1 2 ve y > 1 2⁄⁄

 max(1 − 𝑥, 𝑦) ,       𝐴. 𝑇
           

 

şeklindedir. 

 

Şimdi, ([0,1], ≼𝐼) nın bir kafes olduğunu gösterelim. Herhangi iki 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] 

elemanları ≼𝐼  sıralamasına göre kıyaslanabilir ise 𝑥  ve 𝑦  nin supremum ve 

infimumunun mevcut olduğu açıktır. Farzedelim ki, 𝑥, 𝑦 ≠ 0,1  ve 𝑥 ≠ 𝑦  olsun. 

Öncelikle, birbiriyle ≼𝐼  sıralamasına göre kıyaslanamayan elemanları belirleyelim. 

𝑥 ≤ 1/2  olsun. Eğer 𝑥 < 𝑦 ise 𝐼(1 − 𝑦, 𝑥) = max(𝑦, 𝑥) = 𝑦  olduğundan  𝑦 ≼𝐼 𝑥 

olduğu elde edilir. Eğer 𝑦 < 𝑥  ise 𝐼(1 − 𝑥, 𝑦) = max(x, y) = x  olduğundan  𝑥 ≼𝐼 𝑦 

elde edilir. Böylece, 𝑥 ≤ 1/2 olan her eleman ≼𝐼 sıralamasına göre [0,1] deki herhangi 

bir elemanla kıyaslanabilir. Farzedelim ki, 𝑥 > 1/2   olsun. Her 𝑦 < 1/2  için 𝐼(1 −

𝑥, 𝑦) = max(𝑥, 𝑦) = 𝑥  olduğundan  𝑥 ≼𝐼 𝑦  dir. 𝑦 > 1/2  olsun. Bu taktirde,  𝑥 < 𝑦 

veya 𝑥 > 𝑦  dir. 𝑥 ve 𝑦  elemanları 1/2 < 𝑥 < 𝑦  olan birbiriyle ≼𝐼  sıralamısa göre 

kıyaslanabilir elemanlar olsun. Eğer 𝑥 ≼𝐼 𝑦 olsa 𝑦 ≤ 𝑥 olur ki bu ise 𝑥 < 𝑦 olmasıyla 

çelişir. Bu durumda,  𝑦 ≼𝐼 𝑥 olmalıdır. Bir ℓ ∈  [0,1] elemanı 

𝐼(ℓ, 𝑥) = 𝑦 

olacak şekilde mevcuttur. Eğer  ℓ < 1 2⁄  olsa 𝑦 = 1  olur ki bu ise bir çelişkidir. 

Buradan ℓ ≥ 1/2  olmalıdır. 𝑦 = 𝐼(ℓ, 𝑥) = max(1 − ℓ, 𝑥) ve 𝑥 ≠ 𝑦  olduğundan 

𝑦 = 1 − ℓ 

olduğu elde edilir.  𝑦 > 1 2⁄  kabulü ile ℓ < 1/2 olmalıdır ki bu ise ℓ ≥ 1/2 olmasıyla 

çelişir. Böylece, 1/2 < 𝑥 < 𝑦 olan her 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] elemanı birbiriyle ≼𝐼  sıralamasına 

göre kıyaslanamaz. Böylece, 𝑥 ve 𝑦 ≼𝐼 sıralamasına göre kıyaslanamayan elemanlar ise 

𝑥, 𝑦 > 1 2     ,     𝑥, 𝑦 ≠ 0⁄   ve  𝑥 ≠ 𝑦 

olmalıdır.  ≼𝐼 sıralamasına göre kıyaslanamayan elemanlar Şekil 6.. de gösterilmiştir.  

Şimdi 𝑥 ve 𝑦 elemanları  ≼𝐼 sıralamasına göre kıyaslanamıyorsa 

𝑥 ∨𝐼 𝑦 = 1/2 

olduğunu gösterelim. 𝑥, 𝑦 > 1/2 olduğundan 

𝐼(1 − 𝑥, 1 2⁄ ) = max(𝑥, 1 ∕ 2) = 𝑥  ve  𝐼(1 − 𝑦, 1 2⁄ ) = max(𝑦, 1 ∕ 2) = 𝑦 

eşitlikleri sağlanır. Böylece, 𝑥 ≼𝐼 1/2  ve  𝑦 ≼𝐼 1/2’dir. Yani 

1 2⁄ ∈  {𝑥, 𝑦}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
≼𝐼 
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dır. 𝑘 ∈ {𝑥, 𝑦}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
≼𝐼 keyfi olsun. Bu taktirde,  

𝑥 ≼𝐼 𝑘 ve 𝑦 ≼𝐼 𝑘  

dır. Buradan, ℓ1, ℓ2 ∈ [0,1] elemanları mevcuttur öyleki 

  𝐼(ℓ1, 𝑘) = 𝑥 ≠ 1   ve   𝐼(ℓ2, 𝑘) = 𝑦 ≠ 1 

dir.  ℓ1 < 1/2  ve  𝑘 > 1/2  olsa 𝑥 = 1 çelişkisi elde edilir. Böylece, 

ℓ1 ≥ 1 2⁄    veya   𝑘 ≤ 1/2   

dir. ℓ1 ≥ 1 2⁄  olsun. 𝐼(ℓ1, 𝑘) = max(1 − ℓ1, 𝑘) = 𝑥 olduğundan 

𝑥 = 𝑘   veya   1 − ℓ1 = 𝑥 

dir. Eğer 𝑥 = 𝑘 olsa 𝐼(ℓ2, 𝑥) = 𝐼(ℓ2, 𝑘) = 𝑦  olduğundan 𝑦 ≼𝐼 𝑥  çelişkisi elde edilir.  

Buradan, 1 − ℓ1 = 𝑥 olmalıdır. 𝑥 > 1 2⁄  olduğundan, ℓ1 < 1/2 elde edilir ki bu ise bir 

çelişkidir. Böylece, 𝑘 ≤ 1/2  olmak zorundadır. 𝐼(1 2⁄ , 𝑘) = max(1 2⁄ , 𝑘) = 1/2 

olduğundan, 1/2 ≼𝐼 k olduğu yani 1 2⁄  nin ≼𝐼  sıralamasına göre 𝑥 ve 𝑦 elemanlarının 

üst sınırlarının en küçüğü olduğu elde edilir. Böylece 

𝑥 ∨𝐼 𝑦 = 1/2 

dir. 

 

 

Şekil 6.  ≼𝐼 sıralamasına göre sıralanamayan elemanlar 

 

Şimdi 𝑥 ∧𝐼 𝑦 = 1 olduğunu ispatlayalım. Farzedelim ki, 𝑥 ∧𝐼 𝑦 = 𝑘 ve 𝑘 ≠ 1 olsun. 

Buradan  

𝑘 ≼𝐼 𝑥 ve 𝑘 ≼𝐼 𝑦 

dir. ≼𝐼 sıralamasının tanımı ile, ℓ1, ℓ2 ∈ [0,1] elemanları 

𝐼(ℓ1, 𝑥) = 𝑘      ve     𝐼(ℓ2, 𝑦) = 𝑘 

olacak şekilde mevcuttur. Önerme 2.2.  ile 𝑘 ≼𝐼 𝑥 ve 𝑥 >
1

2
 olduğundan  

 

1/2 

1/2  
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1

2
< 𝑥 ≤ 𝑘  

dır. Eğer  ℓ1 <
1

2
  olsa 𝑘 = 1 olur ki bu ise 𝑘 ≠ 1  kabulü ile çelişir. Böylece, ℓ1 ≥

1

2
 

dir. 

𝑘 = 𝐼(ℓ1, 𝑥) = max(1 − ℓ1, 𝑥) = 𝑥 olduğundan  

𝑥 = 𝑘 = 𝐼(ℓ2, 𝑦), 

yani 𝑥 ≼𝐼 𝑦 olduğu elde edilir. Bu ise 𝑥 ve 𝑦 elemanlarının ≼𝐼 sıralamasına göre 

kıyaslanamaz olmasıyla çelişir. Böylece,  𝑘 = 1  olup 

𝑥 ∧𝐼 𝑦 = 1 

dir. Buradan, ([0,1], ≼𝐼) bir kafestir. 
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3. TARTIŞMA ve SONUÇLAR 

 

1. Bir sınırlı 𝐿 kafesi üzerinde 𝐼 gerektirmesi yardımıyla ≼𝐼 ile gösterilen bir bağıntı 

tanımlanmış ve ≼𝐼 nın hangi şartlar altında kısmen sıralama bağıntısı olduğu 

incelenmiştir 

2. ≤ ile ≼𝐼 arasındaki ilişki araştırılmıştır.  

3. (𝐿, ≼𝐼) kısmen sıralı kümesinin en büyük ve en küçük elemanları incelenmiştir. 

4. 𝐿 bir  kafes olsa bile 𝐿 nin ≼𝐼 sıralamasına göre bir kafes olması gerekmediği 

örneklerle gösterilmiştir. 𝐿’ i ≼𝐼 sıralamasına göre kafes yapan şart belirlenmiştir. 

5. 𝑇 sol sürekli bir t-norm ve 𝐼𝑇, t-norm 𝑇’den elde edilen bir rezidual gerektirme 

olmak üzere 𝐼𝑇 ve 𝑇’ den elde edilen kısmen sıralama bağıntılarının birbirinden 

bağımsız olduğu örnek ile açıklanmıştır. 

6. Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde tanımlanan 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥) ∨ 𝑦 gerektirmesinden elde 

edilen ≼𝐼 sıralamasının 𝐿 deki ≤ sıralamaya eşit olduğu ispatlanmıştır. 
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4. ÖNERİLER 

 

1. Bu çalışmada sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde 𝐼 gerektirmesi yardımıyla ≼𝐼 ile gösterilen 

bir bağıntı tanımlanmış ve ≼𝐼  bağıntısnın bir sıralama bağıntısı olması için bazı 

gerek şartlar belirlenmiştir. Bu şartlardan başka hangi şartlar altında ≼𝐼 bağıntısının 

yine bir sıralama bağıntısı olduğu araştırılabilir. 

 

2. Aynı şartlar altında iki gerektirme yardımıyla tanımlanan sıralamaların eşitliğine 

dayalı denklik bağıntısına göre birbirine denk olan gerektirmeler incelenebilir. 
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