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OZET

Bu calismada fraksiyonel mertebeli Caputo manada diferansiyel denklemler
icin uygulanan baslangi¢c zaman farkli kuasilineerizasyon teknigi; lineer fraksiyonel
mertebeli Caputo manada diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri olan fonksiyon
dizileri olusturulup, baglangi¢c zamanlar1 ve pozisyonlar1 farkli alt ve iist ¢oziimler
kullanilarak sag tarafinda biri konveks, digeri konkav olma kosulundan daha zayif
birbirlerinden farkli iki fonksiyonun toplami olarak verilen fraksiyonel mertebeli
Caputo manada lineer olmayan bir baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimiine ulagsmak
adina yeniden incelenmistir. Ustelik segilen bu fonksiyon dizileri lineer olmayan
fraksiyonel mertebeli Caputo manadaki diferansiyel denklemlerin tek ¢oziimiine

diizgiin ve monoton yakinsarlar. Ayrica bu yakinsama kuadratiktir.

Anahtar Kelimeler: Caputo Kesirli Mertebeli Diferansiyel Denklemler,

Kuasilineerizasyon Metod, Baslangi¢ Zaman Farki, Kuadratik Yakinsakhk.



SUMMARY

In this work, the technique of the quasilinearization in Caputo's sense nonlinear
initial time problem given as the sum of two monotone functions the one on the right
side as convex condition and the other as weaker condition than concave, is applied
to obtain lower and upper sequences in terms of the solutions of linear fractional
order differential equations in Caputo's sense starting at different initial times and
initial positions. These sequences of monotone functions convergence to the unique
solution of the Caputo nonlinear fractional differential equations as uniformly and

monotonically. Besides that, this convergence is quadratic.

Key Words: Caputo's Sense Fractional Order Differential Equation,
Quasilinearization, Initial Time Difference, Quadratic Convergence.
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1. GIRIS

Keyfi mertebeden tiirev olarak bilinen Fraksiyonel tiirev, matematiksel analizin
bir kolu olarak, tiirev ve integral kavramlarinin reel, rasyonel veya kompleks
mertebelerine genisletilmis seklidir. Fraksiyonel tiirev kavrami diferansiyel hesaplama
kadar eski olup baslangic1 XVII. yiizyil olarak gdsterilir. Bu durumun varlig1 Leibnitz
tarafindan 1695°te L’Hospital’a gonderilen mektupta “Tam say1 mertebeden tiirevler,
kesirli mertebeden tiirevlere genellestirilebilir mi?” sorusu ile bilinmektedir [1]. XIX.
ylzyilin son dénemlerine gelindiginde ise Leibnitz’in yan sira Liouville, Riemann,
Griinwald ve Letnikov gibi birgok {inlii matematikgi tarafindan yapilan 6nemli calis-
malar neticesinde fraksiyonel mertebeli tiirev ve integral iizerinde yapilan teorik calis-
malar neredeyse tamamlanmis bulunmaktaydi. Fakat bu ¢alismalarin tamamen teorikte
kaldig1 gergek hayat problemleri lizerinde uygulanilamayacagi diisliniiliiyordu. Buna
karsin yakin gegmiste yapilan galismalar fraksiyonel tiirev ve integral kavraminin bir
cok problemi modellemede kullanilan klasik tiirev ve integral kavramindan daha uygun
ve daha elverisli oldugunu gostermistir. Bu baglamda ilk kez kaleme alinan Oldham ve
Spanier ¢aligmasi [2], fraksiyonel hesaplamanin fizik, kimya, mithendislik (elektrik,
mekanik, petrol miithendisligi gibi) ve diger alanlarda uygulanabilirligini gostermesi
bakimindan ¢ok énemlidir. Ilerleyen zamanlarda bu ¢alismaya ek olarak yeni galis-
malar ve basilan kitaplar da olmustur [3]-[5]. Fakat fraksiyonel diferansiyel denklemler
kavraminin bagimsiz bir ¢alisma olarak sunulmasini saglayan V. Lakshmikantham, S.
Leela ve J. Vasundhara Devi ortak ¢aligmasi [6] bu alanda yazilan ilk kitaptir.

Kuasilineerizasyon metodu ilk olarak Bellman ve Kalaba tarafindan ¢aligilmis [7],
daha sonralar1 Lakshmikantham tarafindan gelistirilmistir [8], [9]. Kuasilineerizasyon
metodu lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in teorik bir yaklagim
saglamaya c¢alisir. Bu metot, esas olarak verilen lineer olmayan diferansiyel
denklemin tek ¢oziimiine diizgilin, kuadratik yakinsayan ve elemanlarindan her biri li-
neer diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerine karsilik gelen monoton diziler olusturmay1
amaglar. Bu metotta verilen fonksiyonun konveks ya da konkav olusu temel sart gibi
diisiiniiliirken zaman i¢inde bu sart zayiflatilarak kuasilineerizasyon tekniginin daha

genis uygulama alanlarina taginilabildigi g6zlemlenmistir [10]-[13].



2010°da Dr. Ali YAKAR tarafinda ¢alisilan doktora tezinde

“Fraksiyonel tiirev ve integral kavraminin gelisimine bagli olarak integral ve diferan-
siyel esitsizlikler variik ve teklik teoremleri yeniden ele alinmistir [3], [6], [14], [15].
Bu dogrultuda klasik anlamda lineer olmayan problemler icin uyguladigimiz Kuasi-
lineerizasyon Teknigi, Monoton Iterativ Teknigi, Stabilite ve Lyapunov stabilite gibi

konular ise fraksiyonel dinamik sistemler konseptinde yerini almigtir [6], [16]-[22].”

oldugu belirtilir [25].

Tez dort ana boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde; fraksiyonel analizde kullanilan bazi temel fonksiyonlara, baslica
fraksiyonel tiirev ve integral olarak bilinen Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve
Caputo tanimlarina ve bu tanimlar arasindaki iliskilere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde; fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in 0 < g < 1 olmak {izere
q. mertebeden Riemann-Liouville tiirevi ile verilen bir baslangic deger problemi iize-
rinde bazi temel tanimlar verilmis olup, ayrica karsilastirma ve varlik teoremleri ifade
ve ispat edilmistir. Boliim 3.2°de Caputo manada fraksiyonel tiirevli lineer olmayan bir
baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiine ulasmak adina baslangic zamanlar1 ayni olan
alt ve uist ¢oziimler kullanilarak kuasilineerizasyon teknigi uygulanmistir. Bir sonraki
adimda bu teknik genellestirilerek uygulanabilirligi yeniden degerlendirilmistir.

Dordiincii boliimde; baslangi¢ zaman ve pozisyonlar1 farkli olarak verilen alt ve
iist ¢oziimler icin karsilagtirma teoremleri ve varlik teoremi yeniden ifade ve ispat
edilmistir. Boliim 4.2°de Caputo manada fraksiyonel tiirevli lineer olmayan diferan-
siyel denklem i¢in alt ve iist cozlimler baglangi¢ zaman ve pozisyon farkiyla verilmesi
ve diferansiyel denklemin sag tarafinda yer alan fonksiyon konveks olma kosulun-
dan daha zayif bir fonksiyon olarak sec¢ilmesi durumunda kuasilineerizasyon teknigi
uygulanmustir. Son olarak, bu kez sag tarafinda biri konveks olma kosulundan, digeri
konkav olma kosulundan daha zay1f birbirlerinden farkli iki fonksiyonun toplami olarak
verilen, Caputo manada lineer olmayan bir fraksiyonel diferansiyel denklem i¢in baslan-
gic zaman ve pozisyonlar1 farkl alt ve iist ¢oziimlerin kullanilmasi ile genellestirilmis
kuasilineerizasyon tekniginin ¢alisabilirligi incelenmistir.

Besinci boliimde; buradaki ¢alismanin sonuglari degerlendirilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

2.1. Fraksiyonel Analizde Bazi1 Temel Fonksiyonlar

Fraksiyonel (Kesirli) hesabin tanimlar1 ve kullanimini1 anlamak i¢in baz1 matema-
tik tanimlarmi iyi bilmek gerekmektedir. Bu nedenle, fraksiyonel diferansiyel
denklemler teorisi ve fraksiyonel analizde 6nemli bir oynayan bazi 6zel fonksiyonlara
yer verilecektir. Bunlar 6ncelikle Gamma fonksiyonlari, Beta fonksiyonlar1 ve Mittag-

Leffler fonksiyonlaridir [2]-[6].

2.1.1. Gamma Fonksiyonu

Fraksiyonel analizdeki temel fonksiyonlardan biri olarak bilinen Euler’in Gamma
fonksiyonu, matematikte faktoriyel fonksiyonunun kompleks ve kesirli sayilar i¢in
genellestirilmesidir. I simgesiyle gosterilen Gamma fonksiyonlar1 biitliin x degerleri

icin asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

. n!n?
M@ = lm ey e @D

Ayn1 zamanda integral doniisiim tanimi ise

[oe]

Mz) = / e ' dr (2.2)

0

seklinde ifade edilir ve bu fonksiyon kompleks diizlemin sag yarisi i¢in yakinsaktir.

Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri,

Mz+1)=zT(2) (2.3)



seklindedir. Bu temel 6zellik kismi integrasyon yontemi kullanilarak kolayca elde

edilebilir.

[oe] 00

Fz+1) = / e 'Fdt = [—e ¥ +z / e 'Fldt =21 (2) (2.4)
0 0

Buradan agik¢a goriilmektedir ki (1) =1 dir. Aym zamanda (2.3) esitligi

kullanilarak z = 1,2, 3, ... degerleri i¢in

Fr3)=2r@2)=2.11=2!

(4)=3r(3)=32!=3!

Fn+1)=nl(n)=nn-—1)!=n! (2.5)

oldugu gortiliir.

Gamma fonksiyonunun diger 6zelliklerini ise asagidaki sekilde verebiliriz.

i) F(0)=, () =0

i 1) =ar(h) =
i) F()F(1—2) = Sinztz)



2.1.2. Beta Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu ile yakindan iligkili olan Beta fonksiyonu, iki parametreli

pozitif degerler i¢in asagidaki integral ile ifade edilmektedir.
1
B(zw) — /tZI(l—t)W_ldt, Re(z), Re(w) >0 2.6)
0

Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu tiirtinden ifadesi

r)rmw)

Bz w) M (z+w)

(2.7)

seklindedir. Ayrica (2.7) esitligi kullanilarak Beta fonksiyonun simetrik oldugunu

sOylemek de miimkiindiir.
Bzw) = B(wz) (2.8)

2.1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Fraksiyonel diferansiyel denklemlerde ¢ok yaygin kullanim alanlarina sahip
Mittag-Leffler fonksiyonu, tamsay1 mertebeden diferansiyel denklemler teorisi i¢in
onem arz eden iistel fonksiyonun (&) bir ¢esit genellemesidir.

o > 0 olmak iizere Ey notasyonu ile gosterilen bir parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu

Eg(z)=Y =r—r (2.9)



seklinde ifade edilmektedir.

o > 0 ve B > 0 olmak iizere iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise

- 2@n aw

bi¢iminde tanimlanir. Bu fonksiyon, ilk olarak Agarwal ve Humbert tarafindan Laplace
doniisiim teknigi kullanilarak yapilmis olup, fraksiyonel mertebeden diferansiyel hesap-
lamada 6nemli bir yere sahiptir. @ ve B parametrelerinin 6zel se¢imleri durumunda

E 4 p fonksiyonu bildigimiz bazi fonksiyonlar1 verecektir. Ornegin;

© 7N 0 N
Bl =5 = i 2.11)
nz Fn+1) Hn!
E@=2 vy = == = (2.12)
nzor(”+2) nZo(n+1)! ano(n-l—l)! z
Er3(s) = > (2.13)
nZOr(k+3) n 0(n+2) ZznZO n—|—2) 22
ve en genel haliyle
1 k—2 Zn
Eig(z) = g |@ —nzoa (2.14)

seklinde olacaktir.
Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel birer durumu olarak ifade edilen hiperbolik

siniis ve hiperbolik kosiniis fonksiyonlar1 agsagidaki gibi tanimlanir.



© 2n 0 Z2}’l

E 2y — = = cosh 2.15

21 (Z ) n;) r(2n+1) nZO n) = cosh() @.15)
N z 1 smh(z)

B () = nZOF(2n+2 ZnZO 2n+1 z 2.16)

Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilarak, n. dereceden hiperbolik ve n. dereceden trigo-

nometrik fonksiyonlarin sirastyla en genel halleri ise

ek = 5 2 g (K etz 2.17

V(Z; ) n;)(kn—l—l’—l)' - k,r( ); (7’— ) 7'“7”) ( . )
R )

my(z,k) = S T = Ek7,<—zk>,(r—l,2,...,n) (2.18)

seklinde verilir [2]-[6].

2.2. Tiirev ve integral Arasindaki Iliskiler

2.2.1. Kullanilan Notasyon ve Tanimlar

Fraksiyonel (kesirli) tiirev ve integralleri tek cat1 altinda diferintegraller (tiirevin
integrale uygulanmasi durumu) olarak ifade etmeden 6nce, tamsay1 degerleri (n) igin
tiirev ve integralin ortak yazimi verilecektir. Burada n, N pozitif tamsayilari, g ve p

ise herhangi bir say1y1 géstermektedir. Bir fonsiyonun #. tlirevi genelde

d"x
dt"

(2.19)



olarak gdsterilir ve integral de tiirevin tersi bir islem oldugundan,

x(l‘o)dto (2.20)

o —__

notasyonu elde edilir. Bu notasyon ile ardisik integralleri agagidaki gibi ifade etmek

mumkindir.

d—?x
— = dt (to)dt, 2.21
2 / 1/ 0)dto (2.21)

th—1

d"x
dt— = /dtn l/dtn 2 /dtl/ x(to)dty (2.22)

Alt siirin sifirdan farkli oldugu durumlarda ise integral gosterimlerimiz

dx

t

th—1

d7"x
W = /dtn 1/dln 2 /df]/ l() df() (224)

seklinde olacaktir. Burada tiirev icin asagidaki esitligin



d" d"

_— = — 2.25
d(t—a)" dr" (2.25)
saglanmasina karsin, integraller s6z konusu oldugunda
d=" d="
# (2.26)

ayn1 durumun gecerli olmadigi goriilmektedir.
n. mertebeden tiirev ve n—ardigik integrali i¢in yaygin olarak kullanilan gdste-

rimlerden bir digeri ise sirastyla

() 0 (2.27)
t th—1 15) |

) = /dznl /dtnz---/a’tl /x(to)dto (2.28)
any ay_o a al

seklindedir. Tiirev ve integrallerin literatiirde kullanilan en genel gosterimleri asagidaki

gibi verilmektedir.

= = X9 (1) (2.29)

Ayni zamanda bu gosterimlerin farkli kullanimlari da



dix(t)

20 —a) = Dix(t) = ,Dix(1) (2.30)

seklinde verilir.

2.2.2. Bir Fonksiyonun n. Mertebeden Tiirevi

Tiirevin limit tanim1 kullanilarak bir fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi

d'x dx (t . x(t)—x(t—h)
il =1 2.31
dr’ A0 h 31)
bagintisiyla verilir. Benzer sekilde ikinci ve ii¢lincli mertebeden tiirevleri
2 —2x(t— -2
dx lim)c(t) x(t—h)+x(t—2h) (232)
dr? h—0 (h)?
3 — — —2h)—x(t—3h
dx _ limx(t) 3x(t—h)+3x(t—2h) —x( ) (233)
dr3 h—0 (h)?

seklinde ifade edilir. Burada zit isaretlerle verilen katsayilarin binom katsayilari oldugu

g6z onilinde bulundurulursa #. tiirev i¢in esitlik

(2.34)

10



seklinde tanimlanacaktir. /’1n sifira siirekli olarak (aradaki biitiin degerleri de alacak
sekilde) yaklagsmasi integral ile ortak tanim yapabilmek adina sinirlandirilmis bir limit

islemini gerektirecektir. Bunun i¢in [a,¢] aralig1 N esit par¢aya boliindigiinde

hy = N=1,2,3,.. (2.35)

olmak iizere (2.34) de verilen baginti

—  lim’ (2.36)

sekline doniisecektir. (n) olarak gosterilen binom katsayilar1 j > n degerleri i¢in
J

sifir olacagindan toplamin siir1 N — 1’e kadar alinabilir.

—  lim = (2.37)

N—1 R
1V (MY (s — i (=4
p R TV O
N (5ay 239

seklinde ifade edilmektedir.

11



2.2.3. n-Ardisik integralin Genel Gosterimi

Bir fonksiyonun integrali, [a,¢] kapali araligi tizerinde siirekli x fonksiyon egrisinin
N-1
altinda kalan alana veya Riemann toplami olarak bilinen Ay ¥ x(¢# — jhy) ifadesinin
=0
limit degerine esittir.

t
d=x
W = /x(fo)dl‘o

= lim hN[x(t)+x(t—hN)+x(t—2hN)+ ..... —I—x(a—l—hN)]

hy—0
N—1
= lim A t—jh 2.39
Jim szox( Jhn) (2.39)

[t —d]

Daha 6nce oldugu gibi burada da Ay = esitligi kullanilmistir. Bu yazimin ikili

integrali

B (1) +2x(t —hy) +3x(t —2hy)
— h}v@ (hzv)zl)C +).C....—|—]<\7/x(a+xh]v) "
N—1
- hlimo(hN)2 > (+1)x(t— jhy) (2.40)
N— 7=0

seklinde ve ticlii integrali ise

1

d_3 t 15
d(t—x)_3 = /dlz/dl‘l/x(l‘o)dl‘o
—da

a

N—1 :
= lim (hN)3 Z (]+1)2(]+2)x(

t—jh 2.41
iy 2, Jhn) (2.41)

12



bi¢imindedir. Dolayisiyla n—ardisik integralinin genel hali asagidaki gibi ifade edilir.

d'x — T )
dt—a)" h}vlgo(hN) jgo (7 )x(t = jhw)
—a\"N-1 . _
= oam <tNa> 2 (”Tl)X(f—j(tTa)) (2.42)

(2.42) esitliginde verilen toplam ifadesindeki katsayilar (2.38) esitligindeki toplamdan

farkli olarak (j +'}._1) seklinde devam etmektedir ve biitiin terimler arti isaretlidir.

2.2.4. Tamsay1 Mertebeli Tiirev ve Integral Arasindaki Iliski

Gamma fonksiyonlarinin

() = () o 249

iligkisi kullanilarak, tamsay1 degerler i¢in tiirev ve integrali asagidaki gibi tek bir for-

mul ile ifade edebiliriz.

dx () S TG =)

Tomar = m e x(t— /(=) (2.44)

J=0

Burada »’nin pozitif degerleri i¢in tiirevin (2.38), negatif degerleri i¢in ise integralin

(2.42) genel tanimina ulasabiliriz [2]-]6], [23].

13



2.3. Fraksiyonel Tiirev ve Integraller

2.3.1. Griinwald-Letnikov Fraksiyonel Tiirevi

Bir 6nceki boliimde verilen (2.44) esitliginde tiirev ve integral kavramlarinin keyfi
mertebeden bir ¢ (reel veya kompleks) sayisi i¢in tanimh oldugunu diisiiniirsek, frak-
siyonel tiirev ve integralin Griinwald-Letnikov tarafindan verilmis en genel tanimini

asagidaki gibi ifade edebiliriz.

Bu tanimin en biiylik avantaji, verilen bir fonksiyonun diferintegralinin o fonksiyonun
tiirevlerine veya integrallerine gerek duyulmadan, sadece kendisinin aldig1 degerler

ile bulunabilmesidir. (2.45) tammminda I' (—¢), ¢’nun pozitif degerleri igin sonsuz
ri—q

olmasina karsin
M)

orani sonlu bir sayidir.

Griinwald-Letnikov tanimina bagli olarak »’nin pozitif tamsay1 ve ¢ nun biitlin

degerleri arasindaki iliskiyi asagidaki sekilde belirtmek miimkiindiir.

d"*  dix d"Tix
- - = - - 2.46
drh d(t—a)q d(t_a>n+q ( )

Bu iliskinin gergeklendigini gosterebilmek adina » = 1 oldugu durumu inceleyelim.

Oneelikle iy = 1~

il esitligini kullanarak

dix . (w) 'TG—9)
d(t—a)! N—owl (—q) j:Or(j~|—l)

x(t— jhy) (2.47)

seklinde yazabiliriz. a < s <t — hy araligit N — 1 esit pargaya bolindiigiinde (¢ — /)
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44
noktasindaki Y tiirevi agagidaki sekilde olacaktur.

d(t—a)?

dix TINZ2[(
T —hy) = i —
di—ap L) Nlillor Z)r Xt —hy = jhw)

(hy) "' T (j—q—1)

 Noowl (—q) jzl () x(t — jhn) (2.48)

Tiirev tanimi kullanilarak (2.47) esitliginin yeniden tiirevi alindiginda ifade

d  dix . T gy i
dtd(t—a)? Jim (hy) l{d(t—a)q()_d(t_ 7 (t—hN)}
q—1
tim B (g1

—q-1 [N—1 .
+ lim L [ 5 {Fg;?g —fmey }x(r - th)] (2.49)

sekline doniisecektir. Gamma fonksiyonlar1 arasindaki

rG—q) TU—-g-1) _ T(=¢q) FG—-¢g-1
TGy TG0 T(g-D TGHD (230

bagint1 (2.49) ifadesinde kullanildiginda

d d? —q—1 N-1 P
- X — lim (hN) z r(] .q 1)
dtd(t—a)q N—ol (—q l)j:() rGj+1)

x(t—th)

dt1x
- o @2.51)
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esitligi elde edilir. Sonug olarak n» = 1 i¢in (2.46) iliskisi dogrudur. Genel formiile ise

indiiksiyon yontemi kullanilarak ulasilir [2]-[6], [23].

2.3.2. Riemann-Liouville (R-L) Fraksiyonel Tiirevi

Sik¢a kullanilan Riemann-Liouville tanim1 Cauchy formiiliinden yararlanilarak
elde edilir. Cauchy formiiliine ulasabilmek adina n > 0 tamsay1 ve a bir sabit olmak

tizere agagidaki integralin verilmis oldugunu kabul edelim.

L) = / (t—1)" ' x(v)dt (2.52)

J B(t)
= F(t,t)dr
A(r)
JdF (t,7) dB(t) dA(t)

seklinde olacaktir. Buradan n > 1 degeri icin (esitligin saginda bulunan ikinci deger

sifirdir) asagidaki ifadeye
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o~ =11,
dt (2= 1)l

n = 1 oldugu durumda ise

dl
= t
o x(2)

ifadesine ulasiriz. (2.54) denkleminin £ kez tlirevinin alinmas1 durumunda

d~r,

W (n—l)(n—z)(l’l—k)]nfk

esitligi elde edilir. Bu taktirde kK = n — 1 degeri i¢in yukaridaki ifademiz

dn_lln

= (=10

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

sekline doniisecektir. (2.56)’de goz Oniinde bulunduruldugunda asagidaki genel hal

bulunur.

d'l,
= — 1)
i (n—1)x(2)

(2.59)

n > 1 degeri i¢in ,(¢) fonksiyonunun kendisi ve (n — 1)’e kadar olan biitiin tiirevleri

t = a noktasinda sifir olacagindan (2.58) ve (2.59) denklemleri kullanilarak
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t

L) = / x(t)dn (2.60)

a

15)

t t
]z(l‘) = /Il(tz)dtz ://x(l‘l)dtldtz (2.61)

n 3B

t
L) = (n— 1)!//.../ x(t)dndty...dty di, (2.62)
a a a a
ifadesine ulasilir. Bu esitlik bize Cauchy Integral Formiilii olarak bilinen asagidaki
denklemi verir.

t ty 3 b

//...//x(tl)dtldtz...dtn1dtn: (n_ll)!/t(t—r)”lx(r)dr (2.63)

Riemann-Liouville tanimina ulasabilmek icin (2.63)’de tamsay1 ile sinirli olan »

yerine her degeri alabilen bir ¢ degeri yazilarak

dix B 1 / 01 () ds
[d(t_a)q]R—L - r(_Q)a/(t ) (s)ds, (g<0) (2.64)

ifadesi elde edilir. Bu formiildeki integral sadece ¢ < 0 degerleri i¢in yakinsaktir.
Burada |..],_; notasyonu diferintegralin Riemann-Liouville yontemi ile bulundugunu

gostermektedir. (2.64) ifadesinde R-L alt yazisinin kaldirilabilmesi adina biitiin ¢
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degerleri i¢in (2.45) ifadesi ile uyusan sonuglar verdigini gostermek yeterli olacak-
tir. Oncelikle, ¢ < 0 olmak iizere a < s < ¢ aralifinda sonlu degerler alan bir x (¢)
fonksiyonu i¢in, her iki tanimin da ayni1 sonucu verdigini géstermek adina farklarini

asagidaki gibi yazalim.

d9x dix
A= do—aﬁ‘[da—@JRL (2:69)

(2.45) ve (2.64) esitlikleri kullanildiginda A ifadesi

TaNClr 1 tiax(t—s)
A= i - 2.
o [ Fem |-l [Pe e

seklini alacaktir. Tkinci terimdeki integral Riemann toplami olarak yazilirsa

SN () N x(t— jhw)h
A= fim . Z ) x(t — jhy) — lim ¥ *( J.N) it (2.67)
N_’°°r r( N_>°°j:0 M (—q) (jhn) ™

bulunur. Buradan da

A= lim (hw) qulx (t— i) {r(j_Q) _j_l_q}

NZaT (— rG+1)
(t—a)™? - Nilx(zvz—szrja)Nq {r (j—q) ,_l_q} (2.68)
= ——--- N —_ J .
(—q) N—e &, N Fr(j+1)
. . . (t—a) 3 . )
ifadesi elde edilir. Burada Ay = ~ olarak alinmistir. Sag taraftaki toplami 6nce
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0’dan (J — 1)’e, sonra da J’den (N — 1)’e olmak iizere ayirirsak

_ J—1 . . .
A:(t—a) q th—]]\;—F]a)Nq lr(]—q) —jlq]

M) A 2 TG

(t—a)™@ 1NV Ne—ji+ja [\ 21
g My 2 (%)
1 o(;~!
Q(c;; ) (jv )] (2.69)

esitligi bulunacaktir. Birinci toplamda ¢ < —1 igin parantez i¢indeki terimler sonlu
oldugundan, N — oo limitinde NY ¢arpani ilk terimin sifira gitmesini saglayacaktir.
Benzer sekilde ¢ < —2 igin, ikinci terimde N — oo limitinde sifira gidecektir. Acik¢a
goriildigi gibi ¢ < —2 degerleri ve a < s < ¢ araliginda sonlu degerler alan bir x()

fonksiyonu i¢in, A = 0 olacagindan her iki tanim da ayni sonucu verecektir.

dix dix
d(

i a5 e

Riemann-Liouville tanimini biitiin ¢ degerlerinde gecerli kilmak i¢in (2.46) ifade-

sinin Griinwald-Letnikov taniminda oldugu gibi burada da saglandig: sartin1 kosarsak

dx ar 44 "x
{m} el [W] o (2.71)

seklinde olacaktir. (2.71) ifadesinde bir g degeri yerine, ¢ —n < —2 olacak sekilde

pozitif tamsay1 degerleri alan bir n degeri secer ve (2.70) sonucunu kullanirsak
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dix d" d?i"x
T, i la] o

esitligi elde edilir. Bu da bize Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville tanimlarinin

biitiin ¢ degerleri i¢in saglandigin1 gdsteren

i, = laar] @9

sonucunu verecektir. Dolayisiyla artik R — L altyazisi silinecektir.

Tamm 2.1: ( Riemann-Liouville Integrali ve Tiirevi) ¢ < 0 olmak iizere

q . dix o 1 / - —1
Dix = d0—ay ~ F(—q)/(t s) 1 x(s)ds (2.74)

ifadesi Riemann-Liouville fraksiyonel integrali olarak adlandirilir iken, ¢ > 0 degerleri

igin

t
dix d" 1
Dix = 5 % —/ _ g lg=n)=1 .
X dG—a)y ~dm |Tn=q) (t—5) x(s)ds (2.75)

elde edilen ifade ise Riemann-Liouville fraksiyonel tiirevi olarak adlandirilir.

Asagida (2.74) da verilen R — L fraksiyonel integral operatorii ve (2.75) de verilen

R — L fraksiyonel tiirev operatdrii i¢cin bazi 6zellikler verilmistir:
1) Fraksiyonel operator lineer bir operatordiir.
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oDF (1 +px2) = y,Dfx1 +p,Dixs (2.76)

i1) Fraksiyonel operatdr homojen olma 6zelligine sahiptir.

DI(Cx(t) = CuDix(t) 2.77)

Burada C herhangi bir sabittir.
1i1) Fraksiyonel operatorlerin birlesme 6zelligi mevcuttur. Diferintegrallerle yapilan

islemlerde

DIiIDP = DpPpDI (2.78)
DiDpP = pitP (2.79)
Dix = y—x=D"1y (2.80)

gibi islemler ancak belirli durumlarda gegerlidir. Tkinci esitligi goz oniinde bulundurur-

sak g ve p’nin herhangi bir degeri alabildigi durumlarda, iki diferintegral operatoriiniin

d1 dPx
d(t—a)?d(t—a)’

aD;] (anx) =

diPx
= aiarr (2:81)
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seklinde birlestirilebilmesi ancak,
x—=aD; P (uDfx) = 0 (2.82)

sartin1 saglayan x fonksiyonlar1 i¢in gecerlidir. (2.82) sartinin saglanmadigr durum-

larda ise, diferintegral operatorlerinin birlestirilmesi
DI (DPx) = DIPx— DI [x —.D;" (an’x)} (2.83)

seklinde yapilir. Buradan da gériildiigii gibi ,D? ve ,D, ? operatérleri genelde birbir-
lerinin tersi olsalar da, bu durum her zaman gegerli degildir. Ayni1 zamanda buradaki
sorunun ¢ ve p’nin kesirli degerleri ile de sinirlt olmadigini belirtmek gerekir.

n ve N’nin pozitif tamsay1 oldugu durumlarda ¢oklu tiirev ve integraller i¢in agagi-

daki 6zellikler gegerlidir.

d" dVx d" Ny
d(t—a)" [d(z—a)N] T d—a)
av d"x
d—" dNx B d—"Nx
dit—a)" |dt—a)™|  dit—a)"V
d—n d~"x
T di—a) " {d(t—a)_"} (2.85)

23



Ancak,

d*" d™Vx
d(t—a)™" [d(t—a)]FN] (259

genel ifadesini bulmak istersek, (2.86) ifadesi her zaman

d:l:n:FN X

pT—— (2.87)

esitligini saglamayacaktir.
[a,b] araliginda siirekli bir x (¢) fonksiyonunun N. tiirevinin var oldugunu kabul

edelim ve bu V. tiirevin integralini alalim.
t
/ K™ @y = VD (@)L = VD (1) = x VD (g (2.88)
a

(2.88) ifadesi i¢in tekrar integral alinirsa

t t t

/ / ™ (yae | dr = / (: D (0) =2V (@) ) s

a a a

= 20— @)~ (1~ )2V (@) (289)

ve ayni islem n defa tekrarlanirsa
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bulunacaktir. Burada esitligin sol tarafi

d- @y o w )
d(t—a)_n [d(t—a)N] = a/...a/xN (¢) (dt)

oldugundan,
d" dNx n—1 (t—a)k
_ (N—-n) . %) (N+k—n)
= X t X a
d(t—a)™" [d(r—a)N] ) kzo k! (@)
yazabiliriz. Bu esitlikte N = 0 yazip tiirevini alalim.
d"x _ n—l(t—a)" _
— ) (k=n)
= X t
i—a) " (2) PR (a)

d d~"x _ (e n_l (t_a)kilx(kfn) .
d(t—a) [d(t—a)"} (t) ( )

Tiirev alma islemi N kez tekrarlanirsa

dV d7"x | vemy gy (t—a) " (k—n)
d(i—a) {d(z—a)—"] =2 )

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)
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bulunacaktir. Burada N > n oldugu durumda alt limitin tiireve katkis1 olmadigindan

ifademiz asagidaki esitlige doniisecektir.
= XN (p)

N —n < 0 oldugu durumda ise (2.93) esitligi de kullanilarak

N—n n—N— EPAY ;
" = x(V=m) (1) — 5 IM(HN—")(Q)

_ X
d(t—a)N™" 2 K
elde edilir. Bu esitlik (2.96) esitligini de icermektedir. (2.95) esitliginde
k—k+N

degisikligi yapilirsa

aN d"x _x(N—n) _n+N—1 (t—a)kx(k+N_n) a
o [ ] == e )

olacaktir. Bu ifade (2.97) ile karsilastirilirsa

av { d"x ] dN—"x
dt—a)N ld(t—a)™" d(t—a)M™"

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)
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esitligine ulasilir. Agikca goriildiigii gibi Once integralin sonra da tiirevin alindigi
durumlarda operatorler (2.100) esitliginde oldugu gibi birlestirilir.

Simdi (2.92) esitliginin sag tarafindaki toplami

T % T ey N0
d(t—a)" [d(r—a)N] =0 2 )

k
— 5 W) () (2.101)

= -y —x (@)  (2.102)

d=" dVx aN="x n=1 (t—a) (N-Hk—n)
d(t—a)™" k=mn K

bulunacaktir. Yani, 6nce tiirev ve sonra da integralin alindig1 durumlarda (2.100) sonu-
cundan farkli olarak, operatorler yukaridaki gibi birlestirilmelidir.

1v) Fraksiyonel operatorler terim terime integre edilebilme 6zelligine sahiptir. Diizgiin
yakinsak bir serinin diferintegral operatoriiniin dogrusal olma 6zelligi kullanilarak

biitiin g degerleri igin

D‘] 00 d(] 00
¢ tjzoxj B d(t—a)q jz()xj
_ ©  dix;
j=0 d ([ — Cl)q
- _zoaD,qxj (2.103)
J:
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seklinde terim terime diferintegrali alinabilir. Diferintegrali alinan seri de ayn aralikta
yakinsak olacaktir.
v) Ayrica x ve y gibi iki fonksiyonun Leibnitz Kurali yani ¢arpiminin diferintegrali

genel bir g degeri igin

D) = 3 (j) (D x) (D) (2.104)

J

formiilii ile hesaplanir.
Asagida R — L fraksiyonel operatorii kullanilarak bazi fonksiyonlarin diferintegral

hesaplamalari verilecektir.

i) Ilk olarak asagidaki gibi bir fonksiyonu inceleyelim:
(t—a)f,p > —1.

Burada p degeri i¢cin p > —1 olmasmin disinda baska bir kosul mevcut degildir.

Riemann-Liouville integral tanimin1 kullanarak,

t
1 (s—a)Pds
DI (t—a)f = / , ¢<0 (2.105)
D= m g ) e
a
yazabiliriz. Bu esitlikte s — a = v donilistimii yapilirsa
1 t—a rg
DY (t—a)f = / vas (2.106)
a t( ) r(—(]) / (t—a V)q+1
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olacaktir. (2.105) esitliginde v = (# — a) u doniigiimii uygulanirsa
r—aq |
l‘ —
DI (t—a) = ﬁ/upu —u) 7 g <0 (2.107)
0
denklemi elde edilir. Buradan ise, beta fonksiyonunun
1
/rpl (1—7)""'dz, p>0<gq (2.108)
0

tanim1 ve gamma fonksiyonu ile olan iliskisi kullanilarak

_ 4\P— 4
aD? (I—Cl)p = %B(P‘f‘ la_q)
r )P
(prJ(r;)_(; ;3 L g<0, p>—1 (2.109)

bulunur. (2.109) da elde ettigimiz sonu¢ ayni zamanda g > 0 degerleri i¢in de geger-
lidir.
i) Simdi sabit bir saymin diferintegralini hesaplamak adina oncelikle 1 sayisini ele

alalim. Griinwald-Letnikov tanimi1 1 sayis1 lizerinde uygulanirsa,

DI = ]m(

N qN-1 r( )

olacaktir. Bu takdirde gamma fonksiyonunun 6zelligi kullanilarak asagidaki ifade elde

edilir.
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a1 1 N \* T(N—gq)
oDl = A}lglo(t—a) Fr(1—q)r(nN)

(t—a)
= X7 2.111
ri—q) (@1

Kolayca goriildiigii gibi, bu esitlik ¢g’nun tamsay1 degerler aldig1 durumlarda beklenen

sonuglar1 verecektir. Herhangi bir C sabiti i¢in ise esitligimiz

(t—a)*

DIC = CDI(1)=Crrit—
a tC Ca t() Cr(l—q)

(2.112)

seklinde olacaktir [2]-[6], [23].

2.3.3. Caputo Manada Fraksiyonel Tiirev

Fraksiyonel diferansiyel hesaplamanin Riemann-Liouville tanimlar1 fraksiyonel
tiirev ve integral teorisinin gelismesinde ve onun uygulamalariyla ilgilenen matema-
tiksel caligsmalarda 6nemli bir rol oynamistir. Bununla birlikte fraksiyonel baglangic
deger problemleri i¢in agsagidaki gibi bir baslangi¢ kosulunu agiklamak oldukga zor bir

durumdur.
tlimaD,q_”x(t) = by,,n=1,2,.. (2.113)

Burada b,, sayilar1 sabittir. Yukaridaki gibi baslangi¢ kosullarini her ne kadar teorikte
cozebiliyor olsak da ¢oziimlerin uygulamada bir anlam ifade etmedigi diisiiniiliiyordu.
Boyle bir ikilemin ¢oziime ulagmasini saglayan Caputo’nun fraksiyonel tiirev tanimi

asagidaki gibi ifade edilir:
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t
DX () = ﬁ/(r—s)”_q_lx(”)(s)ds, n—l<g<n (2114)

Burada x (¢) fonksiyonu tizerinde tanimlanan sartlar1 korumak kosuluyla, ¢ — n igin
Caputo tiirevinin x (¢) fonksiyonunun klasik anlamda n. mertebeden tiirevine doniistiigi
goriilmektedir. Aslinda bu ifadeyi, 0 < n—1 < g < n olmak tizere x(¢) fonksiyonun
her T > ty igin [tp, T'] arahiginda n + 1 kez siirekli ve sinirl tiirevlere sahip oldugu

varsayimi ile,

t

(}i_r)r}j ((Dix(1)) = 6}13}1 ﬁ/(t—s)nqlx(") (s)ds
x(”)(a)(tfa)”fq
. F(n—g+1)
= lim t
= +F(n—1q+1) f <t _S)niqx(n+l) (S) ds
‘
= x"(a) + /x("H) (s)ds
= X" (@) (2.115)

esitligini elde etmek miimkiindiir. Burada n = 1,2,... dir. Bu durum bize Griinwald-
Letnikov ve Riemann-Liouville yaklagimlarina benzer olarak Caputo yaklasiminda da
tiirev ve integral arasinda bir iligkinin mevcut oldugunu gosterir.

Caputo yaklagimimin en temel avantaji, Caputo fraksiyonel tiirevlerinin klasik
manada bilinen diferansiyel denklemleri ile ayn1 formda baslangi¢ kosullarina sahip
olmasidir. Bagka bir ifadeyle t = a alt limitinde, bilinen bir fonksiyonun klasik an-
lamda tiirevlerinin limit degerlerini icermesidir. Diger taraftan herhangi bir sabitin

Caputo tiirevi sifir iken Riemann-Liouville tiirevi sifirdan farklidir.
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Bundan sonraki denklemlerimizde Griinwald-Letnikov fraksiyonel operatdrii DY
ile, Riemann-Liouville fraksiyonel operatorii ,D{ yerine terminal degerleri kaldirilarak
D4 ile, ¢D? seklinde verilen Caputo fraksiyonel operatorii ise D9 ile gdsterilecektir.

0 < g < 1 oldugu durumda, (2.114) de verilen denklemi kullanarak

‘Dix(t) = ﬁ/(r—s)qxl (s)ds (2.116)

esitligini elde etmemiz miimkiindiir. Buradan

‘Dix(t) = DIx(t)—x(a)l (2.117)
ya da
‘Dix(t) = DIx(t)— X(CF)((;:Z; ! (2.118)
iliskisi elde edilir. Ozellikle x (a) = 0 segilmesi durumunda
‘Dix(t) = Dx(t) (2.119)

sonucunu verecektir. Bu esitlikten goriildiigii gibi Riemann-Liouville tiirevlerinin
taniml1 oldugu, mevcut olan her fonksiyon i¢in Caputo tiirevi de tanimlidir.

Su asamada asagidaki esitligi ifade edelim:
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DIE,(y(t—a)?) = vYE,(y(t—a)?), yeR. (2.120)

Burada E;; (2.9) de verilen bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlarmi temsil etmek-
tedir.

Eger x(¢) fonksiyonu siirekli,

tiirevi mevcut ve integrallenebilir ise
Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville tiirevleri arasindaki iligki asagidaki sekilde

ifade edilir.

Dix(r) = Dix() =X Q=9) " 1 = / s)ds (2.121)
Benzer sekilde (2.117) esitligi kullanilirsa

‘Dix(t) = Dilx(t)—x(a)] = Df[x(t) —x(a)]

t
= /t—s q—x (s)ds (2.122)

bagintisi elde edilecektir.
(2.122) de verilen esdeger ifadeler fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziim-

lerinin nitelikli ¢aligmalarinda ¢ok 6nemli bir yere sahiptir [3], [5], [6].
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3. KARSILASTIRMA TEOREMLERI ve KUASILINE-
ERIZASYON METOT

3.1. Fraksiyonel Diferansiyel Denklemler icin Karsilastirma Sonuc-

lari ve Bazi Temel Teoremler

Bu bdliimde fraksiyonel diferansiyel denklem teorisinde kullanilan ¢ mertebeden
(0 < g < 1) R-L tiirev ve integraller ile ilgili baz1 temel teoremler verilecektir [6].
Fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in verilen baglangi¢ deger problemi asagi-

daki gibi tanimlanir:

DIX(W) = f(tx) x(i0) =20 =x() (1 1) gy 0 <I< T, (BD)

burada f € Cllto, T] x R, R] dir. Ayrica D7x, x degiskenine karsilik gelen ¢. mertebe-
den R-L manada tiirevi belirtmektedir. Bu baslangi¢c deger problemine karsilik gelen

Volterra integral denklemi ise

t
1
() = r—/ (t — )T £ (5,x(s)) ds (3.2)
fo
0(s_ +\9—1
seklinde verilir. Burada x° (¢) = % dir.
q

Oncelikle fraksiyonel diferansiyel esitsizlikler teorisinde énemli bir yere sahip
oldugu diisiiniilen bazi temel lemma ve notasyonlar verilecektir.
Farz edelim ki m € C,, ([to, T],R), 1 — ¢ = p olmak iizere bir m(¢) fonksiyonu

tanimlansin. Burada C,, ([t9, T'],R) kiimesi asagidaki gibi belirlenmistir.

Cp ([t0, TT,R) = [u € C([10, TT,R) ve u (1) (t —10)” € C ([0, TIR)]  (3.3)
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Lemma 3.1: Varsayalim ki m € C, ([to, T],R) fonksiyonu 0 < y < 1 ve y > ¢ olmak
iizere y. mertebeden yerel Holder siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica herhangi bir

t € (t, T] igin

m(t;) = O0vem(t) <0, tH<t<tf (3.4)

ifadesi gergeklensin. Bu durumda

Dim(ty) > 0 (3.5)

esitligi dogrudur.

Ispat 3.1: Riemann-Liouville tiirev tanimimi kullanarak m(z) fonksiyonunun fraksiyo-

nel tiirevini agagidaki gibi verebiliriz.

Dim(t) =

&|Q~

t
]
o / (t—)""m(s)ds (3.6)
to

t
Bir G (t) = [ (t —s)"~ ' m (s) ds fonksiyonu tammlayahm. Yeterince kiigiik 4 > 0 deger-
i
leri icin asagidaki esitligi diistinelim:

H Hh—h
G) -Gt —h) = /(tl—s)plm(s)ds—/(tl—h—s)plm(s)ds
t1—h

- /[(tl-S)p_l—(t1-h-S)p_1}m(S)dS+/1(tl'S)p_lm(S)ds

to

= L +bh. (3.7)
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to < s <t — hdegerleri igin [(tl — )P — (11 —h—5)?"'| < 0 ve teoremin hipotezin-
den de m (s) <0 esitsizliginin gergeklendigi gézoniinde bulundurulursa ilk verilen

integralin /; > 0 oldugu goriilmektedir. Bu durumda

1

Gl)-Gn—1) = [ (=9 m(s)ds (3.8)
t—nh

ifadesi elde edilir.
m (t) yerel Holder siirekli bir fonksiyon oldugundan asagidaki esitligi saglayan

bir £ (¢;) > 0 says1 vardur.

—k(m) (=)' < m(n)—m(s) <k@m)(t—s)7, [s—ul<h (3.9

Burada 0 < y < 1 ve ¥ > ¢. Yukaridaki esitsizligi ve (3.4) ifadesini kullanarak

t

S —k(tl)/(tl—s)p_1+7ds:k(t1)
t—nh

RPHY
ptY

(3.10)

esitsizligini elde etmemiz miimkiindiir. Bu durum bizi yeteri kadar kiiciik # > 0 deger-

hPt+Y
leriicin G (1) — G(t; —h) —k(f
(1) = Gl =) —k(0)

> 0 ifadesine ulastiracaktir. 2 — 0 i¢in limit

d
alinmast durumunda EGOI) >0 elde edilir ki bubize DIm(t;) > 0 esitsizliginin

saglandigini gdsterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.2: Varsayalim ki {x¢ (¢)} dizisi [to, T| kiimesi tizerinde tanimli, siirekli bir
fonksiyon ailesi olsun. AyricaV & > 0 i¢in Dx¢ (1) = f (¢,x¢) , Xe (fo) = xe (¢) (t-t0) '™ li=to
problemi ve #y < ¢t < T olmak tizere |f(¢,x¢(¢))| < M esitsizligi gerceklensin. Bu

takdirde {x¢ (¢)} fonksiyon ailesi [ty, 7] kiimesi tizerinde es-stireklidir.
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fspat 3.2: 1y < t; <ty araligl igin

e (11) = x2 (11) — xe (12) +x2 (12)

= ﬁ j(n —5)"7 [ (s,xe (S))dSi(tzs)qlf(s,xe (s))ds

- ﬁ j[(tls)ql(tzs)‘“}f(s,xe (s))dsj(tzs)‘”f(s,xs (s))ds

< % j((tls)ql(fzS)q1>de(tzS)qldS

< T =0~ =) 20 —0)]

sFégﬁmHN

< € (3.11)
burada x2 (1) = )ég(zr_(—;o))q—l dir. Yukaridaki ifade de 8, [, —#;| < 8 = {%} %

olacak sekilde segilirse istenilen elde edilmis olur.

Asagida fraksiyonel diferansiyel esitsizliklerde 6nem arz eden karsilastirma teorem-

lerinden birisi verilecektir.

Teorem 3.1: Varsayalim ki v, w € C, ([to, T],R) fonksiyonlar1 0 <y <1 ve y> g
olmak tizere y. mertebeden yerel Holder siirekli fonksiyonlar olsunlar. Ayrica f €

Cllto, T] x R,R] ve

i) DIv(t) < fltv(t), to<t<T, (3.12)

i) Dw() = f(tw(D), o<t <T, (3.13)
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olmak tizere i) ve ii) esitsizliklerinden herhangi biri kesin esitsizlik olsun. O halde,

VW =v(t) (t—10)" |i=syve w® = w(t) (t —t9)" 7 |;—s,0lmak iizere

W< W (3.14)

saglandig1r durumda

v(t) < w(t),0<t<T (3.15)

esitsizligi dogrudur.

Ispat 3.1: Aksini varsayalim. Kabul edelim ki (3.15) esitsizligi dogru olmasin. Bu tak-
tirde v (¢) (t — 0)' ™ |y=sy, w(t) (t — 1)~ |;—;, fonksiyonlarinimn siirekli olma 6zelligini
ve (3.14) esitsizligini kullanarak, asagidaki denklemi saglayacak bir #; € (9, 7| degeri

bulunur 6yle ki

vit]) = w(t) vev(t) <wl(t), to<t<t. (3.16)

Simdi m(¢t) =v(t) —w(t), ty <t < T olmak iizere bir m (¢) fonksiyonu tanim-
larsak, (3.16) ifadesinden m (t;) = 0 ve m(t) < 0, tp <t < t; olacakti. Lemma 3.1
g6z oniinde bulunduruldugunda D%m (¢;) > 0 esitsizligini elde ederiz. Ayrica ii)’deki

esitsizligin kesin esitsizlik oldugunu kabul edersek

f(ti,v(t)) > Div(ty) >Diw(ty) > f(t1,w(f1)) (3.17)
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bulunur. Bu durum (3.16)’da verilen esitlikten dolay1 ¢eliski olusturur. Bu takdirde

(3.15) ifadesinin dogru oldugu sonucuna ulasilmis ve ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teorem fraksiyonel diferansiyel esitsizliklerde fonksiyonun Lipschitz

sartin1 saglamasi kosuluyla verilmis bir karsilastirma teoremidir.

Teorem 3.2: Varsayalim ki Teorem 3.1°de verilen kosullar, i) ve ii)’deki esitsizliklerden
herhangi biri kesin esitsizlik kosulu olmaksizin saglansin.

Ayrica f € Cl[ty, T] x R,R] fonksiyonu da Lipschitz sartini saglasin.

f(t,x)—f(t,y) < L(x—y),x>yveL>D0. (3.18)

O halde baslangi¢ kosullarmin v < w saglamasi kosuluyla

v(t) < w(), 0<t<T (3.19)

ifadesi dogrudur.

Ispat 3.2: Bir we(t) fonksiyonunu yeteri kadar kii¢iik € > 0 degerleri igin asagidaki

sekilde tanimlayalim:

we(t) = w(t)+ey(t), (3.20)

burada ¥ () = (t —19)? ' E; 4 [2L (t —t0)7] dir. Buradan

we (1) (£ —10)' ™ 1=t =wo=w (£) (t —t0)' ™ |imy +€Y () (t —10) T 1=y (3.21)
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esitligini elde etmemiz miimkiindiir. Bu denklem bize

wl = wWre >wd >0 vewe(t) >w(t), o<t<T (3.22)

ifadesini verecektir.
Simdi (3.20)’de tanimladigimiz fonksiyonun her tarafindan R-L manada tiirev

alirsak

Diwe (t) = Diw(t)+eDy(t)
> ft,w(t))+2eLy(t)
> f(t,we(t)) —eLy(r)+2eLly(t)

> ftowe(t), t0<t<T (3.23)

elde ederiz. Burada y(¢) fonksiyonunun D9y (r) = 2Ly (1), y(¢) (t —t0)' ¢ li=te=7Y" >
0 gibi bir baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olmasi, aynt zamanda (3.18)’de verilen
Lipschitz kosulu ve (3.22) ifadesi kullanildi. v(¢) ve wg (¢) fonksiyonlari i¢in Teorem
3.1 uygulandigi1 zaman, herhangi bir € degeri igin v(¢) < wg (¢) , 1o <t < T olacaktir.
Sonugta € — 0 limiti i¢in v(¢) < w(¢), to <t < T sekline doniisecektir. Bu da bize
ispatin tamamlandigini gosterir.

Asagida bu teoremin onemli bir sonucu verilmistir.

Sonug 3.1: o (t) < L Teorem 3.2°deki gibi olmak tizere, f € C|[[tp, T] x R,R] kiimesi
tizerinde tanimlt f(¢,u) = o (¢t)u iliskisini saglayan bir fonksiyon olsun. O halde

asagidaki esitsizlik dogrudur.

u(t)<0,60<t<T (3.24)
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Sonug 3.2: Varsayalim ki m(¢) fonksiyonu DYm(t) < Lm(t), m(¢) (t —t0)" ™ |i=sy= m°
iliskisini saglayan bir fonksiyon olsun. Burada m € C,([to,T],R), 1 — g = p olarak

belirlenmistir. O halde Teorem 3.2’den

m(t) < mO(t—10)T VE  [L(t—10)1],t0<t<T (3.25)

ifadesi elde edilir.

Tanim 3.1: Eger bir v € C, ([to,T],R), 1 —qg = p, 0 < g < 1 fonksiyonu asagidaki
kosulu sagliyorsa bu fonksiyona (3.1) baslangic deger probleminin bir alt ¢ozliimii

denir.

Div(t) < fltv(0)), v <O (3.26)

Burada v) = v(¢)(t —t9)' 79|, dir.

Tanim 3.2: Eger bir w € C, ([to, T],R), 1 —g = p, 0 < g < 1 fonksiyonu asagidaki
kosulu sagliyorsa bu fonksiyona (3.1) baslangic deger probleminin bir iist ¢oziimii

denir.

Diw(t) > f(t,w(t)), w°’ >x° (3.27)

Burada w® = w (¢) (t — 1)~ |~y dir.

Eger v ve w fonksiyonlari v(t) <w(t),t € [ty, T], tp > 0 kosulunu saglamak iizere
Dix(t) = f(t,x),x° =x(t)(t —t9)' 79 |,—y, gibi bir baslangi¢ deger probleminin sirastyla

alt ve list ¢ozlimleri ise asagidaki Q kapali kiimesi lizerinde bir ¢6ziimii mevcuttur.
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Q = [(t,x):v(t) <x<w(t), t € [to, T]] (3.28)

Asagidaki teorem alt ve iist ¢oztimler ile ilgili temel bir varlik teoremidir.

Teorem 3.3: Varsayalim ki v, w € C,, ([to, T],R) fonksiyonlar1 y. mertebeden (y > q)
yerel Holder siirekli ve (3.1) baslangi¢ deger probleminin sirasiyla birer alt ve {ist
¢Ozlimii olsunlar. Ayrica f' € C(Q,R) olmak tizere v(t) < w(t), t € [to, T| esitsizligi
saglansin. Bu durumda (3.1) baglangi¢ deger probleminin, v(¢) <x < w(t), t € [to, T

sartini saglayan x (¢) gibi bir ¢6ziimii mevcuttur.

Ispat 3.3: Asagidaki gibi bir p (¢) fonksiyonu tanimlayalim:

p : [to,T]xR—R

p(t,x) = max[v(¢),min (x,w(?))]. (3.29)

Bu durumda f'(¢,p(¢,x)) fonksiyonu f fonksiyonunun [y, 7] X R kiimesine siirekli
bir genislemesidir. Ayni zamanda f fonksiyonu Q kiimesi iizerinde smirli oldugu
i¢in f(z,p(t,x)) fonksiyonu da sinirlidir. Bundan dolay1 [fy, 7| tizerinde D7x(¢) =
F(t,p(6,x)), x () (t —19)'?|i=;, = x° gibi bir ¢dziime sahiptir.

€ > 0 i¢in asagidaki esitlikleri diistinelim.

we(t) = w(t)+e(t—1)T" veve(t) =v(t)—e(t—1p)7" (3.30)

Burada
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we(t) (t—10)" " imy = w(t)(t—10)" "9 |=, +&, (3.31)

ve(t) (t—10)""imy = v(£)(t—10)" "=ty — € (3.32)

olarak verilmistir. Bu nedenle w2 = w% + ¢, 12 =19 — & ve W) < x? < w? seklinde

yazabiliriz. Buradaki amacimiz

ve(t) < x(t)<we(t),t€ t,T] (3.33)

ifadesinin saglandigin1 géstermektir. Bunu gdstermek i¢in aksini varsayalim. Kabul
edelim ki bu esitsizlik dogru olmasin. Bu durumda asagidaki esitsizligi saglayan bir

1 € [to, T] degeri vardur.

x(t1) = we(ti) veve(t) <x(t) <we(t), to <t <t. (3.34)

Burada x(¢1) > w(t1) oldugundan p (¢t;,x (1)) = w(¢;) alinir. Ayricav(t)) < p(t1,x(1))
< w(t;) esitsizligine ulagsmak da miimkiindiir.

m(t) = x(t) — we (t) olacak sekilde bir m(¢) fonksiyonu tanimlarsak, denklemden
m(t;) =0vem(t) <0, <t <t oldugu goriiniir. Lemma 3.1°den dolay1 DYm(t;) > 0

sonucunu kullanirsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

f(t,w(n)) = fla,p(t,x(t))) =Dx (1) > Diwe (1)

= Diw(n)+e> f(n,w(n)) (3.35)
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Bu da bize bir ¢eliskinin olustugunu gostermektedir. Sonug olarak,

ve(t) < x(t) <we(t), t€lty,T] (3.36)

esitsizligi dogrudur. € — 0 i¢in limit alindiginda v(z) <x(¢t) <w(t), t € [ty, T] esitsiz-

ligine ulagilir ve ispat tamamlanmis olur.

3.2. Kuasilineerizasyon Metodu

Kuasilineerizasyon metodu ilk olarak Bellman ve Kalaba tarafindan ¢aligilmis [7],
daha sonralar1 Lakshmikantham tarafindan gelistirilmistir [8], [9]. Kuasilineerizasyon
metodu lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri i¢in teorik bir yaklagim
saglamaya calisir. Bu metot, esas olarak verilen lineer olmayan diferansiyel
denklemin tek ¢oziimiine diizgiin, kuadratik yakinsayan ve elemanlarindan her biri li-
neer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine karsilik gelen monoton diziler olusturmay1
amaglar. Bu metotta verilen fonksiyonun konveks ya da konkav olusu temel sart gibi
diistiniiliirken zaman ic¢inde bu sart zayiflatilarak kuasilineerizasyon tekniginin daha
genis uygulama alanlarina tagmabildigi gézlemlenmistir [10]-[13].

Fraksiyonel analiz ve fraksiyonel dinamik sisitemler iizerine yapilan ¢aligmalara
bagli olarak bu teknik lineer olmayan fraksiyonel baslangi¢ deger problemine uygulan-
mistir. Klasik anlamda diferansiyel denklemlerde elde edilen sonuglara paralel olarak,
fraksiyonel tiirevli ve lineer olmayan baglangi¢ deger probleminin ¢éziimiine diizgiin
monoton ve kuadratik yakinsayan fonksiyon dizileri teskil edilmistir [6], [20], [21].
Caputo tiirev ile verilen fraksiyonel diferansiyel denklemin baslangi¢ kosulu ve klasik
tiirev ile verilen diferansiyel denklemin baglangi¢ kosulu benzer yapiya sahip oldugun-
dan, ayn1 zamanda her iki durumda da sabit saymin tiirevi sifira denk oldugundan
kuasilineerizasyon metonunun fraksiyonel teoriye tasinmasinda Caputo tiirevi tercih
edilmistir. Bu durumda Caputo tiirevi ve Riemann-Liouville tiirevi arasindaki iligki

asagidaki sekilde verilebilir.
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Daha onceden de verdigimiz Caputo ve Riemann-Liouville fraksiyonel tiirev-

lerinin tanimlar sirasiyla

Dix(r) — ﬁ/(r—s)_qxl(s)d(s),togtST (3.37)
Dix(t) = % %/(i—s)p_lx(s)ds <t<T  (338)

to

seklindedir. Burada p+ ¢ = 1 esitligini saglayan ¢ degeri 0 < g < 1 araliginda veril-
mistir. Ayrica [ Gamma fonksiyonunu temsil etmektedir. Caputo tiirev tanimini kul-

lanarak

Dix(t) = DIx(t)—x(to)] (3.39)

ve buradan

(3.40)

esitligi elde edilir. Bu esitlik bize Caputo manada tiirev ile Riemann-Liouville tiirevi

arasindaki iliskiyi vermektedir. Ozellikle x (fy) = 0 oldugu durumda ise

Dix(r) = Dix(r) (3.41)

esitligi dogrudur.

45



3.2.1. Temel Kuasilineerizasyon Metodu

Asagidaki lineer olmayan baslangic deger problemini diistinelim:
DIx(t) = f(t.x), x(to) =x0 (3.42)

burada f € C|[tp, T] x R,R] ve “D? ise q. mertebeden (0 < g < 1) Caputo manada
fraksiyonel tiirev olarak verilmistir.

(3.42) baslangi¢ deger problemine karsilik gelen Volterra integral denklemi ise

X(6) = xo+ r—/(t — )T £ (s,x(s))ds, t € [t0, T] (3.43)

seklindedir.
Asagidaki teoremde (3.42) baslangic deger problemine kuasilineerizasyon meto-

du uygulanmustir.

Teorem 3.4: Varsayalim ki;

i) 0to, By € C9[[t0, T].R], f€Cllto,T] x R,R] ve

‘Diag(t) < f(t,a0(1)) (3.44)

DIy (1) > (o (1)), () <Po(t), 1 € [t0.T] (3.45)

burada ot (f9) < xp < ﬁO (t0).

i) f(t,x) > f(t,y)+ fx (t,y) (x =), x >y olmak lizere asagidaki esitsizligi saglayan

bir f; (¢,x) fonksiyonu mevcut olsun.
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e (tx) = fe(tp)] < Llx—yl, L>0 (3.46)

iii) f(t,x) fonksiyonu her # degeri igin x de azalmayan bir fonksiyon olsun.

Bu durumda 6yle {a,} ve{,} fonksiyon dizileri bulunur ki o0, — p, B, = ©
olmak iizere bu diziler (3.42) baslangi¢ deger probleminin p = x = ¢ olacak sekilde
[to, T] kiimesi lizerindeki tek ¢oziimiine diizglin ve monoton olarak yakinsarlar. Ayrica

bu yakinsama kuadratiktir.

Ispat 3.4: Asagidaki lineer fraksiyonel diferansiyel denklemleri ele alalim:

Cann—H (t) = f(t7an) —|—fx(f,06n) (an—i-l - O‘n)a Oyt (tO) = X0 (3-47)

DB, () = ft.B)+S(t,n) (Bui1—Ba)s Buyi(to) =x0  (3.48)

ve o (ty) < xo < B (to). Agiktir ki, denklemlerin sag taraflar1 Lipschitz kosulunu
sagladiklarindan tek ¢oziimleri mevcuttur.

Amacimiz asagidaki esitsizligin saglandigin1 gostermektir.

Bunun i¢in dncelikle

O < algﬁ] SﬁO;tE[t07T] (350)
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esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim.

Bir p = a1 — o¢ fonksiyonu olusturalim, bu durumda

Dip = Dig;—Diy
> f(tvao)_*—f;C(t?aO) (al —(Xo)—f(f,ao)
= fe(t,a0) (01 — o)

= fx(l‘,OC())pVCp(l‘o)ZO (3.51)

olacaktir. Sonug 3.1’den dolay1 p (¢) > 0 oldugunu yani ag < a1, ¢ € [to, T] esitsizligini
elde ederiz. B, < BB esitsizligi de benzer sekilde gosterilebilir.
Simdi a1 < B4, ¢ € [ty, T] oldugunu gostermek igin p = B, — o} fonksiyonu olus-

turalim dyle ki

Dip = <DIB, —Dia,
= f(t.Bo) + /x(t,00) (B1 = Bo) — [ (1, 000) + fi (£, 000) (01 — x0)]
= f(t7ﬁ0)_f<t7a0>+ﬁf(taa0) (ﬁl —ﬁo_al+a0)- (352)

Varsayim i) ’den faydalandigimizda ifademiz

Dip > felt;00)(By—Bo— (o1 —0o) +Bo— o)

= filt,a0) (B — 1) (3.53)

sekline doniisecektir. Yukarida olusturdugumuz fonksiyonu yerine yazdigimiz zaman
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Dip(t) > filt,ao)pvep(to) =0 (3.54)

esitsizligi ve Sonug 3.1’den dolay1 p (#) > 0 alinacaktir. Sonugta a1 < B, ¢ € [t9, T
dir. O halde (3.50) esitsizligi ispatlanmis olur.
Tlimevarim yontemi kullanilarak, baz1 £ > 1 degerleri icin asagidaki ifadenin

dogru oldugunu kabul edelim

o) < 1 S0 <Br<Br1 <Py tet,T] (3.55)

ve asagidaki esitsizligin saglandigini gosterelim.

ap < Qi1 < Bryy < By, t €00, T]. (3.56)

Bunun i¢in p = a1 — oty fonksiyonu olusturulup, (3.47), (3.48)’de verilen lineer

baslangi¢ deger problemleri ve varsayim ii) kullanilirsa

‘Dip = f(t,ou)+ fu(t, o) (1 — )

—[f @t o—1) + fx (t 0—1) (g — o)1)

v

St o) (O — Qg—1) + fo (t, 0k ) (Ot1 — Ok)
—fe(t,0—1) (ot — atj—1)

= fe(t,on) (0trr1 — o) (3.57)
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olacaktir. Buradan

“Dip(t) > f(t,ou)pvep(to)=0 (3.58)

elde edilir. Daha once yaptigimiz islemleri tekrarlarsak p(z) > 0 olacagindan
O < g1, t € [ty, T esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde B, > B, t € [to, T
gerceklendigi de gosterilebilir. Son olarak ot < By, € [to, T] saglandigini goster-
mek i¢in p fonksiyonunu p = B, | — a4 olacak sekilde belirleyelim. Esitligin her

tarafindan Caputo manada tiirev alirsak

Dip = DIfyy— Dioyy
= f{t,By)+fx(t,00) (Bk+1 —.Bk)
—[f(t,ap) + fx (8, ap) (O 1 — )]

fo(t o) (B — o) + fx (2, o) (ﬁk+1 - Bk)

v

—fe (t 0) (@1 — o)
= fe(t,ap) [Br— otk — Opr1 + 0+ By — By

= felt,on) (Bryt — Qit1) (3.59)

1fadesini diizenlersek

‘Dip > fi(t,ar)pvep(th) =0. (3.60)

bulunur. Yine Sonug 3.1°den faydalanildigi durumda a1 < B 1, € [to, T] olacaktir.
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Bu da bize (3.56) esitsizliginin dogrulugunu, biitiin #» degerleri i¢in gegerli oldugunu
gosterir.

(3.49)’den dolay1 {o,} ve {B,} fonksiyon dizileri diizgiin sinirlidir. Bu du-
rum {‘D?a,} ve {D?B,} dizilerinin de diizgiin smirl oldugunu gosterir. Ayrica
Lemma 3.2 kullanilarak bu fonksiyon dizilerinin es-siirekli olduklarini sdyleyebili-
riz. Arzela-Ascoli teoremi geregi, bir dizi es-siirekli ve diizglin siirh ise diizgiin ve
monoton yakinsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki {¢,} ve {B, } dizileri
diizgiin yakinsak alt dizilere sahiptir. Bununla birlikte (3.49)’da verilen { ¢, } ve {B,,}
fonksiyon dizileri n — oo i¢in sirasiyla p ve ¢ gibi iki fonksiyona diizgiin ve monoton
olarak yakinsarlar. Ayni zamanda «, ve 3, fonksiyonlar1 (3.47) ve (3.48)’de verilen
lineer fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri olduklarindan bu denklemlere

karsilik gelen Volterra integral denklemleri

0t (1) =m+r;/(t—S)q1V(s,an1)+ﬁc(S»an1)(O¢n—an1)]dS (3.61)

Bn(t):xo—i_l—_/(t_s)q_l [f(sﬂﬁn—l)+ﬁf(s7an—1)(Bn_Bn—l)}dS (362)

seklinde olacaktir. Buradan sdyleyebiliriz ki n — oo igin p (¢) ve o (¢) fonksiyonlar
problemimizin herhangi iki ¢oztiimiidir. f(¢,x) fonksiyonu

[0, Bol =[x : oo () <x < B (¢)] kiimesi tizerinde sinirli oldugu i¢in f(#,x) fonksiyo-
nu Lipschitz kosulunu saglayacagindan (3.42) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

vardir ve bu ¢6ziim p (¢) = x(¢) = o (¢) esitligini saglar.

Son olarak {oa,} ve {B,} fonksiyon dizilerinin tek ¢6ziime kuadratik yakin-

sadigini gosterelim. Bunun i¢in

Pnil =X— Oy (3.63)
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olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim. Buradan kolayca goriildiigi gibi

Pn+1 (to) = 0 olacaktir. Bu durumda

Dip,1 = Dix—CDig,,,
= ft.x) = [f(t,0n) + fi (t, 0n) (Cns1 — Q)]
= f(t7x) —f(t,OCn) —fx(t,OCn) (pn _pn—i-l)

IN

[fx(tvx) _fx(taan)]pn +fx(taan)pn+l

L |pn|2 +ﬁf(t7 an)pn—l—l

IN

IN

L ‘pn|(2) +Npuii

‘Dippr1 < Llpalg+Npus, (3.64)

burada |fi| <N, |paly = fna)i |pn (¢)]. En son buldugumuz esitsizlikten
to, T

t
Pn+1 < L’Pn%/(t—s)q_lEq,q(N(t—S)q)dS

fo

< Nolpal? (3.65)

alimacaktir. Burada Ny = é (T —19)?Eqq (N (T —t9)?) ve E; 4, Mittag-Leffler fonksiyo-

nudur. Sonug olarak,

2

|pn+1‘o < N0|pn|()
max |x — 01| < No max|x— o, | (3.66)

[t0,T] [to,T]
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esitsizligi elde edilecektir. Bu da bize {,} dizisinin x (¢) tek ¢oziimiine kuadratik

yakinsamasini verir. Benzer sekilde

Fart = Bupy—x (3.67)

olacak sekilde fonksiyon teskil edilerek devam edilirse, {3,,} fonksiyon dizisinin x (¢)

tek ¢oziimiine kuadratik yakinsamasi asagidaki gibi olacaktir.

Fasilo < Nolralg

max —x| < Ny max —x? 3.68
[t()’T}‘ﬁn—i-l | = 0[107“ |ﬁn ‘ ( )

1spat tamamlanmustir.

3.2.2. Genellestirilmis Kuasilineerizasyon Metodu

Bu béliimde lineer olmayan problemlerin ¢éziimlerine ulasabilmek adina kul-
landigimiz kuasilineerizasyon metodunun genellestirilmis durumu verilecektir.

(3.42) Caputo anlaminda fraksiyonel diferansiyel denklemini ve buna karsilik ge-
len (3.43)’de verilen Volterra fraksiyonel integral denklemini ele alalim. Burada (3.42)
denkleminin sag tarafindaki f(¢,x) fonksiyonu yerine, f(¢,x) ve g(¢,x) olacak sekilde
farkli iki fonksiyonun toplamim diislinecegiz. Ayrica f fonksiyonu konvekslikten
daha zayif olma kosulunu saglarken, g fonksiyonu iizerinde konkavliktan daha zayif
olma varsayimi kullanilacaktir.

Asagdaki lineer olmayan baslangic deger problemini diisiinelim:

‘Dix(t) = f(t,x)+g(t,x), x(to) =x0 (3.69)
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burada f € Cl[ty,T] x R,R] ve “D? ise q. mertebeden (0 < g < 1) Caputo manada
fraksiyonel tiirev olarak verilmistir.

(3.69) baslangic deger problemine karsilik gelen Volterra integral denklemi ise

€)= w0+ [ ()7 [ sx() +glsx(6))]ds, 1 € [0.T] (370)

seklinde verilmektedir.

Tamim 3.3: Eger v, w € CY[ty, T],R] fonksiyonlar1 agsagidaki kosullar1 sagliyorsa bu
fonksiyonlara (3.69) baslangi¢c deger probleminin sirasiyla birer alt ve iist ¢éziimleri

denir.

DIy < f(tv)+g(tv), vit) <xo, (3.71)

‘Diw > f(t,w)—l—g(t,w), W(t0> > Xg, t € [t();T] (3.72)

Siradaki teorem (3.69) probleminin alt ve {ist ¢ézlimleri kullanilarak genellesti-

rilmig kuasilineerizasyon metodunun bir uygulamasidir.

Teorem 3.5: Varsayalim ki;

l) aOvBO et [[t()vT] 7R]7 fvge C[[thT] X RvR] ve

Diag(t) < [f(t,ao(t))+g(t, (1)), aolto) <xo (3.73)
DiBy(t) = ft,Bo(1)+g(t.Bo(2)), Bolto) =xo (3.74)
o (1) < Bolt), 1€, T] (3.75)

ii) fx(t,x) fonksiyonu mevcut ve her ¢ degeri i¢in x bilesenine gore artan bir fonksiyon

olsun. Ayrica
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fx) = fty)+f@y) (x—y), x=yve (3.76)

‘fJC(t7x)_ﬁC(t7y)’ < L]‘X—y‘, L1>0 (377)

esitsizlikleri saglansin.
Buna ek olarak varsayalim ki g (¢z,x) fonksiyonu mevcut ve her ¢ degeri i¢in x

bilesenine gore azalan bir fonksiyon olsun. Ayrica

gt,x) > gt,y)+e(tx)(x—y), x>yve (3.78)

|gx(t7x)_gx(tvy)’ < L2|x_y’7 L2>O (379)

esitsizlikleri de gerceklensin.
Bu durumda oyle {a, } ve{B,} fonksiyon dizileri bulunur ki o0, — p, B, — ©
olmak tizere bu diziler (3.69) baslangi¢ deger probleminin p = x = o olacak sekilde tek

¢oziimiine diizglin ve monoton olarak yakinsarlar. Ayrica bu yakinsama kuadratiktir.

Ispat 3.5: Asagidaki lineer fraksiyonel diferansiyel denklemleri ele alalim.

“Drotpy (1) = F (1, Ani1, 0, B,)
= (&, 00) + fx (2, 0n) Qi1 — 0tn)
+g(t, o)+ (t,B,) (Cns1 — &), (g1 (f0) =x0)  (3.80)
DB, (1) =G (t:Byr: 0 B)
= [ (t:B0) + 1 (t,0n) (B — Ba)
+g(t,B,)+&(t,B,) (Bur1—B4)s (Buyi(t0)=x0)  (3.81)
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Denklemlerin sag taraflar1 Lipschitz kosulunu sagladiklarindan dolay1 agiktir ki, sirasiy-
la (3.80) ve (3.81)’e karsilik gelen o, 11 (¢) ve B, (¢) dizilerinin tek ¢oziimleri mev-
cuttur.

Amacimiz asagidaki esitsizligin dogru oldugunu gostermektir.

o) < a1 <. <o, <B,<..<B,<By tEt,T] (3.82)

Bunun i¢in ilk olarak asagidaki esitsizligin saglandigini ispatlayalim.

(04} < alSﬁlSﬁO;te[tO,T] (383)

Bir p = ¢ — a; fonksiyonu olusturursak, bu durumda varsayim ii)’den

‘pip = “Digy—Dia,

IN

f(t,a0) +g(t, 00) — [fx (¢, @0) (a0 — a1) + f (2, 00)]
—[gx (2, Bo) (@0 — 1) +g(t, 00)]
= [fx (tva0)+gx (tvﬁO)] (OC()—OCl)

= [ (t;00) +2x(1,Bo)] p ve p1) <0 (3.84)

olacaktir. Sonug 3.1°den dolay1 ay < ay, t € [to, T| esitsizligini elde ederiz. Benzer
sekilde B, < B, ¢ € [to, T'| saglandigin1 da gosterebiliriz.
Simdi o] < B, ¢ € [ty, T] oldugunu gostermek igin p = o] — B, fonksiyonunu

olusturalim oyle ki;
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‘Dip = °Dia,—°DIB,
= f(t,a0)+g(t, 00) + fx (t,a0) (01 — o) +gx (¢, By) (1 — )

—[f(t,By) +g(t,Bo) + fx (t,a0) (By — Bo) +gx (t,B9) (By — Bo)]

< felt,a0) (o —Bo) + /i (¢, 00) (01 — 0o — By + By)
+gx (¢, Bo) (00 — By) +8x (¢, Bo) (a1 — o — By + By)
< [fe(t,o0) +2c(t,Bo)] (a1 —By). (3.85)

Varsayim ii)’de verilen esitsizlik kullanildiginda ifademiz

Dip < [fx(t,00)+8&x(2,B0)lp, p(t0) =0 (3.86)

sekline doniisecektir. Tekrar Sonug 3.1°den dolay1 o) < B, ¢ € [ty, T] olacaktir. Bu
taktirde (3.83) esitsizligi ispatlanmis olur.
Tlmevarim yontemi kullanilarak, bazi £ > 1 degerleri i¢in asagidaki ifadenin

dogru oldugunu kabul edelim

o) < 1 S0 <Br<Br1 <Py tet,T] (3.87)

ve asagidaki esitsizligin saglandigini gosterelim.

O < Oyt < By < Pyt € [to, T (3.88)
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Bunu gostermek i¢in p = o — 0tx41 fonksiyonunu olusturup, (3.80), (3.81)’de verilen

lineer baslangi¢ deger problemleri ve varsayim ii) kullanildigi durumda

Dip = Dioy— Dioy,
= f(t7ak—l)+g(t7ak—l)+ [ x(taak—1)+gx (%ﬁk—l)} (ak_ak—l)

— (1 00) + g (2, 00) + [ (2, 0) + & (¢, By) ] (k1 — o)

IN

St o) (@1 — ag) + fx (8 0 1) (O — 1)
+f (8 0u) (0 — Oty 1) + g2 (4, B 1) (Qk—1 — i)
+gu (6,85 1) (0tr — 0—1) +gx (1, By) (0 — Ots1)

= [f(t,ap) +ge (8, By)] (ak — ar1) (3.89)

ve buradan

Dip < [fult,o) +ex(t,By)pveplto) =0 (3.90)

elde edilir. Daha oOnce yaptigimiz islemleri tekrarlarsak p(¢) > 0 olacagindan
O < Oy1, t € [ty, T esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde B, > B, t € [to, T
gerceklendigi de gosterilebilir. Son olarak o1 < By, € [to, T] esitsizligini goster-

mek i¢in p fonksiyonunu p = a1 — B olacak sekilde belirlersek, buradan

Dip = Dioyyr— DIfyy
= St 0u) +g(; 008) + [ (1 00k) + & (¢, Bi) ] (k41 — k)

—f(t.Br) —g(t,Br) — [fx (t, ) + &+ (£, B)] (Bry1 — Ba)
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< felt,op) [k — By + Q1 — 0 — Bryy + By
+&x (t,By) [0k — B+ 01 — 0k — Byt + By
= [fi(t,on) +gc(t,By)] [k — Br+ 01 — ok — Brpy + Byl

= [filt,ou) + & (t,By)] (k1 —Biyr) (3.91)

ifadesini diizenlersek

Dip(t) < [flt;0u)+g(t,Bp)lp(t) ve plto) =0 (3.92)

bulunur. Tekrar Sonug 3.1 kullanildig1 durumda ot < By, t € [to, T| olacaktir. Bu
da bize (3.88) esitsizliginin dogrulugunu gosterir. Ayni zamanda biitiin n degerleri i¢in
gecerlidir.

(3.82) esitsizligi nedeniyle {a, } ve {B,,} fonksiyon dizileri diizgiin sinirlidir. Bu
durum {‘D?a,} ve {D1B,} dizilerinin de diizgiin sinirl oldugunu gosterir. Ayrica
Lemma 3.2 kullanilarak bu fonksiyon dizilerinin es-siirekli olduklarini sdyleyebili-
riz. Arzela-Ascoli teoremi geregi, bir dizi es-slirekli ve diizglin smirh ise diizgiin
ve monoton yakinsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki {c,} ve {B,}
dizileri diizglin yakinsak alt dizilere sahiptir. Bununla birlikte (3.82)’de verilen {a, }
ve {B,} fonksiyon dizileri n — oo i¢in sirastyla p ve o gibi iki fonksiyona diizgiin ve
monoton olarak yakinsarlar. Ayni1 zamanda (3.80) ve (3.81)’de verilen lineer fraksiyo-
nel diferansiyel denklemlere karsilik gelen Volterra integral denklemleri kullanilarak
(3.69) probleminin p ve ¢ gibi herhangi iki ¢6ziimiiniin var oldugu kolayca gosteri-
lebilir. f(¢,x) fonksiyonu [@o,Bo] = [x: ao (t) <x < B, (¢)] kiimesi tizerinde sinirl
oldugu i¢in f(¢,x) fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglayacagindan dolay1, ayni za-

manda g(¢,x) azalan bir fonksiyon oldugundan dolay1 (3.69) baslangi¢ deger problemi-
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nin tek ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢ozim p (1) = x(¢) = o (¢) seklindedir.

Son olarak {o,} ve {B,} fonksiyon dizilerinin tek ¢6ziime kuadratik yakin-

sadigin1 gosterelim. Bunun i¢in

Pnt1 = X—0py (3.93)

olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim. Buradan kolayca goriildiigii gibi

Pn+1 (to) = 0 olacaktir. Bu durumda

Dippy = “Dix—Dict,ig
= f(t,x)+g(t7x)_f(t7ai’l)_f(t7an)

— [ (t,0n) +8x (2, B,)] (Ot y1 — @)

IN

[fx (,8) +gx (¢,m)] pa

+[ (1, an) +8x (t7ﬁn)] (pn—H _pn) (3.94)

burada @, <& <xvex<n <f,.

Simdi f, fonksiyonunun artan ve g, fonksiyonunun azalan olma 6zelligini kul-

landigimizda

‘Dippi1 < [ x<t7x) _ﬁC(taan)]pn+[ x(t?x) —8x (t?Bn)]pn
+ [ (¢, 0n) +x (2, B,,)] Prt1

< Lipal* + [ (t:00) +2x (1, B,)] a1
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‘Dip,1 < L|pn|3+Kpn+l

bulunur. Burada

|t o) <K, g (t,B,) <Kz, |palo= ftna;? |pn (2)
05

K =max (K1,K;) ve L=max{L;,L,}

olarak verilmistir. En son buldugumuz esitsizlikten

t
punt < Llpaly [ (=) By (K (=5 ds

to

2
< N|pn|0

(3.95)

, (3.96)

(3.97)

(3.98)

aliacaktir. Burada N = % (T —10)?Eqq (K(T —t9)?) ve Eg4 4 Mittag-Leffler fonksiyo-

nudur. Sonug olarak,

’Pn+1’0 < N|Pn‘%

max |x — Q1| < N max|x— o,
[t0,T] lt0,T]

(3.99)

esitsizligi elde edilecektir ki bu da bizim ulagmak istedigimiz {a, } dizisinin x(¢) tek

¢cOziimiine kuadratik yakinsamasidir. Benzer sekilde
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Pl = Buyi—x (3.100)

olacak sekilde fonksiyon teskil edilerek devam edilirse, {3,,} fonksiyon dizisinin x (¢)

tek ¢coziimiine kuadratik yakinsamasi asagidaki gibi ifade edilecektir.

sl < N |ralg

max — N max —x]? 3.101
max |,y —x| < N max|B, ~x (3.101)

N

Boylece ispat tamamlanmustir.
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4. BASLANGIC ZAMANI FARKLI KARSILASTIRMA
TEOREMLERI ve KUASILINEERIZASYON METOT

4.1. Baslangic Zamam Farkh Karsilastirma ve Varhik Teoremleri

Boliim 3.1°de fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢c zamani ayn1 olan
alt ve iist ¢ozlimlerle ilgili temel teoremler ve sonuglara yer verilmisti. Bu béliimde ise
alt ve iist ¢oziimlerin baslangi¢c zamanlarin farkli olmasi durumunda temel teoremler
yeniden degerlendirilerek verilecektir [24], [25].

Oncelikle lineer fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in asagidaki gibi homojen

olmayan lineer bir baslangi¢ deger problemini diigiinelim.

Dix = yx+f(t), X*=x(t)(t—1t0) |i=, (4.1)

Burada y bir reel say1 ve /"€ C,|[[to, T|,R] fonksiyonu p. mertebeden Holder siirekli
bir fonksiyon olarak belirlenmistir. ¢ € [tp, T'] olmak iizere (4.1) problemine karsilik

gelen Volterra integral denklemi ise

t t
Y / 1 / q—1

x(¢ —— [ (t—s)1 s)ds+—— [ (t—s s)ds (4.2
0 =20+ s ol AR )

i fo

0(s_ +\q—1
seklinde ifade edilir. Burada x° (¢) = % dir.
q

Indiiksiyon yontemi kullanilarak homojen olmayan (4.1) probleminin

x(t) = x(t,t9,x°) gibi bir ¢dziimiine ulasilir [6], dyle ki bu ¢dziim
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x(1) =x (f—fo)q_lEM(?’(f—lO)q)+/(t—s)q_1Eq,q(Y(f—s)q)f(s)ds (4.3)

to

seklinde olacaktir. Burada E , iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunu simgele-
mektedir.
Eger f(t) = 0 olarak alinirsa homojen olmayan baslangi¢ deger problemine

karsilik gelen ¢6ziim asagidaki denkleme doniisecektir.
x(1) = x(t—10)" Eyq (vt —10)7), 1 € t0, T] (4.4)

Asagidaki teorem, baslangic zamanlar farkli alt ve {ist ¢oziimler kullanilarak

(3.1) baslangi¢ deger problemi i¢in verilmis bir karsilagtirma teoremidir.

Teorem 4.1: Varsayalim ki,

i)veCyllto,to+T],R], 2,7 >0, we Cy[t0, 70+ T],R], 7o >t fonksiyonlart

0 <y <1 olmak iizere y. mertebeden yerel Holder siirekli ve y > ¢, p = 1 — ¢ olsun.
Burada f € Cl[ty, 70+ T] x R,R] ve

Cp [[to, 00+ T, R]={u € C([to,10+T] R) ve u(t) (t-to)” € C([to,to+T],R)} 4.5)

C; [[To, ”L'0+T] ,R]={u € C([”L’o, T0+T] ,R) ve u(t) (t-T())p € C([To, T0+T] ,R)}. (4.6)

Ayrica

Div(r) < f(t,v(t), o<t <to+T (4.7)
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Diw(t) = f(t,w(t)), To<t<To+T (4.8)

7o > to ve ¥ < x0 < w0 Burada v0 = v (¢) (t —t0) " |ymsy, WO = w (1) (t —10)" 7 |1=1, -

ii) f(t,x) fonksiyonu ikinci degiskene gore Lipschitz kosulunu saglasin

f(t7x)_f<t7y) < L(X—y),XZyVCL>O. (49)

iii) f(¢,x) fonksiyonu her x degeri i¢in ¢ de azalmayan bir fonksiyon olsun.
Bu durumda asagidaki esitsizlikler dogrudur.

a)v(t) <w(t+n),t0<t<ty+T

byv(t—n)<w(t), 10 <t <710+ T,burada n = 19— 1.

Ispat 4.1: Coziime ulasmak adina oncelikle wy (1) = w(t+n), t > to seklinde bir

fonksiyon tanimlayalim. Bu takdirde wy (¢) fonksiyonunun baslangi¢ pozisyonu

wp = wo(6)(t —10) " lemy=w (e 1) (6 = 10) ™ |1,

= w(t)(t—70)"" |imgu=w" > 20 >0 (4.10)

seklinde olacaktir. Ayrica f(¢,x) fonksiyonunun her x degeri i¢in ¢ de azalmayan bir

fonksiyon olmasi kosulu kullanilarak
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Diwg(t) = Diw(t+n)
> ft+n,w(+n))

> f{t,wo (1)) (4.11)

ifadesinden wy (¢) fonksiyonunun (3.1) probleminin bir tist ¢6ziimii oldugu goriilmek-
tedir. Simdi her € > 0 igin woe (1) = wy (t) + €y (¢) olacak sekilde bir fonksiyon olus-
turalim. Burada y(r) = (t —10)4~ " E, , (2L (t — 1)) olarak belirlenmistir. Yukaridaki

verileri kullanmamiz durumunda

Wge = Woe (f—fO)l_q |t=to=wo (t) (f—fo)l_q li=1y +€Y(2) (f—fo)l_q l=to
woe = wh+ey’ (4.12)

ifadesi elde edilir. Buradan wgg > w8 >0 ve woe () > wo (¢), t > ty esitsizliklerinin

gerceklendigini gormek miimkiindiir. Bu takdirde

Diwge (t) = DIwgy(t)+eDly(t)
> f(t,wo(t))+2eLy(t)
> f(t,woe (¢)) — €Ly (1) +2€Ly(t)

> f(t,wee (1)), to<t<to+T (4.13)

olacaktir. Burada ii) varsaymmi ile y(¢) fonksiyonun asagidaki gibi bir baglangic deger
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probleminin ¢6ziimii olmas1 kosulundan faydalanildu.

Diy(t) = 2Ly(t), v(t)(t—t0)" " i=y=17">0. (4.14)

woe (¢) ve v(¢) fonksiyonlart igin Teorem 3.1 g6z 6niine alindiginda v (1) < woe (¢),
to <t <ty+ T esitsizligi bulunur.

Sonug olarak her taraftan € — 0 igin limit alinirsa,

V(1) < woe () =wo () =w(t+), ¢ € [to,t0+T] (4.15)

iligkisine ulagilir.
b) maddesini ispat etmek igin ise vo (t) = v(t—n), t > 7o olacak sekilde bir

fonksiyon tanimlanarak

vo()(t=70)' "7 | 1=y =v(t=1) (t—70)' 7 |1,

= V(- 10)" < W) (- 70) ey, (4.16)

esitsizligi elde edilir. @) maddesinde oldugu gibi burada da voe (¢) = vo (¢) — €y ()
fonksiyonu olusturularak devam edilirse istenilen sonuca ulasilacaktir.

Baglangic zamanlarinin arasindaki iliski #y > 7¢ olmasi1 durumunda Teorem 4.1
yine gegerli olurdu. Fakat bu kez teoremde verilen iii) varsayiminin farkl bir sekilde
tekrardan ifade edilmesi durumu s6z konusudur.

Asagidaki teorem bu durumu ifade etmektedir.

Teorem 4.2: Varsayalim ki i) ve ii) kosullar1 gerceklensin. Ayrica varsayalim ki;

iii*) to > To ve f(¢,x) fonksiyonu her x degeri i¢in ¢ de artmayan bir fonksiyon olsun.
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Bu durumda Teorem 4.1°de verilen sonug yine gegerli olacaktir.

Siradaki teorem baglangi¢ zamanlar1 farkli olan alt ve {ist ¢6ziim fonksiyonlar

kullanilarak olusturulmaya c¢alisilmis bir varlik teoremidir.

Teorem 4.3: Varsayalim ki;
i) veCpllto,to+T],R], t0,T >0, w e Cy[[70, 70+ T],R], 79 > 0 fonksiyonlart
0 < 7 < 1 olmak iizere y. mertebeden yerel Holder siirekli ve y > g, p = 1 — g olsun.

Ayrica

Div(r) < f(t,v(1), to<t<to+T (4.17)

Diw(t) > ft,w(t)), to<t<710+T (4.18)

7o >t ve ¥ <x0 < w0 burada V0 = v (1) (£ —10)" " =iy, WO = w (1) (t—10)" " |11,

olmak tizere v(t) <w(t+1n),t0 <t <ty+T,n=190—to ve f € Cllty,T0+ T] x R,R].
ii) f(t,x) fonksiyonu her x degeri i¢in ¢ de azalmayan bir fonksiyon olsun.

O halde (3.1) probleminin x? = x(¢)(t —19)' 7 |,—;, baslangic zamanl

v(t) <x(t) <w(t+mn),t € [to,to + T] olacak sekilde x () gibi bir ¢dziimii mevcuttur.

Ispat 4.3: Oncelikle wy (t) = w(t +1), t >ty seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Bu
taktirde wo (¢) (r —19)' 7 | 1=,=w0 >x% >0 ve f(¢,x) fonksiyonunun ¢ de azalmayan

bir fonksiyon olma varsayimindan

Diwy(t) = Diw(t+n)
> fle+n,w(t+n))

= ft,wo(1)). (4.19)
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Bir p : [to,t0+ T] x R — R fonksiyonunu p(t,x) = max[v(¢), min [x(¢), wo(?)]]
olacak bi¢imde belirleyelim. Bu durumda f'(¢, p (¢,x)) fonksiyonu f* fonksiyonunun
[t0, T] x R kiimesine siirekli bir geniglemesidir. Ayn1 zamanda f fonksiyonu Q kiimesi
tizerinde sinirli oldugundan dolayr f(¢,p(z,x)) fonksiyonumuz da sinirhdir.
Burada Q = [(¢,x) 110 <t <ty+ T, v(t) <x(t) <wp(t)] dir. Dolaysiyla [to,t0+ T|
kiimesi tizerinde asagidaki baslangi¢ deger problemini saglayan bir x (¢) ¢6ziimiimiiz

vardir.

Dix(t) = f(t,p(t,x)), x*= x(t) (t—10)" " |i=s (4.20)

Simdi € > 0 i¢in

ve(t) = v(t)—e(t—10)7" ve woe (1) =wo (1) +e(t—10)" (4.2

fonksiyonlarini ele alalim. Bu durumda

ve () (t—10)""1 | oy =v() (t—10) T 1=, —€ (4.22)

woe (1) (t—10)"1 | 1y =wo () (t—10)" "7 |i=y +E (4.23)

0 0

oldugu aciktir. Buradan v2 =9 — ¢, Woe = w? +everd <x¥ < w8€ olacaktir.

Gostermeye calistigimiz sey ve (1) < x(¢) < we (¢) esitsizliginin [to, o + T'] kiimesi
iizerinde saglanmasidir. Bunun i¢in aksini varsayalim. Kabul edelim ki bu esitsizlik

dogru olmasm. Bu durumda &yle bir #; € (¢y,% + 7| degeri vardir ki;

x(t1) =woe (t1) veve (1) <x(t) <woe(t), to <t <t (4.24)
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esitsizligini saglar. Yukaridaki durumlardan x(¢;) > wo(#1), p(t1,x(¢1)) = wo (£1)

ve v(t)) < p(t1,x(t1)) < wop () esitsizliklerini yazmamiz miimkiindiir.

m(t) = x () — woe (¢) olacak sekilde bir m(¢) fonksiyonu tanimlarsak denklemden
m(t;) =0 vem(t) <0, t) <t <t oldugu asikardir. Buradan m(z) fonksiyonuna
Lemma 3.1 uygulandiginda D7m(t;) > 0 esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin varlig

ise bizi agagidaki gibi bir ¢eliskiye gotiirecektir.

f(t,wo () = flt,p(t,x(h)) =Dx(t1) > DIwoe (1)
= Diwy(t))+¢€
> f(ti,wo(t1))+¢€

> f(tl,W() (tl)) (4.25)

Esitligin ve () < x (¢) kismini da benzer sekilde gostermek miimkiindiir. Sonug olarak,

velt) < x(t) <woe(t), € lto,to+T] (4.26)

esitsizliginin dogruluguna ulasilir ve her taraftan € — 0 icin limit alindiginda

v(t) <x(t) <w(t+mn),t € [to, T] olacaktir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Eger ty > T olsaydi1 Teorem 4.3 yine gegerli olurdu. Fakat bu kez teoremin ii)

kosulu yerine asagidaki kosulun varsayilmasi durumu gerekecektir.
ii*) to > to ve f(¢,x) fonksiyonu her x degeri i¢in ¢ de artmayan bir fonksiyon olsun.
Asagidaki teorem bu durumu ifade etmektedir.

Teorem 4.4: Varsayalim ki i) ve ii*) kosullar1 gergeklensin. Bu durumda Teorem 4.3°de

verilen sonug yine gegerli olacaktir.
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Uyari 4.1: t) < so < 7o olmak iizere baslangi¢c pozisyonlar1 arasindaki iligki
v(ty) < x(so) < w(tp) saglandigi durumda, Teorem 4.1°de verilen hiikiim Caputo

manada tiirev i¢in de gegerli olacaktir.

Uyari 4.2: Teorem 4.3’de verilen baslangic pozisyonlari arasindaki iliski v0 < x% < w?
yerine v(ty) < x (o) < w(7o) olacak sekilde segilirse, hitkkiim Caputo manada tiirev

icin yine gecerli olacaktir.

4.2. Baslangic Zamam Farkh Kuasilineerizasyon Metodu

Bu boliimde, kuasilineerizasyon metoduna Boliim 3.2°de vermis oldugumuz
teknikten farkli olarak, baslangi¢ zamanlar1 farkli alt ve iist fonksiyon dizileri olusturu-
larak lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklemin ¢6ziimiine ulasilmaya calisil-
mustir. Yani, Caputo tiirevlerle verilen lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denk-
lemlerin ¢6ziimleri i¢in alt ve list monoton diziler olusturulmasi amaglanmaktadir. Bu
monoton diziler baslangi¢c zamani1 ve pozisyonu farkli Caputo manada lineer fraksiyo-
nel diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri ile olusturulur. Ayrica bu monoton diziler
lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklemin tek ¢6ziimiine diizgiin, monoton ve

kuadratik yakinsarlar.

4.2.1. Baslangic Zamam Farkh Temel Kuasilineerizasyon Metodu

Asagidaki lineer olmayan baglangi¢ deger problemini diisiinelim:

Cqu(t) = f(t,X), x(t0)2x0 (4.27)

burada f € Cl[ty,T] x R,R] ve “D? ise q. mertebeden (0 < g < 1) Caputo manada
fraksiyonel tiirev olarak verilmistir.

(4.27) baslangic deger problemine karsilik gelen Volterra integral denklemi ise
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¥ () = x4+ —— / (t—$)71 f(s,x(s))ds, t € [t0, T] (4.28)

seklindedir.
Asagidaki teoremde Caputo manada fraksiyonel diferansiyel denklemler ig¢in
(4.27)’de bulunan f(¢,x) fonksiyonu konveks olma kosulundan daha zay1f bir kosulla

verilerek baslangic zamani farkl kuasilineerizasyon teknigi uygulanmstir.

Teorem 4.5: Varsayalim ki;
l) o ch[[f(),l()—l—T],R], to, T >0, B Ecq[[T07TO+T]7R]7 70 > 0,
fEC[[l‘(),‘Co—f—T] X R,R] ve

Dialt) < f(tL,al), h<t<ig+T (4.29)

DIB() > f(t.B(), t9<t<To+T (430)

burada «a(to) <x(so) <PB(70) ve to<so<To. Ayrica a(¢)<B(t+mn,),
h<t<th+T,

i) f(t,x) > f(t,y) + fx(t,y), x > y olmak lizere asagidaki esitsizligi saglayan bir

fx (¢,x) fonksiyonu mevcut olsun.
[fe(t,x) = f(@y)| < Lix=y[, L>0 (4.31)

iii) f (t,x) fonksiyonu her x degeri i¢in # de azalmayan iken f (¢,x) fonksiyonu ise her

t degeri i¢in x de azalmayan bir fonksiyon olsun.
Bu durumda 6yle {¢&, } ve { p n} fonksiyon dizileri bulunur ki [so,so + 7] kiimesi
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tizerinde “D?x = f (s,x), x(So) = xo probleminin tek ¢oziimiine diizgiin ve monoton

olarak yakinsarlar. Ayrica bu yakinsama kuadratiktir.

Ispat 4.5: Oncelikle By (1) = B(t+n,) ve @o(t) = a(t), to <t <to+T olacak

sekilde fonksiyonlar tanimlayalim, burada 11, = 79 — f9. Buradan

Bo(to) = B(70) > alty) = (). (4.32)

Ayn1 zamanda,

DIBy(t) = DIB(t+m)>ft+n,B(E+n))

> f(f‘HhaBo(f))
> f(1Bo(0) (4.33)
\
Dit(t) = “Diag(r) < f(t,00(t)) =1 (t,80()). (4.34)

Yukaridaki esitsizliklerin elde edilmesinde f(¢,x) fonksiyonunun her x degeri i¢in z de
azalmayan olma kosulu kullanildi. Simdi asagidaki lineer baslangi¢ deger problem-

lerini ele alalim.

DGy (1)=f (£ + N2, 00) + fx (E+ N2, Q) (Cni1 — Cn) , Qngr (f0) =0 (4.35)
CDqEn—H (t):f <t+n27[3n> +fx(t+n2a&n) <Bn+l _En> 7Bn+l (t()) = X0 (436)
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Burada 1, = s —¢. Aciktir ki denklemlerin sag taraflar1 Lipschitz kosulunu sagladik-
larindan tek ¢éziimleri mevcuttur.

Amacimiz asagidaki esitsizligin dogru oldugunu gostermektir.

< By < By, t€to,to+T] (4.37)

Qe
<)
VAN
Qe
VAN
VAN
R
S
VAN
=
3
VAN

Bunun igin 6ncelikle

& < @1 <P, <Py t€ltoto+T) (4.38)

esitsizliginin gerceklendigini gosterelim.

Bu dogrultuda p (¢) = &) — @& fonksiyonu olusturursak, buradan

chp(t) = CDqﬁt]—ch&()
> f{t+M,,00)+ fi(t+1,,00) (&1 — Go) — f(t+1,,00)
= fi(t+1n,,00) (0 — o)

= fe(t+M2,00)p (1) (4.39)

olacaktir. Boylece “Dip (t) > fi (t+1n5,00) p(t) ve p(tp) > 0 bulunur. Sonug 3.1
kullanildiginda p (¢) > 0 oldugunu yani &y < &, t € [fo, %o+ T esitsizligini elde ede-
riz. Bl < BO, t € [to,to+ T] esitsizligi de benzer sekilde gosterilebilir.

~

Simdi &; < B, € [to, to + T saglandigini gdsterelim. Bunun igin p (1) = B, — &,

fonksiyonu olugturalim dyle ki;
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Dip(t) = ‘DI, — D@,
= (t+ 2 Bo) + fx(t+ 12,60 (B~ Bo)
= [ (t+n2,80) + /i (£ 4+ 12, &0) (81 — Go)]
— /(142 Bo) = 1 (112, 0)

+ fx (t+ 12, 00) <Bl—Bo—&1—l—&o>. (4.40)
if)’de verilen esitsizligin kullanilmasi ile ifademiz

Dip(t) > fult+ma0) (Bo— o)+ fult+n20) (By—Bo— &1 + o)

~

= fole+n,80) (B~ (441)
sekline doniigsecektir. Yukarida olusturdugumuz fonksiyonu yerine yazdigimiz zaman
Dip(t) = fe(t+my,00)p(t) vep(io)=0 (4.42)

esitsizligi ve Sonug 3.1’den dolay1 p (¢) > 0 alinacaktir. Sonugta &) < [~31, t €ty to+ T
elde edilir. Boylece (4.38) esitsizligi ispatlanmis olur.
Tlmevarim yontemi kullanilarak, bazi1 £ > 1 degerleri i¢in asagidaki ifadenin

dogru oldugunu kabul edelim.

Qo < Gy < 0 < Py < By < Bos £ € [tosto+ T (4.43)
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Bu durumda

Q < Ot < Pryy < Bi t€ ltoto+T] (4.44)

esitsizliginin saglandigini gostermeliyiz. Bunun igin p (¢) = 0ty — 0 fonksiyonunu
olusturup, (4.35), (4.36)’de verilen lineer baglangi¢ deger problemlerini ve ii)’de veri-

len esitsizligi kullanirsak

Dip(t) = [f(t+M )+ fi(t+MN2,0) (Ogy1— O)

—[f(t+n, 0, 1) + fx (t+ 12, 01) (O — Og—1)]

v

Sfe(t+my,00—1) (0 — Ox—1) + f5 (£ 4+ M2, 0k) (Opq1 — Ot)
—fe(t+1mo, 04—1) (0 — O_1)

= fet+ny,00) Oy — Q). (4.45)

Neticede

Dip(t) = felt+my,0u)p(t) vep(to) =0 (4.46)

bulunacaktir. Daha 6nce yaptigimiz islemlerin tekrarlanmasi durumunda

Sonug 3.1°den & < @yy1, t € [to,to+ T esitsizligini elde ederiz. B > By,
t € [to,to + T| gerceklendigi de benzer sekilde gosterilebilir. Son olarak 0ty < B kil
t € [to,t0+ T esitsizligini gdsterelim. Bu kez p (¢) fonksiyonunu p (1) = f3, 11— Q1

olacak sekilde belirlersek, buradan
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Dip(t) = DBy — DIty
= f(t+n2,Bk) +ﬁf(t+n27&k) (Bk—i—l _Bk>

—[f(t+ny,05) + fx (t+M2,0%) (Qpy 1 — @)

v

Frle+ma,ae) (Be—ae) + file+ma,@6) (Bio — B
—fo (t+15,0p) (Cgyr — Ok)
= filt+mn,,04) [Bk—&k—&k+1+5ﬂk+l§k+1—[3k]

= feletmp, @) (B — i) (4.47)
ifadesini diizenlersek
Dipt) > fe(t+n,,a;)p(t) vep(tr) =0 (4.43)

bulunur. Sonug¢ 3.1’den faydalanildiginda & < [3 i+1> t € [to,to+ T| olacaktir. Bu
da bize (4.44) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

(4.37)’den dolay1 {&,} ve { B n} fonksiyon dizileri diizgiin smirhidir. Bu du-
rum ise {‘D7a, } ve {ch B n} dizilerinin de diizgilin sinirli olmasini gerektirir. Ayrica
Lemma 3.2 kullanilarak bu fonksiyon dizilerinin es-siirekli olduklarini sdyleyebili-
riz. Arzela-Ascoli teoremi geregi, bir dizi es-siirekli ve diizglin sinirh ise diizgiin ve
monoton yakinsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki {¢,,} ve { p n} dizileri
diizglin yakinsak alt dizilere sahiptir. (4.37) esitsizliginden {&,} ve {[3 n} fonksiyon
dizileri n — o0 icin sirasiyla p ve o gibi iki fonksiyona diizglin ve monoton olarak

yakinsarlar. Ayni zamanda &, ve [3 ,, fonksiyonlar1 (4.35) ve (4.36)’de verilen lineer

fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri olduklarindan bu denklemlere karsilik
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gelen Volterra integral denklemleri

t

Qn(t)=xo (t)—i_ﬁ / (t's)q-l Lf (5472, 0p1) +fx (51N, not) (On-Cpr )] ds (4.49)

to

B0 )+l [ 90 [ (5¥2sB ) 215 5¥12,@01) (BB )| ds (450)

seklinde olacaktir. Buradan sdyleyebiliriz ki n — oo igin p (¢) ve o (¢) fonksiyonlar
‘DIX(t) = f(t+m,,X(t)), X(t) = xo probleminin herhangi iki ¢oziimiidiir. f(¢,x)
fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan tek ¢déziimii vardir ve bu ¢dziim
p (t) =x(¢t) = o (¢t) esitligini saglar.

Dolayisiyla {&,} ve { Bn} fonksiyon dizileri

DIF() = flt+m2%(0)), £(to) =x0 (4.51)

probleminin ¥ (¢) tek ¢dziimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar. s =¢+ n,

degisken doniistimii ile
‘Dix = f(s,x), x(s0) =x0 (4.52)

elde edilir.
Son olarak {&,} ve { Bn} fonksiyon dizilerinin tek ¢oziime kuadratik yakin-

sadigini gosterelim. Bunun i¢in
Pyl =X — Ay (4.53)
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olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim. Buradan kolayca goriildiigi gibi

Pn+1 (to) = 0 dir. Bu durumda

chpn—f—l = Cqu_ch&n—H
= SAm2,3) = [ (€412, 00) + [ (0412, 00) (Gnp1 — Cn)]

= [f(t+n27i) —f(f+n2755n)] _f)‘C(t_FnZv&n) (pn _pl’H-l)

IN

[fx (t + nZaf) _f(t+ UbY &n)]pn +ﬁ€ (t+ Uby &n)pn—i-]

L |pn|2 + fx <t+ UpY &n)pn+l

IA

IN

L |pn|(2) +Nppi1

Dippyt < LIpalg+Npasi (4.54)

burada | f;| <N, |paly = [ max | |pn (¢)]. En son buldugumuz esitsizlikten
o to+T

t

it < Llpal} [ (6= By (N (e =5)7)ds

to

IN

No |palg (4.55)

LT
alinacaktir. Burada No = —E, , (NTY) ve E, , Mittag-Leffler fonksiyonudur. Sonug
q

olarak,

max |[f— 01| < Ny max |§— @[ (4.56)
[to,t0+T) [to,t0+T)

esitsizligi elde edilecektir ki bu da bizim ulagsmak istedigimiz, {&,} dizisinin % (¢) tek
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¢cOziimiine kuadratik yakinsamasidir. Benzer sekilde

Fppl = B —X% (4.57)

fonksiyonu teskil edilerek devam edilirse, { [3 n } fonksiyon dizisinin ¥ (¢) tek ¢6ziimiine

kuadratik yakinsamasi asagidaki gibi olacaktir.

2

~ NoL 3NL
BnH—i’ < 2 max [f— @2+ 22X max

2 [to,t0+T] 2 [toto+T]

ﬁn_f

max (4.58)

[to,to+T]

ispat tamamlanmustir.

4.2.2. Baslangic Zamanm Farkh Genellestirilmis Kuasilineerizasyon Metodu

Bu boliimde baslangic zamani farkli kuasilineerizasyon teknigi, genellestirilerek
Caputo manada fraksiyonel tiirevle verilen lineer olmayan baslangi¢ deger problemine
uygulanacaktir.

Asagdaki verilen baglangi¢ deger problemini ele alalim:
Cqu(t) = f(tax)+g<t7x)7 x(t()) = X0 (4.59)

burada 1 € C[[tp, T] x R,R] ve °D? ise g. mertebeden (0 < ¢ < 1) Caputo manada frak-
siyonel tiirevi gostermektedir.

(4.59) problemine karsilik gelen Volterra integral denklemi ise asagidaki gibidir.

t

x(t) =x0+ r—/(t —s)’r1 [f(s,x(s))+g(s,x(s))]ds (4.60)
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Tamim 4.1: Eger o € C?][to,to+T|,R], to,T >0, B € C?][t9,70+T],R], 790 >0
fonksiyonlar1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyonlara (4.59) baslangi¢ deger

probleminin sirasiyla birer alt ve iist ¢oziimleri denir.

Dia() < flLa()+etal), alt) <x(), h<t<w+T (6l)

DIB() = ft,B(0)+g(tB (1), x(t0) <B(70), To <t <To+T (4.62)

Bu adimdaki asil amacimiz, baslangi¢c deger probleminin sag tarafinda yer alan
tek fonksiyon yerine f(¢,x), g(¢,x) seklinde birbirlerinden farkli iki fonksiyonun
toplami bi¢iminde verilmesi durumunu incelemektir. f'(¢,x) fonksiyonu konveks olma
kosulundan, g (¢,x) fonksiyonu ise konkav olma kosulundan daha zayif kosullarla
verilmis iki fonksiyondur.

Asagidaki teoremde (4.59) problemi i¢in bu defa baslangi¢c zamanlar1 farkli olan
alt ve list ¢oziimler kullanilarak genellestirilmis kuasilineerizasyon metodu uygulan-

mistir.

Teorem 4.6: ( Esas Teorem) Varsayalim ki;
i) f,g€Cllto,To+T) x R,R], oeClty,to+T],R], t,T >0,
B € C?][ty,t0+T],R], 79 > 0, ve

Dia(t) < flLa@)+etal), w<t<to+T (4.63)

DIB(r) = f(t,B@)+gt,B(t), To<t<To+T (4.64)

burada o (l‘()) < X(S()) < ,B (To) ve fy < 5o < Tp.

ii) f(t,x) ve g(t,x) fonksiyonlar1 her x degeri i¢in ¢ de azalmayan fonksiyonlar olsun.

Ayricaa(t) <B(t+ny), to <t <to+T, n;=70—1t saglansin.
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iii) f (t,x) fonksiyonu mevcut, siirekli ve her ¢ degeri igin x bilesenine gore azalmayan

bir fonksiyon olsun. Ayrica

ftx) > ft,y)+fty)(x—y), x>y ve (4.65)

[fe(t,x) = fe(t,0)] < Lix—y|, L1 >0 (4.66)

esitsizlikleri saglansin.
Ayni zamanda varsayalim ki g (z,x) fonksiyonu mevcut, siirekli ve her ¢ degeri

i¢in x bilesenine gore artmayan olsun. Ayrica

gt,x) > gty)+g(tx)(x—y), x>y ve (4.67)

g (t,x) —gx (1,y)] < Lalx—yl, Ly>0 (4.68)

esitsizlikleri de gerceklensin.

Bu takdirde dyle { &, } Ve{ B n} fonksiyon dizileri mevcuttur ki [sg, so + 7] kiimesi
tizerinde “D9x = f'(s,x) +g(s,x), x(s0) = xo probleminin tek ¢dziimiine diizgiin ve

monoton olarak yakinsarlar. Ayrica bu yakinsama kuadratiktir.

Ispat 4.6: Oncelikle By (1) = B (t4+1,) ve & (¢) = a(t), o < t < to+ T fonksiyon-

larin1 tanimlayalim, burada 1| = 79 — #p. Buradan

Bo(to) = B (7o) > alty) = (to)- (4.69)

Ayrica f(¢,x) ve g(t,x) fonksiyonlarinin her x degeri igin ¢ de azalmayan fonksiyonlar

olma kosulundan
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DIBy(c) = DIB(t+m)=fe+n,B+n))+g+ny,Bt+ny)
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(4.70)

Dty (1)="Dla(r) < f(t, (1)) +g(t,a(1))=f (¢, 80(1)) +g (1,80 (2)) . (4.71)

Burada & ve Bo fonksiyonlarinin baslangi¢ deger probleminin birer alt ve {ist ¢oziim-
leri oldugu kolayca goriilmektedir. Simdi asagidaki lineer fraksiyonel diferansiyel

denklemleri ele alalim.

Dl (t) =F (f7&n+1;56n7[3n)
= f(t412,00) + fe (1412, 0n) (Cns1 — On) +&(E+ M2, Cn)
g0 (142, B,) (@t — @) (G (10) = o) (472)
DB,y (1) = G (1.B,1 6. B,)

=/ (t+12:B,) + £+ 2.0) (B B, ) +2 (1+m2.B,)
2 (1+12.8,) (Busr=Bu)+ (Busi () =x0) (4.73)

Burada 1, = s —¢ dir. Aciktir ki denklemlerin sag taraflar1 Lipschitz kosulunu sagladik-

lar1 igin &, (f) ve B, 1 (¢) fonksiyonlarmin tek ¢éziimleri mevcuttur.
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Amacimiz asagidaki gibi bir esitsizligin dogru oldugunu gostermektir.

g < o <---<@,<P,<---<B,<PBy teltoto+T] (4.74)

n
Bunun i¢in 6ncelikle
& < & <Py <P teto,to+T]. (4.75)

esitsizliginin saglandigini gosterelim.

flk olarak p (¢) = &; — &g olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda

Dip() = Didy — Dy
> f(t+ny,00)+ fx (t+1,,00) (01 — &o) +g(t+1,,00)
+8x (t+nz,Bo) (01 — Qo) — f(t+1n,,00) —g(t+M,,00)

= [x(t+n2,5co)+gx (t+n2,[30)]p(t) (4.76)

olacaktir. Buradan “D9p (t) > [fx (t+1m,,00) +gx (t + 772730)} p(t) ve
p(to) =01 (to) — o (tp) > xo —xo = 0 bulunur. Sonug 3.1’ kullanirsak p (¢) > 0 yani
& < @1, 1 € [to,to + T] esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde f, < ﬁo esitsizligi de
gosterilebilir.

Simdi & < Bl, t € [to,to + T esitsizligini gostermek i¢in p (1) = Bl — &1 fonksiyo-

nu olusturalim dyle ki;
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‘Dip(t) = °DIB,— D&,
= f<f+7727[30> +g(f+772>Bo> —f(t+12,80) —g(t+n,,00)
+ [ (1412, @) + 8 <f+7727[30>} (Bl —Bo)

- [ o (1412, 080) + 8 (H‘nzaBoﬂ (@1 — )

> fe(t+n,,00) (Bo—%) + fx (t+12,00) ([31 —Bo— a1+
+8x (ernzaBo) <Bo—5‘0> +8&x (l‘+7127f30) <Bl —Bo— @ +5‘0>
= [ o (1412, 00) + & (H“levﬁoﬂ (Bl —551>~ (4.77)

Bu esitsizligin elde edilmesinde iii)’de verilen esitsizlikten faydalanildi. Burada p ()

fonksiyonunun yerine yazilmasi ile
Dip(t) > [felt+nya0)+ge(t+12.B0)| () vepl) =0 @78)

esitsizligini elde ederiz. Yine Sonug 3.1°den dolay1 p (z) > 0 alinacaktir. Sonugta

oy < Bl, t € [to,to + T dir. Boylece (4.75) esitsizligi ispatlanmistir.

Matematiksel tiimevarim yontemini kullanarak, bazi £ > 1 degerleri i¢in
Go < O1 <0u<Bp<Piy<Bo tE€lioto+T] (4.79)
ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu varsayim altinda gosterelim ki asagidaki

esitsizlik dogrudur.
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O < @t < Proy < By t € [to,t0+ T (4.80)

Bunun igin p (¢) = @4 — 0y fonksiyonunu olusturup, (4.72), (4.73)’de verilen lineer

fraksiyonel denklemleri ve iii)’de verilen esitsizligi kullanirsak

‘Dip(t) = “Didyy— Doy
= f{t+ny,0) +g(t+ny,01) — f(t+M,01) —g(t+1M2,041)
+ [ﬁc (t+1M,,0r) + g <t+nz,Bk” (Otgs1 — Ok)

- [fx(t+nz,&k71)+gx (t+n27Bk—l>} (G — Q1)

v

St +m0,00-1) (0 — 1) + fo (¢ + M7, Ox) (O — Q)
— S (t+Mp, Qp—1) (O — Og—1) + & (f+7127[3k71> (Ot — Q1)
+8x <1+772,Bk> (Otp1 — Q) — g« <1+772,Bk_1) (G — 1)

= A28 + g (142, Br) | (81 — ) (481)
ve buradan
Dip() = [flt+n2,80)+g (1402B0) | p(0) vepli) =0 (482)

bulunacaktir. Sonug 3.1 gbz 6niinde bulundurulursa & < 0y, ¢ € [to,t0+ T] ola-
caktir. B, > B, 415 t € [to,to+T] saglandigr da benzer sekilde gosterilebilir. Son

olarak é, | < B, 415 t € [to,to+ T esitsizligini gostermek igin p(z) fonksiyonunu
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p(t) =B, 11 — 041 seklinde belirleyelim. Buradan

Dip(t) = DIy, — Dicyy
= f<f+n2>[3k> +g(t+n2,f3k> —f(t+n,0k) —g(t+ My, 0)
[ Se(t+M,,0k) +2x <t+n27ﬁk)] <Bk+1 _Bk>
-

S (42, G) + 8 (f+7127ﬁk)] (Qry1 — )

v

St 412, 0) [Bk Ot — Otgs 1 + O+ By _Bk}
+8x <f+ leﬁk) [Bk — Otj — Oy 1 + O+ By — Bk}

= [ C(t 41y, 0) + gx <f+7127/~3k)] (3k+1 _&k+1> (4.83)
ifadesini diizenlersek
Dipt) > [flt+npa0)+ge(r+02B0) | p(0) veplt) =0 (434)

bulunur. Tekrardan Sonug 3.1 kullanildiginda & < [~3 k1>t € [to, 10+ T] elde edilir.

Boylece (4.80) esitsizliginin dogrulugu gosterilmistir. O halde indiiksiyon prensi-

binden dolayi (4.74) esitsizliginin biitiin » degerleri i¢in gecerli oldugu sdylenebilir.
(4.74) esitsizligi nedeniyle { &, } ve { B n} fonksiyon dizileri diizgiin sinirhidir. Bu

durum (4.72) denkleminde g6z 6niine bulundurulursa

“DItni1 (1) < 1S (14 M2, 0n)| + [ S (412, 0n)[ |01 — G|

+|g(t+n27&n>|+ _&n|

8x <t+nzaBn>

D98 (1)) < O (4.85)
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elde edilit. Burada /(¢ + 1, &), fe (¢ + 12, 6n) , € (t + 1, ), 20 (t + nz,Bn) fonk-
siyonlarinin siirekli ve &, lerinde sinirli olmasi {*D?@&,, } dizisinin de diizgiin sinirli ol-
masini gerektirir. Benzer sekilde {CD‘I fi n} dizisi de diizglin simirhidir. Ayrica Lemma
3.2 kullanilarak bu fonksiyon dizilerinin es-siirekli olduklarini sdyleyebiliriz. O halde
Arzela-Ascoli teoremi geregi, bir dizi es-siirekli ve diizgiin sinirli ise bu dizinin diizgiin
ve monoton yakinsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki {&,} ve { f)’ n}
dizilerinin diizgiin yakinsayan sirasiyla {&,, } ve { Enk} gibi birer alt dizileri vardir.

{@,,} — p yakinsamasi diizgiin ve dizinin elemanlart siirekli oldugundan p
fonksiyonu da siireklidir. Dini teorem geregi { &, } alt dizisi p siirekli fonksiyonuna
diizgiin yakinsiyorsa, o halde {¢&,} dizisi de aynm1 fonksiyona diizgiin yakinsar. Bu
durumda {&,} — p olacaktir ve bu yakinsama diizgiin ve monotondur. {B n} — ©
yakinsamasinin diizgiin ve monoton oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi p ve o fonksiyonlarinin baglangi¢ deger problemi i¢in birer ¢oziim
oldugunu gostermeye ¢alisalim. &, ve B , fonksiyonlar1 (4.72) ve (4.73)’de verilen
lineer fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri olduklarindan bu denklemlere

karsilik gelen Volterra integral denklemleri

t
(1) = x0-+ gy [ (£ =) 1f (54112, 8pt) - (54112, 8y st
0

ﬁtf (t—s5)7" [ 5 (HM2, 1) + 8 (S+n2,f3n_1>] (8w — Gp_1)ds  (4.86)

-

Bu(t) =xo-+ el [(e=5)"" [ (s+m2Bur ) +& (5428, ) | dst

~ ~ ~

ﬁt{t (1—S>q_1 [ (M2, @ 1) + 8 (t+nz,l3n_1)] (ﬁn—ﬁn_1>ds (4.87)

-

seklinde olacaktir. Buradan sdyleyebiliriz ki { &, } ve { i n} dizisinin elemanlar1 kapali
bir aralikta tanimli ve siirekli oldugundan n — o i¢in p (¢) ve o (¢) fonksiyonlar
DIZ(t)=f(t+1n5,%(t))+g(t+n,,%(t)), X(ty) = xo probleminin herhangi iki ¢6zii-

miidir. f(¢,x) ve g(¢,x) fonksiyonlari Lipschitz kosulunu sagladiklarindan baslangig
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deger probleminin tek ¢oziimii vardir. O halde p (t) = %(¢) = o (¢) esitligi saglanir.

Dolayisiyla {é,} ve {[3 n} fonksiyon dizileri
Dix(t) = [ft+n%()+g(+n2,%()), *(to) =xo (4.88)

probleminin ¥ (¢) tek ¢oziimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar. s =7+ 1,

degisken doniistimii ile
Dix = f(s,x)+g(s,x), x(s0) =x0 (4.89)

elde edilir.
Son olarak {&,} ve { Bn} fonksiyon dizilerinin tek ¢6ziime kuadratik yakin-

sadigin1 gosterelim. Bunun i¢in
P+l = X—Qnt (4.90)

olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim. Buradan kolayca goriildiigii gibi

Pn+1 (to) = 0 dir. Bu durumda

Dipyiy = DIF— DIy
:f(t+n2a)z) +g(t+n27f) _f(f+77275‘n) _g(t+n27&n)

— | S (t+ M2, 00) +2x <t+n27f3n)] (Opr1 — )
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< [ x(t+n27§)+gx(t+n2a(p)]pn

+ [ (1412, 8n) + 8 (t+nz,f3n)] (Pn+1—Pn) (4.91)

burada &, <& <fvex< ¢ < [~3 , olarak belirlenmistir.

Simdi f, fonksiyonunun azalmayan, g, fonksiyonunun artmayan olma durumun-

dan

Dipper < [lt412%) = £t +10,00) pu+ |0 (0 +12,%) — g (1+712.B,) | o
+ [ (E+ 12, 00) + g5 (f‘|‘rl2,Bn)}pn+l
< L|pn|2+ [ v (2412, 8n) +2x <f+7727[3n>]pn+1

Dipp1 < L|pn|(2)+Kpn+l (4.92)
burada

S+, 0)] < K,

8x <I+772»Bn>

< Kz, K= max{Kl,Kz} (493)

\Pnlg = max |p,(t)] ve L=max{Li,L}. (4.94)
[to,to+T]

En son buldugumuz esitsizlikte her taraftan integral alirsak
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t
prt < Ll [ (=07 By (K (=) du
fo

t
< Lpld [ (=) Eyy (K 6= 10))

fo

i1 < NL|p,/? (4.95)

alinacaktir. Yukaridaki denklemde ¢ty < u <t i¢in E, (K (t —u)?) < Eq4 (K (t—19)7)
T —19)?
esitsizligi kullanildi. Burada N = QEM (K (T —19)7) ve E,; 4 Mittag-Leffler

fonksiyonudur. Sonug olarak,

max [f— &,y 1| < NL max |[§— &,|* (4.96)
[to,to+T] [to,to+T]

esitsizligi elde edilecektir ki bu da bizim ulagmak istedigimiz sonucu, yani { &, } dizisi-

nin ¥ () tek ¢oziimiine kuadratik yakinsamasini verir. Benzer sekilde

Forl = By —% (4.97)

olacak sekilde fonksiyon teskil edilerek devam edilirse, { f)’ n} fonksiyon dizisinin X (¢)

tek ¢cozlimiine kuadratik yakinsamasi asagidaki gibi olacaktir.

B,—% ? (4.98)

max

~ NL 3L
ﬁnﬂ—i‘ < max [F— @, +N( =241y ) max
[to,t0+T]

[to,to+T] 2 [to,to+T]

Neticede ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 4.1: Eger Teorem 4.6’da verilen sartlar so = ¢y kosuluyla birlikte saglanirsa,

teoremin sonuglar1 degismeyecektir.

Ispat 4.1: Oncelikle B, (1) =B (t+n,), &o(t) = a(t) ve £(t) = x(¢) olacak sekilde

fonksiyonlar tanimlanir ve yukaridaki gibi devam edilirse ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2: Eger Teorem 4.6°da verilen sartlar so = 79 kosuluyla birlikte saglanirsa,

teoremin sonuglar1 yine gecerli olacaktir.

Ispat 4.2: Sonug 4.1°de yapilan islemlere benzer olarak bu kez @& (t) = a(t — 1),
Bo(t) =B (t) ve %(t)=x(t) olacak sekilde fonksiyonlar tanimlamr ve teoremin

ispatindaki gibi devam edilir.

Uyart 4.3: Eger g(t,x) = 0 olsaydi bu durumda Teorem 4.6 bir 6nceki Teorem 4.5’¢

indirgenirdi.
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5. SONUCLAR

Boliim 3.1°de baslangi¢c zamanlar1 ayni alt ve iist ¢oziimlerle ifade ve ispat edilen
Karsilastirma ve Varlik Teoremleri bu kez Boliim 4.1°de alt ve tist ¢dziimlerin baslangig
zamanlarinin farkli olmasi1 durumu ile yeniden ifade ve ispat edilmistir.

Genel olarak; Caputo manada verilen fraksiyonel tiirevli lineer olmayan diferan-
siyel denklemler i¢in alt ve iist ¢dzlimlerin baslangi¢ zaman ve pozisyonlarinin ayni
ve farkli olmas1 durumuna gore Kuasilineerizasyon tekniginin calisabilirligi Bolim
3.2’de ve Boliim 4.2°de karsilastirilarak incelenmistir.

Ozel olarak; Boliim 4.2.1°de ele alinan Caputo manada fraksiyonel tiirevli li-
neer olmayan diferansiyel denklemler i¢in baglangi¢ zamani farkli kuasilineerizasyon
metodu genellestirilerek, Boliim 4.2.2°de yine fraksiyonel mertebeli lineer olmayan bir

baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiine ulasmak adina ¢aligabilir olmas1 incelenmistir.
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