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ÖZET 

 

 
Bu çalışmada fraksiyonel mertebeli Caputo manada diferansiyel denklemler 

için uygulanan başlangıç zamanı farklı kuasilineerizasyon tekniği; lineer fraksiyonel 

mertebeli Caputo manada diferansiyel denklemlerin çözümleri olan fonksiyon 

dizileri oluşturulup, başlangıç zamanları ve pozisyonları farklı alt ve üst çözümler 

kullanılarak sağ tarafında biri konveks, diğeri konkav olma koşulundan daha zayıf 

birbirlerinden farklı iki fonksiyonun toplamı olarak verilen fraksiyonel mertebeli 

Caputo manada lineer olmayan bir başlangıç değer probleminin çözümüne ulaşmak 

adına yeniden incelenmiştir. Üstelik seçilen bu fonksiyon dizileri lineer olmayan 

fraksiyonel mertebeli Caputo manadaki diferansiyel denklemlerin tek çözümüne 

düzgün ve monoton yakınsarlar. Ayrıca bu yakınsama kuadratiktir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Caputo Kesirli Mertebeli Diferansiyel Denklemler, 

Kuasilineerizasyon Metod, Başlangıç Zaman Farkı, Kuadratik Yakınsaklık. 



 

v 

SUMMARY 

 

 
In this work, the technique of the quasilinearization in Caputo's sense nonlinear 

initial time problem given as the sum of two monotone functions the one on the right 

side as convex condition and the other as weaker condition than concave, is applied 

to obtain lower and upper sequences in terms of the solutions of linear fractional 

order differential equations in Caputo's sense starting at different initial times and 

initial positions. These sequences of monotone functions convergence to the unique 

solution of the Caputo nonlinear fractional differential equations as uniformly and 

monotonically. Besides that, this convergence is quadratic. 
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1. G�IR�IŞ

Key� mertebeden türev olarak bilinen Fraksiyonel türev, matematiksel analizin

bir kolu olarak, türev ve integral kavramlar�n�n reel, rasyonel veya kompleks

mertebelerine genişletilmiş şeklidir. Fraksiyonel türev kavram� diferansiyel hesaplama

kadar eski olup başlang�c� XVII. yüzy�l olarak gösterilir. Bu durumun varl��g� Leibnitz

taraf�ndan 1695'te L'Hospital'a gönderilen mektupta �Tam say� mertebeden türevler,

kesirli mertebeden türevlere genelleştirilebilir mi?� sorusu ile bilinmektedir [1] : XIX.

yüzy�l�n son dönemlerine gelindi�ginde ise Leibnitz'in yan� s�ra Liouville, Riemann,

Grünwald ve Letnikov gibi birçok ünlü matematikçi taraf�ndan yap�lan önemli çal�ş-

malar neticesinde fraksiyonel mertebeli türev ve integral üzerinde yap�lan teorik çal�ş-

malar neredeyse tamamlanm�ş bulunmaktayd�. Fakat bu çal�şmalar�n tamamen teorikte

kald��g� gerçek hayat problemleri üzerinde uygulan�lamayaca�g� düşünülüyordu. Buna

karş�n yak�n geçmişte yap�lan çal�şmalar fraksiyonel türev ve integral kavram�n�n bir

çok problemi modellemede kullan�lan klasik türev ve integral kavram�ndan daha uygun

ve daha elverişli oldu�gunu göstermiştir. Bu ba�glamda ilk kez kaleme al�nan Oldham ve

Spanier çal�şmas� [2] ; fraksiyonel hesaplaman�n �zik, kimya, mühendislik (elektrik,

mekanik, petrol mühendisli�gi gibi) ve di�ger alanlarda uygulanabilirli�gini göstermesi

bak�m�ndan çok önemlidir. �Ilerleyen zamanlarda bu çal�şmaya ek olarak yeni çal�ş-

malar ve bas�lan kitaplar da olmuştur [3]-[5]. Fakat fraksiyonel diferansiyel denklemler

kavram�n�n ba�g�ms�z bir çal�şma olarak sunulmas�n� sa�glayan V. Lakshmikantham, S.

Leela ve J. Vasundhara Devi ortak çal�şmas� [6] bu alanda yaz�lan ilk kitapt�r.

Kuasilineerizasyon metodu ilk olarak Bellman ve Kalaba taraf�ndan çal�ş�lm�ş [7],

daha sonralar� Lakshmikantham taraf�ndan geliştirilmiştir [8], [9]. Kuasilineerizasyon

metodu lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümleri için teorik bir yaklaş�m

sa�glamaya çal�ş�r. Bu metot, esas olarak verilen lineer olmayan diferansiyel

denklemin tek çözümüne düzgün, kuadratik yak�nsayan ve elemanlar�ndan her biri li-

neer diferansiyel denklemlerin çözümlerine karş�l�k gelen monoton diziler oluşturmay�

amaçlar. Bu metotta verilen fonksiyonun konveks ya da konkav oluşu temel şart gibi

düşünülürken zaman içinde bu şart zay��at�larak kuasilineerizasyon tekni�ginin daha

geniş uygulama alanlar�na taş�n�labildi�gi gözlemlenmiştir [10]-[13] :
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2010'da Dr. Ali YAKAR taraf�nda çal�ş�lan doktora tezinde

�Fraksiyonel türev ve integral kavram�n�n gelişimine ba�gl� olarak integral ve diferan-

siyel eşitsizlikler varl�k ve teklik teoremleri yeniden ele al�nm�şt�r [3] ; [6] ; [14] ; [15] :

Bu do�grultuda klasik anlamda lineer olmayan problemler için uygulad��g�m�z Kuasi-

lineerizasyon Tekni�gi, Monoton �Iterativ Tekni�gi, Stabilite ve Lyapunov stabilite gibi

konular ise fraksiyonel dinamik sistemler konseptinde yerini alm�şt�r [6] ; [16]-[22] :�

oldu�gu belirtilir [25].

Tez dört ana bölümden oluşmaktad�r.
�Ikinci bölümde; fraksiyonel analizde kullan�lan baz� temel fonksiyonlara, başl�ca

fraksiyonel türev ve integral olarak bilinen Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve

Caputo tan�mlar�na ve bu tan�mlar aras�ndaki ilişkilere yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde; fraksiyonel diferansiyel denklemler için 0< q< 1 olmak üzere

q:mertebeden Riemann-Liouville türevi ile verilen bir başlang�ç de�ger problemi üze-

rinde baz� temel tan�mlar verilmiş olup, ayr�ca karş�laşt�rma ve varl�k teoremleri ifade

ve ispat edilmiştir. Bölüm 3.2'de Caputo manada fraksiyonel türevli lineer olmayan bir

başlang�ç de�ger probleminin çözümüne ulaşmak ad�na başlang�ç zamanlar� ayn� olan

alt ve üst çözümler kullan�larak kuasilineerizasyon tekni�gi uygulanm�şt�r. Bir sonraki

ad�mda bu teknik genelleştirilerek uygulanabilirli�gi yeniden de�gerlendirilmiştir.

Dördüncü bölümde; başlang�ç zaman ve pozisyonlar� farkl� olarak verilen alt ve

üst çözümler için karş�laşt�rma teoremleri ve varl�k teoremi yeniden ifade ve ispat

edilmiştir. Bölüm 4.2'de Caputo manada fraksiyonel türevli lineer olmayan diferan-

siyel denklem için alt ve üst çözümler başlang�ç zaman ve pozisyon fark�yla verilmesi

ve diferansiyel denklemin sa�g taraf�nda yer alan fonksiyon konveks olma koşulun-

dan daha zay�f bir fonksiyon olarak seçilmesi durumunda kuasilineerizasyon tekni�gi

uygulanm�şt�r. Son olarak, bu kez sa�g taraf�nda biri konveks olma koşulundan, di�geri

konkav olma koşulundan daha zay�f birbirlerinden farkl� iki fonksiyonun toplam� olarak

verilen, Caputo manada lineer olmayan bir fraksiyonel diferansiyel denklem için başlan-

g�ç zaman ve pozisyonlar� farkl� alt ve üst çözümlerin kullan�lmas� ile genelleştirilmiş

kuasilineerizasyon tekni�ginin çal�şabilirli�gi incelenmiştir.

Beşinci bölümde; buradaki çal�şman�n sonuçlar� de�gerlendirilmiştir.
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2. TEMEL TANIMLAR

2.1. Fraksiyonel Analizde Baz� Temel Fonksiyonlar

Fraksiyonel (Kesirli) hesab�n tan�mlar� ve kullan�m�n� anlamak için baz� matema-

tik tan�mlar�n� iyi bilmek gerekmektedir. Bu nedenle, fraksiyonel diferansiyel

denklemler teorisi ve fraksiyonel analizde önemli bir oynayan baz� özel fonksiyonlara

yer verilecektir. Bunlar öncelikle Gamma fonksiyonlar�, Beta fonksiyonlar� ve Mittag-

Lef�er fonksiyonlar�d�r [2]-[6] :

2.1.1. Gamma Fonksiyonu

Fraksiyonel analizdeki temel fonksiyonlardan biri olarak bilinen Euler'in Gamma

fonksiyonu, matematikte faktöriyel fonksiyonunun kompleks ve kesirli say�lar için

genelleştirilmesidir. Γ simgesiyle gösterilen Gamma fonksiyonlar� bütün x de�gerleri

için aşa�g�daki gibi tan�mlanmaktad�r.

Γ(z) = lim
n!∞

n!nz

z(z+1) :::(z+n)
(2.1)

Ayn� zamanda integral dönüşüm tan�m� ise

Γ(z) =

∞Z
0

e�ttz�1dt (2.2)

şeklinde ifade edilir ve bu fonksiyon kompleks düzlemin sa�g yar�s� için yak�nsakt�r.

Gamma fonksiyonunun temel özelliklerinden biri,

Γ(z+1) = z Γ(z) (2.3)
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şeklindedir. Bu temel özellik k�smi integrasyon yöntemi kullan�larak kolayca elde

edilebilir.

Γ(z+1) =

∞Z
0

e�ttzdt =
�
�e�ttz

�∞
t=0+ z

∞Z
0

e�ttz�1dt = zΓ(z) (2.4)

Buradan aç�kça görülmektedir ki Γ(1) = 1 dir. Ayn� zamanda (2.3) eşitli�gi

kullan�larak z= 1;2;3; : : : de�gerleri için

Γ(2) = 1 Γ(1) = 1= 1!

Γ(3) = 2 Γ(2) = 2:1!= 2!

Γ(4) = 3 Γ(3) = 3:2!= 3!

� � �

� � �

Γ(n+1) = n Γ(n) = n(n�1)!= n! (2.5)

oldu�gu görülür.

Gamma fonksiyonunun di�ger özelliklerini ise aşa�g�daki şekilde verebiliriz.

i) Γ(0) = ∞; Γ(∞) = 0

ii) Γ(
3
2
) =

1
2

Γ(
1
2
) =

p
π

2

iii) Γ(z)Γ(1� z) = π

sin(πz)
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2.1.2. Beta Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu ile yak�ndan ilişkili olan Beta fonksiyonu, iki parametreli

pozitif de�gerler için aşa�g�daki integral ile ifade edilmektedir.

β (z;w) =

1Z
0

tz�1 (1� t)w�1 dt ; Re(z) ; Re(w)> 0 (2.6)

Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu türünden ifadesi

β (z;w) =
Γ(z)Γ(w)
Γ(z+w)

(2.7)

şeklindedir. Ayr�ca (2.7) eşitli�gi kullan�larak Beta fonksiyonun simetrik oldu�gunu

söylemek de mümkündür.

β (z;w) = β (w;z) (2.8)

2.1.3. Mittag-Lef�er Fonksiyonu

Fraksiyonel diferansiyel denklemlerde çok yayg�n kullan�m alanlar�na sahip

Mittag-Lef�er fonksiyonu, tamsay� mertebeden diferansiyel denklemler teorisi için

önem arz eden üstel fonksiyonun (ez) bir çeşit genellemesidir.

α > 0 olmak üzere Eα notasyonu ile gösterilen bir parametreli Mittag-Lef�er

fonksiyonu

Eα (z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(αn+1)
(2.9)
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şeklinde ifade edilmektedir.

α > 0 ve β > 0 olmak üzere iki parametreli Mittag-Lef�er fonksiyonu ise

Eα;β (z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(αn+β )
(2.10)

biçiminde tan�mlan�r. Bu fonksiyon, ilk olarak Agarwal ve Humbert taraf�ndan Laplace

dönüşüm tekni�gi kullan�larak yap�lm�ş olup, fraksiyonel mertebeden diferansiyel hesap-

lamada önemli bir yere sahiptir. α ve β parametrelerinin özel seçimleri durumunda

Eα;β fonksiyonu bildi�gimiz baz� fonksiyonlar� verecektir. Örne�gin;

E1;1 (z) = E1 (z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(n+1)
=

∞

∑
n=0

zn

n!
= ez (2.11)

E1;2 (z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(n+2)
=

∞

∑
n=0

zn

(n+1)!
=
1
z

∞

∑
n=0

zn+1

(n+1)!
=
ez-1
z

(2.12)

E1;3 (z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(k+3)
=

∞

∑
n=0

zn

(n+2)!
=
1
z2

∞

∑
n=0

zn+2

(n+2)!
=
ez-1-z
z2

(2.13)

ve en genel haliyle

E1;k (z) =
1
zk�1

"
ez�

k�2
∑
n=0

zn

n!

#
(2.14)

şeklinde olacakt�r.

Mittag-Lef�er fonksiyonunun özel birer durumu olarak ifade edilen hiperbolik

sinüs ve hiperbolik kosinüs fonksiyonlar� aşa�g�daki gibi tan�mlan�r.

6



E2;1
�
z2
�
=

∞

∑
n=0

z2n

Γ(2n+1)
=

∞

∑
n=0

z2n

(2n)!
= cosh(z) (2.15)

E2;2
�
z2
�
=

∞

∑
n=0

z2n

Γ(2n+2)
=
1
z

∞

∑
n=0

z2n+1

(2n+1)!
=
sinh(z)
z

(2.16)

Mittag-Lef�er fonksiyonu kullan�larak, n: dereceden hiperbolik ve n: dereceden trigo-

nometrik fonksiyonlar�n s�ras�yla en genel halleri ise

hr (z;k) =
∞

∑
n=0

zkn+r�1

(kn+ r�1)! = z
r�1Ek;r

�
zk
�
; (r = 1;2; :::;n) (2.17)

mr (z;k) =
∞

∑
n=0

(�1)n zkn+r�1
(kn+ r�1)! = z

r�1Ek;r
�
�zk

�
; (r = 1;2; : : : ;n) (2.18)

şeklinde verilir [2]-[6] :

2.2. Türev ve �Integral Aras�ndaki �Ilişkiler

2.2.1. Kullan�lan Notasyon ve Tan�mlar

Fraksiyonel (kesirli) türev ve integralleri tek çat� alt�nda diferintegraller (türevin

integrale uygulanmas� durumu) olarak ifade etmeden önce, tamsay� de�gerleri (n) için

türev ve integralin ortak yaz�m� verilecektir. Burada n; N pozitif tamsay�lar�, q ve p

ise herhangi bir say�y� göstermektedir. Bir fonsiyonun n: türevi genelde

dnx
dtn

(2.19)
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olarak gösterilir ve integral de türevin tersi bir işlem oldu�gundan,

d�1x
dt�1

=

tZ
0

x(t0)dt0 (2.20)

notasyonu elde edilir. Bu notasyon ile ard�ş�k integralleri aşa�g�daki gibi ifade etmek

mümkündür.

d�2x
dt�2

=

tZ
0

dt1
t1Z
0

x(t0)dt0 (2.21)

� � �

� � �

d�nx
dt�n

=

tZ
0

dtn�1

tn�1Z
0

dtn�2 � � �
t2Z
0

dt1
t1Z
0

x(t0)dt0 (2.22)

Alt s�n�r�n s�f�rdan farkl� oldu�gu durumlarda ise integral gösterimlerimiz

d�1x
d (t�a)�1

=

tZ
a

x(t0)dt0 (2.23)

� � �

� � �

d�nx
d (t�a)�n

=

tZ
a

dtn�1

tn�1Z
a

dtn�2 � � �
t2Z
a

dt1
t1Z
a

x(t0)dt0 (2.24)

şeklinde olacakt�r. Burada türev için aşa�g�daki eşitli�gin

8



dn

d (t�a)n =
dn

dtn
(2.25)

sa�glanmas�na karş�n, integraller söz konusu oldu�gunda

d�n

d (t�a)�n
6= d�n

dt�n
(2.26)

ayn� durumun geçerli olmad��g� görülmektedir.

n: mertebeden türev ve n�ard�ş�k integrali için yayg�n olarak kullan�lan göste-

rimlerden bir di�geri ise s�ras�yla

x(n) (t) (2.27)

x(�n) =

tZ
an

dtn�1

tn�1Z
an�2

dtn�2 � � �
t2Z
a2

dt1
t1Z
a1

x(t0)dt0 (2.28)

şeklindedir. Türev ve integrallerin literatürde kullan�lan en genel gösterimleri aşa�g�daki

gibi verilmektedir.

dqx(t)
[dt]q

=
dqx(t)
dtq

= x(q) (t) (2.29)

Ayn� zamanda bu gösterimlerin farkl� kullan�mlar� da
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dqx(t)
d (t�a)q = Dqax(t) = aDqt x(t) (2.30)

şeklinde verilir:

2.2.2. Bir Fonksiyonun n.Mertebeden Türevi

Türevin limit tan�m� kullan�larak bir fonksiyonun birinci mertebeden türevi

d1x
dt1

=
dx(t)
dt

= lim
h!0

x(t)� x(t�h)
h

(2.31)

ba�g�nt�s�yla verilir. Benzer şekilde ikinci ve üçüncü mertebeden türevleri

d2x
dt2

= lim
h!0

x(t)�2x(t�h)+ x(t�2h)
(h)2

(2.32)

d3x
dt3

= lim
h!0

x(t)�3x(t�h)+3x(t�2h)� x(t�3h)
(h)3

(2.33)

şeklinde ifade edilir. Burada z�t işaretlerle verilen katsay�lar�n binom katsay�lar� oldu�gu

göz önünde bulundurulursa n: türev için eşitlik

dnx
dtn

= lim
h!0

n
∑
j=0
(�1) j

�n
j
�
x(t� jh)

(h)n
(2.34)
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şeklinde tan�mlanacakt�r. h'�n s�f�ra sürekli olarak (aradaki bütün de�gerleri de alacak

şekilde) yaklaşmas� integral ile ortak tan�m yapabilmek ad�na s�n�rland�r�lm�ş bir limit

işlemini gerektirecektir. Bunun için [a; t] aral��g� N eşit parçaya bölündü�günde

hN =
[t�a]
N

N = 1;2;3; ::: (2.35)

olmak üzere (2.34) de verilen ba�g�nt�

dnx
dtn

= lim
hN!0

n
∑
j=0
(�1) j

�n
j
�
x(t� jhN)

(hN)n
(2.36)

şekline dönüşecektir.
�
n
j

�
olarak gösterilen binom katsay�lar� j > n de�gerleri için

s�f�r olaca�g�ndan toplam�n s�n�r� N�1'e kadar al�nabilir.

dnx
dtn

= lim
hN!0

N�1
∑
j=0
(�1) j

�n
j
�
x(t� jhN)

(hN)n
(2.37)

Buradan limitin sürekli durumlarda var oldu�gu anlay�ş� ile n: mertebeden türev

dnx
dtn

= lim
N!∞

N�1
∑
j=0
(�1) j

�n
j
�
x(t� j

� t�a
N
�
)� t�a

N
�n (2.38)

şeklinde ifade edilmektedir:
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2.2.3. n-Ard�ş�k �Integralin Genel Gösterimi

Bir fonksiyonun integrali, [a; t] kapal� aral��g� üzerinde sürekli x fonksiyon e�grisinin

alt�nda kalan alana veya Riemann toplam� olarak bilinen hN
N�1
∑
j=0
x(t� jhN) ifadesinin

limit de�gerine eşittir.

d�1x
d (t�a)�1

=

tZ
a

x(t0)dt0

= lim
hN!0

hN [x(t)+ x(t�hN)+ x(t�2hN)+ :::::+ x(a+hN)]

= lim
hN!0

hN
N�1
∑
j=0
x(t� jhN) (2.39)

Daha önce oldu�gu gibi burada da hN =
[t�a]
N

eşitli�gi kullan�lm�şt�r. Bu yaz�m�n ikili

integrali

d�2x
d (t�a)�2

=

tZ
a

dt1
t1Z
a

x(t0)dt0

= lim
hN!0

(hN)2
�
x(t)+2x(t�hN)+3x(t�2hN)

+:::::+Nx(a+hN)

�

= lim
hN!0

(hN)2
N�1
∑
j=0
( j+1)x(t� jhN) (2.40)

şeklinde ve üçlü integrali ise

d�3x
d (t�a)�3

=

tZ
a

dt2
t2Z
a

dt1
t1Z
a

x(t0)dt0

= lim
hN!0

(hN)3
N�1
∑
j=0

( j+1)( j+2)
2

x(t� jhN) (2.41)
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biçimindedir. Dolay�s�yla n�ard�ş�k integralinin genel hali aşa�g�daki gibi ifade edilir.

d�nx
d (t�a)�n

= lim
hN!0

(hN)n
N�1
∑
j=0

� j+n�1
j
�
x(t� jhN)

= lim
N!∞

�
t�a
N

�n N�1
∑
j=0

� j+n�1
j
�
x(t� j(t�a

N
)) (2.42)

(2.42) eşitli�ginde verilen toplam ifadesindeki katsay�lar (2.38) eşitli�gindeki toplamdan

farkl� olarak
� j+n�1

j
�
şeklinde devam etmektedir ve bütün terimler art� işaretlidir:

2.2.4. Tamsay� Mertebeli Türev ve �Integral Aras�ndaki �Ilişki

Gamma fonksiyonlar�n�n

(�1) j
�
n
j

�
=

�
j�n�1
j

�
=

Γ( j�n)
Γ(�n)Γ( j+1) (2.43)

ilişkisi kullan�larak, tamsay� de�gerler için türev ve integrali aşa�g�daki gibi tek bir for-

mül ile ifade edebiliriz.

dnx
d (t�a)n = lim

N!∞

� t�a
N
��n

Γ(�n)
N�1
∑
j=0

Γ( j�n)
Γ( j+1)

x(t� j(t�a
N
)) (2.44)

Burada n'nin pozitif de�gerleri için türevin (2.38), negatif de�gerleri için ise integralin

(2.42) genel tan�m�na ulaşabiliriz [2]-[6] ; [23] :
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2.3. Fraksiyonel Türev ve �Integraller

2.3.1. Grünwald-Letnikov Fraksiyonel Türevi

Bir önceki bölümde verilen (2.44) eşitli�ginde türev ve integral kavramlar�n�n key�

mertebeden bir q (reel veya kompleks) say�s� için tan�ml� oldu�gunu düşünürsek, frak-

siyonel türev ve integralin Grünwald-Letnikov taraf�ndan verilmiş en genel tan�m�n�

aşa�g�daki gibi ifade edebiliriz.

aDqt x =
dqx

d (t�a)q = lim
N!∞

� t�a
N
��q

Γ(�q)
N�1
∑
j=0

Γ( j�q)
Γ( j+1)

x(t� j(t�a
N
)) (2.45)

Bu tan�m�n en büyük avantaj�, verilen bir fonksiyonun diferintegralinin o fonksiyonun

türevlerine veya integrallerine gerek duyulmadan, sadece kendisinin ald��g� de�gerler

ile bulunabilmesidir. (2.45) tan�m�nda Γ(�q) ; q'nun pozitif de�gerleri için sonsuz

olmas�na karş�n
Γ( j�q)
Γ( j+1)

oran� sonlu bir say�d�r.

Grünwald-Letnikov tan�m�na ba�gl� olarak n'nin pozitif tamsay� ve q'nun bütün

de�gerleri aras�ndaki ilişkiyi aşa�g�daki şekilde belirtmek mümkündür.

dn

dtn
dqx

d (t�a)q =
dn+qx

d (t�a)n+q
(2.46)

Bu ilişkinin gerçeklendi�gini gösterebilmek ad�na n = 1 oldu�gu durumu inceleyelim.

Öncelikle hN =
[t�a]
N

eşitli�gini kullanarak

dqx
d (t�a)q = lim

N!∞

(hN)�q

Γ(�q)
N�1
∑
j=0

Γ( j�q)
Γ( j+1)

x(t� jhN) (2.47)

şeklinde yazabiliriz. a� s� t�hN aral��g� N�1 eşit parçaya bölündü�günde (t�hN)
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noktas�ndaki
dqx

d (t�a)q türevi aşa�g�daki şekilde olacakt�r.

dqx
d (t�a)q (t�hN) = lim

N!∞

(hN)�q

Γ(�q)
N�2
∑
j=0

Γ( j�q)
Γ( j+1)

x(t�hN� jhN)

= lim
N!∞

(hN)�q

Γ(�q)
N�1
∑
j=1

Γ( j�q�1)
Γ( j)

x(t� jhN) (2.48)

Türev tan�m� kullan�larak (2.47) eşitli�ginin yeniden türevi al�nd��g�nda ifade

d
dt

dqx
d (t�a)q = lim

N!∞
(hN)�1

�
dqx

d (t�a)q (t)�
dqx

d (t�a)q (t�hN)
�

= lim
N!∞

(hN)�q�1

Γ(�q) Γ(�q)x(t)

+ lim
N!∞

(hN)�q�1

Γ(�q)

"
N�1
∑
j=1

n
Γ( j�q)
Γ( j+1) �

Γ( j�q�1)
Γ( j)

o
x(t� jhN)

#
(2.49)

şekline dönüşecektir. Gamma fonksiyonlar� aras�ndaki

Γ( j�q)
Γ( j+1)

� Γ( j�q�1)
Γ( j)

=
Γ(�q)

Γ(�q�1)
Γ( j�q�1)

Γ( j+1)
(2.50)

ba�g�nt� (2.49) ifadesinde kullan�ld��g�nda

d
dt

dqx
d (t�a)q = lim

N!∞

(hN)�q�1

Γ(�q�1)
N�1
∑
j=0

Γ( j�q�1)
Γ( j+1)

x(t� jhN)

=
dq+1x

d (t�a)q+1
(2.51)
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eşitli�gi elde edilir. Sonuç olarak n= 1 için (2.46) ilişkisi do�grudur. Genel formüle ise

indüksiyon yöntemi kullan�larak ulaş�l�r [2]-[6] ; [23] :

2.3.2. Riemann-Liouville (R-L) Fraksiyonel Türevi

S�kça kullan�lan Riemann-Liouville tan�m� Cauchy formülünden yararlan�larak

elde edilir. Cauchy formülüne ulaşabilmek ad�na n > 0 tamsay� ve a bir sabit olmak

üzere aşa�g�daki integralin verilmiş oldu�gunu kabul edelim.

In(t) =

tZ
a

(t� τ)n�1 x(τ)dτ (2.52)

Öncelikle (2.52) integraline

d
dt

B(t)Z
A(t)

F (t;τ)dτ

=

B(t)Z
A(t)

∂F (t;τ)
∂ t

dτ+F (t;B(t))
dB(t)
dt

�F (t;A(t)) dA(t)
dt

(2.53)

olarak verilen Leibnitz Kural�'n�n uygulanmas� durumunda In fonksiyonunun türevi

dIn
dt

= (n�1)
tZ
a

(t� τ)n�2 x(τ)dτ+
h
(t� τ)n�1 x(τ)

i
τ=t

(2.54)

şeklinde olacakt�r. Buradan n > 1 de�geri için (eşitli�gin sa�g�nda bulunan ikinci de�ger

s�f�rd�r) aşa�g�daki ifadeye
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dIn
dt

= (n�1) In�1 (2.55)

n= 1 oldu�gu durumda ise

dI1
dt

= x(t) (2.56)

ifadesine ulaş�r�z. (2.54) denkleminin k kez türevinin al�nmas� durumunda

dkIn
dtk

= (n�1)(n�2) : : :(n� k) In�k (2.57)

eşitli�gi elde edilir. Bu taktirde k = n�1 de�geri için yukar�daki ifademiz

dn�1In
dtn�1

= (n�1)!I1 (t) (2.58)

şekline dönüşecektir. (2.56)'de göz önünde bulunduruldu�gunda aşa�g�daki genel hal

bulunur.

dnIn
dtn

= (n�1)!x(t) (2.59)

n � 1 de�geri için In(t) fonksiyonunun kendisi ve (n�1)'e kadar olan bütün türevleri

t = a noktas�nda s�f�r olaca�g�ndan (2.58) ve (2.59) denklemleri kullan�larak
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I1(t) =

tZ
a

x(t1)dt1 (2.60)

I2(t) =

tZ
a

I1(t2)dt2 =
tZ
a

t2Z
a

x(t1)dt1dt2 (2.61)

: : :

: : :

In(t) = (n�1)!
tZ
a

tnZ
a

: : :

t3Z
a

t2Z
a

x(t1)dt1dt2 : : :dtn�1dtn (2.62)

ifadesine ulaş�l�r. Bu eşitlik bize Cauchy �Integral Formülü olarak bilinen aşa�g�daki

denklemi verir.

tZ
a

tnZ
a

: : :

t3Z
a

t2Z
a

x(t1)dt1dt2 : : :dtn�1dtn =
1

(n�1)!

tZ
a

(t� τ)n�1 x(τ)dτ (2.63)

Riemann-Liouville tan�m�na ulaşabilmek için (2.63)'de tamsay� ile s�n�rl� olan n

yerine her de�geri alabilen bir q de�geri yaz�larak

�
dqx

d (t�a)q
�
R�L

=
1

Γ(�q)

tZ
a

(t� s)�q�1 x(s)ds; (q< 0) (2.64)

ifadesi elde edilir. Bu formüldeki integral sadece q < 0 de�gerleri için yak�nsakt�r.

Burada [::]R�L notasyonu diferintegralin Riemann-Liouville yöntemi ile bulundu�gunu

göstermektedir. (2.64) ifadesinde R-L alt yaz�s�n�n kald�r�labilmesi ad�na bütün q
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de�gerleri için (2.45) ifadesi ile uyuşan sonuçlar verdi�gini göstermek yeterli olacak-

t�r. Öncelikle, q < 0 olmak üzere a � s � t aral��g�nda sonlu de�gerler alan bir x(t)

fonksiyonu için, her iki tan�m�n da ayn� sonucu verdi�gini göstermek ad�na farklar�n�

aşa�g�daki gibi yazal�m.

∆ =
dqx

d (t�a)q �
�

dqx
d (t�a)q

�
R�L

(2.65)

(2.45) ve (2.64) eşitlikleri kullan�ld��g�nda ∆ ifadesi

∆= lim
N!∞

"
(hN)�q

Γ(�q)
N�1
∑
j=0

Γ( j�q)
Γ( j+1)

x(t� jhN)
#
� 1

Γ(�q)

t�aZ
0

x(t� s)
s1+q

ds (2.66)

şeklini alacakt�r. �Ikinci terimdeki integral Riemann toplam� olarak yaz�l�rsa

∆= lim
N!∞

(hN)�q

Γ(�q)
N�1
∑
j=0

Γ( j�q)
Γ( j+1)

x(t� jhN)� lim
N!∞

N�1
∑
j=0

x(t� jhN)hN
Γ(�q)( jhN)1+q

(2.67)

bulunur. Buradan da

∆= lim
N!∞

(hN)�q

Γ(�q)
N�1
∑
j=0
x(t� jhN)

�
Γ( j�q)
Γ( j+1)

� j�1�q
�

=
(t�a)�q

Γ(�q) lim
N!∞

N�1
∑
j=0
x(
Nt� jt+ ja

N
)Nq

�
Γ( j�q)
Γ( j+1)

� j�1�q
�

(2.68)

ifadesi elde edilir. Burada hN =
(t�a)
N

olarak al�nm�şt�r. Sa�g taraftaki toplam� önce
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0'dan (J�1)'e, sonra da J'den (N�1)'e olmak üzere ay�r�rsak

∆=
(t�a)�q

Γ(�q) lim
N!∞

J�1
∑
j=0
x(
Nt� jt+ ja

N
)Nq

�
Γ( j�q)
Γ( j+1)

� j�1�q
�

+
(t�a)�q

Γ(�q) lim
N!∞

1
N

N�1
∑
j=J
x(
Nt� jt+ ja

N
)

�
j
N

��2�q

�
"
q(q+1)
2N

+
0
�
j�1
�

N

#
(2.69)

eşitli�gi bulunacakt�r. Birinci toplamda q < �1 için parantez içindeki terimler sonlu

oldu�gundan, N ! ∞ limitinde Nq çarpan� ilk terimin s�f�ra gitmesini sa�glayacakt�r.

Benzer şekilde q � �2 için, ikinci terimde N ! ∞ limitinde s�f�ra gidecektir. Aç�kça

görüldü�gü gibi q � �2 de�gerleri ve a � s � t aral��g�nda sonlu de�gerler alan bir x(t)

fonksiyonu için, ∆= 0 olaca�g�ndan her iki tan�m da ayn� sonucu verecektir.

dqx
d (t�a)q =

�
dqx

d (t�a)q
�
R�L

; q��2 (2.70)

Riemann-Liouville tan�m�n� bütün q de�gerlerinde geçerli k�lmak için (2.46) ifade-

sinin Grünwald-Letnikov tan�m�nda oldu�gu gibi burada da sa�gland��g� şart�n� koşarsak

�
dqx

d (t�a)q
�
R�L

=
dn

dtn

�
dq�nx

d (t�a)q�n
�
R�L

(2.71)

şeklinde olacakt�r. (2.71) ifadesinde bir q de�geri yerine, q� n � �2 olacak şekilde

pozitif tamsay� de�gerleri alan bir n de�geri seçer ve (2.70) sonucunu kullan�rsak
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�
dqx

d (t�a)q
�
R�L

=
dn

dtn

�
dq�nx

d (t�a)q�n
�

(2.72)

eşitli�gi elde edilir. Bu da bize Grünwald-Letnikov ve Riemann-Liouville tan�mlar�n�n

bütün q de�gerleri için sa�gland��g�n� gösteren

�
dqx

d (t�a)q
�
R�L

=

�
dq�nx

d (t�a)q�n
�

(2.73)

sonucunu verecektir. Dolay�s�yla art�k R�L altyaz�s� silinecektir:

Tan�m 2.1: ( Riemann-Liouville �Integrali ve Türevi) q< 0 olmak üzere

aDqt x =
dqx

d (t�a)q =
1

Γ(�q)

tZ
a

(t� s)�q�1 x(s)ds (2.74)

ifadesi Riemann-Liouville fraksiyonel integrali olarak adland�r�l�r iken, q� 0 de�gerleri

için

aDqt x =
dqx

d (t�a)q =
dn

dtn

24 1
Γ(n�q)

tZ
a

(t� s)�(q�n)�1 x(s)ds

35 (2.75)

elde edilen ifade ise Riemann-Liouville fraksiyonel türevi olarak adland�r�l�r:

Aşa�g�da (2.74) da verilen R�L fraksiyonel integral operatörü ve (2.75) de verilen

R�L fraksiyonel türev operatörü için baz� özellikler verilmiştir:

i) Fraksiyonel operatör lineer bir operatördür.
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aDqt (γx1+µx2) = γaD
q
t x1+µaD

q
t x2 (2.76)

ii) Fraksiyonel operatör homojen olma özelli�gine sahiptir.

aDqt (Cx(t)) = CaDqt x(t) (2.77)

BuradaC herhangi bir sabittir.

iii) Fraksiyonel operatörlerin birleşme özelli�gi mevcuttur. Diferintegrallerle yap�lan

işlemlerde

DqDp = DpDq (2.78)

DqDp = Dq+p (2.79)

Dqx = y! x= D�qy (2.80)

gibi işlemler ancak belirli durumlarda geçerlidir. �Ikinci eşitli�gi göz önünde bulundurur-

sak q ve p'nin herhangi bir de�geri alabildi�gi durumlarda, iki diferintegral operatörünün

aDqt
�
aDpt x

�
=

dq

d (t�a)q
dpx

d (t�a)p

=
dq+px

d (t�a)q+p
=aDq+pt x (2.81)
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şeklinde birleştirilebilmesi ancak,

x�aD�pt
�
aDpt x

�
= 0 (2.82)

şart�n� sa�glayan x fonksiyonlar� için geçerlidir. (2.82) şart�n�n sa�glanmad��g� durum-

larda ise, diferintegral operatörlerinin birleştirilmesi

aDqt
�
aDpt x

�
= aDq+pt x�aDq+pt

h
x�aD�pt

�
aDpt x

�i
(2.83)

şeklinde yap�l�r. Buradan da görüldü�gü gibi aDpt ve aD
�p
t operatörleri genelde birbir-

lerinin tersi olsalar da, bu durum her zaman geçerli de�gildir. Ayn� zamanda buradaki

sorunun q ve p'nin kesirli de�gerleri ile de s�n�rl� olmad��g�n� belirtmek gerekir.

n veN'nin pozitif tamsay� oldu�gu durumlarda çoklu türev ve integraller için aşa�g�-

daki özellikler geçerlidir.

dn

d (t�a)n

"
dNx

d (t�a)N

#
=

dn+Nx
d (t�a)n+N

=
dN

d (t�a)N

�
dnx

d (t�a)n
�

(2.84)

d�n

d (t�a)�n

"
d�Nx

d (t�a)�N

#
=

d�n�Nx
d (t�a)�n�N

=
d�N

d (t�a)�N

�
d�nx

d (t�a)�n
�

(2.85)
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Ancak,

d�n

d (t�a)�n

"
d�Nx

d (t�a)�N

#
(2.86)

genel ifadesini bulmak istersek, (2.86) ifadesi her zaman

d�n�Nx
d (t�a)�n�N

(2.87)

eşitli�gini sa�glamayacakt�r.

[a;b] aral��g�nda sürekli bir x(t) fonksiyonunun N: türevinin var oldu�gunu kabul

edelim ve bu N: türevin integralini alal�m.

tZ
a

x(N) (t)dt = x(N�1) (t) jta = x(N�1) (t)� x(N�1) (a) (2.88)

(2.88) ifadesi için tekrar integral al�n�rsa

tZ
a

0@ tZ
a

x(N) (t)dt

1Adt =

tZ
a

�
x(N�1) (t)� x(N�1) (a)

�
dt

= x(N�2) (t)� x(N�2) (a)� (t�a)x(N�1) (a) (2.89)

ve ayn� işlem n defa tekrarlan�rsa
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tZ
a

� � �
tZ
a

x(N) (t)(dt)n = x(N�n) (t)� x(N�n) (a)� (t�a)x(N�n�1) (a)

-
(t�a)2

2!
x(N�n�2) (a) � � � -(t�a)

n�1

(n�1)! x
(N�1) (a) (2.90)

bulunacakt�r. Burada eşitli�gin sol taraf�

d�n

d (t�a)�n

"
dNx

d (t�a)N

#
=

tZ
a

: : :

tZ
a

x(N) (t)(dt)n (2.91)

oldu�gundan,

d�n

d (t�a)�n

"
dNx

d (t�a)N

#
= x(N�n) (t)�

n�1
∑
k=0

(t�a)k

k!
x(N+k�n) (a) (2.92)

yazabiliriz. Bu eşitlikte N = 0 yaz�p türevini alal�m.

d�nx
d (t�a)�n

= x(�n) (t)�
n�1
∑
k=0

(t�a)k

k!
x(k�n) (a) (2.93)

d
d (t�a)

�
d�nx

d (t�a)�n
�
= x(1�n) (t)�

n�1
∑
k=1

(t�a)k�1

(k�1)! x
(k�n) (a) (2.94)

Türev alma işlemi N kez tekrarlan�rsa

dN

d (t�a)N

�
d�nx

d (t�a)�n
�
= x(N�n) (t)�

n�1
∑
k=N

(t�a)k�N

(k�N)! x
(k�n) (a) (2.95)
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bulunacakt�r. Burada N � n oldu�gu durumda alt limitin türeve katk�s� olmad��g�ndan

ifademiz aşa�g�daki eşitli�ge dönüşecektir.

dN�nx
d (t�a)N�n

= x(N�n) (t) (2.96)

N�n< 0 oldu�gu durumda ise (2.93) eşitli�gi de kullan�larak

dN�nx
d (t�a)N�n

= x(N�n) (t)�
n�N�1

∑
k=0

(t�a)k

k!
x(k+N�n) (a) (2.97)

elde edilir. Bu eşitlik (2.96) eşitli�gini de içermektedir. (2.95) eşitli�ginde

k! k+N (2.98)

de�gişikli�gi yap�l�rsa

dN

d (t�a)N

�
d�nx

d (t�a)�n
�
= x(N�n) (t)�

n+N�1
∑
k=0

(t�a)k

k!
x(k+N�n) (a) (2.99)

olacakt�r. Bu ifade (2.97) ile karş�laşt�r�l�rsa

dN

d (t�a)N

�
d�nx

d (t�a)�n
�
=

dN�nx
d (t�a)N�n

(2.100)
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eşitli�gine ulaş�l�r. Aç�kça görüldü�gü gibi önce integralin sonra da türevin al�nd��g�

durumlarda operatörler (2.100) eşitli�ginde oldu�gu gibi birleştirilir.

Şimdi (2.92) eşitli�ginin sa�g taraf�ndaki toplam�

d�n

d (t�a)�n

"
dNx

d (t�a)N

#
= x(N�n) (t)�

n�N�1
∑
k=0

(t�a)k

k!
x(N+k�n) (a)

�
n�1
∑

k=n�N

(t�a)k

k!
x(N+k�n) (a) (2.101)

şeklinde parçal� yaz�l�r ve (2.97) denklemi ile karş�laşt�r�l�rsa

d�n

d (t�a)�n

"
dNx

d (t�a)N

#
=

dN�nx
d (t�a)N�n

�
n�1
∑

k=n�N

(t�a)k

k!
x(N+k�n) (a) (2.102)

bulunacakt�r. Yani, önce türev ve sonra da integralin al�nd��g� durumlarda (2.100) sonu-

cundan farkl� olarak, operatörler yukar�daki gibi birleştirilmelidir.

iv) Fraksiyonel operatörler terim terime integre edilebilme özelli�gine sahiptir. Düzgün

yak�nsak bir serinin diferintegral operatörünün do�grusal olma özelli�gi kullan�larak

bütün q de�gerleri için

aDqt
∞
∑
j=0
x j =

dq

d (t�a)q
∞
∑
j=0
x j

=
∞
∑
j=0

dqx j
d (t�a)q

=
∞
∑
j=0

aDqt x j (2.103)
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şeklinde terim terime diferintegrali al�nabilir. Diferintegrali al�nan seri de ayn� aral�kta

yak�nsak olacakt�r.

v) Ayr�ca x ve y gibi iki fonksiyonun Leibnitz Kural� yani çarp�m�n�n diferintegrali

genel bir q de�geri için

aDqt (xy) =
∞
∑
j=0

�
q
j

��
aDq� jt x

��
aD jt y

�
(2.104)

formülü ile hesaplan�r:

Aşa�g�da R�L fraksiyonel operatörü kullan�larak baz� fonksiyonlar�n diferintegral

hesaplamalar� verilecektir.

i) �Ilk olarak aşa�g�daki gibi bir fonksiyonu inceleyelim:

(t�a)p ; p > �1:

Burada p de�geri için p > �1 olmas�n�n d�ş�nda başka bir koşul mevcut de�gildir.

Riemann-Liouville integral tan�m�n� kullanarak,

aDqt (t�a)p =
1

Γ(�q)

tZ
a

(s�a)p ds
(t� s)q+1

; q< 0 (2.105)

yazabiliriz. Bu eşitlikte s�a= v dönüşümü yap�l�rsa

aDqt (t�a)p =
1

Γ(�q)

t�aZ
0

vpds
(t�a� v)q+1

(2.106)
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olacakt�r. (2.105) eşitli�ginde v= (t�a)u dönüşümü uygulan�rsa

aDqt (t�a)p =
(t�a)p�q

Γ(�q)

1Z
0

up (1�u)�q�1 ; q< 0 (2.107)

denklemi elde edilir. Buradan ise, beta fonksiyonunun

B(p;q) =

1Z
0

τ
p�1 (1� τ)q�1 dτ; p> 0< q (2.108)

tan�m� ve gamma fonksiyonu ile olan ilişkisi kullan�larak

aDqt (t�a)p =
(t�a)p�q

Γ(�q) B(p+1;�q)

=
Γ(p+1)(t�a)p�q

Γ(p�q+1) ; q< 0; p>�1 (2.109)

bulunur. (2.109) da elde etti�gimiz sonuç ayn� zamanda q� 0 de�gerleri için de geçer-

lidir.

ii) Şimdi sabit bir say�n�n diferintegralini hesaplamak ad�na öncelikle 1 say�s�n� ele

alal�m. Grünwald-Letnikov tan�m� 1 say�s� üzerinde uygulan�rsa,

aDqt 1 = lim
N!∞

�
N
t�a

�q N�1
∑
j=0

Γ( j�q)
Γ( j+1)Γ(�q) (2.110)

olacakt�r. Bu takdirde gamma fonksiyonunun özelli�gi kullan�larak aşa�g�daki ifade elde

edilir.
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aDqt 1 = lim
N!∞

�
N
t�a

�q Γ(N�q)
Γ(1�q)Γ(N)

=
(t�a)�q

Γ(1�q) (2.111)

Kolayca görüldü�gü gibi, bu eşitlik q'nun tamsay� de�gerler ald��g� durumlarda beklenen

sonuçlar� verecektir. Herhangi birC sabiti için ise eşitli�gimiz

aDqtC = CaDqt (1) =C
(t�a)�q

Γ(1�q) (2.112)

şeklinde olacakt�r [2]-[6] ; [23] :

2.3.3. Caputo Manada Fraksiyonel Türev

Fraksiyonel diferansiyel hesaplaman�n Riemann-Liouville tan�mlar� fraksiyonel

türev ve integral teorisinin gelişmesinde ve onun uygulamalar�yla ilgilenen matema-

tiksel çal�şmalarda önemli bir rol oynam�şt�r. Bununla birlikte fraksiyonel başlang�ç

de�ger problemleri için aşa�g�daki gibi bir başlang�ç koşulunu aç�klamak oldukça zor bir

durumdur.

lim
t!aa

Dq�nt x(t) = bn; n= 1;2; :: (2.113)

Burada bn say�lar� sabittir. Yukar�daki gibi başlang�ç koşullar�n� her ne kadar teorikte

çözebiliyor olsak da çözümlerin uygulamada bir anlam ifade etmedi�gi düşünülüyordu.

Böyle bir ikilemin çözüme ulaşmas�n� sa�glayan Caputo'nun fraksiyonel türev tan�m�

aşa�g�daki gibi ifade edilir:
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c
aD
q
t x(t) =

1
Γ(n�q)

tZ
a

(t� s)n�q�1 x(n) (s)ds; n�1< q< n (2.114)

Burada x(t) fonksiyonu üzerinde tan�mlanan şartlar� korumak koşuluyla, q! n için

Caputo türevinin x(t) fonksiyonunun klasik anlamda n:mertebeden türevine dönüştü�gü

görülmektedir. Asl�nda bu ifadeyi, 0 � n� 1 < q < n olmak üzere x(t) fonksiyonun

her T > t0 için [t0;T ] aral��g�nda n+ 1 kez sürekli ve s�n�rl� türevlere sahip oldu�gu

varsay�m� ile,

lim
q!n

�c
aD
q
t x(t)

�
= lim

q!n

0@ 1
Γ(n�q)

tZ
a

(t� s)n�q�1 x(n) (s)ds

1A

= lim
q!n

0B@ x(n)(a)(t�a)n�q
Γ(n�q+1)

+ 1
Γ(n�q+1)

tR
a
(t� s)n�q x(n+1) (s)ds

1CA
= x(n) (a)+

tZ
a

x(n+1) (s)ds

= x(n) (t) (2.115)

eşitli�gini elde etmek mümkündür. Burada n = 1;2; ::: d�r. Bu durum bize Grünwald-

Letnikov ve Riemann-Liouville yaklaş�mlar�na benzer olarak Caputo yaklaş�m�nda da

türev ve integral aras�nda bir ilişkinin mevcut oldu�gunu gösterir.

Caputo yaklaş�m�n�n en temel avantaj�, Caputo fraksiyonel türevlerinin klasik

manada bilinen diferansiyel denklemleri ile ayn� formda başlang�ç koşullar�na sahip

olmas�d�r. Başka bir ifadeyle t = a alt limitinde, bilinen bir fonksiyonun klasik an-

lamda türevlerinin limit de�gerlerini içermesidir. Di�ger taraftan herhangi bir sabitin

Caputo türevi s�f�r iken Riemann-Liouville türevi s�f�rdan farkl�d�r.
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Bundan sonraki denklemlerimizde Grünwald-Letnikov fraksiyonel operatörü Dq0
ile, Riemann-Liouville fraksiyonel operatörü aDqt yerine terminal de�gerleri kald�r�larak

Dq ile, caD
q
t şeklinde verilen Caputo fraksiyonel operatörü ise cDq ile gösterilecektir.

0< q< 1 oldu�gu durumda, (2.114) de verilen denklemi kullanarak

cDqx(t) =
1

Γ(1�q)

tZ
a

(t� s)�q x0 (s)ds (2.116)

eşitli�gini elde etmemiz mümkündür. Buradan

cDqx(t) = Dq [x(t)� x(a)] (2.117)

ya da

cDqx(t) = Dqx(t)� x(a)(t�a)
�q

Γ(1�q) (2.118)

ilişkisi elde edilir. Özellikle x(a) = 0 seçilmesi durumunda

cDqx(t) = Dqx(t) (2.119)

sonucunu verecektir. Bu eşitlikten görüldü�gü gibi Riemann-Liouville türevlerinin

tan�ml� oldu�gu, mevcut olan her fonksiyon için Caputo türevi de tan�ml�d�r.

Şu aşamada aşa�g�daki eşitli�gi ifade edelim:

32



DqEq(γ(t�a)q) = γEq(γ(t�a)q); γ 2 R: (2.120)

Burada Eq (2.9) de verilen bir parametreli Mittag-Lef�er fonksiyonlar�n� temsil etmek-

tedir.

E�ger x(t) fonksiyonu sürekli,
dx(t)
dt

türevi mevcut ve integrallenebilir ise

Grünwald-Letnikov ve Riemann-Liouville türevleri aras�ndaki ilişki aşa�g�daki şekilde

ifade edilir.

Dqx(t) = Dq0x(t) =
x(a)(t�a)�q

Γ(1�q) +
1

Γ(1�q)

tZ
a

(t� s)�q x0 (s)ds (2.121)

Benzer şekilde (2.117) eşitli�gi kullan�l�rsa

cDqx(t) = Dq [x(t)� x(a)] = Dq0 [x(t)� x(a)]

=
1

Γ(1�q)

tZ
a

(t� s)�q d
ds
x(s)ds (2.122)

ba�g�nt�s� elde edilecektir.

(2.122) de verilen eşde�ger ifadeler fraksiyonel diferansiyel denklemlerin çözüm-

lerinin nitelikli çal�şmalar�nda çok önemli bir yere sahiptir [3] ; [5] ; [6].
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3. KARŞILAŞTIRMATEOREMLER�I ve KUAS�IL�INE-

ER�IZASYON METOT

3.1. Fraksiyonel Diferansiyel Denklemler için Karş�laşt�rma Sonuç-

lar� ve Baz� Temel Teoremler

Bu bölümde fraksiyonel diferansiyel denklem teorisinde kullan�lan qmertebeden

(0< q< 1) R-L türev ve integraller ile ilgili baz� temel teoremler verilecektir [6].

Fraksiyonel diferansiyel denklemler için verilen başlang�ç de�ger problemi aşa�g�-

daki gibi tan�mlan�r:

Dqx(t) = f (t;x) x(t0) = x0 = x(t)(t� t0)1�q jt=t0; t0 � t � T; (3.1)

burada f 2C [[t0;T ]�R; R] dir. Ayr�ca Dqx; x de�gişkenine karş�l�k gelen q: mertebe-

den R-L manada türevi belirtmektedir. Bu başlang�ç de�ger problemine karş�l�k gelen

Volterra integral denklemi ise

x(t) = x0 (t)+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 f (s;x(s))ds (3.2)

şeklinde verilir. Burada x0 (t) =
t0 (t� t0)q�1

Γ(q)
d�r.

Öncelikle fraksiyonel diferansiyel eşitsizlikler teorisinde önemli bir yere sahip

oldu�gu düşünülen baz� temel lemma ve notasyonlar verilecektir.

Farz edelim ki m 2 Cp ([t0;T ] ;R) ; 1� q = p olmak üzere bir m(t) fonksiyonu

tan�mlans�n. BuradaCp ([t0;T ] ;R) kümesi aşa�g�daki gibi belirlenmiştir.

Cp ([t0;T ] ;R) = [u 2C ([t0;T ] ;R) ve u(t)(t� t0)p 2C ([t0;T ] ;R)] (3.3)
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Lemma 3.1: Varsayal�m ki m 2Cp ([t0;T ] ;R) fonksiyonu 0 < γ < 1 ve γ > q olmak

üzere γ: mertebeden yerel Hölder sürekli bir fonksiyon olsun. Ayr�ca herhangi bir

t1 2 (t0;T ] için

m(t1) = 0 ve m(t)� 0; t0 � t � t1 (3.4)

ifadesi gerçeklensin. Bu durumda

Dqm(t1) � 0 (3.5)

eşitli�gi do�grudur.

�Ispat 3.1: Riemann-Liouville türev tan�m�n� kullanarak m(t) fonksiyonunun fraksiyo-

nel türevini aşa�g�daki gibi verebiliriz.

Dqm(t) =
1

Γ(p)
d
dt

tZ
t0

(t� s)p�1m(s)ds (3.6)

BirG(t)=
tR
t0
(t� s)p�1m(s)ds fonksiyonu tan�mlayal�m. Yeterince küçük h> 0 de�ger-

leri için aşa�g�daki eşitli�gi düşünelim:

G(t1)�G(t1�h) =

t1Z
t0

(t1� s)p�1m(s)ds�
t1�hZ
t0

(t1�h� s)p�1m(s)ds

=

t1�hZ
t0

h
(t1-s)p�1� (t1-h-s)p�1

i
m(s)ds+

t1Z
t1�h

(t1-s)p�1m(s)ds

= I1+ I2: (3.7)
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t0 � s� t1�h de�gerleri için
h
(t1� s)p�1� (t1�h� s)p�1

i
< 0 ve teoremin hipotezin-

den de m(s)� 0 eşitsizli�ginin gerçeklendi�gi gözönünde bulundurulursa ilk verilen

integralin I1 � 0 oldu�gu görülmektedir. Bu durumda

G(t1)�G(t1�h) �
t1Z

t1�h

(t1� s)p�1m(s)ds (3.8)

ifadesi elde edilir.

m(t) yerel Hölder sürekli bir fonksiyon oldu�gundan aşa�g�daki eşitli�gi sa�glayan

bir k (t1)> 0 say�s� vard�r.

�k (t1)(t1� s)γ � m(t1)�m(s)� k (t1)(t1� s)γ ; js� t1j � h (3.9)

Burada 0< γ < 1 ve γ > q. Yukar�daki eşitsizli�gi ve (3.4) ifadesini kullanarak

I2 � �k (t1)
t1Z

t1�h

(t1� s)p�1+γ ds= k (t1)
hp+γ

p+ γ
(3.10)

eşitsizli�gini elde etmemiz mümkündür. Bu durum bizi yeteri kadar küçük h> 0 de�ger-

leri için G(t1)�G(t1�h)� k (t1)
hp+γ

p+ γ
� 0 ifadesine ulaşt�racakt�r. h! 0 için limit

al�nmas� durumunda
d
dt
G(t1)� 0 elde edilir ki bu bize Dqm(t1)� 0 eşitsizli�ginin

sa�gland��g�n� gösterir. Böylece ispat tamamlanm�ş olur.

Lemma 3.2: Varsayal�m ki fxε (t)g dizisi [t0;T ] kümesi üzerinde tan�ml�, sürekli bir

fonksiyon ailesi olsun. Ayr�ca 8 ε > 0 içinDqxε(t)= f (t;xε) ; xε (t0)= xε (t)(t-t0)1-q jt=t0
problemi ve t0 � t � T olmak üzere j f (t;xε (t))j � M eşitsizli�gi gerçeklensin. Bu

takdirde fxε (t)g fonksiyon ailesi [t0;T ] kümesi üzerinde eş-süreklidir.
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�Ispat 3.2: t0 � t1 � t2 aral��g� için

��xε (t1)� x0ε (t1)� xε (t2)+ x0ε (t2)
��

=
1

Γ(q)

������
t1Z
t0

(t1� s)q�1 f (s;xε (s))ds�
t2Z
t0

(t2� s)q�1 f (s;xε (s))ds

������
=

1
Γ(q)

������
t1Z
t0

h
(t1� s)q�1� (t2� s)q�1

i
f (s;xε (s))ds�

t2Z
t1

(t2� s)q�1 f (s;xε (s))ds

������
� M

Γ(q)

������
t1Z
t0

�
(t1� s)q�1� (t2� s)q�1

�
ds�

t2Z
t1

(t2� s)q�1 ds

������
� M

Γ(q+1)
[(t1� t0)q� (t2� t0)q+2(t2� t1)q]

� 2M
Γ(q+1)

(t2� t1)q

< ε (3.11)

burada x0ε (t) =
x0ε (t� t0)

q�1

Γ(q)
d�r. Yukar�daki ifade de δ ; jt2� t1j< δ =

�
εΓ(q+1)
2M

� 1
q

olacak şekilde seçilirse istenilen elde edilmiş olur.

Aşa�g�da fraksiyonel diferansiyel eşitsizliklerde önem arz eden karş�laşt�rma teorem-

lerinden birisi verilecektir.

Teorem 3.1: Varsayal�m ki v; w 2 Cp ([t0;T ] ;R) fonksiyonlar� 0 < γ < 1 ve γ > q

olmak üzere γ: mertebeden yerel Hölder sürekli fonksiyonlar olsunlar. Ayr�ca f 2

C [[t0;T ]� R;R] ve

i) Dqv(t) � f (t;v(t)) ; t0 � t � T; (3.12)

ii) Dqw(t) � f (t;w(t)) ; t0 � t � T; (3.13)
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olmak üzere i) ve ii) eşitsizliklerinden herhangi biri kesin eşitsizlik olsun. O halde,

v0 = v(t)(t� t0)1�q jt=t0ve w0 = w(t)(t� t0)
1�q jt=t0olmak üzere

v0 < w0 (3.14)

sa�gland��g� durumda

v(t) < w(t) ; t0 � t � T (3.15)

eşitsizli�gi do�grudur.

�Ispat 3.1: Aksini varsayal�m. Kabul edelim ki (3.15) eşitsizli�gi do�gru olmas�n. Bu tak-

tirde v(t)(t� t0)1�q jt=t0; w(t)(t� t0)
1�q jt=t0fonksiyonlar�n�n sürekli olma özelli�gini

ve (3.14) eşitsizli�gini kullanarak, aşa�g�daki denklemi sa�glayacak bir t1 2 (t0;T ] de�geri

bulunur öyle ki

v(t1) = w(t1) ve v(t)� w(t) ; t0 � t � t1: (3.16)

Şimdi m(t) = v(t)�w(t) ; t0 � t � T olmak üzere bir m(t) fonksiyonu tan�m-

larsak, (3.16) ifadesinden m(t1) = 0 ve m(t) � 0, t0 � t � t1 olacakt�r. Lemma 3.1

göz önünde bulunduruldu�gunda Dqm(t1) � 0 eşitsizli�gini elde ederiz. Ayr�ca ii)'deki

eşitsizli�gin kesin eşitsizlik oldu�gunu kabul edersek

f (t1;v(t1)) � Dqv(t1)� Dqw(t1)> f (t1;w(t1)) (3.17)
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bulunur. Bu durum (3.16)'da verilen eşitlikten dolay� çelişki oluşturur. Bu takdirde

(3.15) ifadesinin do�gru oldu�gu sonucuna ulaş�lm�ş ve ispat tamamlanm�ş olur.

Aşa�g�daki teorem fraksiyonel diferansiyel eşitsizliklerde fonksiyonun Lipschitz

şart�n� sa�glamas� koşuluyla verilmiş bir karş�laşt�rma teoremidir.

Teorem 3.2:Varsayal�m ki Teorem 3.1'de verilen koşullar, i) ve ii)'deki eşitsizliklerden

herhangi biri kesin eşitsizlik koşulu olmaks�z�n sa�glans�n.

Ayr�ca f 2C [[t0;T ]� R;R] fonksiyonu da Lipschitz şart�n� sa�glas�n.

f (t;x)� f (t;y) � L(x� y) ; x� y ve L> 0: (3.18)

O halde başlang�ç koşullar�n�n v0 � w0 sa�glamas� koşuluyla

v(t) � w(t) ; t0 � t � T (3.19)

ifadesi do�grudur.

�Ispat 3.2: Bir wε(t) fonksiyonunu yeteri kadar küçük ε > 0 de�gerleri için aşa�g�daki

şekilde tan�mlayal�m:

wε (t) = w(t)+ εγ (t) ; (3.20)

burada γ (t) = (t� t0)q�1Eq;q [2L(t� t0)q] d�r. Buradan

wε (t)(t� t0)1�q jt=t0 =w0ε=w(t)(t� t0)
1�q jt=t0 +εγ (t)(t� t0)1�q jt=t0 (3.21)
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eşitli�gini elde etmemiz mümkündür. Bu denklem bize

w0ε = w0+ εγ
0 > w0 � v0 ve wε(t)> w(t); t0 � t � T (3.22)

ifadesini verecektir.

Şimdi (3.20)'de tan�mlad��g�m�z fonksiyonun her taraf�ndan R-L manada türev

al�rsak

Dqwε (t) = Dqw(t)+ εDqγ (t)

� f (t;w(t))+2εLγ (t)

� f (t;wε (t))� εLγ (t)+2εLγ (t)

> f (t;wε (t)) ; t0 � t � T (3.23)

elde ederiz. Burada γ (t) fonksiyonununDqγ (t) = 2Lγ (t) ; γ (t)(t� t0)1�q jt=t0= γ0>

0 gibi bir başlang�ç de�ger probleminin çözümü olmas�, ayn� zamanda (3.18)'de verilen

Lipschitz koşulu ve (3.22) ifadesi kullan�ld�. v(t) ve wε (t) fonksiyonlar� için Teorem

3.1 uyguland��g� zaman, herhangi bir ε de�geri için v(t)� wε (t) ; t0 � t � T olacakt�r.

Sonuçta ε ! 0 limiti için v(t) � w(t) ; t0 � t � T şekline dönüşecektir. Bu da bize

ispat�n tamamland��g�n� gösterir.

Aşa�g�da bu teoremin önemli bir sonucu verilmiştir.

Sonuç 3.1: σ (t)� L Teorem 3.2'deki gibi olmak üzere, f 2C [[t0;T ]� R;R] kümesi

üzerinde tan�ml� f (t;u) = σ (t)u ilişkisini sa�glayan bir fonksiyon olsun. O halde

aşa�g�daki eşitsizlik do�grudur.

u(t)� 0; t0 � t � T (3.24)
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Sonuç 3.2: Varsayal�m ki m(t) fonksiyonu Dqm(t)� Lm(t); m(t)(t� t0)1�q jt=t0=m0

ilişkisini sa�glayan bir fonksiyon olsun. Burada m 2 Cp ([t0;T ] ;R) ; 1� q = p olarak

belirlenmiştir. O halde Teorem 3.2'den

m(t) � m0 (t� t0)q�1Eq;q [L(t� t0)q] ; t0 � t � T (3.25)

ifadesi elde edilir.

Tan�m 3.1: E�ger bir v 2 Cp ([t0;T ] ;R) ; 1� q = p; 0 < q < 1 fonksiyonu aşa�g�daki

koşulu sa�gl�yorsa bu fonksiyona (3.1) başlang�ç de�ger probleminin bir alt çözümü

denir.

Dqv(t) � f (t;v(t)); v0 � x0 (3.26)

Burada v0 = v(t)(t� t0)1�qjt=t0 d�r.

Tan�m 3.2: E�ger bir w 2 Cp ([t0;T ] ;R) ; 1� q = p; 0 < q < 1 fonksiyonu aşa�g�daki

koşulu sa�gl�yorsa bu fonksiyona (3.1) başlang�ç de�ger probleminin bir üst çözümü

denir.

Dqw(t) � f (t;w(t)); w0 � x0 (3.27)

Burada w0 = w(t)(t� t0)1�q jt=t0 d�r.

E�ger v ve w fonksiyonlar� v(t)� w(t) ; t 2 [t0;T ] ; t0� 0 koşulunu sa�glamak üzere

Dqx(t)= f (t;x) ; x0= x(t)(t�t0)1�q jt=t0 gibi bir başlang�ç de�ger probleminin s�ras�yla

alt ve üst çözümleri ise aşa�g�daki Ω kapal� kümesi üzerinde bir çözümü mevcuttur.
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Ω = [(t;x) : v(t)� x� w(t); t 2 [t0;T ]] (3.28)

Aşa�g�daki teorem alt ve üst çözümler ile ilgili temel bir varl�k teoremidir.

Teorem 3.3: Varsayal�m ki v; w 2 Cp ([t0;T ] ;R) fonksiyonlar� γ: mertebeden (γ > q)

yerel Hölder sürekli ve (3.1) başlang�ç de�ger probleminin s�ras�yla birer alt ve üst

çözümü olsunlar. Ayr�ca f 2 C (Ω;R) olmak üzere v(t) � w(t) ; t 2 [t0;T ] eşitsizli�gi

sa�glans�n. Bu durumda (3.1) başlang�ç de�ger probleminin, v(t) � x � w(t); t 2 [t0;T ]

şart�n� sa�glayan x(t) gibi bir çözümü mevcuttur.

�Ispat 3.3: Aşa�g�daki gibi bir p(t) fonksiyonu tan�mlayal�m:

p : [t0;T ]�R! R

p(t;x) = max [v(t);min(x;w(t))] : (3.29)

Bu durumda f (t; p(t;x)) fonksiyonu f fonksiyonunun [t0;T ]�R kümesine sürekli

bir genişlemesidir. Ayn� zamanda f fonksiyonu Ω kümesi üzerinde s�n�rl� oldu�gu

için f (t; p(t;x)) fonksiyonu da s�n�rl�d�r. Bundan dolay� [t0;T ] üzerinde Dqx(t) =

f (t; p(t;x)) ; x(t)(t� t0)1�q jt=t0 = x0 gibi bir çözüme sahiptir.

ε > 0 için aşa�g�daki eşitlikleri düşünelim.

wε(t) = w(t)+ ε (t� t0)q�1 ve vε(t) = v(t)� ε (t� t0)q�1 (3.30)

Burada
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wε(t)(t� t0)1�q jt=t0 = w(t)(t� t0)1�q jt=t0+ ε; (3.31)

vε(t)(t� t0)1�q jt=t0 = v(t)(t� t0)1�q jt=t0� ε (3.32)

olarak verilmiştir. Bu nedenle w0ε = w0+ ε; v0ε = v0� ε ve v0ε < x0 < w0ε şeklinde

yazabiliriz. Buradaki amac�m�z

vε(t) < x(t)< wε (t) ; t 2 [t0;T ] (3.33)

ifadesinin sa�gland��g�n� göstermektir. Bunu göstermek için aksini varsayal�m. Kabul

edelim ki bu eşitsizlik do�gru olmas�n. Bu durumda aşa�g�daki eşitsizli�gi sa�glayan bir

t1 2 [t0;T ] de�geri vard�r.

x(t1) = wε(t1) ve vε(t)< x(t)< wε (t) ; t0 � t � t1: (3.34)

Burada x(t1)>w(t1) oldu�gundan p(t1;x(t1)) =w(t1) al�n�r. Ayr�ca v(t1)� p(t1;x(t1))

� w(t1) eşitsizli�gine ulaşmak da mümkündür.

m(t) = x(t)�wε (t) olacak şekilde bir m(t) fonksiyonu tan�mlarsak, denklemden

m(t1) = 0 ve m(t)� 0; t0 � t � t1 oldu�gu görünür. Lemma 3.1'den dolay� Dqm(t1)� 0

sonucunu kullan�rsak aşa�g�daki ifadeyi elde ederiz.

f (t1;w(t1)) = f (t1; p(t1;x(t1))) = Dqx(t1)� Dqwε (t1)

= Dqw(t1)+ ε > f (t1;w(t1)) (3.35)
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Bu da bize bir çelişkinin oluştu�gunu göstermektedir. Sonuç olarak,

vε(t) < x(t)< wε (t) ; t 2 [t0;T ] (3.36)

eşitsizli�gi do�grudur. ε ! 0 için limit al�nd��g�nda v(t)� x(t)� w(t) ; t 2 [t0;T ] eşitsiz-

li�gine ulaş�l�r ve ispat tamamlanm�ş olur.

3.2. Kuasilineerizasyon Metodu

Kuasilineerizasyon metodu ilk olarak Bellman ve Kalaba taraf�ndan çal�ş�lm�ş [7],

daha sonralar� Lakshmikantham taraf�ndan geliştirilmiştir [8], [9]. Kuasilineerizasyon

metodu lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümleri için teorik bir yaklaş�m

sa�glamaya çal�ş�r. Bu metot, esas olarak verilen lineer olmayan diferansiyel

denklemin tek çözümüne düzgün, kuadratik yak�nsayan ve elemanlar�ndan her biri li-

neer diferansiyel denklemlerin çözümlerine karş�l�k gelen monoton diziler oluşturmay�

amaçlar. Bu metotta verilen fonksiyonun konveks ya da konkav oluşu temel şart gibi

düşünülürken zaman içinde bu şart zay��at�larak kuasilineerizasyon tekni�ginin daha

geniş uygulama alanlar�na taş�nabildi�gi gözlemlenmiştir [10]-[13] :

Fraksiyonel analiz ve fraksiyonel dinamik sisitemler üzerine yap�lan çal�şmalara

ba�gl� olarak bu teknik lineer olmayan fraksiyonel başlang�ç de�ger problemine uygulan-

m�şt�r. Klasik anlamda diferansiyel denklemlerde elde edilen sonuçlara paralel olarak,

fraksiyonel türevli ve lineer olmayan başlang�ç de�ger probleminin çözümüne düzgün

monoton ve kuadratik yak�nsayan fonksiyon dizileri teşkil edilmiştir [6] ; [20] ; [21] :

Caputo türev ile verilen fraksiyonel diferansiyel denklemin başlang�ç koşulu ve klasik

türev ile verilen diferansiyel denklemin başlang�ç koşulu benzer yap�ya sahip oldu�gun-

dan, ayn� zamanda her iki durumda da sabit say�n�n türevi s�f�ra denk oldu�gundan

kuasilineerizasyon metonunun fraksiyonel teoriye taş�nmas�nda Caputo türevi tercih

edilmiştir. Bu durumda Caputo türevi ve Riemann-Liouville türevi aras�ndaki ilişki

aşa�g�daki şekilde verilebilir.
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Daha önceden de verdi�gimiz Caputo ve Riemann-Liouville fraksiyonel türev-

lerinin tan�mlar� s�ras�yla

cDqx(t) =
1

Γ(1�q)

tZ
t0

(t� s)�q x0 (s)d (s) ; t0 � t � T (3.37)

Dqx(t) =
1

Γ(p)

0@ d
dt

tZ
t0

(t� s)p�1 x(s)ds

1A ; t0 � t � T (3.38)

şeklindedir. Burada p+ q = 1 eşitli�gini sa�glayan q de�geri 0 < q < 1 aral��g�nda veril-

miştir. Ayr�ca Γ Gamma fonksiyonunu temsil etmektedir. Caputo türev tan�m�n� kul-

lanarak

cDqx(t) = Dq [x(t)� x(t0)] (3.39)

ve buradan

cDqx(t) = Dqx(t)� x(t0)(t� t0)
�q

Γ(1�q) (3.40)

eşitli�gi elde edilir. Bu eşitlik bize Caputo manada türev ile Riemann-Liouville türevi

aras�ndaki ilişkiyi vermektedir. Özellikle x(t0) = 0 oldu�gu durumda ise

cDqx(t) = Dqx(t) (3.41)

eşitli�gi do�grudur.
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3.2.1. Temel Kuasilineerizasyon Metodu

Aşa�g�daki lineer olmayan başlang�ç de�ger problemini düşünelim:

cDqx(t) = f (t;x) ; x(t0) = x0 (3.42)

burada f 2C [[t0;T ]� R;R] ve cDq ise q: mertebeden (0< q< 1) Caputo manada

fraksiyonel türev olarak verilmiştir.

(3.42) başlang�ç de�ger problemine karş�l�k gelen Volterra integral denklemi ise

x(t) = x0+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 f (s;x(s))ds; t 2 [t0;T ] (3.43)

şeklindedir.

Aşa�g�daki teoremde (3.42) başlang�ç de�ger problemine kuasilineerizasyon meto-

du uygulanm�şt�r.

Teorem 3.4: Varsayal�m ki;

i) α0;β 0 2Cq [[t0;T ] ;R] ; f 2C [[t0;T ]� R;R] ve

cDqα0 (t) � f (t;α0 (t)) (3.44)

cDqβ 0 (t) � f (t;β 0 (t)) ; α0 (t)� β 0 (t) ; t 2 [t0;T ] (3.45)

burada α0 (t0)� x0 � β 0 (t0) :

ii) f (t;x)� f (t;y)+ fx (t;y)(x� y) ; x � y olmak üzere aşa�g�daki eşitsizli�gi sa�glayan

bir fx (t;x) fonksiyonu mevcut olsun.
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j fx (t;x)� fx (t;y)j � L jx� yj ; L> 0 (3.46)

iii) fx (t;x) fonksiyonu her t de�geri için x de azalmayan bir fonksiyon olsun.

Bu durumda öyle fαng vefβ ng fonksiyon dizileri bulunur ki αn! ρ; β n! σ

olmak üzere bu diziler (3.42) başlang�ç de�ger probleminin ρ = x = σ olacak şekilde

[t0;T ] kümesi üzerindeki tek çözümüne düzgün ve monoton olarak yak�nsarlar. Ayr�ca

bu yak�nsama kuadratiktir.

�Ispat 3.4: Aşa�g�daki lineer fraksiyonel diferansiyel denklemleri ele alal�m:

cDqαn+1 (t) = f (t;αn)+ fx (t;αn)(αn+1�αn) ; αn+1 (t0) = x0 (3.47)

cDqβ n+1 (t) = f (t;β n)+ fx (t;αn)
�
β n+1�β n

�
; β n+1 (t0) = x0 (3.48)

ve α0 (t0) � x0 � β 0 (t0) : Aç�kt�r ki, denklemlerin sa�g tara�ar� Lipschitz koşulunu

sa�glad�klar�ndan tek çözümleri mevcuttur.

Amac�m�z aşa�g�daki eşitsizli�gin sa�gland��g�n� göstermektir.

α0 � α1 � :::� αn � β n � :::� β 1 � β 0; t 2 [t0;T ] (3.49)

Bunun için öncelikle

α0 � α1 � β 1 � β 0; t 2 [t0;T ] (3.50)
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eşitsizli�ginin do�gru oldu�gunu gösterelim.

Bir p= α1�α0 fonksiyonu oluştural�m, bu durumda

cDqp = cDqα1� cDqα0

� f (t;α0)+ fx (t;α0)(α1�α0)� f (t;α0)

= fx (t;α0)(α1�α0)

= fx (t;α0) p ve p(t0)� 0 (3.51)

olacakt�r. Sonuç 3.1'den dolay� p(t)� 0 oldu�gunu yani α0�α1; t 2 [t0;T ] eşitsizli�gini

elde ederiz. β 1 � β 0 eşitsizli�gi de benzer şekilde gösterilebilir.

Şimdi α1 � β 1; t 2 [t0;T ] oldu�gunu göstermek için p= β 1�α1 fonksiyonu oluş-

tural�m öyle ki

cDqp = cDqβ 1� cDqα1

= f (t;β 0)+ fx (t;α0)(β 1�β 0)� [ f (t;α0)+ fx (t;α0)(α1�α0)]

= f (t;β 0)� f (t;α0)+ fx (t;α0)(β 1�β 0�α1+α0) : (3.52)

Varsay�m ii)'den faydaland��g�m�zda ifademiz

cDqp � fx (t;α0)(β 1�β 0� (α1�α0)+β 0�α0)

= fx (t;α0)(β 1�α1) (3.53)

şekline dönüşecektir. Yukar�da oluşturdu�gumuz fonksiyonu yerine yazd��g�m�z zaman
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cDqp(t) � fx (t;α0) p ve p(t0) = 0 (3.54)

eşitsizli�gi ve Sonuç 3.1'den dolay� p(t) � 0 al�nacakt�r. Sonuçta α1 � β 1; t 2 [t0;T ]

dir. O halde (3.50) eşitsizli�gi ispatlanm�ş olur.

Tümevar�m yöntemi kullan�larak, baz� k > 1 de�gerleri için aşa�g�daki ifadenin

do�gru oldu�gunu kabul edelim

α0 � αk�1 � αk � β k � β k�1 � β 0; t 2 [t0;T ] (3.55)

ve aşa�g�daki eşitsizli�gin sa�gland��g�n� gösterelim.

αk � αk+1 � β k+1 � β k; t 2 [t0;T ] . (3.56)

Bunun için p = αk+1 � αk fonksiyonu oluşturulup, (3.47), (3.48)'de verilen lineer

başlang�ç de�ger problemleri ve varsay�m ii) kullan�l�rsa

cDqp = f (t;αk)+ fx (t;αk)(αk+1�αk)

� [ f (t;αk�1)+ fx (t;αk�1)(αk�αk�1)]

� fx (t;αk�1)(αk�αk�1)+ fx (t;αk)(αk+1�αk)

� fx (t;αk�1)(αk�αk�1)

= fx (t;αk)(αk+1�αk) (3.57)
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olacakt�r. Buradan

cDqp(t) � fx (t;αk) p ve p(t0) = 0 (3.58)

elde edilir. Daha önce yapt��g�m�z işlemleri tekrarlarsak p(t) � 0 olaca�g�ndan

αk � αk+1; t 2 [t0;T ] eşitsizli�gini elde ederiz. Benzer şekilde β k � β k+1; t 2 [t0;T ]

gerçeklendi�gi de gösterilebilir. Son olarak αk+1� β k+1; t 2 [t0;T ] sa�gland��g�n� göster-

mek için p fonksiyonunu p = β k+1�αk+1 olacak şekilde belirleyelim. Eşitli�gin her

taraf�ndan Caputo manada türev al�rsak

cDqp = cDqβ k+1� cDqαk+1

= f (t;β k)+ fx (t;αk)
�
β k+1�β k

�
� [ f (t;αk)+ fx (t;αk)(αk+1�αk)]

� fx (t;αk)(β k�αk)+ fx (t;αk)
�
β k+1�β k

�
� fx (t;αk)(αk+1�αk)

= fx (t;αk)
�
β k�αk�αk+1+αk+β k+1�β k

�
= fx (t;αk)

�
β k+1�αk+1

�
(3.59)

ifadesini düzenlersek

cDqp � fx (t;αk) p ve p(t0) = 0: (3.60)

bulunur. Yine Sonuç 3.1'den faydalan�ld��g� durumda αk+1� β k+1; t 2 [t0;T ] olacakt�r.
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Bu da bize (3.56) eşitsizli�ginin do�grulu�gunu, bütün n de�gerleri için geçerli oldu�gunu

gösterir.

(3.49)'den dolay� fαng ve fβ ng fonksiyon dizileri düzgün s�n�rl�d�r. Bu du-

rum fcDqαng ve fcDqβ ng dizilerinin de düzgün s�n�rl� oldu�gunu gösterir. Ayr�ca

Lemma 3.2 kullan�larak bu fonksiyon dizilerinin eş-sürekli olduklar�n� söyleyebili-

riz. Arzela-Ascoli teoremi gere�gi, bir dizi eş-sürekli ve düzgün s�n�rl� ise düzgün ve

monoton yak�nsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki fαng ve fβ ng dizileri

düzgün yak�nsak alt dizilere sahiptir. Bununla birlikte (3.49)'da verilen fαng ve fβ ng

fonksiyon dizileri n! ∞ için s�ras�yla ρ ve σ gibi iki fonksiyona düzgün ve monoton

olarak yak�nsarlar. Ayn� zamanda αn ve β n fonksiyonlar� (3.47) ve (3.48)'de verilen

lineer fraksiyonel diferansiyel denklemlerin çözümleri olduklar�ndan bu denklemlere

karş�l�k gelen Volterra integral denklemleri

αn(t) = x0+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 [ f (s;αn�1)+ fx (s;αn�1)(αn�αn�1)]ds (3.61)

β n(t) = x0+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1
�
f
�
s;β n�1

�
+ fx (s;αn�1)

�
β n�β n�1

��
ds (3.62)

şeklinde olacakt�r. Buradan söyleyebiliriz ki n! ∞ için ρ (t) ve σ (t) fonksiyonlar�

problemimizin herhangi iki çözümüdür. fx(t;x) fonksiyonu

[α0;β 0] = [x : α0 (t)� x� β 0 (t)] kümesi üzerinde s�n�rl� oldu�gu için f (t;x) fonksiyo-

nu Lipschitz koşulunu sa�glayaca�g�ndan (3.42) başlang�ç de�ger probleminin tek çözümü

vard�r ve bu çözüm ρ (t) = x(t) = σ (t) eşitli�gini sa�glar.

Son olarak fαng ve fβ ng fonksiyon dizilerinin tek çözüme kuadratik yak�n-

sad��g�n� gösterelim. Bunun için

pn+1 = x�αn+1 (3.63)
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olacak şekilde bir fonksiyon tan�mlayal�m. Buradan kolayca görüldü�gü gibi

pn+1 (t0) = 0 olacakt�r. Bu durumda

cDqpn+1 = cDqx� cDqαn+1

= f (t;x)� [ f (t;αn)+ fx (t;αn)(αn+1�αn)]

= f (t;x)� f (t;αn)� fx (t;αn)(pn� pn+1)

� [ fx (t;x)� fx (t;αn)] pn+ fx (t;αn) pn+1

� L jpnj2+ fx (t;αn) pn+1

� L jpnj20+Npn+1

cDqpn+1 � L jpnj20+Npn+1; (3.64)

burada j fxj � N; jpnj0 =max
[t0;T ]

jpn (t)j : En son buldu�gumuz eşitsizlikten

pn+1 � L jpnj20
tZ
t0

(t� s)q�1Eq;q (N (t� s)q)ds

� N0 jpnj20 (3.65)

al�nacakt�r. Burada N0 = L
q (T � t0)

qEq;q (N (T � t0)q) ve Eq;qMittag-Lef�er fonksiyo-

nudur. Sonuç olarak,

jpn+1j0 � N0 jpnj20

max
[t0;T ]

jx�αn+1j � N0 max
[t0;T ]

jx�αnj2 (3.66)

52



eşitsizli�gi elde edilecektir. Bu da bize fαng dizisinin x(t) tek çözümüne kuadratik

yak�nsamas�n� verir. Benzer şekilde

rn+1 = β n+1� x (3.67)

olacak şekilde fonksiyon teşkil edilerek devam edilirse, fβ ng fonksiyon dizisinin x(t)

tek çözümüne kuadratik yak�nsamas� aşa�g�daki gibi olacakt�r.

jrn+1j0 � N0 jrnj20

max
[t0;T ]

��β n+1� x�� � N0 max
[t0;T ]

jβ n� xj
2 (3.68)

�Ispat tamamlanm�şt�r.

3.2.2. Genelleştirilmiş Kuasilineerizasyon Metodu

Bu bölümde lineer olmayan problemlerin çözümlerine ulaşabilmek ad�na kul-

land��g�m�z kuasilineerizasyon metodunun genelleştirilmiş durumu verilecektir.

(3.42) Caputo anlam�nda fraksiyonel diferansiyel denklemini ve buna karş�l�k ge-

len (3.43)'de verilen Volterra fraksiyonel integral denklemini ele alal�m. Burada (3.42)

denkleminin sa�g taraf�ndaki f (t;x) fonksiyonu yerine, f (t;x) ve g(t;x) olacak şekilde

farkl� iki fonksiyonun toplam�n� düşünece�giz. Ayr�ca f fonksiyonu konvekslikten

daha zay�f olma koşulunu sa�glarken, g fonksiyonu üzerinde konkavl�ktan daha zay�f

olma varsay�m� kullan�lacakt�r.

Aşa�gdaki lineer olmayan başlang�ç de�ger problemini düşünelim:

cDqx(t) = f (t;x)+g(t;x) ; x(t0) = x0 (3.69)
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burada f 2 C [[t0;T ]� R;R] ve cDq ise q: mertebeden (0< q< 1) Caputo manada

fraksiyonel türev olarak verilmiştir.

(3.69) başlang�ç de�ger problemine karş�l�k gelen Volterra integral denklemi ise

x(t) = x0+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t-s)q�1 [ f (s;x(s))+g(s;x(s))]ds; t 2 [t0;T ] (3.70)

şeklinde verilmektedir.

Tan�m 3.3: E�ger v; w 2 Cq [[t0;T ] ;R] fonksiyonlar� aşa�g�daki koşullar� sa�gl�yorsa bu

fonksiyonlara (3.69) başlang�ç de�ger probleminin s�ras�yla birer alt ve üst çözümleri

denir.

cDqv � f (t;v)+g(t;v) ; v(t0)� x0; (3.71)

cDqw � f (t;w)+g(t;w) ; w(t0)� x0; t 2 [t0;T ] (3.72)

S�radaki teorem (3.69) probleminin alt ve üst çözümleri kullan�larak genelleşti-

rilmiş kuasilineerizasyon metodunun bir uygulamas�d�r.

Teorem 3.5: Varsayal�m ki;

i) α0;β 0 2Cq [[t0;T ] ;R] ; f ;g 2C [[t0;T ]� R;R] ve

cDqα0 (t) � f (t;α0 (t))+g(t;α0 (t)) ; α0 (t0)� x0 (3.73)

cDqβ 0 (t) � f (t;β 0 (t))+g(t;β 0 (t)) ; β 0 (t0)� x0 (3.74)

α0 (t) � β 0 (t) ; t 2 [t0;T ] (3.75)

ii) fx (t;x) fonksiyonu mevcut ve her t de�geri için x bileşenine göre artan bir fonksiyon

olsun. Ayr�ca
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f (t;x) � f (t;y)+ fx (t;y)(x� y) ; x� y ve (3.76)

j fx (t;x)� fx (t;y)j � L1 jx� yj ; L1 > 0 (3.77)

eşitsizlikleri sa�glans�n.

Buna ek olarak varsayal�m ki gx (t;x) fonksiyonu mevcut ve her t de�geri için x

bileşenine göre azalan bir fonksiyon olsun. Ayr�ca

g(t;x) � g(t;y)+gx (t;x)(x� y) ; x� y ve (3.78)

jgx (t;x)�gx (t;y)j � L2 jx� yj ; L2 > 0 (3.79)

eşitsizlikleri de gerçeklensin.

Bu durumda öyle fαng vefβ ng fonksiyon dizileri bulunur ki αn! ρ; β n! σ

olmak üzere bu diziler (3.69) başlang�ç de�ger probleminin ρ = x=σ olacak şekilde tek

çözümüne düzgün ve monoton olarak yak�nsarlar. Ayr�ca bu yak�nsama kuadratiktir.

�Ispat 3.5: Aşa�g�daki lineer fraksiyonel diferansiyel denklemleri ele alal�m.

cDqαn+1 (t) = F (t;αn+1;αn;β n)

= f (t;αn)+ fx (t;αn)(αn+1�αn)

+g(t;αn)+gx (t;β n)(αn+1�αn) ; (αn+1 (t0) = x0) (3.80)

cDqβ n+1 (t) = G
�
t;β n+1;αn;β n

�
= f (t;β n)+ fx (t;αn)

�
β n+1�β n

�
+g(t;β n)+gx (t;β n)

�
β n+1�β n

�
;
�
β n+1 (t0) = x0

�
(3.81)

55



Denklemlerin sa�g tara�ar� Lipschitz koşulunu sa�glad�klar�ndan dolay� aç�kt�r ki, s�ras�y-

la (3.80) ve (3.81)'e karş�l�k gelen αn+1 (t) ve β n+1 (t) dizilerinin tek çözümleri mev-

cuttur.

Amac�m�z aşa�g�daki eşitsizli�gin do�gru oldu�gunu göstermektir.

α0 � α1 � :::� αn � β n � :::� β 1 � β 0; t 2 [t0;T ] (3.82)

Bunun için ilk olarak aşa�g�daki eşitsizli�gin sa�gland��g�n� ispatlayal�m.

α0 � α1 � β 1 � β 0; t 2 [t0;T ] (3.83)

Bir p= α0�α1 fonksiyonu oluşturursak, bu durumda varsay�m ii)'den

cDqp = cDqα0� cDqα1

� f (t;α0)+g(t;α0)� [ fx (t;α0)(α0�α1)+ f (t;α0)]

� [gx (t;β 0)(α0�α1)+g(t;α0)]

= [ fx (t;α0)+gx (t;β 0)] (α0�α1)

= [ fx (t;α0)+gx (t;β 0)] p ve p(t0)� 0 (3.84)

olacakt�r. Sonuç 3.1'den dolay� α0 � α1; t 2 [t0;T ] eşitsizli�gini elde ederiz. Benzer

şekilde β 1 � β 0; t 2 [t0;T ] sa�gland��g�n� da gösterebiliriz.

Şimdi α1 � β 1; t 2 [t0;T ] oldu�gunu göstermek için p = α1�β 1 fonksiyonunu

oluştural�m öyle ki;
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cDqp = cDqα1� cDqβ 1

= f (t;α0)+g(t;α0)+ fx (t;α0)(α1�α0)+gx (t;β 0)(α1�α0)

� [ f (t;β 0)+g(t;β 0)+ fx (t;α0)(β 1�β 0)+gx (t;β 0)(β 1�β 0)]

� fx (t;α0)(α0�β 0)+ fx (t;α0)(α1�α0�β 1+β 0)

+gx (t;β 0)(α0�β 0)+gx (t;β 0)(α1�α0�β 1+β 0)

� [ fx (t;α0)+gx (t;β 0)] (α1�β 1) : (3.85)

Varsay�m ii)'de verilen eşitsizlik kullan�ld��g�nda ifademiz

cDqp � [ fx (t;α0)+gx (t;β 0)] p; p(t0) = 0 (3.86)

şekline dönüşecektir. Tekrar Sonuç 3.1'den dolay� α1 � β 1; t 2 [t0;T ] olacakt�r. Bu

taktirde (3.83) eşitsizli�gi ispatlanm�ş olur.

Tümevar�m yöntemi kullan�larak, baz� k > 1 de�gerleri için aşa�g�daki ifadenin

do�gru oldu�gunu kabul edelim

α0 � αk�1 � αk � β k � β k�1 � β 0; t 2 [t0;T ] (3.87)

ve aşa�g�daki eşitsizli�gin sa�gland��g�n� gösterelim.

αk � αk+1 � β k+1 � β k; t 2 [t0;T ] (3.88)
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Bunu göstermek için p= αk�αk+1 fonksiyonunu oluşturup, (3.80), (3.81)'de verilen

lineer başlang�ç de�ger problemleri ve varsay�m ii) kullan�ld��g� durumda

cDqp = cDqαk� cDqαk+1

= f (t;αk�1)+g(t;αk�1)+
�
fx (t;αk�1)+gx

�
t;β k�1

��
(αk�αk�1)

� [ f (t;αk)+g(t;αk)+ [ fx (t;αk)+gx (t;β k)] (αk+1�αk)]

� fx (t;αk�1)(αk�1�αk)+ fx (t;αk�1)(αk�αk�1)

+ fx (t;αk)(αk�αk+1)+gx
�
t;β k�1

�
(αk�1�αk)

+gx
�
t;β k�1

�
(αk�αk�1)+gx (t;β k)(αk�αk+1)

= [ fx (t;αk)+gx (t;β k)] (αk�αk+1) (3.89)

ve buradan

cDqp � [ fx (t;αk)+gx (t;β k)] p ve p(t0) = 0 (3.90)

elde edilir. Daha önce yapt��g�m�z işlemleri tekrarlarsak p(t)� 0 olaca�g�ndan

αk � αk+1; t 2 [t0;T ] eşitsizli�gini elde ederiz. Benzer şekilde β k � β k+1; t 2 [t0;T ]

gerçeklendi�gi de gösterilebilir. Son olarak αk+1 � β k+1; t 2 [t0;T ] eşitsizli�gini göster-

mek için p fonksiyonunu p= αk+1�β k+1 olacak şekilde belirlersek, buradan

cDqp = cDqαk+1� cDqβ k+1

= f (t;αk)+g(t;αk)+ [ fx (t;αk)+gx (t;β k)] (αk+1�αk)

� f (t;β k)�g(t;β k)� [ fx (t;αk)+gx (t;β k)]
�
β k+1�β k

�
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� fx (t;αk)
�
αk�β k+αk+1�αk�β k+1+β k

�
+gx (t;β k)

�
αk�β k+αk+1�αk�β k+1+β k

�
= [ fx (t;αk)+gx (t;β k)]

�
αk�β k+αk+1�αk�β k+1+β k

�
= [ fx (t;αk)+gx (t;β k)]

�
αk+1�β k+1

�
(3.91)

ifadesini düzenlersek

cDqp(t) � [ fx (t;αk)+gx (t;β k)] p(t) ve p(t0) = 0 (3.92)

bulunur. Tekrar Sonuç 3.1 kullan�ld��g� durumda αk+1 � β k+1; t 2 [t0;T ] olacakt�r. Bu

da bize (3.88) eşitsizli�ginin do�grulu�gunu gösterir. Ayn� zamanda bütün n de�gerleri için

geçerlidir.

(3.82) eşitsizli�gi nedeniyle fαng ve fβ ng fonksiyon dizileri düzgün s�n�rl�d�r. Bu

durum fcDqαng ve fcDqβ ng dizilerinin de düzgün s�n�rl� oldu�gunu gösterir. Ayr�ca

Lemma 3.2 kullan�larak bu fonksiyon dizilerinin eş-sürekli olduklar�n� söyleyebili-

riz. Arzela-Ascoli teoremi gere�gi, bir dizi eş-sürekli ve düzgün s�n�rl� ise düzgün

ve monoton yak�nsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki fαng ve fβ ng

dizileri düzgün yak�nsak alt dizilere sahiptir. Bununla birlikte (3.82)'de verilen fαng

ve fβ ng fonksiyon dizileri n! ∞ için s�ras�yla ρ ve σ gibi iki fonksiyona düzgün ve

monoton olarak yak�nsarlar. Ayn� zamanda (3.80) ve (3.81)'de verilen lineer fraksiyo-

nel diferansiyel denklemlere karş�l�k gelen Volterra integral denklemleri kullan�larak

(3.69) probleminin ρ ve σ gibi herhangi iki çözümünün var oldu�gu kolayca gösteri-

lebilir. fx(t;x) fonksiyonu [α0;β 0] = [x : α0 (t)� x� β 0 (t)] kümesi üzerinde s�n�rl�

oldu�gu için f (t;x) fonksiyonu Lipschitz koşulunu sa�glayaca�g�ndan dolay�, ayn� za-

manda g(t;x) azalan bir fonksiyon oldu�gundan dolay� (3.69) başlang�ç de�ger problemi-
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nin tek çözümü mevcuttur ve bu çözüm ρ (t) = x(t) = σ (t) şeklindedir.

Son olarak fαng ve fβ ng fonksiyon dizilerinin tek çözüme kuadratik yak�n-

sad��g�n� gösterelim. Bunun için

pn+1 = x�αn+1 (3.93)

olacak şekilde bir fonksiyon tan�mlayal�m. Buradan kolayca görüldü�gü gibi

pn+1 (t0) = 0 olacakt�r. Bu durumda

cDqpn+1 = cDqx� cDqαn+1

= f (t;x)+g(t;x)� f (t;αn)� f (t;αn)

� [ fx (t;αn)+gx (t;β n)] (αn+1�αn)

� [ fx (t;ξ )+gx (t;η)] pn

+[ fx (t;αn)+gx (t;β n)] (pn+1� pn) (3.94)

burada αn � ξ � x ve x� η � β n:

Şimdi fx fonksiyonunun artan ve gx fonksiyonunun azalan olma özelli�gini kul-

land��g�m�zda

cDqpn+1 � [ fx (t;x)� fx (t;αn)] pn+[gx (t;x)�gx (t;β n)] pn

+[ fx (t;αn)+gx (t;β n)] pn+1

� L jpnj2+[ fx (t;αn)+gx (t;β n)] pn+1
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cDqpn+1 � L jpnj20+Kpn+1 (3.95)

bulunur. Burada

j fx (t;αn)j � K1; jgx (t;β n)j � K2; jpnj0 =max
[t0;T ]

jpn (t)j ; (3.96)

K =max(K1;K2) ve L=maxfL1;L2g (3.97)

olarak verilmiştir. En son buldu�gumuz eşitsizlikten

pn+1 � L jpnj20
tZ
t0

(t� s)q�1Eq;q (K (t� s)q)ds

� N jpnj20 (3.98)

al�nacakt�r. Burada N = L
q (T � t0)

qEq;q (K (T � t0)q) ve Eq;q Mittag-Lef�er fonksiyo-

nudur. Sonuç olarak,

jpn+1j0 � N jpnj20

max
[t0;T ]

jx�αn+1j � N max
[t0;T ]

jx�αnj2 (3.99)

eşitsizli�gi elde edilecektir ki bu da bizim ulaşmak istedi�gimiz fαng dizisinin x(t) tek

çözümüne kuadratik yak�nsamas�d�r. Benzer şekilde
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rn+1 = β n+1� x (3.100)

olacak şekilde fonksiyon teşkil edilerek devam edilirse, fβ ng fonksiyon dizisinin x(t)

tek çözümüne kuadratik yak�nsamas� aşa�g�daki gibi ifade edilecektir.

jrn+1j0 � N jrnj20

max
[t0;T ]

��β n+1� x�� � N max
[t0;T ]

jβ n� xj
2 (3.101)

Böylece ispat tamamlanm�şt�r.
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4. BAŞLANGIÇZAMANI FARKLIKARŞILAŞTIRMA

TEOREMLER�I ve KUAS�IL�INEER�IZASYON METOT

4.1. Başlang�ç Zaman� Farkl� Karş�laşt�rma ve Varl�k Teoremleri

Bölüm 3.1'de fraksiyonel diferansiyel denklemler için başlang�ç zaman� ayn� olan

alt ve üst çözümlerle ilgili temel teoremler ve sonuçlara yer verilmişti. Bu bölümde ise

alt ve üst çözümlerin başlang�ç zamanlar�n�n farkl� olmas� durumunda temel teoremler

yeniden de�gerlendirilerek verilecektir [24] ; [25].

Öncelikle lineer fraksiyonel diferansiyel denklemler için aşa�g�daki gibi homojen

olmayan lineer bir başlang�ç de�ger problemini düşünelim.

Dqx = γx+ f (t) ; x0 = x(t)(t� t0)1�q jt=t0 (4.1)

Burada γ bir reel say� ve f 2Cp [[t0;T ] ;R] fonksiyonu p: mertebeden Hölder sürekli

bir fonksiyon olarak belirlenmiştir. t 2 [t0;T ] olmak üzere (4.1) problemine karş�l�k

gelen Volterra integral denklemi ise

x(t) = x0 (t)+
γ

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 x(s)ds+ 1
Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 f (s)ds (4.2)

şeklinde ifade edilir. Burada x0 (t) =
x0 (t� t0)q�1

Γ(q)
d�r.

�Indüksiyon yöntemi kullan�larak homojen olmayan (4.1) probleminin

x(t) = x(t; t0;x0) gibi bir çözümüne ulaş�l�r [6] ; öyle ki bu çözüm
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x(t) = x0 (t� t0)q�1Eq;q (γ (t� t0)q)+
tZ
t0

(t� s)q�1Eq;q (γ (t� s)q) f (s)ds (4.3)

şeklinde olacakt�r. Burada Eq;q iki parametreli Mittag-Lef�er fonksiyonunu simgele-

mektedir.

E�ger f (t) � 0 olarak al�n�rsa homojen olmayan başlang�ç de�ger problemine

karş�l�k gelen çözüm aşa�g�daki denkleme dönüşecektir.

x(t) = x0 (t� t0)q�1Eq;q (γ (t� t0)q) ; t 2 [t0;T ] (4.4)

Aşa�g�daki teorem, başlang�ç zamanlar� farkl� alt ve üst çözümler kullan�larak

(3.1) başlang�ç de�ger problemi için verilmiş bir karş�laşt�rma teoremidir.

Teorem 4.1: Varsayal�m ki;

i) v 2Cp [[t0; t0+T ] ;R] ; t0;T > 0; w 2C�p [[τ0;τ0+T ] ;R] ; τ0 > t0 fonksiyonlar�

0< γ < 1 olmak üzere γ: mertebeden yerel Hölder sürekli ve γ > q; p= 1�q olsun.

Burada f 2C [[t0;τ0+T ]� R;R] ve

Cp [[t0; t0+T ] ;R]=fu 2C ([t0; t0+T ] ;R) ve u(t)(t-t0)p 2C ([t0; t0+T ] ;R)g (4.5)

C�p [[τ0;τ0+T ] ;R]=fu 2C ([τ0;τ0+T ] ;R) ve u(t)(t-τ0)
p 2C ([τ0;τ0+T ] ;R)g: (4.6)

Ayr�ca

Dqv(t)� f (t;v(t)) ; t0 � t � t0+T (4.7)
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Dqw(t) � f (t;w(t)) ; τ0 � t � τ0+T (4.8)

τ0 > t0 ve v0 � x0 � w0: Burada v0 = v(t)(t� t0)1�q jt=t0; w0 = w(t)(t� t0)
1�q jt=τ0 :

ii) f (t;x) fonksiyonu ikinci de�gişkene göre Lipschitz koşulunu sa�glas�n

f (t;x)� f (t;y) � L(x� y) ; x� y ve L> 0: (4.9)

iii) f (t;x) fonksiyonu her x de�geri için t de azalmayan bir fonksiyon olsun.

Bu durumda aşa�g�daki eşitsizlikler do�grudur.

a) v(t)� w(t+η) ; t0 � t � t0+T

b) v(t�η)� w(t) ; τ0 � t � τ0+T , burada η = τ0� t0.

�Ispat 4.1: Çözüme ulaşmak ad�na öncelikle w0 (t) = w(t+η) ; t � t0 şeklinde bir

fonksiyon tan�mlayal�m. Bu takdirde w0 (t) fonksiyonunun başlang�ç pozisyonu

w00 = w0 (t)(t� t0)1�q jt=t0= w(t+η)(t� t0)1�q jt=t0

= w(t)(t� τ0)
1�q jt=τ0= w

0 � x0 � v0 (4.10)

şeklinde olacakt�r. Ayr�ca f (t;x) fonksiyonunun her x de�geri için t de azalmayan bir

fonksiyon olmas� koşulu kullan�larak
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Dqw0 (t) = Dqw(t+η)

� f (t+η ;w(t+η))

� f (t;w0 (t)) (4.11)

ifadesinden w0 (t) fonksiyonunun (3.1) probleminin bir üst çözümü oldu�gu görülmek-

tedir. Şimdi her ε > 0 için w0ε (t) = w0 (t)+ εγ (t) olacak şekilde bir fonksiyon oluş-

tural�m. Burada γ (t) = (t� t0)q�1Eq;q (2L(t� t0)q) olarak belirlenmiştir. Yukar�daki

verileri kullanmam�z durumunda

w00ε = w0ε (t� t0)1�q jt=t0= w0 (t)(t� t0)
1�q jt=t0 +εγ (t)(t� t0)1�q jt=t0

w00ε = w00+ εγ
0 (4.12)

ifadesi elde edilir. Buradan w00ε � w00 � v0 ve w0ε (t) > w0 (t) ; t � t0 eşitsizliklerinin

gerçeklendi�gini görmek mümkündür. Bu takdirde

Dqw0ε (t) = Dqw0 (t)+ εDqγ (t)

� f (t;w0 (t))+2εLγ (t)

� f (t;w0ε (t))� εLγ (t)+2εLγ (t)

> f (t;w0ε (t)) ; t0 � t � t0+T (4.13)

olacakt�r. Burada ii) varsay�m� ile γ (t) fonksiyonun aşa�g�daki gibi bir başlang�ç de�ger
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probleminin çözümü olmas� koşulundan faydalan�ld�.

Dqγ (t) = 2Lγ (t) ; γ (t)(t� t0)1�q jt=t0= γ
0 > 0: (4.14)

w0ε (t) ve v(t) fonksiyonlar� için Teorem 3.1 göz önüne al�nd��g�nda v(t)< w0ε (t) ;

t0 � t � t0+T eşitsizli�gi bulunur.

Sonuç olarak her taraftan ε ! 0 için limit al�n�rsa,

v(t) � w0ε (t) = w0 (t) = w(t+η) ; t 2 [t0; t0+T ] (4.15)

ilişkisine ulaş�l�r.

b) maddesini ispat etmek için ise v0 (t) = v(t�η) ; t � τ0 olacak şekilde bir

fonksiyon tan�mlanarak

v0 (t)(t� τ0)
1�q j t=τ0 = v(t�η)(t� τ0)

1�q jt=τ0

= v(t)(t� t0)1�q jt=t0� w(t)(t� τ0)
1�q jt=τ0 (4.16)

eşitsizli�gi elde edilir. a) maddesinde oldu�gu gibi burada da v0ε (t) = v0 (t)� εγ (t)

fonksiyonu oluşturularak devam edilirse istenilen sonuca ulaş�lacakt�r.

Başlang�ç zamanlar�n�n aras�ndaki ilişki t0 > τ0 olmas� durumunda Teorem 4.1

yine geçerli olurdu. Fakat bu kez teoremde verilen iii) varsay�m�n�n farkl� bir şekilde

tekrardan ifade edilmesi durumu söz konusudur.

Aşa�g�daki teorem bu durumu ifade etmektedir.

Teorem 4.2: Varsayal�m ki i) ve ii) koşullar� gerçeklensin. Ayr�ca varsayal�m ki;

iii�) t0 > τ0 ve f (t;x) fonksiyonu her x de�geri için t de artmayan bir fonksiyon olsun.
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Bu durumda Teorem 4.1'de verilen sonuç yine geçerli olacakt�r.

S�radaki teorem başlang�ç zamanlar� farkl� olan alt ve üst çözüm fonksiyonlar�

kullan�larak oluşturulmaya çal�ş�lm�ş bir varl�k teoremidir.

Teorem 4.3: Varsayal�m ki;

i) v 2Cp [[t0; t0+T ] ;R] ; t0;T > 0; w 2C�p [[τ0;τ0+T ] ;R] ; τ0 > 0 fonksiyonlar�

0 < γ < 1 olmak üzere γ: mertebeden yerel Hölder sürekli ve γ > q; p = 1�q olsun.

Ayr�ca

Dqv(t) � f (t;v(t)) ; t0 � t � t0+T (4.17)

Dqw(t) � f (t;w(t)) ; τ0 � t � τ0+T (4.18)

τ0 > t0 ve v0 � x0 � w0 burada v0 = v(t)(t� t0)1�q jt=t0; w0 = w(t)(t� t0)
1�q jt=τ0

olmak üzere v(t)�w(t+η) ; t0� t � t0+T; η = τ0�t0 ve f 2C [[t0;τ0+T ]�R;R] :

ii) f (t;x) fonksiyonu her x de�geri için t de azalmayan bir fonksiyon olsun.

O halde (3.1) probleminin x0 = x(t)(t� t0)1�q jt=t0 başlang�ç zamanl�

v(t)� x(t)� w(t+η) ; t 2 [t0; t0+T ] olacak şekilde x(t) gibi bir çözümü mevcuttur.

�Ispat 4.3: Öncelikle w0 (t) =w(t+η) ; t � t0 şeklinde bir fonksiyon tan�mlayal�m. Bu

taktirde w0 (t)(t� t0)1�q jt=t0=w0� x0� v0 ve f (t;x) fonksiyonunun t de azalmayan

bir fonksiyon olma varsay�m�ndan

Dqw0 (t) = Dqw(t+η)

� f (t+η ;w(t+η))

� f (t;w0 (t)) : (4.19)
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Bir p : [t0; t0+T ]� R ! R fonksiyonunu p(t;x) = max[v(t);min [x(t);w0(t)]]

olacak biçimde belirleyelim. Bu durumda f (t; p(t;x)) fonksiyonu f fonksiyonunun

[t0;T ]�R kümesine sürekli bir genişlemesidir. Ayn� zamanda f fonksiyonu Ω kümesi

üzerinde s�n�rl� oldu�gundan dolay� f (t; p(t;x)) fonksiyonumuz da s�n�rl�d�r.

Burada Ω = [(t;x) : t0 � t � t0+T; v(t)� x(t)� w0(t)] d�r. Dolay�s�yla [t0; t0+T ]

kümesi üzerinde aşa�g�daki başlang�ç de�ger problemini sa�glayan bir x(t) çözümümüz

vard�r.

Dqx(t) = f (t; p(t;x)) ; x0 = x(t)(t� t0)1�q jt=t0 (4.20)

Şimdi ε > 0 için

vε (t) = v(t)� ε (t� t0)q�1 ve w0ε (t) = w0 (t)+ ε (t� t0)q�1 (4.21)

fonksiyonlar�n� ele alal�m. Bu durumda

vε (t)(t� t0)1�q j t=t0 = v(t)(t� t0)
1�q jt=t0 �ε (4.22)

w0ε (t)(t� t0)1�q j t=t0 = w0 (t)(t� t0)
1�q jt=t0 +ε (4.23)

oldu�gu aç�kt�r. Buradan v0ε = v0� ε; w00ε = w
0+ ε ve v0ε < x0 < w00ε olacakt�r.

Göstermeye çal�şt��g�m�z şey vε(t)< x(t)<wε (t) eşitsizli�ginin [t0; t0+T ] kümesi

üzerinde sa�glanmas�d�r. Bunun için aksini varsayal�m. Kabul edelim ki bu eşitsizlik

do�gru olmas�n. Bu durumda öyle bir t1 2 (t0; t0+T ] de�geri vard�r ki;

x(t1) = w0ε (t1) ve vε (t)< x(t)< w0ε (t) ; t0 � t < t1 (4.24)
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eşitsizli�gini sa�glar. Yukar�daki durumlardan x(t1)> w0 (t1) ; p(t1;x(t1)) = w0 (t1)

ve v(t1)� p(t1;x(t1))� w0 (t1) eşitsizliklerini yazmam�z mümkündür.

m(t) = x(t)�w0ε (t) olacak şekilde bir m(t) fonksiyonu tan�mlarsak denklemden

m(t1) = 0 ve m(t) � 0; t0 � t < t1 oldu�gu aşikard�r. Buradan m(t) fonksiyonuna

Lemma 3.1 uyguland��g�nda Dqm(t1) � 0 eşitsizli�gi elde edilir. Bu eşitsizli�gin varl��g�

ise bizi aşa�g�daki gibi bir çelişkiye götürecektir.

f (t1;w0 (t1)) = f (t1; p(t1;x(t1)) = Dqx(t1)� Dqw0ε (t1)

= Dqw0 (t1)+ ε

� f (t1;w0 (t1))+ ε

> f (t1;w0 (t1)) (4.25)

Eşitli�gin vε (t)< x(t) k�sm�n� da benzer şekilde göstermek mümkündür. Sonuç olarak,

vε (t) < x(t)< w0ε (t) ; t 2 [t0; t0+T ] (4.26)

eşitsizli�ginin do�grulu�guna ulaş�l�r ve her taraftan ε ! 0 için limit al�nd��g�nda

v(t)� x(t)� w(t+η) ; t 2 [t0;T ] olacakt�r. Böylece ispat tamamlanm�şt�r.

E�ger t0 > τ0 olsayd� Teorem 4.3 yine geçerli olurdu. Fakat bu kez teoremin ii)

koşulu yerine aşa�g�daki koşulun varsay�lmas� durumu gerekecektir.

ii�) t0 > τ0 ve f (t;x) fonksiyonu her x de�geri için t de artmayan bir fonksiyon olsun.

Aşa�g�daki teorem bu durumu ifade etmektedir.

Teorem 4.4: Varsayal�m ki i) ve ii�) koşullar� gerçeklensin. Bu durumda Teorem 4.3'de

verilen sonuç yine geçerli olacakt�r.
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Uyar� 4.1: t0 < s0 < τ0 olmak üzere başlang�ç pozisyonlar� aras�ndaki ilişki

v(t0) < x(s0) < w(τ0) sa�gland��g� durumda, Teorem 4.1'de verilen hüküm Caputo

manada türev için de geçerli olacakt�r.

Uyar� 4.2: Teorem 4.3'de verilen başlang�ç pozisyonlar� aras�ndaki ilişki v0 � x0 � w0

yerine v(t0) � x(t0) � w(τ0) olacak şekilde seçilirse, hüküm Caputo manada türev

için yine geçerli olacakt�r.

4.2. Başlang�ç Zaman� Farkl� Kuasilineerizasyon Metodu

Bu bölümde, kuasilineerizasyon metoduna Bölüm 3.2'de vermiş oldu�gumuz

teknikten farkl� olarak, başlang�ç zamanlar� farkl� alt ve üst fonksiyon dizileri oluşturu-

larak lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklemin çözümüne ulaş�lmaya çal�ş�l-

m�şt�r. Yani, Caputo türevlerle verilen lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denk-

lemlerin çözümleri için alt ve üst monoton diziler oluşturulmas� amaçlanmaktad�r. Bu

monoton diziler başlang�ç zaman� ve pozisyonu farkl� Caputo manada lineer fraksiyo-

nel diferansiyel denklemlerin çözümleri ile oluşturulur. Ayr�ca bu monoton diziler

lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklemin tek çözümüne düzgün, monoton ve

kuadratik yak�nsarlar.

4.2.1. Başlang�ç Zaman� Farkl� Temel Kuasilineerizasyon Metodu

Aşa�g�daki lineer olmayan başlang�ç de�ger problemini düşünelim:

cDqx(t) = f (t;x) ; x(t0) = x0 (4.27)

burada f 2 C [[t0;T ]� R;R] ve cDq ise q: mertebeden (0< q< 1) Caputo manada

fraksiyonel türev olarak verilmiştir.

(4.27) başlang�ç de�ger problemine karş�l�k gelen Volterra integral denklemi ise
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x(t) = x0+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 f (s;x(s))ds; t 2 [t0;T ] (4.28)

şeklindedir.

Aşa�g�daki teoremde Caputo manada fraksiyonel diferansiyel denklemler için

(4.27)'de bulunan f (t;x) fonksiyonu konveks olma koşulundan daha zay�f bir koşulla

verilerek başlang�ç zaman� farkl� kuasilineerizasyon tekni�gi uygulanm�şt�r.

Teorem 4.5: Varsayal�m ki;

i) α 2Cq [[t0; t0+T ] ;R] ; t0;T > 0; β 2Cq [[τ0;τ0+T ] ;R] ; τ0 > 0;

f 2C [[t0;τ0+T ]� R;R] ve

cDqα (t) � f (t;α (t)) ; t0 � t � t0+T (4.29)

cDqβ (t) � f (t;β (t)) ; τ0 � t � τ0+T (4.30)

burada α (t0)� x(s0)� β (τ0) ve t0 < s0 < τ0: Ayr�ca α (t)� β (t+η1) ;

t0 � t � t0+T ;

ii) f (t;x) � f (t;y) + fx (t;y) ; x � y olmak üzere aşa�g�daki eşitsizli�gi sa�glayan bir

fx (t;x) fonksiyonu mevcut olsun.

j fx (t;x)� fx (t;y)j � L jx� yj ; L> 0 (4.31)

iii) f (t;x) fonksiyonu her x de�geri için t de azalmayan iken fx (t;x) fonksiyonu ise her

t de�geri için x de azalmayan bir fonksiyon olsun.

Bu durumda öyle f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizileri bulunur ki [s0;s0+T ] kümesi
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üzerinde cDqx = f (s;x) ; x(s0) = x0 probleminin tek çözümüne düzgün ve monoton

olarak yak�nsarlar. Ayr�ca bu yak�nsama kuadratiktir.

�Ispat 4.5: Öncelikle �β 0 (t) = β (t+η1) ve �α0 (t) = α (t), t0 � t � t0+ T olacak

şekilde fonksiyonlar tan�mlayal�m, burada η1 = τ0� t0: Buradan

�β 0 (t0) = β (τ0)� α (t0) = �α (t0) : (4.32)

Ayn� zamanda,

cDq �β 0 (t) = cDqβ (t+η1)� f (t+η1;β (t+η1))

� f
�
t+η1;

�β 0 (t)
�

� f
�
t; �β 0 (t)

�
(4.33)

ve

cDq �α0 (t) = cDqα0 (t)� f (t;α0 (t)) = f (t; �α0 (t)) : (4.34)

Yukar�daki eşitsizliklerin elde edilmesinde f (t;x) fonksiyonunun her x de�geri için t de

azalmayan olma koşulu kullan�ld�. Şimdi aşa�g�daki lineer başlang�ç de�ger problem-

lerini ele alal�m.

cDq �αn+1 (t)= f (t+η2; �αn)+ fx (t+η2; �αn)( �αn+1� �αn) ; �αn+1 (t0) = x0 (4.35)

cDq �β n+1 (t)= f
�
t+η2;

�β n
�
+ fx (t+η2; �αn)

�
�β n+1� �β n

�
; �β n+1 (t0) = x0 (4.36)
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Burada η2 = s� t: Aç�kt�r ki denklemlerin sa�g tara�ar� Lipschitz koşulunu sa�glad�k-

lar�ndan tek çözümleri mevcuttur.

Amac�m�z aşa�g�daki eşitsizli�gin do�gru oldu�gunu göstermektir.

�α0 � �α1 � :::� �αn � �β n � :::� �β 1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] (4.37)

Bunun için öncelikle

�α0 � �α1 � �β 1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] (4.38)

eşitsizli�ginin gerçeklendi�gini gösterelim.

Bu do�grultuda p(t) = �α1� �α0 fonksiyonu oluşturursak, buradan

cDqp(t) = cDq �α1� cDq �α0

� f (t+η2; �α0)+ fx (t+η2; �α0)( �α1� �α0)� f (t+η2; �α0)

= fx (t+η2; �α0)( �α1� �α0)

= fx (t+η2; �α0) p(t) (4.39)

olacakt�r. Böylece cDqp(t) � fx (t+η2; �α0) p(t) ve p(t0) � 0 bulunur. Sonuç 3.1

kullan�ld��g�nda p(t)� 0 oldu�gunu yani �α0 � �α1; t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gini elde ede-

riz. �β 1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gi de benzer şekilde gösterilebilir.

Şimdi �α1� �β 1; t 2 [t0; t0+T ] sa�gland��g�n� gösterelim. Bunun için p(t)= �β 1� �α1
fonksiyonu oluştural�m öyle ki;
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cDqp(t) = cDq �β 1� cDq �α1

= f
�
t+η2;

�β 0
�
+ fx (t+η2; �α0)

�
�β 1� �β 0

�
� [ f (t+η2; �α0)+ fx (t+η2; �α0)( �α1� �α0)]

= f
�
t+η2;

�β 0
�
� f (t+η2; �α0)

+ fx (t+η2; �α0)
�
�β 1� �β 0� �α1+ �α0

�
: (4.40)

ii)'de verilen eşitsizli�gin kullan�lmas� ile ifademiz

cDqp(t) � fx (t+η2; �α0)
�
�β 0� �α0

�
+ fx (t+η2; �α0)

�
�β 1� �β 0� �α1+ �α0

�
= fx (t+η2; �α0)

�
�β 1� �α1

�
(4.41)

şekline dönüşecektir. Yukar�da oluşturdu�gumuz fonksiyonu yerine yazd��g�m�z zaman

cDqp(t) � fx (t+η2; �α0) p(t) ve p(t0) = 0 (4.42)

eşitsizli�gi ve Sonuç 3.1'den dolay� p(t)� 0 al�nacakt�r. Sonuçta �α1� �β 1; t 2 [t0; t0+T ]

elde edilir. Böylece (4.38) eşitsizli�gi ispatlanm�ş olur.

Tümevar�m yöntemi kullan�larak, baz� k > 1 de�gerleri için aşa�g�daki ifadenin

do�gru oldu�gunu kabul edelim.

�α0 � �αk�1 � �αk � �β k � �β k�1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] (4.43)
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Bu durumda

�αk � �αk+1 � �β k+1 � �β k; t 2 [t0; t0+T ] (4.44)

eşitsizli�ginin sa�gland��g�n� göstermeliyiz. Bunun için p(t) = �αk+1� �αk fonksiyonunu

oluşturup, (4.35), (4.36)'de verilen lineer başlang�ç de�ger problemlerini ve ii)'de veri-

len eşitsizli�gi kullan�rsak

cDqp(t) = f (t+η2; �αk)+ fx (t+η2; �αk)( �αk+1� �αk)

� [ f (t+η2; �αk�1)+ fx (t+η2; �αk�1)( �αk� �αk�1)]

� fx (t+η2; �αk�1)( �αk� �αk�1)+ fx (t+η2; �αk)( �αk+1� �αk)

� fx (t+η2; �αk�1)( �αk� �αk�1)

= fx (t+η2; �αk)( �αk+1� �αk) : (4.45)

Neticede

cDqp(t) � fx (t+η2; �αk) p(t) ve p(t0) = 0 (4.46)

bulunacakt�r. Daha önce yapt��g�m�z işlemlerin tekrarlanmas� durumunda

Sonuç 3.1'den �αk � �αk+1; t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gini elde ederiz. �β k � �β k+1;

t 2 [t0; t0+T ] gerçeklendi�gi de benzer şekilde gösterilebilir. Son olarak �αk+1 � �β k+1;

t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gini gösterelim. Bu kez p(t) fonksiyonunu p(t) = �β k+1� �αk+1
olacak şekilde belirlersek, buradan
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cDqp(t) = cDq �β k+1� cDq �αk+1

= f
�
t+η2;

�β k
�
+ fx (t+η2; �αk)

�
�β k+1� �β k

�
� [ f (t+η2; �αk)+ fx (t+η2; �αk)( �αk+1� �αk)]

� fx (t+η2; �αk)
�
�β k� �αk

�
+ fx (t+η2; �αk)

�
�β k+1� �β k

�
� fx (t+η2; �αk)( �αk+1� �αk)

= fx (t+η2; �αk)
h
�β k� �αk� �αk+1+ �αk+ �β k+1� �β k

i
= fx (t+η2; �αk)

�
�β k+1� �αk+1

�
(4.47)

ifadesini düzenlersek

cDqp(t) � fx (t+η2; �αk) p(t) ve p(t0) = 0 (4.48)

bulunur. Sonuç 3.1'den faydalan�ld��g�nda �αk+1 � �β k+1; t 2 [t0; t0+T ] olacakt�r. Bu

da bize (4.44) eşitsizli�ginin do�grulu�gunu gösterir.

(4.37)'den dolay� f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizileri düzgün s�n�rl�d�r. Bu du-

rum ise fcDq �αng ve
n
cDq �β n

o
dizilerinin de düzgün s�n�rl� olmas�n� gerektirir. Ayr�ca

Lemma 3.2 kullan�larak bu fonksiyon dizilerinin eş-sürekli olduklar�n� söyleyebili-

riz. Arzela-Ascoli teoremi gere�gi, bir dizi eş-sürekli ve düzgün s�n�rl� ise düzgün ve

monoton yak�nsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki f �αng ve
n
�β n
o
dizileri

düzgün yak�nsak alt dizilere sahiptir. (4.37) eşitsizli�ginden f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon

dizileri n! ∞ için s�ras�yla ρ ve σ gibi iki fonksiyona düzgün ve monoton olarak

yak�nsarlar. Ayn� zamanda �αn ve �β n fonksiyonlar� (4.35) ve (4.36)'de verilen lineer

fraksiyonel diferansiyel denklemlerin çözümleri olduklar�ndan bu denklemlere karş�l�k
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gelen Volterra integral denklemleri

�αn(t)=x0 (t)+ 1
Γ(q)

tZ
t0

(t-s)q-1 [ f (s+η2; �αn-1)+ fx (s+η2; �αn-1)( �αn- �αn-1)]ds (4.49)

�β n(t)=x0 (t)+ 1
Γ(q)

tZ
t0

(t-s)q-1
h
f
�
s+η2;

�β n-1
�
+ fx (s+η2; �αn-1)

�
�β n- �β n-1

�i
ds (4.50)

şeklinde olacakt�r. Buradan söyleyebiliriz ki n!∞ için ρ (t) ve σ (t) fonksiyonlar�
cDq �x(t) = f (t+η2; �x(t)) ; �x(t0) = x0 probleminin herhangi iki çözümüdür. f (t;x)

fonksiyonu Lipschitz koşulunu sa�glad��g�ndan tek çözümü vard�r ve bu çözüm

ρ (t) = �x(t) = σ (t) eşitli�gini sa�glar.

Dolay�s�yla f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizileri

cDq �x(t) = f (t+η2; �x(t)) ; �x(t0) = x0 (4.51)

probleminin �x(t) tek çözümüne düzgün ve monoton olarak yak�nsarlar. s = t + η2

de�gişken dönüşümü ile

cDqx = f (s;x); x(s0) = x0 (4.52)

elde edilir.

Son olarak f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizilerinin tek çözüme kuadratik yak�n-

sad��g�n� gösterelim. Bunun için

pn+1 = �x� �αn+1 (4.53)
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olacak şekilde bir fonksiyon tan�mlayal�m. Buradan kolayca görüldü�gü gibi

pn+1 (t0) = 0 d�r. Bu durumda

cDqpn+1 = cDq �x� cDq �αn+1

= f (t+η2; �x)� [ f (t+η2; �αn)+ fx (t+η2; �αn)( �αn+1� �αn)]

= [ f (t+η2; �x)� f (t+η2; �αn)]� fx (t+η2; �αn)(pn� pn+1)

� [ fx (t+η2; �x)� f (t+η2; �αn)] pn+ fx (t+η2; �αn) pn+1

� L jpnj2+ fx (t+η2; �αn) pn+1

� L jpnj20+Npn+1

cDqpn+1 � L jpnj20+Npn+1 (4.54)

burada j fxj � N; jpnj0 = max
[t0;t0+T ]

jpn (t)j : En son buldu�gumuz eşitsizlikten

pn+1 � L jpnj20
tZ
t0

(t� s)q�1Eq;q (N (t� s)q)ds

� N0 jpnj20 (4.55)

al�nacakt�r. Burada N0 =
LT q

q
Eq;q (NT q) ve Eq;q Mittag-Lef�er fonksiyonudur. Sonuç

olarak,

max
[t0;t0+T ]

j �x� �αn+1j � N0 max
[t0;t0+T ]

j �x� �αnj2 (4.56)

eşitsizli�gi elde edilecektir ki bu da bizim ulaşmak istedi�gimiz, f �αng dizisinin �x(t) tek
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çözümüne kuadratik yak�nsamas�d�r. Benzer şekilde

rn+1 = �β n+1� �x (4.57)

fonksiyonu teşkil edilerek devam edilirse,
n
�β n
o
fonksiyon dizisinin �x(t) tek çözümüne

kuadratik yak�nsamas� aşa�g�daki gibi olacakt�r.

max
[t0;t0+T ]

��� �β n+1� �x��� � N0L
2

max
[t0;t0+T ]

j �x� �αnj2+
3N0L
2

max
[t0;t0+T ]

��� �β n� �x���2 (4.58)

�Ispat tamamlanm�şt�r.

4.2.2. Başlang�ç Zaman� Farkl� Genelleştirilmiş Kuasilineerizasyon Metodu

Bu bölümde başlang�ç zaman� farkl� kuasilineerizasyon tekni�gi, genelleştirilerek

Caputo manada fraksiyonel türevle verilen lineer olmayan başlang�ç de�ger problemine

uygulanacakt�r.

Aşa�gdaki verilen başlang�ç de�ger problemini ele alal�m:

cDqx(t) = f (t;x)+g(t;x) ; x(t0) = x0 (4.59)

burada f 2C [[t0;T ]�R;R] ve cDq ise q:mertebeden (0< q< 1)Caputo manada frak-

siyonel türevi göstermektedir.

(4.59) problemine karş�l�k gelen Volterra integral denklemi ise aşa�g�daki gibidir.

x(t) = x0+
1

Γ(q)

tZ
t0

(t� s)q�1 [ f (s;x(s))+g(s;x(s))]ds (4.60)

80



Tan�m 4.1: E�ger α 2 Cq [[t0; t0+T ] ;R] ; t0;T > 0; β 2 Cq [[τ0;τ0+T ] ;R] ; τ0 > 0

fonksiyonlar� aşa�g�daki koşullar� sa�gl�yorsa bu fonksiyonlara (4.59) başlang�ç de�ger

probleminin s�ras�yla birer alt ve üst çözümleri denir.

cDqα (t) � f (t;α (t))+g(t;α (t)) ; α (t0)� x(t0) ; t0 � t � t0+T (4.61)

cDqβ (t) � f (t;β (t))+g(t;β (t)) ; x(t0)� β (τ0) ; τ0 � t � τ0+T (4.62)

Bu ad�mdaki as�l amac�m�z, başlang�ç de�ger probleminin sa�g taraf�nda yer alan

tek fonksiyon yerine f (t;x) ; g(t;x) şeklinde birbirlerinden farkl� iki fonksiyonun

toplam� biçiminde verilmesi durumunu incelemektir. f (t;x) fonksiyonu konveks olma

koşulundan, g(t;x) fonksiyonu ise konkav olma koşulundan daha zay�f koşullarla

verilmiş iki fonksiyondur.

Aşa�g�daki teoremde (4.59) problemi için bu defa başlang�ç zamanlar� farkl� olan

alt ve üst çözümler kullan�larak genelleştirilmiş kuasilineerizasyon metodu uygulan-

m�şt�r.

Teorem 4.6: ( Esas Teorem) Varsayal�m ki;

i) f ; g 2C [[t0;τ0+T ]� R;R] ; α 2Cq [[t0; t0+T ] ;R] ; t0;T > 0;

β 2Cq [[τ0;τ0+T ] ;R] ; τ0 > 0; ve

cDqα (t) � f (t;α (t))+g(t;α (t)) ; t0 � t � t0+T (4.63)

cDqβ (t) � f (t;β (t))+g(t;β (t)) ; τ0 � t � τ0+T (4.64)

burada α (t0)� x(s0)� β (τ0) ve t0 < s0 < τ0:

ii) f (t;x) ve g(t;x) fonksiyonlar� her x de�geri için t de azalmayan fonksiyonlar olsun.

Ayr�ca α (t)� β (t+η1) ; t0 � t � t0+T; η1 = τ0� t0 sa�glans�n.
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iii) fx (t;x) fonksiyonu mevcut, sürekli ve her t de�geri için x bileşenine göre azalmayan

bir fonksiyon olsun. Ayr�ca

f (t;x) � f (t;y)+ fx (t;y)(x� y) ; x� y ve (4.65)

j fx (t;x)� fx (t;y)j � L1 jx� yj ; L1 > 0 (4.66)

eşitsizlikleri sa�glans�n.

Ayn� zamanda varsayal�m ki gx (t;x) fonksiyonu mevcut, sürekli ve her t de�geri

için x bileşenine göre artmayan olsun. Ayr�ca

g(t;x) � g(t;y)+gx (t;x)(x� y) ; x� y ve (4.67)

jgx (t;x)�gx (t;y)j � L2 jx� yj ; L2 > 0 (4.68)

eşitsizlikleri de gerçeklensin.

Bu takdirde öyle f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizileri mevcuttur ki [s0;s0+T ] kümesi

üzerinde cDqx = f (s;x)+ g(s;x) ; x(s0) = x0 probleminin tek çözümüne düzgün ve

monoton olarak yak�nsarlar. Ayr�ca bu yak�nsama kuadratiktir.

�Ispat 4.6: Öncelikle �β 0 (t) = β (t+η1) ve �α0 (t) = α (t) ; t0 � t � t0+T fonksiyon-

lar�n� tan�mlayal�m, burada η1 = τ0� t0: Buradan

�β 0 (t0) = β (τ0)� α (t0) = �α0 (t0) : (4.69)

Ayr�ca f (t;x) ve g(t;x) fonksiyonlar�n�n her x de�geri için t de azalmayan fonksiyonlar

olma koşulundan
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cDq �β 0 (t) = cDqβ (t+η1)� f (t+η1;β (t+η1))+g(t+η1;β (t+η1))

� f
�
t+η1;

�β 0 (t)
�
+g

�
t+η1;

�β 0 (t)
�

� f
�
t; �β 0 (t)

�
+g

�
t; �β 0 (t)

�
(4.70)

ve

cDq �α0 (t)= cDqα (t)� f (t;α (t))+g(t;α (t))= f (t; �α0 (t))+g(t; �α0 (t)) : (4.71)

Burada �α0 ve �β 0 fonksiyonlar�n�n başlang�ç de�ger probleminin birer alt ve üst çözüm-

leri oldu�gu kolayca görülmektedir. Şimdi aşa�g�daki lineer fraksiyonel diferansiyel

denklemleri ele alal�m.

cDq �αn+1 (t) = F
�
t; �αn+1; �αn; �β n

�
= f (t+η2; �αn)+ fx (t+η2; �αn)( �αn+1� �αn)+g(t+η2; �αn)

+gx
�
t+η2;

�β n
�
( �αn+1� �αn) ; ( �αn+1 (t0) = x0) (4.72)

cDq �β n+1 (t) = G
�
t; �β n+1; �αn; �β n

�
= f

�
t+η2;

�β n
�
+ fx (t+η2; �αn)

�
�β n+1� �β n

�
+g

�
t+η2;

�β n
�

+gx
�
t+η2;

�β n
��
�β n+1� �β n

�
;
�
�β n+1 (t0) = x0

�
(4.73)

Burada η2= s�t dir. Aç�kt�r ki denklemlerin sa�g tara�ar� Lipschitz koşulunu sa�glad�k-

lar� için �αn+1 (t) ve �β n+1 (t) fonksiyonlar�n�n tek çözümleri mevcuttur.
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Amac�m�z aşa�g�daki gibi bir eşitsizli�gin do�gru oldu�gunu göstermektir.

�α0 � �α1 � �� � � �αn � �β n � �� � � �β 1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] (4.74)

Bunun için öncelikle

�α0 � �α1 � �β 1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] : (4.75)

eşitsizli�ginin sa�gland��g�n� gösterelim.
�Ilk olarak p(t)= �α1� �α0 olacak şekilde bir fonksiyon tan�mlayal�m. Bu durumda

cDqp(t) = cDq �α1� cDq �α0

� f (t+η2; �α0)+ fx (t+η2; �α0)( �α1� �α0)+g(t+η2; �α0)

+gx
�
t+η2;

�β 0
�
( �α1� �α0)� f (t+η2; �α0)�g(t+η2; �α0)

=
h
fx (t+η2; �α0)+gx

�
t+η2;

�β 0
�i
p(t) (4.76)

olacakt�r. Buradan cDqp(t)�
h
fx (t+η2; �α0)+gx

�
t+η2;

�β 0
�i
p(t) ve

p(t0) = �α1 (t0)� �α0 (t0)� x0�x0 = 0 bulunur. Sonuç 3.1'i kullan�rsak p(t)� 0 yani

�α0 � �α1; t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gini elde ederiz. Benzer şekilde �β 1 � �β 0 eşitsizli�gi de

gösterilebilir.

Şimdi �α1� �β 1; t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gini göstermek için p(t)= �β 1� �α1 fonksiyo-

nu oluştural�m öyle ki;
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cDqp(t) = cDq �β 1� cDq �α1

= f
�
t+η2;

�β 0
�
+g

�
t+η2;

�β 0
�
� f (t+η2; �α0)�g(t+η2; �α0)

+
h
fx (t+η2; �α0)+gx

�
t+η2;

�β 0
�i�

�β 1� �β 0
�

�
h
fx (t+η2; �α0)+gx

�
t+η2;

�β 0
�i
( �α1� �α0)

� fx (t+η2; �α0)
�
�β 0� �α0

�
+ fx (t+η2; �α0)

�
�β 1� �β 0� �α1+ �α0

�
+gx

�
t+η2;

�β 0
��
�β 0� �α0

�
+gx

�
t+η2;

�β 0
��
�β 1� �β 0� �α1+ �α0

�
=

h
fx (t+η2; �α0)+gx

�
t+η2;

�β 0
�i�

�β 1� �α1
�
: (4.77)

Bu eşitsizli�gin elde edilmesinde iii)'de verilen eşitsizlikten faydalan�ld�. Burada p(t)

fonksiyonunun yerine yaz�lmas� ile

cDqp(t) �
h
fx (t+η2; �α0)+gx

�
t+η2;

�β 0
�i
p(t) ve p(t0) = 0 (4.78)

eşitsizli�gini elde ederiz. Yine Sonuç 3.1'den dolay� p(t)� 0 al�nacakt�r. Sonuçta

�α1 � �β 1; t 2 [t0; t0+T ] d�r. Böylece (4.75) eşitsizli�gi ispatlanm�şt�r.

Matematiksel tümevar�m yöntemini kullanarak, baz� k > 1 de�gerleri için

�α0 � �αk�1 � �αk � �β k � �β k�1 � �β 0; t 2 [t0; t0+T ] (4.79)

ifadesinin do�gru oldu�gunu kabul edelim. Bu varsay�m alt�nda gösterelim ki aşa�g�daki

eşitsizlik do�grudur.

85



�αk � �αk+1 � �β k+1 � �β k; t 2 [t0; t0+T ] (4.80)

Bunun için p(t) = �αk+1� �αk fonksiyonunu oluşturup, (4.72), (4.73)'de verilen lineer

fraksiyonel denklemleri ve iii)'de verilen eşitsizli�gi kullan�rsak

cDqp(t) = cDq �αk+1� cDq �αk

= f (t+η2; �αk)+g(t+η2; �αk)� f (t+η2; �αk�1)�g(t+η2; �αk�1)

+
h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i
( �αk+1� �αk)

�
h
fx (t+η2; �αk�1)+gx

�
t+η2;

�β k�1
�i
( �αk� �αk�1)

� fx (t+η2; �αk�1)( �αk� �αk�1)+ fx (t+η2; �αk)( �αk+1� �αk)

� fx (t+η2; �αk�1)( �αk� �αk�1)+gx
�
t+η2;

�β k�1
�
( �αk� �αk�1)

+gx
�
t+η2;

�β k
�
( �αk+1� �αk)�gx

�
t+η2;

�β k�1
�
( �αk� �αk�1)

=
h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i
( �αk+1� �αk) (4.81)

ve buradan

cDqp(t) �
h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i
p(t) ve p(t0) = 0 (4.82)

bulunacakt�r. Sonuç 3.1 göz önünde bulundurulursa �αk � �αk+1; t 2 [t0; t0+T ] ola-

cakt�r. �β k � �β k+1; t 2 [t0; t0+T ] sa�gland��g� da benzer şekilde gösterilebilir. Son

olarak �αk+1 � �β k+1; t 2 [t0; t0+T ] eşitsizli�gini göstermek için p(t) fonksiyonunu
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p(t) = �β k+1� �αk+1 şeklinde belirleyelim. Buradan

cDqp(t) = cDq �β k+1� cDq �αk+1

= f
�
t+η2;

�β k
�
+g

�
t+η2;

�β k
�
� f (t+η2; �αk)�g(t+η2; �αk)

+
h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i�

�β k+1� �β k
�

�
h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i
( �αk+1� �αk)

� fx (t+η2; �αk)
h
�β k� �αk� �αk+1+ �αk+ �β k+1� �β k

i
+gx

�
t+η2;

�β k
�h
�β k� �αk� �αk+1+ �αk+ �β k+1� �β k

i
=

h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i�

�β k+1� �αk+1
�

(4.83)

ifadesini düzenlersek

cDqp(t) �
h
fx (t+η2; �αk)+gx

�
t+η2;

�β k
�i
p(t) ve p(t0) = 0 (4.84)

bulunur. Tekrardan Sonuç 3.1 kullan�ld��g�nda �αk+1 � �β k+1; t 2 [t0; t0+T ] elde edilir.

Böylece (4.80) eşitsizli�ginin do�grulu�gu gösterilmiştir. O halde indüksiyon prensi-

binden dolay� (4.74) eşitsizli�ginin bütün n de�gerleri için geçerli oldu�gu söylenebilir.

(4.74) eşitsizli�gi nedeniyle f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizileri düzgün s�n�rl�d�r. Bu

durum (4.72) denkleminde göz önüne bulundurulursa

jcDq �αn+1 (t)j � j f (t+η2; �αn)j+ j fx (t+η2; �αn)j j �αn+1� �αnj

+ jg(t+η2; �αn)j+
���gx�t+η2;

�β n
���� j �αn+1� �αnj

jcDq �αn+1 (t)j � Q (4.85)
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elde edilir. Burada f (t+η2; �αn) ; fx (t+η2; �αn) ; g(t+η2; �αn) ; gx
�
t+η2;

�β n
�
fonk-

siyonlar�n�n sürekli ve �αn lerinde s�n�rl� olmas� fcDq �αng dizisinin de düzgün s�n�rl� ol-

mas�n� gerektirir. Benzer şekilde
n
cDq �β n

o
dizisi de düzgün s�n�rl�d�r. Ayr�ca Lemma

3.2 kullan�larak bu fonksiyon dizilerinin eş-sürekli olduklar�n� söyleyebiliriz. O halde

Arzela-Ascoli teoremi gere�gi, bir dizi eş-sürekli ve düzgün s�n�rl� ise bu dizinin düzgün

ve monoton yak�nsayan bir alt dizisi mevcuttur. Bu o demektir ki f �αng ve
n
�β n
o

dizilerinin düzgün yak�nsayan s�ras�yla f �αnkg ve
n
�β nk
o
gibi birer alt dizileri vard�r.

f �αnkg ! ρ yak�nsamas� düzgün ve dizinin elemanlar� sürekli oldu�gundan ρ

fonksiyonu da süreklidir. Dini teorem gere�gi f �αnkg alt dizisi ρ sürekli fonksiyonuna

düzgün yak�ns�yorsa, o halde f �αng dizisi de ayn� fonksiyona düzgün yak�nsar. Bu

durumda f �αng ! ρ olacakt�r ve bu yak�nsama düzgün ve monotondur.
n
�β n
o
! σ

yak�nsamas�n�n düzgün ve monoton oldu�gu da benzer şekilde gösterilebilir.

Şimdi ρ ve σ fonksiyonlar�n�n başlang�ç de�ger problemi için birer çözüm

oldu�gunu göstermeye çal�şal�m. �αn ve �β n fonksiyonlar� (4.72) ve (4.73)'de verilen

lineer fraksiyonel diferansiyel denklemlerin çözümleri olduklar�ndan bu denklemlere

karş�l�k gelen Volterra integral denklemleri

�αn(t) = x0+ 1
Γ(q)

tR
t0
(t� s)q�1 [ f (s+η2; �αn�1)+g(s+η2; �αn�1)]ds+

1
Γ(q)

tR
t0
(t� s)q�1

h
fx (s+η2; �αn�1)+gx

�
s+η2;

�β n�1
�i
( �αn� �αn�1)ds (4.86)

�β n(t) = x0+ 1
Γ(q)

tR
t0
(t� s)q�1

h
f
�
s+η2;

�β n�1
�
+g

�
s+η2;

�β n�1
�i
ds+

1
Γ(q)

tR
t0
(t� s)q�1

h
fx (s+η2; �αn�1)+gx

�
t+η2;

�β n�1
�i�

�β n� �β n�1
�
ds (4.87)

şeklinde olacakt�r. Buradan söyleyebiliriz ki f �αng ve
n
�β n
o
dizisinin elemanlar� kapal�

bir aral�kta tan�ml� ve sürekli oldu�gundan n!∞ için ρ (t) ve σ (t) fonksiyonlar�
cDq �x(t)= f (t+η2; �x(t))+g(t+η2; �x(t)) ; �x(t0)= x0 probleminin herhangi iki çözü-

müdür. f (t;x) ve g(t;x) fonksiyonlar� Lipschitz koşulunu sa�glad�klar�ndan başlang�ç
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de�ger probleminin tek çözümü vard�r. O halde ρ (t) = �x(t) = σ (t) eşitli�gi sa�glan�r.

Dolay�s�yla f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizileri

cDq �x(t) = f (t+η2; �x(t))+g(t+η2; �x(t)) ; �x(t0) = x0 (4.88)

probleminin �x(t) tek çözümüne düzgün ve monoton olarak yak�nsarlar. s = t + η2

de�gişken dönüşümü ile

cDqx = f (s;x)+g(s;x); x(s0) = x0 (4.89)

elde edilir.

Son olarak f �αng ve
n
�β n
o
fonksiyon dizilerinin tek çözüme kuadratik yak�n-

sad��g�n� gösterelim. Bunun için

pn+1 = �x� �αn+1 (4.90)

olacak şekilde bir fonksiyon tan�mlayal�m. Buradan kolayca görüldü�gü gibi

pn+1 (t0) = 0 d�r. Bu durumda

cDqpn+1 = cDq �x� cDq �αn+1

= f (t+η2; �x)+g(t+η2; �x)� f (t+η2; �αn)�g(t+η2; �αn)

�
h
fx (t+η2; �αn)+gx

�
t+η2;

�β n
�i
( �αn+1� �αn)
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� [ fx (t+η2;ξ )+gx (t+η2;ϕ)] pn

+
h
fx (t+η2; �αn)+gx

�
t+η2;

�β n
�i
(pn+1� pn) (4.91)

burada �αn � ξ � �x ve �x� ϕ � �β n olarak belirlenmiştir.

Şimdi fx fonksiyonunun azalmayan, gx fonksiyonunun artmayan olma durumun-

dan

cDqpn+1 � [ fx (t+η2; �x)� fx (t+η2; �αn)] pn+
h
gx (t+η2; �x)�gx

�
t+η2;

�β n
�i
pn

+
h
fx (t+η2; �αn)+gx

�
t+η2;

�β n
�i
pn+1

� L jpnj2+
h
fx (t+η2; �αn)+gx

�
t+η2;

�β n
�i
pn+1

cDqpn+1 � L jpnj20+Kpn+1 (4.92)

burada

j fx (t+η2; �αn)j � K1;
���gx�t+η2;

�β n
����� K2; K =maxfK1;K2g (4.93)

jpnj0 = max
[t0;t0+T ]

jpn (t)j ve L=maxfL1;L2g : (4.94)

En son buldu�gumuz eşitsizlikte her taraftan integral al�rsak
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pn+1 � L jpnj20
tZ
t0

(t�u)q�1Eq;q (K (t�u)q)du

� L jpnj20
tZ
t0

(t�u)q�1Eq;q (K (t� t0)q)du

pn+1 � NL jpnj20 (4.95)

al�nacakt�r. Yukar�daki denklemde t0 � u � t için Eq;q (K (t�u)q) � Eq;q (K (t� t0)q)

eşitsizli�gi kullan�ld�. Burada N =
(T � t0)q

q
Eq;q (K (T � t0)q) ve Eq;q Mittag-Lef�er

fonksiyonudur. Sonuç olarak,

max
[t0;t0+T ]

j �x� �αn+1j � NL max
[t0;t0+T ]

j �x� �αnj2 (4.96)

eşitsizli�gi elde edilecektir ki bu da bizim ulaşmak istedi�gimiz sonucu, yani f �αng dizisi-

nin �x(t) tek çözümüne kuadratik yak�nsamas�n� verir. Benzer şekilde

rn+1 = �β n+1� �x (4.97)

olacak şekilde fonksiyon teşkil edilerek devam edilirse,
n
�β n
o
fonksiyon dizisinin �x(t)

tek çözümüne kuadratik yak�nsamas� aşa�g�daki gibi olacakt�r.

max
[t0;t0+T ]

��� �β n+1� �x���� NL12 max
[t0;t0+T ]

j �x� �αnj2+N
�
3L1
2
+L2

�
max
[t0;t0+T ]

��� �β n� �x���2 (4.98)

Neticede ispat tamamlanm�ş olur.
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Sonuç 4.1: E�ger Teorem 4.6'da verilen şartlar s0 = t0 koşuluyla birlikte sa�glan�rsa,

teoremin sonuçlar� de�gişmeyecektir.

�Ispat 4.1: Öncelikle �β 0 (t) = β (t+η1) ; �α0 (t) = α (t) ve �x(t) = x(t) olacak şekilde

fonksiyonlar tan�mlan�r ve yukar�daki gibi devam edilirse ispat tamamlanm�ş olur.

Sonuç 4.2: E�ger Teorem 4.6'da verilen şartlar s0 = τ0 koşuluyla birlikte sa�glan�rsa,

teoremin sonuçlar� yine geçerli olacakt�r.

�Ispat 4.2: Sonuç 4.1'de yap�lan işlemlere benzer olarak bu kez �α0 (t) = α (t�η1) ;

�β 0 (t) = β (t) ve �x(t) = x(t) olacak şekilde fonksiyonlar tan�mlan�r ve teoremin

ispat�ndaki gibi devam edilir.

Uyar� 4.3: E�ger g(t;x) = 0 olsayd� bu durumda Teorem 4.6 bir önceki Teorem 4.5'e

indirgenirdi.
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5. SONUÇLAR

Bölüm 3.1'de başlang�ç zamanlar� ayn� alt ve üst çözümlerle ifade ve ispat edilen

Karş�laşt�rma ve Varl�k Teoremleri bu kez Bölüm 4.1'de alt ve üst çözümlerin başlang�ç

zamanlar�n�n farkl� olmas� durumu ile yeniden ifade ve ispat edilmiştir.

Genel olarak; Caputo manada verilen fraksiyonel türevli lineer olmayan diferan-

siyel denklemler için alt ve üst çözümlerin başlang�ç zaman ve pozisyonlar�n�n ayn�

ve farkl� olmas� durumuna göre Kuasilineerizasyon tekni�ginin çal�şabilirli�gi Bölüm

3.2'de ve Bölüm 4.2'de karş�laşt�r�larak incelenmiştir.

Özel olarak; Bölüm 4.2.1'de ele al�nan Caputo manada fraksiyonel türevli li-

neer olmayan diferansiyel denklemler için başlang�ç zaman� farkl� kuasilineerizasyon

metodu genelleştirilerek, Bölüm 4.2.2'de yine fraksiyonel mertebeli lineer olmayan bir

başlang�ç de�ger probleminin çözümüne ulaşmak ad�na çal�şabilir olmas� incelenmiştir.
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