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OZET

Dynkin reel kok sistemleri ile ilgili alt sistemlerin nasil inga edilebilecegini géstermistir.
Kompleks kok sistemleri ile ilgili alt sistemler konusu reel durumda oldugu kadar iyi
gelistirilmemis oldugundan, biz bu ¢alismada kompleks ger¢ek kok sistemlerin gercek
alt sistemlerini smiflandirmak i¢in bir algoritma verecegiz. Ayrica, bu algoritmanin bir
uygulamasi olarak, imprimitif kompleks ger¢ek kok sistemlerin gergek alt sistemlerini
belirleyecegiz. Bu gercek alt sistemler, gercek bir sekilde {iretilmis sonlu kompleks
yansima gruplarinin indirgenemez gosterimlerinin kombinatoryal ingalarin1 vermede

yararl olacaktir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir:Birinci boliimde, yansima gruplar1 hakkinda bazi
temel bilgiler verildi. Ikinci boliimde, kok grafikleri ile kok sistemleri tanitild,

aralardaki iliski incelendi.

Uciincii bdliimde, biitiin parabolik gercek alt sistemler ele almarak, biitiin parabolik
olmayan gercek alt sistemlerin iretilebilecegini H. Can’in fikirlerini kullanarak
ispathyoruz. Ayrica, kompleks gercek kok sistemlerin gercek alt sistemlerini

siniflandirmak i¢in bir algoritma veriyoruz.

Dérdiincii boliimde, imprimitif kompleks gercek kok sistemlerin gercek alt sistemleri
belirlendi. Besinci boliimde, G(m,1,n) kompleks yansima grubu i¢in gegerli diagramlar

incelendi.

Anahtar kelimeler: Yansima gruplari, Kok sistemler, Alt sistemler, Dynkin diagramu.
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ABSTRACT

Dynkin has shown how subsystems of real root systems may be constructed. As the
concept of subsystems of complex root systems is not as well developed as in the real
case, in this thesis we give an algorithm to classify the proper subsystems of complex
proper root systems. Furthermore, as an application of this algorithm, we determine the
proper subsystems of imprimitive complex proper root systems. These proper
subsystems are useful in giving combinatorial constructions of irreducible

representations of properly generated finite complex reflection groups.

This thesis consists of six chapters: In the first chapter, the introduction is given dealing
with thesis. In the second chapter, some basic information about reflection groups is
given. In the third chapter, root graphs and root systems are introduced, and the relation

between them are examined.

In the fourth chapter, we prove that as we run through all the parabolic proper
subsystems, we generate all the non-parabolic proper subsystems by using the ideas of
H. Can. Furthermore, we give an algorithm to classify the proper subsystems of

complex proper root systems.

In the fifth chapter, the proper subsystems of imprimitive complex proper root systems
are determined.In the sixth chapter, Admissible diagrams for complex reflection group

G(m,1,n) are examined.

Keywords: Reflection groups, Root systems, Subsystems, Dynkin diagram
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GIRIS
Giliniimiizde artik klasik bir makale olan, Shephard ve Todd’un makalesinde, sonlu
indirgenemez kompleks yansima gruplarmin tam bir smiflandirmasi verilmistir [25].
Son yillarda, kompleks yansima gruplari kayda deger bir sekilde ¢alisma konusu
olmustur [12,13,21,23,24]. Reel durumdaki sonuglar ¢ok 1Iyi gelistirilmis ve
kitaplastirilmustir [7]. Kompleks yansima gruplari igin; kok sistemler, alt sistemler,
pozitif sistemler ya da uzunluk fonksiyonu gibi temel kavramlar, reel durumdakine
benzer evrensel kabul gorecek sekilde ne yazik ki iyi gelistirilememistir. Fakat son

yillarda bu yonde bazi girisimler vardir [8,9,10,22].

Kompleks yansima gruplarinin kok sistemlerinin alt sistemleri kavrami reel durumda
oldugu kadar 1iyi gelistirilmemis oldugundan, H. Can, genisletilmis diagramlar1 referans
almadan, verilen bir (reel ya da kompleks) gergcek kok sisteminin biitiin gercek alt
sistemlerini elde etmek i¢in alternatif bir algoritma vermistir. Bu algoritmanin reel
duruma gore daha fazla avantaji vardir. Ayrica, hesaplamalar agisindan daha
kullanighdir [18]. H. Can, verilen bir kompleks ger¢ek kok sisteminin parabolik ve

parabolik olmayan gergek alt sistemlerinin nasil elde edilebilecegini géstermistir [9].

Bu ¢aligmanin 6nemi, E.B. Dynkin ve M.C. Hughes’1n verdigi metotlardan farkl olarak
biitiin kompleks kok sistemlerinin alt sistemlerini elde etmek icin H. Can tarafindan

verilen alternatif yontemi incelemektir. Ayrica, G(m,1,n) imprimitif kompleks yansima

grubundaki konjiige smiflar1 ve biitiin baglantili bilesenleri A ya da B tipinde olan
gecerli diagramlar arasinda bire-bir bir esleme oldugunu gostermektir. Elbette,
unutulmamalidir ki bu sadece bir inceleme ¢aligmasi olup konuya herhangi bir yenilik

getirmemektedir.



1. BOLUM

YANSIMA GRUPLARI HAKKINDA BAZI TEMEL BiLGILER
V, tizerinde tanimli bir i¢ ¢arpim ile n-boyutlu bir kompleks vektor uzayi olsun.

TANIM 1.1.1. V de bir yansima, tam (n—1) tane 6zdegeri 1 e esit sonlu mertebeli V nin

bir lineer doniistimiidiir. V de bir yansima grubu, V deki yansimalar tarafindan tiretilen
sonlu bir gruptur. V deki lineer doniisiimlerin sonlu bir G grubunun bir yansima alt

grubu, V de bir yansima grubu olan G nin bir alt grubudur. Eger G tarafindan sabit
birakilan noktalarin V¢ alt uzaymin boyutu n—r ise G yansmma grubuna r - boyutlu

bir yansima grubu denir. Eger G, r - boyutlu ve V vektdér uzaymda VC nin bir
G - invaryant komplemanina G nin kisitlanmasi indirgenemez ise bu taktirde G grubuna

r - boyutta indirgenemezdir denir. Eger C®; V, -V kanonik doniisiimii bire bir ve
orten olacak sekilde V nin bir V,, G - invaryant R - alt uzay1 varsa bu taktirde V de bir

G yansima grubuna reel yansima grubu (ya da Coxeter grubu) denir. Bu durum
gerceklesmediginde, G kompleks olarak isimlendirilir. (Bu tanima gore; bir reel yansima

grubu kompleks degildir.)

G, V de n-boyutlu bir yansima grubu ve P de V nin bir alt ciimlesi olmak tizere; eger
Gp={geG|vpeP icin g(p)=p}

ise bu durumda Gp, G nin Dbir yansima alt grubudur [1,2].



Eger m, P tarafindan gerilen vektor uzayinin boyutu ise, bu taktirde Gp en fazla (n—m)

boyutludur. Eger G indirgenebilirse, bu taktirde G, indirgenemez ve boyutlar1 n den
daha kiiciik olan yansima alt gruplarinin bir direkt carpimi olarak ifade edilebilir.
Boylece, yansima gruplarmin smiflandirilmasi, indirgenemez yansima gruplarmin

smiflandirilmasina indirgenmis olur.
V lizerinde, G altinda invaryant bir (.,.) kompleks i¢ ¢arpimi tanimlanmis olsun. Bu
durumda, U(V), bu kompleks i¢ ¢arpima gore biitiin kompleks lineer doniistimlerin bir

grubu ise, bu taktirde G, U(V) nin bir alt grubu olacaktir.

TANIM 1.1.2. V de bir yansimanin bir (baz) kékii, yansimanin asikar olmayan bir tek
0zdegerine karsilik gelen (uzunlugu 1 olan) bir 6zvektordir. G nin bir (baz) kokii, G
deki bir yansimanin bir (baz) kokiidiir.

Simdi, s, mertebesi m>1 olan V de bir yansima olsun. Bu taktirde, sa =&« olacak
sekilde sifirdan farkli bir « €V vektorii ve birimin bir &, m. ilkel kokii vardir.
Dolayisiyla, Vv eV ic¢in s, . donistimiini

v.a)
(a,a)

S.:(V)=v-(1-¢)

seklinde tamimlayalim. Bu taktirde s, .(«)=C&a ve verilen kompleks i¢ garpima gore
() nm ortagonal komplemam (@)" olmak iizere, eger ve(a)” ise, s,.(v)=V
olacaktir. Boylece s=s, . elde ederiz. Eger V ={(a)®(a)" yazar ve V i¢in bir baz

segersek, bu taktirde bu baza gore, s, . doniisimiine kargilik gelen matris

g
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olacaktir. Eger £=e™ ise s, hinyerine s, ve s , nin yerine s, (reel yansima)

yazacagiz. Bu tezde daima & yi birimin bir m. ilkel kokii olarak ele aliyoruz.

TEOREM 1.1.3. ge G ve U, g tarafindan sabit birakilan biitiin vektorlerden olusmus V
nin bir alt uzay1 olmak iizere; g, U nun U~ ortagonal komplemanindaki koklere karsilik

gelen yansimalarin bir carpimidir.
ISPAT: [3].

Asagidaki 6nerme, S, . doniisimiiniin bazi temel 6zelliklerini vermektedir.

ONERME 1.1.4.

1. Su.eSan =Sazns

2. eger teU(V) ise, bu durumda ts, .t™=s, . olacaktr.

ISPAT: [4].

veV igin V'=(v') olmak iizere, 0,:V — N doniisiimiinii o,(v)=G,.| seklinde
tanimlayalim. Bu taktirde, o;(v) >1 dir < v, G nin bir kokiidiir. Bu halde; o;(v), v

koki ile G deki yansimalar tarafindan tiretilen devir grubunun mertebesidir. Eger «, G

nin bir kokii ise, bu taktirde, og (a) sayisina o nin mertebesi denir.
Imprimitif Durum
V =C", (,.) standart kompleks i¢ ¢arpimi ve {e,e,,...,e } standart bazi ile birlikte

verilen n boyutlu bir kompleks vektor uzayi olsun.

TANIM 1.2.1. {V,|i=1,...,t}, G altinda invaryant olacak sekilde, eger V, V nin V,
(I<i<t) ger¢ek asikar olmayan lineer alt uzaylarm bir V =V, @V, ®...®V, direkt
toplami seklinde yazilabilirse, bu taktirde V nin kompleks otomorfizmlerinin bir G
grubuna imprimitif denir. Bu durumda {V; |1<i <t} ailesi G i¢in bir imprimitif sistem

olarak adlandirilacaktir. Eger V nin bdyle bir direkt par¢alanmasi yoksa, bu halde G

grubuna primitif denir.



S,(neN), bitiin nxn tipindeki permiitasyon matrislerinin bir grubu olsun. p|m

(mpeN), s, eZ ve Zsi =0 (mod p) olmak tizere (i,i). pozisyonunda & terimleri
i=1

yer alan biitin nxn tipindeki diagonal matrislerin bir grubunu A(m, p,n) ile

gosterelim. Simdi, G(m, p,n)=A(m, p,n)xS, (yari-direkt ¢arpim) olarak tanimlayalim.

Bu durumda, G(m, p,n) kompleks yansimalar tarafindan iretilen bir gruptur. Ayrica

G(m, p,n), {C, h.., imprimitif sistemi ile V deki bir imprimitif yansima grubudur.

n

m".n!
Y

sonlu indirgenemez imprimitif yansima gruplarinin G(m, p,n) yansima grubuna

n>2, p|m, m peN olmak tizere, G(m, p,n) nin mertebesi dir. Cohen, biitiin
izomorf oldugunu gostermistir [1].
Ustelik, Cohen[1], asagidaki 6zel durumlardan da sdz eder:
UYARI 1.2.2.
1. G(m,m,2), W(l,(m)) grubuna konjiigedir (Bourbaki’nin notasyonu [7]).
2. n>2i¢in, GLLN)=W(A, ).
3. n>2 i¢in G(2,1,n)=W(B,)=W(C,).
4. n>3i¢in, G(2,2,n)=W(D,).
Bu 6zel durumlardaki gruplar reel yansima gruplaridir.
5. Eger p=1yada p=m ise, bu durumda G(m, p,n) grubu i¢in n tane iirete¢ olan

yansimayr se¢mek miimkiindiir: Kokleri e —e,,e,—e,,..,6 _,—€, olan 2.

n
mertebeden yansimalar ele alalim. Ayrica, eger p=m ise koki e, , —<&e, olan 2.

mertebeden bir yansimayi; eger p=1 ise, kokii e, olan m. mertebeden bir

yansimay1 daha ele alalim. Eger p=1 yada p=m ise bu taktirde G(m, p,n) i¢in
m
n+1 tane iireteg olan yansimayi elde edebilmek miimkiindiir: Kokii e, olan —.

mertebeden bir yansima ile birlikte G(m,m,n) grubunun n tane firete¢ olan

yansimalarini alarak G(m, p,n) grubunun n+1 tane {irete¢ yansimalarini teskil



edebiliriz. G(m,m,2), G@Ln), G(2,1,n), G(2,2,n) gruplari reel yansima
gruplaridir [1].

G(m,1,n,) yansima grubu asagidaki temsile sahiptir [19]:
G(ML,n)=(r,., Ny Wiy W, |2 = (05, = ()2 =6, [i—j| 22, W' =e,

WW, =W,W, KW =W I, KW, =W;f, J#1,1+1).

juhi i+1%i i

Burada, {e,e,,...,e,}, V nin standart bazi, i=12,..n-1 ve ¢ =¢ —e , olmak

i+1
tizere, I, =S, ;) 2. mertebeden bir yansima ve i=12,..,n igin W =S, ,., M.

mertebeden bir yansimadir.



2. BOLUM

KOK GRAFIKLERI VE KOK SiISTEMLERI

(a,,...,a)=(a,,..,a,0) e C"" oldugundan C" = C™" dir. C* biitiin C" lerin birlesimi

olsun. Béylece C" i, C” un bir alt uzayi olarak g6z Oniine alabiliriz. Ayrica, C”

iizerinde bir (.,.) standart kompleks i¢ ¢arpimi tanimlansin.

TANIM 2.1.1. B, C” un bostan farkli sonlu bir alt ctimlesi olsun. 8:B — N\{l} bir
doniisim olmak iizere; Va,beB i¢in |(a,b)|=1 < a=Db sart1 saglanirsa, (B,&)
ciftine bir vektor grafigi denir. Burada B, vektor grafiginin vektorlerinin veya

diigtimlerinin ya da noktalarmmin bir ciimlesi olarak adlandirilir. aeB i¢in, 6(a)

degerine a nin (B, ) ya gére mertebesi denir.

(B,6) ve (B8 iki vektor grafigi olsun. Eger Va,beB i¢in 6(a)=80'(ca) ve
(a,b) =(oa,ob) olacak sekilde bir o: B — B' bire bir ve drten bir doniisiimii varsa; ya
da buna denk olarak, eger tB=B' ve VaeB i¢in #(a) =6'(ta) olacak sekilde C* un
kompleks bir t doniisiimii varsa, bu taktirde (B,8) ve (B' ") vektor grafiklerine
izomorfiktir denir.

Bir (B,d) vektor grafigi asagidaki sekilde verilen ‘‘yonlendirilmis agirliga sahip bir
grafige’’ 6zdestir: Grafigin noktalari1 B nin elemanlaridir. (a,b) # 0,1 olmak iizere B nin
herhangi bir {a,b} alt ciimlesi i¢cin bir yon tespit ediyoruz; yani hangi noktanin
baslangi¢ noktasi ve hangi noktanimn bitis noktas1 oldugunu belirliyoruz. Simdi, grafigin
yonlendirilmis kenarlar1 {a,b} nin yoniine gére a bir baglangic noktasi ve

(a,b) #0,1olacak sekilde (a,b)eBxB ikilisidir. Son olarak herhangi bir a<B

noktasma 6(a) degerini ve herhangi bir (a,b) € BxB yonlendirilmis kenarina a dan b



ye bir ok ile bir (a,b) degerini tahsis ediyoruz. Ornegin; #(a)=x, O(b)=y ve
(a,b) =z ise, bu taktirde bu vektor grafigi

z

0

olacaktir. Ayrica, Z, Z nin kompleks bir eslenigini gostermek {izere

vektor grafigi yukaridaki grafikle aymidir.
UYARI 2.1.2. (B, ) bir vektor grafigi ve a,b e B olsun.

1. Eger 6(a)=2ise, bu durumda, 2 degeri ihmal edilecektir.

2. Eger (a,b) e R\{0} ise, bu durumda, ok ihmal edilecektir.

3. Eger 0(a)=0(b)=2 ve <a,b>=—% ise, bu durumda, —% degeri ihmal

edilecektir.
I'=(B,#) bir vektér grafigi olmak tizere; grafikle ilgili (devir, baglantililik gibi)
biitin alisgitlmuis tammlar T i¢in uygulanir. be B ig¢in @(b)=60(b) ve b,b nin
kompleks bir eslenigini gdstermek iizere, B ={b |b e B} olsun. Bu taktirde T = (B, 8),
I' nin kompleks eslenigidir. B={a,,...,a,} olmak iizere, I'=(B, ) bir vektor grafigi
olsun. Bu durumda, kisalik i¢cin I'={a,,...,a } yazacagiz.
TANIM 2.1.3. T'=(B,6) bir vektor grafigi olsun. B tarafindan gerilen bir vektor
uzaymm boyutu dim(I') ile ve ae B olmak iizere, S,0(a) asit yansimalar: tarafindan
tiretilen bir grubu W (I") ile gosterelim. Eger

(i) dim(I') =| B| (yani; B, C {izerinde lineer bagimsiz),

(if) W(I') sonlu bir yansima grubu ise,

bu taktirde I" bir k6k grafigi adim alr.



I'=(B,#) bir kok grafigi olsun. Eger W(I'), dim(I') boyutunda indirgenemez ya da
buna denk olarak I baglantili ise, bu taktirde I" indirgenemezdir denir. Eger W (I") reel
(kompleks, primitif) ise, I' kok grafigine bir reel (kompleks, primitif) denir.

Simdi I''=(B",0") bir baska kok grafigi olsun. Eger Bc B' ve 0'|;=6 ise, I'' ye '
nin bir genislemesi ya da T'' niin bir alt-kék grafiginin T oldugunu sdyleyecegiz. Eger
W(), W(I') ye konjiige ise, bu taktirde I" nin I'' ne denk oldugunu séyleyecegiz.
Eger I', T'' ye izomorfik ise, bu taktirde W(I'), W(I"") ye konjiigedir. Ayrica, Va c B
icin #'(ta)=6(a) ve B nin elemanlar1 t nin 6zvektorleri olacak sekilde t e GL(C”)
varsa, bu taktirde I" ya I'' ye eslesiktir denir.

UYARI 2.1.4.

1. Eger I' bir kok grafgi ise, bu taktirde W(I'), dim(I") tane yansima tarafindan

tiretilen bir yansima grubudur. Tersine olarak C" deki n tane yansima tarafindan
iretilen her G yansima grubu asagidaki gibi elde edilir: G deki n tane iireteg
yansimasinin her biri i¢in bir baz kokii tespit edelim. Ve bunlar1 sabitleyelim. B bu

baz koklerin bir ciimlesi ve aeB igcin 6(a)=0;(a) ile verilen doniisim
6:B—>N\{1} olsun. Bu taktirde, T'=(B,d), W([)=G ile iligkili bir kok
grafigidir.

2. Eger iki kok grafigi eslesik ise, bu taktirde bu kok grafikleri denktirler.

3. Eger a,beB ise,

@ B':{saﬂ(a)b}u(B\{b}) ve

0) 9'(x):{9(x)’ x € B\{b} ise,}

0(b), X=s,,,b ise
ile tanimlanan donistim, €': B'— N\{l} olmak lizere,
bir ' =(B, #) kok grafigi, I''=(B",0") kok grafigine denktir.

4. B={a,..,a,} olmak iizere, (B,0) bir vektdr grafigi ise, bu taktirde ((&;,3;))

bir Gram matrisini gostermek iizere, det((a,a;)) negatif olmayan bir reel sayidir.
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Ustelik, det({a,, a;)) =0 < B lineer bagimlidir. Bu durum varsa, bu taktirde (B, 6)

bir kok grafigi olamaz.
ORNEK 2.1.5.

1. Alsilmig Coxeter grafiklerini ele alalim (Bourbaki’nin kullandigi anlamda [7]),

fakat bir kenara tahsis edilen herhangi bir m sayisini —cos = degeri ile yer
m

degistirelim. Burada bir Coxeter grafigi ile bu sekilde elde edilen bir kok grafigini
kastediyoruz. Coxeter grafiklerinin smiflandirilmasi bize asagidaki sonucu vertir.

Devirsiz ve8(B) ={2} olacak sckilde I'=(B,6) indirgenemez kok grafikleri

asagidaki Coxeter grafikleridir:

.

—f-U-’iE
1, (k) o—0
A (n>1, ntane nokta) OO0 - - - O—O
1
~V2
B,(n>2, n tane nokta) 0—O0—0 - - - 0—0
O—O—0 P Q..-{<'
D,(n>3, ntane nokta) ,
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--cos%
O—{—10
H3
—cosZ
o—0o—0—20
H4

Tanmmlarimizin bir sonucu olarak; I' nin bir reel kok grafigi olmasi igin gerek ve

yeter sart I nin bir Coxeter grafigine denk olmasidir, diyebiliriz.

2. Simdi bir baska 6rnek i¢cin n,m>1 olmak iizere,

1
V2
o—C0O— =0 @ (n tane nokta)

vektor grafigini, B, ya da I'(m,1,n) ile ve

O——O—- _O@ %E (n 2 3, n tane nokta)

vektor grafigini de D, ya da I'(m,m,n) ile gosterelim. Eger m=2 ise, bu
taktirde B’=B, ve D?=D, dir. Uyar1 1.2.2 (5) in yardimiyla; T'(m, p,n)
(p=1,m) grafiginin, G(m, p,n) (p=21m) grubuna konjiige olan W (I"(m, p,n))
grubunun bir kok grafigi oldugu sonucu ¢ikarilabilir.
TANIM 2.1.6. T, devirleri icermeyecek ve 6(B)={2} olacak sekilde, herhangi bir
I' = (B, #) kok grafigine bir Coxeter grafigi (ya da Dynkin diagrami) denir. Bir Coxeter

grafigine denk olmayan herhangi bir kok grafigine de bir Cohen grafigi (ya da Cohen
diagramr) denir. Eger I' bir Coxeter grafigi ise, bu taktirde W (I") bir Coxeter grubudur.

(A,(n21), B,(=C)(n=2), D,(n=23), E,, E,, E;, F,, G, tipindeki Coxeter
grafiklerine karsilik gelen Coxeter gruplart genellikle Weyl gruplart olarak
adlandirilir.) Benzer sekilde, eger I' bir cohen grafigi ise, bu taktirde W(I") ya bir
Cohen grubu denir.

B={a,..,a,} olmak iizere, I'=(B,0) bir vektor grafigi olsun. a=a, ve m=6(a,),

i=1..,n olmak iizere S, Yerine r, yazalim. Boylece, W(I') yansima grubunun bir



12

Coxeter (Cohen) elemamt j=k igin r; =r, Ve r;e{n,n,.,n} olmak izere,
$=Ff)im seklinde tanimlanir.
TANIM 2.1.7.

() R, C* un sifirdan farkli elemanlarinin sonlu bir alt ciimlesi,

(i) Va,beR ig¢in, Sa,f(a)R =R ve f (Sa,f(a)b) = f(b) olacak sekilde

f : R —> N\{1} bir doniistiim olsun.

Bu taktirde, ® =(R, ) ¢iftine bir én-kok sistem denir. Eger R, C* un bir V lineer alt

uzaymin bir alt climlesi ise, bu taktirde ® ye, V vektor uzayinda bir 6n-kdk sistem

denir. ®=(R, f) ile iliskili W(®) yansima grubu W((I)):<Sa’f(a)|aeR> seklinde

tanimlanir. W (®), R* uzayinm noktalarmi sabit biraktigindan, R tarafindan gerilen bir
vektor uzayma W(®P) nin kisitlamast uygundur, bu nedenle; W(®), R nin

permiitasyonlarmin bir grubu gibi diisiiniilebilir. Dolayisiyla, W (®) sonludur.
(ili) Her aeR, aeC i¢in, ;kacR < aacW(®d)a ise,

bu taktirde bir ® = (R, f) 6n-kok sistemi bir kok sistem adini alir.

(Bu sart, reel kok sistem durumunda, her a e R i¢in, @a € R < a =+1 dir.)

Her aeR i¢in, f'ta)=f(a) ve t(R)=R" olacak sekilde, C* wun bir t tniter
doniistimii varsa, bu taktirde @, (R, f") kok sistemine izomorfiktir denir. Boylece;
eger @, @' ne izomorfik ise, bu taktirde W (®) grubu, W(d") grubuna konjligedir.
UYARI 2.1.8.

1. Eger I'=(B,0) bir kok grafigi ise, bu taktirde R=W()B ve f:R->N\{}
fonksiyonu vaeR i¢in f(a)=0,,(a) seklinde tanimlanmak iizere ® = (R, f)
cifti W(®)=W (") olacak sekilde bir 6n-kok sistemi tanimlar.

2. C” un bir V lineer alt uzayindaki sonlu bir yansima grubu G olsun. Herhangi bir
se G yansimasi i¢in, bir a, €V baz kokii secelim. Bu sekilde elde edilen a, eV

elemanlarinin bir ciimlesi R, olsun. Ayrica f,(a)=0;(a), (a€R,) seklinde

f,: R, > N\{l}, fonksiyonunu tanimlayalm. R=G.R, ve f(ga)= f,(a), aeR,;,
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g €G seklinde tanimlanan f; fonksiyonunun bir genisletmesi olan f :R — N\{l}

fonksiyonu V de bir (R, f) 6n-kok sistemini dogurur.
LEMMA 2.1.9. ®=(R, f) bir 6n-kok sistemi olsun. Bu taktirde:
1. {Sa{f @ laeR,0<j<f(a)}, W(®P) deki biitiin yansimalarin cimlesidir,
2. g=f|, ScR ve W(EZ)=W(®D) ile birlikte verilen bir £=(S,g) kok sistemi
vardr,
3. W(®)={5 (. la€ A olacak sekilde; eger @ bir kok sistemi ve AcR ise, bu
taktirde W (®) nin her yansimasi bazi j,meN, aecA igin s;’m ye konjligedir. Ayrica,
R, A daki W (®)-orbit elemanlardan meydana gelir.
ISPAT: [1].

Bir 6rnek olarak; p|m olmak tizere, G(m, p,n) grubu ile iligkili asagida verilen sistemi

g6z Oniine alalim.

ORNEK 2.1.10. Uyar1 1.2.2 (5) i kullanarak, W(I"(m, p,n)), (p=1,m) ile iliskili kok

grafiklerine doniisen vektdr grafiklerini Ornek 2.1.5 (2) de insa ettik. Bu vektor

grafiklerinden elde edilen kok sistemler asagidaki gibidir:
w ={&' [1eN, &, birimin bir m. ilkel kokiidiir} olsun.
W(D;) =G(m,m,n) igin f__ :R(m,mn)—N\{}, R(m,m,n) nin her elemanmi 2
ye doniistliren sabit donilistim olmak iizere,
R(m,m,n) =z {£(e, —f'ej) [, j,l eN,i# j,1<i, j<n}

ciimlesini g6z Oniine alalim. Bu taktirde, (m,2), 2 ve m sayilarmin en biiylik ortak

béleni ve W (®P(m, m,n)) =G(m, m,n),

2 —
w olmak tizere, ®(m,m,n) =(R(m,m,n), f

RG] = 5 i)

bir kok sistemdir.
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Simdi, R(m,m,n)'=R(m,m,n)uu {e |1<k<n} seklinde R(m,m,n)' ciimlesini

tanimlayalim. (Cohen, g, katsayisini 4, (q =m) olarak alir, fakat W (d(m, m,n))
p

fe. |1<k<n}=s {e |1<k <n} oldugundan, bu bir celiskidir [1].) q=% olmak

lzere;

f () - q, ae/um{ekllﬁkﬁn} ise,
ment 12, aksi durumlarda ise,

seklinde tanimlanan bir dontstim f :R(m,m,n)'—N\{l} olsun. Bu taktirde,

d(m, p,n) =(R(m,m,n)", f ) bir kok sistemdir ve istelik W(P(m,p,n))=

m,p,n

G(m, p,n) ve |R(m,m,n)'| = | R(m,m,n) | +mndir [1].
Eger @, bir G(m, p,n) imprimitif yansima grubu ile iligkili bir kok sistemi ise, bu
taktirde @ ye bir imprimitif kok sistemi diyecegiz.

TANIM 2.1.11. T bir kok grafigi ve @ bir kok sistemi olsun. Eger @, W(®) =W (I')

olmak tlizere, I' ya karsilik gelen bir 6n-kok sistem (Uyar1 2.1.8. (1) deki anlamiyla) ise,
bu taktirde T" ya ® deki bir basit sistemdir denir. Eger ®, I' basit sistemi ile birlikte,
bir kok sistem ise, bu taktirde I' ile iligkili grafige, ® nin Cohen (Dynkin) diagram:

denir.

Acik olarak, eger @ bir kok sistem ise, bu taktirde ® ig¢in bir basit sisteme sahip
olmayabiliriz. Ornegin, p=1m olmak iizere, G(m, p,n) grubu n+1 tane iiretece
sahip, n-boyutlu bir yansima grubudur. Bu nedenle, G(m, p,n) i¢in bir kok grafigine
sahip degiliz ve bu yiizden, G(m, p,n) ile iliskili bir kok sistemi i¢in bir basit sisteme
sahip degiliz [1].

UYARI 2.1.12. ®, 7 =(B,0) basit sistemi ile iligkili bir ger¢cek kok sistem olsun.

B={a,..,a,}, = S, 0(a) 0lmak lizere;
(i) ©; =B,

(i) @, ={r(@)li=j, i,j=1...n, a; e, r(a;)«d}
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(Burada, x birimin bir kokii olmak iizere, Vbe ®; icin r(a;)# 4b olmasmi da

istiyoruz.)

(ii)k >3 i¢in, @, ={r(a)|i=1..,n, aeD, ,; | <k ve Vbe® igin r,(a) = ub}
olsun. Bu durumda ® de bir temel sistem ®* :Hq): olarak tanimlanir ki bu reel

durumda pozitif sisteme karsilik gelir. ®* nin elemanlarma temel kékler denir [9].



3. BOLUM

GERCEK ALT SISTEMLERIN SINIFLANDIRILMASI
O®=(R,f), 7n=(B,0) basit sistemi ile iligkili bir ger¢ek kok sistemi olsun.
W(®)=W(r), aeB olmak lizere, s,,, basit yansimalari tarafindan iiretilen sonlu
yansima grubunu gostersin. Bu boliimde kullandigimiz temel kaynak [26] dur.
TANIM 3.1.1. S, R nin bir alt ciimlesi ve g = f |; olacak sekilde g bir doniisiim olsun.
Eger W =(S,g) bir ger¢ek kok sistemi ise, bu taktirde ¥ ye ® nin bir gercek alt
sistemi denir. Bu durumda, W ye karsilik gelen W (W) yansima alt grubu, a<S olmak

lizere, S basit yansimalari tarafindan tiretilen W (®) nin bir alt grubudur.

a,g(a)
TANIM 3.1.2. ® gercek kok sisteminin iki gergek alt sistemi W, =(S;,9,) Ve
Y, =(S,,0,) W(D) altinda konjiigedir denir, eger VaeS, ve bazi weW (D) igin,
S, =wS, ve g,(w(a))=g,(a) ise. Bu durumda W (w¥,) = wW (¥,)W " olacaktir; yani
W(®P) altinda W(¥,) ve W(Y¥,) konjiige alt gruplardir. Eger 7 =(B,6) bir basit
sistem (ya da @ = (R, f) bir gergek kok sistem) ise, kisalik i¢in 7 =B (yada ®=R)
diyecegiz.

@ nin gercek alt sistemleri iki kategoriye ayrilir:

(1) B,=B ve 6,=0|; olmak iizere, basit sistemleri J=(B,,6,) olan gergek alt

sistemler parabolik ger¢ek alt sistemler olarak adlandirilir (reel durumda benzer bir

tanim i¢in, 6rnegin [20] nolu referansa bakiniz.)

(2) Parabolik olmayan @ nin bir gergek alt sistemi parabolik olmayan bir gercek alt

sistem olarak adlandmrilir.
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@ nin biitiin parabolik alt sistemlerinin climlesi, @ kok sisteminin Cohen (Dynkin)
diagramindan miimkiin olan biitiin yollar ile bir ya da daha fazla diigiimiin kesilmesi ile

elde edilir, yani;

LEMMA 3.1.3. Eger ®=(R,f), #=(B,#) basit sistemi ile iligskili bir gegek kdk
sistem ise, bu taktirde B, =B ve 6, =0|, olmak tzere, J=(B,,6,) cifti, z nin bir
alt-kok grafigidir. Ayrica, J, @ kok sisteminin bir ger¢ek parabolik alt sistemini verir
[9,2.2].

ISPAT : J nin bir vektor grafigi oldugu agiktir. ae B, olmak iizere s,, — basit
yansimalari tarafindan iiretilen grubu W (J) ile gosterelim. Bu taktirde, W(J), W (x)
nin bir alt grubudur. Bu nedenle, W (J) sonlu bir yansima grubudur. B_ , B nin bir alt
cimlesi oldugu igin, B_, C iizerinde lineer bagimsiz bir ciimledir. Bdoylece,
J=(B,,6,) bir kdk grafigi olur. Bu nedenle, J, z nin bir alt kok grafigi olur.
S=W(J)B, ve Vae$S i¢in g(a)=0,,(a) ile verilen bir déniisim g:S — N\{l}
olsun. Bu taktirde SR ve g = f | dir. Bu nedenle, ¥ = (S, g) ¢ifti, Uyar1 2.1.8. (1)
nedeniyle W (W) =W (J) olacak sekilde J i¢in karsilik gelen 6n-kok sistemdir. Lemma
2.1.9. (2) den dolay1, ¥ =(S, g) cifti bir kok sistemdir. Bu nedenle de, ¥, ® nin bir
parabolik gercek alt sistemidir.

LEMMA 3.1.4. ®=(R, f), 7 =(B,#) basit sistemi ile iligkili bir ger¢cek kok sistemi
ve @' da 7 tarafindan belirlenmis bir temel sistem olsun. B, =B ve 6, =6, olmak
tizere, ¥ =(S,g), J=(B,,6,) basit sistemi ile ® nin parabolik gercek bir alt sistemi
ve W da J tarafindan belirlenmis bir temel sistem olsun. ®; =®"\W¥" seklinde
tanimlansm. B, UB,,, C iizerinde lineer bagimsiz olacak sekilde B, , @i nin bir alt
ciimlesi olsun. Bu taktirde, By =B_UB,, ve 6, = f | B, olmak iizere, J, =(B,,8,) ¢ifti
J nin bir genislemesi olan bir kok grafigidir. Eger YweW(r) i¢in B, z wB ise,
bu taktirde, J,, @ nin parabolik olmayan bir gercek alt sistemini verir. Ayrica, bazi
weW(r) icin, eger By cwB ise, bu taktirde J,, @ nin parabolik bir gergek alt

sistemini dogurur.
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ISPAT: [9,2.3].

Eger ¥, ® nin parabolik (ya da parabolik olmayan) bir gercek alt sistemi ise,

weW (7) olmak iizere, ¥ nin konjiigeleri w¥ de @& nin parabolik (ya da parabolik

olmayan) gercek alt sistemleridir.

Simdji, lizerinde durmamiz gereken bir soru vardir: Eger parabolik olmayan bir gercek
alt sistemle baslarsak, bir parabolik gercek alt sistemden parabolik olmayan sozii edilen

0 gergek alt sistemi olusturabilir miyiz? Boyle bir durumda, eger ¥, m bir J, basit
sistemi, ¥, in bir J, basit sisteminin bir genislemesi olarak segilebilirse, bu taktirde @
nin bir parabolik gercek ¥, alt sisteminden @ nin ¥, parabolik olmayan gergek alt

sisteminin olusturulabilecegini sdyleriz.

Asagidaki Lemma’da @ nin parabolik olmayan gercek alt sistemlerinin bos olmayan

parabolik gergek alt sistemlerden elde edilecegini ispatlayacagiz.

LEMMA 3.1.5. ®=(R, f), 7 =(B,8) basit sistemi ile iligkili bir ger¢cek kok sistemi
ve ®°, 7 tarafindan belirlenmis bir temel sistem olsun. Eger ¥ ; ® nin parabolik
olmayan bir gergek alt sistemi ise, bu taktirde ¥, # @ olmak iizere, ¥,, ® nin bos

olmayan bir ¥, parabolik gergek alt sisteminden elde edilebilir.

ISPAT : W(¥,), parabolik olmayan ¥, gergek alt sistemine karsilik gelen W (d) nin
gercek bir sekilde tiretilmis bir yansima alt grubu olsun. Uyar1 2.1.4 (1) ve Uyar1 2.1.12

den yararlanarak, W (¥,) daki s iireteg yansimalarmin her biri i¢in bir a, e ¥, n®"*
temel kokii secip sabitleyelim. Bu yolla elde edilen elemanlarm kiimesi B, olsun ve
VaeBi¢in  6,(a)=0,4,(@) olacak sekilde 6B, >N\{I}  doniisiimiini
tanimlayalim. O halde Uyar1 2.1.4 (1) den J, =(B,,§,) cifti, W(J,) =W (¥,) ile ilgili
bir kok grafigidir. Simdi, S;,=W(J,)B, olsun ve aeB,, weW(J,) icin
g,(Ww(a))=6,(a) ile 6, mn g,:S, - N\{I} genislemesini tanimlayalim. O halde, Uyari
2.1.8 (1) den ¥,=(S,,9,) olacaktr ve Tanim 2.1.11. den J,, ¥, icin bir basit
sistemdir. Ayrica, parabolik olmayan gergek alt sistem tanimindan, YweW (®)i¢in
B, zwWB oldugu da agiktir.§imdi, B, kiimesini asagidaki gibi bos olmayan pargaya

ayrralim:
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B, # olmak lizere, baz1 B, < Bigin, weW(r), B,=wB_ ve B,=B;\B, olacak
sekilde B, =B, /B, olsun. (Burada, &/ sembolii ayrik birlesimi gésterir. Bu durum,
Ornek 3.1.7 de izah edilecektir). Eger 6= 0| alirsak, bu taktirde J=(B,,0,) cifti,

Lemma 3.1.3. den, @ nin bos olmayan parabolik bir gercek W alt sistemini verir.
Cinki B, #, B =wB, cwB oldugundan ae€B_ icin & (W(a))=6 (o) olmak

tizere, J =(B,,6)) ¢ifti, wzr nin bos olmayan bir alt-kok grafigidir ve Lemma 3.1.3.

den, ¥ ye konjiige olan @ nin bos olmayan bir parabolik gercek ¥, alt sistemini verir.

Simdi, W¥,, J, tarafindan belirlenmis bir temel sistem olsun. Bu taktirde, B, ¢ ¥,
oldugu aciktir. Eger B, W] olsaydi, o zaman J,, P, i¢in bir basit sistem olurdu.
Fakat J, parabolik olmayan gercek ¥, alt sistemine karsilik geldiginden, ¥, =¥,
olurdu ki bu da ¥, in secimi ile gelisir. Lemma 3.1.4. deki notasyona uymak i¢in,
sadece B, nin yerine B, yazacagiz. B, —®" oldugundan, B,=wB ¥B,, C
lizerinde lineer bagimsiz olacak sekilde, B, —®j =®"\¥] dir. Bdylece, Lemma
3.1.4. tn hipotezlerini gergeklestirmis oluruz. Buradan J, kok grafigi, J, in bir
genislemesidir ve boylece parabolik olmayan ¥, ger¢ek alt sistemi, bos olmayan

parabolik ¥, gercek alt sisteminden olusturulmus olur ki bu ise ispat1 tamamlar.

SONUC 3.1.6. ®=(R, f), bir 7 =(B,6) basit sistemi ile iligkili bir ger¢ek kok sistem
ve @ da 7 tarafindan belirlenen bir temel sistem olsun. Eger ¥, ® nin bos olmayan

bir gercek alt sistemi ise, bu taktirde her bir ¥,, ® nin indirgenemez bir gercek alt

k
sistemi olmak tlizere, ¥, ¥ = \{ Y, (k=1) seklinde bir par¢alanmaya sahiptir.

ISPAT: Lemma 3.1.5. in ispatindaki gibi ¥ icin bir J=(B'#") basit sistemi
olusturalim. Eger J baglantili ise, bu durumda ¥ indirgenemezdir ve k =1 ve ¥ =¥,
olacaktir. Eger J baglantili degil ise , bu taktirde J nin J, =(B,8),...,J, =(B,.6,)

seklinde k-tane baglantili bilesene ayrildigini kabul edebiliriz. Burada B, =& olmak
k
uzere, B':k_{ B, ve i# ] i¢in B, N B, = ve Vi=1..,k i¢in 6 :‘9'|3, dir. Boylece

her bir J, =(B;,6), J nin bir alt-kok grafigidir ve Uyar1 2.1.4. ve Lemma 2.1.9. dan ®
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nin bir ¥, alt sistemini verir. Ayrica, her bir J, =(B;,8) baglantili oldugundan, ® nin

her bir ¥, alt sistemi indirgenemezdir.

Simdi, eger i=# | icin aeB; ve BeB, ise bu taktirde (a,fB)=0 dir ve bdylece
Su.0()35.0,(8) = $p.0,() Sy 1. BOYlece gergek bir sekilde tiretilmis yansima alt grubu
W(J), i = j igin W(J;) "W (J;) ={e} olmak iizere; gergek bir sekilde tiretilmis W (J;)
yansima alt gruplarmm W (J)=W(J,)x..xW(J,) seklinde bir direkt carpimidir.
Buradan, W(J,)B,nW(J,)B, =2 (i# j) dir, yani ¥;n¥, =2 (i= j) dir. Boylece,
k k
(\N(Jl)><...><W(Jk))ijl+ B, :u*i‘zll’i =¥

olur Ki istenileni elde etmis oluruz.

Simdi Lemma 3.1.5. deki teoriyi asagidaki 6rnekle daha iyi anlasilir kilmak istiyoruz.

ORNEK 3.1.7. ®, B={q,=¢—¢,, (i=1..,5), a;=¢} olmak iizere, 7=(B,0)
basit sistemi ile birlikte B} tipinde bir gergek kok sistem olsun. @, ®* temel sistemini
ihtiva etsin. Uyar1 1.2.2(6) dan, i=1..,5 olmak iizere 2. mertebeden STPI
yansimasmi I, Ve i=1..,6 olmak lizere 3. mertebeden s, ,., yansimasmi W, ile
gosterelim. §imdi, i=1,..,6 icin, s; =5, ,,, alalm. O zaman W, S; yansimasidir.
Sonu¢  olarak, i=1.,5 i¢in w, S;Sii1:--S556Ss+S; yansimasidir. Y,
Jo={e,—e,e,— &, .0, —¢ 6.6 | basit sistemi ile A +B;+B tipinde ® nin bir
gercek alt sistemi olsun. (Burada, & birimin sabit bir ilkel kiip kokiidiir.) YweW ()

icin J, Wz oldugundan, ¥, parabolik degildir. ¥ i¢cin A Cohen diagrami

13 34 4/2 215 ] ]

O————0 - O 0
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seklindedir. Burada, e —e,,e,—&%,,€e, —€;,6;,6, ya karsilik gelen diigiimler sirasiyla
1/3, 3/4, 2/5, 5, 6 ile gosterilir. 4/2 ve 5/6 diiglimleri kesilmistir.

Simdi, By, ={e&}, W, 5,555, yansimas, J={e —€,€,—€;,e —6,6} 7,
W eW(z), J,={e—e,e,—&e, e, —€,6}=WrrJ olmak iizere, J,=J, B,
yazalim. O halde, ¥, Lemma 3.1.3. den, J basit sistemi ile birlikte A, +A +B}
tipinde ® nin parabolik bir gercek alt sistemidir. J, =W.r,r,J c W.r,r,z oldugundan,
J,, Wrrz nin bir alt-kok grafigidir. Ayrica J,, A +A+B’ tipinde ® nin
W, =W.r,r,¥ parabolik gergek alt sistemini verir. J, tarafindan belirlenmis ¥, in
temel sistemi P, ={e, —e,.¢ —&re, 0, — £7e,,6,—€;,6 | dir ve bdylece B, P dr.
Boylece, J,=J, 1 B,, C tzerinde lineer bagimmsiz  olacak  sekilde
B, c® =® "\, dir. Boylece, Lemma 3.1.4. den, J, kok grafigi J, in bir
genislemesidir ve dolayisiyla W, parabolik W, gercek alt sisteminden elde edilmis

olur.

Simdi, biz verilen bir (reel ya da kompleks) gercek kok sisteminin biitiin gergek alt

sistemlerini siniflandirmak igin bir algoritma vermek istiyoruz.

ALGORITMA 3.1.8. ® bir gergek kok sistem olsun. @ de bulunan ve A Cohen

(Dynkin) diagramma karsilik gelen bir 7z basit sistemini segelim, ve bunlari

sabitleyelim. ®", 7 tarafindan belirlenmis bir temel sistem olsun.

(1) ® nin A Cohen (Dynkin) diagramindan biitiin olas1 yontemlerle bir ya da daha

fazla diigiimii yok ederek @ nin parabolik gercek alt sistemlerini elde ediniz.

(2) @ nin parabolik olmayan bir ger¢ek alt sistemini iiretmek i¢in, J_< 7z basit sistemi

ile (1) de elde edilen @ nin parabolik bir ¥ gergek alt sistemini ve karsilik gelen "

temel sistemini ele almiz. @y, = ®"\W" olacak sekilde @, yi tanimlaymiz. Ayrica,
(i) vweW(r) i¢in J_UB, & wr,

(if) J, UB,, C iizerinde lineer bagimsiz
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olacak sekilde @ nin bos olmayan bir B, alt ciimlesini seginiz. Boylece,
J,=J_UB,, ® nin parabolik olmayan ¥, gergek alt sistemini veren J_ nin bir
genislemesi olan bir kok grafigidir.

(3) (1) de elde edilen parabolik gergek alt sistemler ile (2) siirecini tekrar ediniz ve bunu
pek ¢cok kez uygulayiniz.

(4) ® nin (hem parabolik hem de parabolik olmayan) biitiin gercek alt sistemlerini
konjiigelerine kadar elde etmek i¢in, o e W (x) olmak iizere, x ile diger basit sistem
or yi yer degistiriniz ve (1), (2) ve (3) siireglerini adim adim tekrar ediniz.

UYARI 3.1.9. Yukaridaki algoritmada, eger (2) (i) hipotezi ¢ikarilirsa, bu taktirde
algoritmanin herhangi bir sathasinda bazi weW (r) i¢in, ¥, 1n parabolik olmasmi
gerektiren J, c wz durumu ortaya ¢ikabilir. Bu yiizden, (2) (i) hipotezi sadece @ nin

parabolik olmayan gergek alt sistemlerini insa etmemize imkan saglar. Daha fazla bilgi
icin Lemma 3.1.4. e bakilabilir. Ek olarak, eger ® bir reel kdk sistem ise, bu taktirde
J,=J_ UB, deki her a=b ¢ifti icin (a,b)<0 sarti1 Algoritma 3.1.8. in (2)(ii)
hipotezi ile yer degistirebiliriz. (bakiniz [9,sonug 2.4.]).

Gergekten, asagidaki teorem Algoritma 3.1.8. in istedigimiz her seyi sagladigmi ifade

eder.

TEOREM 3.1.10. @ bir gergek kok sistem olsun. @ de bulunan ve A Cohen (Dynkin)
diagramma karsilik gelen bir 7 basit sistemi secelim ve bunlar1 sabit tutalim. Bu

taktirde:

(i) @ nin parabolik gergek alt sistemlerii @ nin A Cohen (Dynkin)
diagramindan biitiin olas1 yontemlerle bir ya da daha fazla diiglimiin yok edilmesi

ile elde edilir.

(if) (i) de elde edilen biitiin parabolik gercek alt sistemleri ele alarak, ® nin

parabolik olmayan gercek alt sistemlerini tiretebiliriz.

(iii) @ nin bir gergek alt sistemi igin bir basit sistem @ nin bir temel sisteminin bir

alt ctimlesi olarak segilebilir.

(iv) @ nin (hem parabolik hem de parabolik olmayan) biitiin gercek alt sistemleri

konjiigelerine kadar elde edilebilir.



23

(v) G, @ gergek kok sistemi ile n yansima tarafindan iretilen n-boyutlu sonlu
kompleks bir yansima grubu olsun. Bu taktirde, ® nin her ¥ gercek alt sistemi J
basit sistemi olmak {izere, n diigiimden olusan basit sisteme sahip olan bir gergek

kok sistemi de ihtiva edilir.

ISPAT : (i) ifadesi Lemma 3.1.5. den hemen ¢ikarilabilir. (ii) iddiast Lemma 3.1.4. ve
Lemma 3.1.5. den goriiliir. (iii) iddiasi, [9] da yer alan Teorem 1 den ¢ikar. (iv). sikk1
ispatlamak i¢in, o €W (7) olmak iizere, 7 ile ox basit sistemini yer degistirdikten

sonra, (i) ve (ii) yi uygulamak yeterdir.

Simdi son iddiaya bakalim. Eger J, n den daha az diigiimden olusuyorsa, bu durumda
® de J nin koklerine gore lineer olarak ifade edilemeyen kokler vardir. Bir kok
grafigine denk olan yeni bir grafikle yeni bir gergek alt sistem elde etmek i¢in J ye
bu koklerden birini ekleriz. n diigiimden olusan basit sistem ile bir gergek kok sistemi

elde edene kadar bu siirece devam etmeliyiz. Bu ise teoremin (v). sikkini ispatlar.

Simdi, Teorem 3.1.10. nun (v). sikkinda ifade edilen gercegi izah etmek i¢in asagidaki

ornegi verelim.

ORNEK 3.1.11. B, tipindeki ® gercek kdk sistemi ile G =W (®) Weyl grubunu gz
oniine alalm. 7={c, =€ —¢&,,, =€, —€,,a; =€, —-¢,,0, =¢,}, ® de sabitlenmis bir
basit sistem olsun. Bu taktirde G, o, a,,a;,c, kokleri ile 2. mertebeden 4 basit

yansima tarafindan iiretilen 4-boyutlu sonlu bir yansima grubudur.
Simdi, J ={a,,,a,} basit sistemi ile A, tipinde ® nin ¥ gergek alt sistemini goz

Oniine alalm. «, @ nin en uzun koki olmak tizere, —-ae® olsun.

a=¢+e,=a,+2a,+20,+2a, oldugundan, -o, J deki koklerin lineer bir
kombinasyonu olarak yazilamaz. Eger —a y1 a, ye baglayarak —a y1 J ye eklersek,
Ju{a}, D, tipinde bir kok grafigidir ve Uyari 2.1.8. den D, tipinde bir £ kok
sistemini verir. O halde, Tanim 2.1.11. den, J u{—a}, 4 diigiimden olusan X de bir
basit sistemdir. Ayrica, ~, ¥ yi igerir.

Simdi, o, € ® durumunu diisiinelim. Bu taktirde o, J nin koklerinin lineer bir

kombinasyonu olarak yazilamaz. Eger «, J Yye eklenirse, J U{a,}=7 olur. Boylece,
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Y igin, @ gercek kok sisteminin kendisi Teorem 3.1.10. nun (v). sikkini saglar.

Aslinda, ® nin ¥ gergek alt sistemi i¢in, bir ¥ < X < ®@ zinciri vardir.

Teorem 3.1.10., bir gergek alt sistemi bulmak i¢in direkt bir yontem verir. Ayrica,
Teorem 3.1.10. nun (v). sikki, verilen bir ger¢ek kok sistemin, ger¢ek bir kok sistemin
bir gergek alt sistemi oldugunu sdyler. Reel kok sistemleri i¢in bunlara karsilik gelen
sonuglar iyi bilinir (bakiniz [6,15]). Boylece, verilen bir (reel ya da kompleks) gergek
kok sisteminin biitiin gercek alt sistemlerini siniflandirmak icin yukaridaki algoritmay1
uygulamak yeterli olacaktir. Simdi, bu boliimiin bir uygulamasi olarak, bir sonraki
boliimde imprimitif durumda gercek alt sistemleri insa edecegiz. (Primitif yansima
gruplar1 i¢in her bir gergek kok sisteminin gergek alt sistemlerinin tek tek listelenmesi

gerekir.)



4. BOLUM

IMPRIMITIF DURUMDA GERCEK ALT SISTEMLER
Bu boliimde kullandigimiz temel kaynak [26] dur.

Simdi, Algoritma 3.1.8. vasitastyla ®(m, p,n) (p=1m) nin gergek alt sistemlerini

belirlemek istiyoruz. Bu gergek alt sistemler G(m, p,n) nin bazi indirgenemez

modiillerini inga etmek i¢in kullanilir (bakiniz [21,11]).

@(m, p,n), (p=1Lm),

{o;=¢-e,, (i=1..,n-1),¢, =¢,}, p=1 ise,

n

{B=6-e,(i=1..,n-1),8 =e -}, p=m ise

i+1

z(m, p,n) ={

basit sitemine sahip bir imprimitif kok sistemi ve bu sisteme karsilik gelen temel sistem
®"(m,p,n) (p=1m) olsun. ®(m, p,n), (p=1Lm), nin alt sistemlerini bu boliimde

formiile etmek istiyoruz. Bunu sirasiyla p nin aldig1 degerlere gore yapacagiz.
4.1.1. B tipi ile ilgili alt sistemlerin insasi:
[k olarak p=1 olsun. Bu taktirde ®(m,1,n), B! tipinde bir gergek kok sistemdir.

Boylece, «;(i=1,...,n) koklerine karsilk gelen diigiimler i ile gosterilmek iizere,

®d(m,Ln) i¢in karsilik gelen Cohen diagrama,

1 2 n-—1 n

olur. Burada
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diagramini gostermektedir. Bundan sonra, B;" tipinde bir Cohen diagramni yukaridaki
gibi gosterecegiz. Algoritma 3.1.8. i izleyerek 1<k <k, <...<k, <n i¢in, d(m,1,n)
nin bir parabolik gergek alt sistemi ¥ ve ¥ nin Cohen diagrami

2 k1 ko k;
OO O O @

olsun. Bu diagramda kj,k,,...,k, digiimleri kesilmistir.

Eger, k, =0 olmak iizere, |, =k; —k; ;-1 (j =1,...,t) dersek bu taktirde

t
v=> B,lj +By', olup, burada B,lj ve B, icin basit sistemler sirastyla;
=L

ka = {akj,ﬁl’ akj,1+2 yees akrl} ve

Joi, = {akt+l’akt+2"“’an}

dir ve ayrica J = ZJ +J,, de ¥ nin bir basit sistemidir. Algoritma 3.1.8. i gdz

j=1

Oniine alarak 1<t <t, <..<t <t ., =t i¢in,
{ekj_l—;’ekj}, t+1<j<t, Iise,

' {ekj}, t,+1< j<t . ise,

m+1

olmak tizere, ®*(m,1,n) nin bir alt ctimlesi J,, Z J‘yk olsun. Ayrica,
j=t+1

=303, =X 3, + D {3, +J\yk}+i 3 (3 dus J+ 30

olsun. Bu taktirde, VYweW(z(m,Ln)) icin J,zwz(m1n) dir. ka+J\p‘kj

L+1<j<t) ve J +Jy, (,+1<j<t,,) icin karsilk gelen Cohen diagramlari

sirasiyla:
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oldugundan, J,, C {izerinde lineer bagimsizdir. Dolayisiyla, Algoritma 3.1.8. (2) den

dolay1, J,, J nin genislemesi olan bir kok grafigidir. Bu nedenle,

|+1

Z + Z D,+1+ZZ B, + By

j=t+1 i=2 j=t;+1

J, basit sistemine sahip ®(m,1,n) nin parabolik olmayan bir alt sistemidir. Ustelik,

burada

Z(I +1)+ z (I, +1)+Z Z (I, +)+n—k =n

j=t+1 i=2 j=t;+1

dir. Diger taraftan, ¥ alt sistemini,

ot
¥, = Z Bl + le“ Dy Z JZ; B .. +B

seklinde yeniden ifade edebiliriz. s=t,-t,, :|t1+j +1 (j=1..,8) ve i=12,..

olmak tizere,

t, =1 ise,
S, =1t —t, I=2,...,m-1 Iise,
t,..—t,+L i=m ise,
Ij(j:1,2,...,sl), i=1 ise,
/IJ.(‘)z . +1(j =1 s.) |-_2 -m 1 ise,
tH+1(J_12 -1), i=m Iise,

n-k(j=s,) i=m ise,



1 i=1 ise,
m = . .
m, 1=2,....m ISe,

dersek, ¥, m tipini

i(i}” +1)+ ii/ifi) + Zslyj =n olmak iizere,

= i=2 j=1 =1

m

(1) B" :ZZ BY, +>.Dy
j=1

1
i=1 j=1

seklinde daha rafine ifade edebiliriz. Formiil (I) de, eger m =2 alirsak, bu taktirde B

tipi i¢in formiil

2§ S
(I B,: 2.2 B, +>.D;
j=1

1
i=1 j=1

olur. Fakat, Hughes,

s moSo
D AP +D)+> > AP =n  olmak iizere,
=

i=2 j=1

338

i=1 j=1
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n

tipindeki gergek alt sistemler ve W (B') nin konjiige smiflar1 arasinda bire bir tekabiil

oldugunu ispatlamistir [16].

Biliyoruz ki; J,, ciimlesinin se¢imi keyfidir. Dolayisiyla (I) formiiliiniin insasinda, eger

t+1< j<t, i¢in {ekjf1 — G, } nin yerine bos ciimle alirsak bu taktirde (I) formiiliiniin

son terimi tamamen ortadan kalkar ve boylece (IIT) formiiliinii direk olarak elde ederiz.

Formiil (IIT) de, eger m=12 alirsak, bu taktirde A _, ve C, tiplerinin formiilleri

sirasiyla:

S
(IV) A1) B ve
=
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2 Si

V) C,: D> B;Jgi,)

i=1 j=1

olacaktir. Bu nedenle, A , ve C, tipleri i¢gin Dynkin’nin elde ettigi sonuglara yeniden

ulasiriz [15]. Boylece, asagidaki teoreme sahibiz.

TEOREM 4.1.2. A, B,, C, ve B tipindeki gergek kok sistemlerinin gergek alt

sistemlerinin tipleri,

1, i=1 ise,
mi = . .
m, 1=2,..m Ise,

olmak iizere, konjligelerine kadar asagidaki formda olacaktir.

(0} GERCEK ALT SISTEMLERIN TiPLERI
p p
A ZA% Z(ﬂ,, +D=n+1
i=1 i=1
p r S p r s
Bn ZAA+ Bp,+zDﬂ, 2(2’- +1)+ij+zﬂu:”
i=1 j=1 v=1 i=1 j=1 v=1
p r p r
C, 2A+2.C, D (A+D+D py=n
i=1 j=1 i=1 j=1
m S S S m S i S
PIHED Weh (A +D+ 33 A0+ D =n
B, it 0 = =t i2 1 =t

5.1.3. D" tipi ile ilgili alt sistemlerin insasi:

p=m olsun. Bu taktirde ®(m,m,n), D' tipinde bir gercek kok sistemi ve p,

(i=1...,n) koklerine karsilik gelen diigiimler i ile gosterilmek {izere, ®(m,m,n) igin

karsilik gelen Cohen diagrami

n-=1
1 2 n—2
i1
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olacaktir. Algoritma 3.1.8. i izleyerek, 1<I|, <l,<...<l, =n i¢in d(m,m,n) nin bir
parabolik gercek alt sistemi ¥ ve ¥ nin Cohen diagrami
n—1

1
r 1+ §m

1 2 {l 'fl jr

olsun. Burada |I,l,,...,1. digimleri kesilmistir. Eger, |,=0 olmak iizere,
k;=l;-1,,-1 (j=1..,r) dersek, bu taktirde Dij ve Dy, nin basit sistemleri

strasiyla;

J, ={,Blj_1+11,3|,._1+21---,,3|j,1} ve

‘]n—lr = {ﬂlr+l’ﬂlr+21"'1ﬂn}

olmak iizere, J=ZJ|,.+Jn4r basit sistemine sahip olan bir alt sistem
j=1

\P:ZD§1+D,:Lr olur. Algoritma 3.1.8. (2) yi g6z Oniine alarak
j=1

l<r<r<..<r,<r.,=r ic¢in, j=r+1..r +1, J, ={e,_71—§me,_} olmak iizere,
ej ] J

Jo = i Jy,, » @7(M,m,n) nin bir alt ciimlesi olsun. Bu durumda,

j=n+1

Jy=Jud, =2J.j + Z Wy, ey M0y,
j=1

i=2 j=r+1

olur. O halde VweW(z(mm,n)) i¢in J,zwz(mm,n) dir. J +J,,

(r, +1< j <r,+1) i¢in karsilik gelen Cohen diagramlari

Ly +1

Dfn  O—O—

€ -1 —'me{?
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oldugundan, J,, C iizerinde lineer bagimsizdir. Dolayisiyla, Algoritma 3.1.8(2) den,

J,, J nin genislemesi olan bir kok grafigidir. Bu nedenle,

fis1

¥ le +Z Z Dk+1+Drr1n4r

i=2 j=ri+1

J, basit sistemine sahip, ®(m,m,n) nin parabolik olmayan bir gergek alt sistemidir.
Ayrica, bu durumda elbette

Z(k +1)+Zz (k;+)+n—-1 =n

i=2 j=r+1

dir. B tipindeki gibi benzer tartismalar kullanilarak, asagidaki gibi, ¥, gergek alt

sisteminin tipini yeniden ifade edebiliriz:

1, i=1 ise,
m, = ) )
m i=2,..m Iise,

Z(y(l) +1)+ iuziy?) =n olmak iizere,

i=2 j=1

(V) D7 ZZ D%

i=1 j=1 i

dir. Eger (VI) formiiliinde m=2 alirsak, bu taktirde, D, tipi i¢in karsilik gelen formiil

(VII) D, : ZZ D™ §

i=1l j=1

olacaktir. O halde, D, tipi i¢in Dynkin’nin sonucunu yeniden elde etmis oluyoruz [15].

Boylece asagidaki teoreme sahibiz.

TEOREM 5.1.4. D, ve D, tipindeki gercek kok sistemler ile ilgili gercek alt

sistemlerin tipleri

olmak {iizere, konjiigelerine kadar asagidaki formdadir.



GERCEK ALT SISTEMLERIN TiPLERI

i= = i=1 j=1
Zm: > Dm(in i(ﬂj(-l) +1) +iiﬂ?) =N
i = e
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5. BOLUM

G(m,1,n) KOMPLEKS YANSIMA GRUBU iCiN GECERLI DIAGRAMLAR

Bu boliimiin esas konusu G(m,1,n) imprimitif kompleks yansima grubundaki konjiige

smiflar1 ve biitiin baglantili bilesenleri A ya da B tipinde olan gegerli diagramlar

arasinda bire-bir bir esleme oldugunu gostermektir. G(m,1,n) grubu genellestirilmis

simetrik grup gibi goriilebilir ve bu grubun konjlige smiflar1 Kerber’in ¢aligmasinda

bulunabilir [27]. G(m,1,n) nin her konjlige smifi i¢in bir gegerli diagram olusturmak
amaciyla oncelikle, G(m,1,n) i¢in bir uzunluk fonksiyonu tanimlayacagiz ve sonra bu

fonksiyonun 6zelliklerini inceleyecegiz. Weyl gruplari igin karsilik gelen sonuglar

Carter tarafindan incelenmistir [5].

[k olarak temel notasyonlar1 verelim ve daha sonra kullanacagimiz bazi sonuglar ifade

edelim.
TANIM 5.1.1. W=G(m,L,n), ®=d(m,1,n) ye karsilik gelen imprimitif yansima

grubunu gostersin. 8 e D ve s € {1,..., m—l} olmak tizere, W daki her bir w elemam

k
w=w;..W* seklinde yansimalarm bir carpimi olarak ifade edilebilir. ZSi nin en
i=1

kiigiik degerine W min uzunlugu denir ve I(w) ile gosterilir. (Burada eger 0,(a) =2
ise, bu taktirde s, =1 dir ve eger 0,(g;)=m ise, bu taktirde s; €{1,....m—1} dir.) Kural

olarak 1(1)=0 dir. Agik olarak, I(w)=1 dir & aed® olmak iizere, w=w, dur.
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Ayrica, 0,(@)=m ve s e{l..,m-1} olmak iizere, eger w=W; ise, bu taktirde

K
I(w)=s dir. Eger I(w) = Zsi ise, W, k-tane yansimanin ¢arpimidir deriz.
i=1

Herhangi bir o €W,

b, b, - b”‘i
Hi = S S; [ !
&by, &by L £,

b, e{l,...,n}, S; e{l,...,m} olmak iizere, o =6,...0, seklinde ayrik devirlerin ¢arpimi
olarak tek tiirlii yazilabilir. i =1,...,t olmak iizere, 6, devrinin uzunlugu k; dir.
K, t
f(6)=>s, alahm ve f(c)=> f(4) olsun. Simdi, 1<p<m, 1<g<n igin
j=1 i=1
f(6)=p (mod m)olacak sekilde a (o) y1 q uzunlugundaki o nmn &, devirlerinin
sayist olarak tanimlayalim. (a,,(c)) mxn matrisi, o mn tipi olarak adlandirilir ve
Ty(o) ile gosterilir [28]. Bu taktirde o,7 €W, W da konjiigedirler < Ty(o) =Ty(7)
dir [27].

LEMMA5.1.2. Eger o,7 €W, W da konjiige ise, bu taktirde, I(c) =1(x) dir.

ISPAT: a €® ve s €{l..,m-1} olmak iizere, o =W}..w; olsun. o, W da = ye

konjiige oldugundan, bazi weW igin 7 =wow " dir. Fakat, b =w(a,) olmak iizere,

k
wow ™t = wg W esitligi, (o) =Y s, =1(x) esitligini gerektirir.
i=1

Yukaridaki Lemma W daki iki konjlige elemanm ayni uzunlukta oldugunu ve bu

elemanlardan her birinin ayni sayida yansimanin ¢arpimi oldugunu ifade eder.
Asagidaki Lemma yansima gruplarinin iyi bilinen bir 6zelligidir [3].

LEMMA 5.1.3. G, n-boyutlu bir V. kompleks vektor uzaymda bir yansima grubu
olsun. Eger geG ve U, g tarafindan sabitlenmis biitiin vektorlerin olusturdugu V nin

alt uzay: ise, bu taktirde g, U nun U~ ortagonal komplemanimndaki kéklere karsilik

gelen yansimalarin bir ¢arpimudr.
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LEMMA 5.1.4. weW olsun. Bu taktride, 1(w), V iizerindeki w nin 1’den farkli olan
6zdegerlerinin kuvvetleri toplamidir.
K
ISPAT: Kabul edelim ki I(W):Z:Si olsun. Bu taktirde, w, k-tane yansimanimn bir
i=1
garpmudir ve a € ®, s {l,...m-1 olmak iizere, w=w;..w seklinde bir ifadeye
sahiptir. Simdi, H

o+ & € V ninyanstyan hiper diizlemi ve

H=H, nH, n..nH,

olsun. Bu taktirde, w, H iizerinde trivial olarak etkir ve boyH >n—k dir. Boylece

yansimanin tanimindan, W, 1’e esit olan en az n—k tane 6zdegere ve 1’den farkli olan
en fazla k-tane &%,&%,...,E* o6zdegere sahiptir. Bu nedenle, bu 6zdegerlerin kuvvetleri

toplam1 I(w) den fazla degildir.

Aksine olarak, kabul edelim ki w, s; €{1,...,m—1} olmak iizere, 1’esit olmayan k-tane

X E%,..., &% bzdegeri olsun. U, w tarafindan sabitlenmis biitiin vektorlerin olusturdugu

V nin alt uzay1 ve U* de U nun ortagonal alt uzay: olsun. Bu taktirde, boyU =n—k ve
boyU" =k dir ve Lemma 6.1.3. den W, U " deki koklere karsilik gelen yansimalarin bir
carpimidir.

Kabul edelim ki w, V deki baz1 vektorleri sabit biraksin. Bu taktirde k <n ve bdylece

boyU" <boyV dir. U" deki kékler n den daha kiigiik boyutta iirettikleri alt uzayinda
bir kok sistem olustururlar ve w bu kok sistemi ile iligkili yansima grubunun bir

elemanidir. Boylece, tiimevarim ile, w en fazla k-tane yansimanin bir ¢arpmmudir, yani,

k
w=w;..W* dir ve boylece I(W)SZSi dir.

i=1

k
Eger I(w;..wy}) = Zsi ise, bir w..wy eW ifadesi indirgenmis olarak adlandirilir.
i=1

LEMMA 5.15. a,a,,..,8,€® ve i=1..k i¢in s €{l,..,m-1} olsun. Bu taktirde

W ..y indirgenmistir <> a,,...,8, kokleri lineer bagimsizdur.
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ISPAT: Simdi, w=w;..w olsun. Kabul edelim ki bu ifade indirgenmis olsun. Bu

taktirde Lemma 6.1.4. den w, 1’¢ esit olmayan k-tane 6zdegere sahiptir ve boylece
boy (H, nH, n..nH, )=n-k

dir. (Burada, boyut daha biiyiik olamaz, ¢linkii w bu alt uzayda birim gibi davranir.)

Boylece a,,...,a, kokleri lineer bagimsizdir.

Tersine olarak, kabul edelim ki a,...,a, kokleri lineer bagimsiz olsun. Simdi, im(w—1)

alt uzaymi goz oniine alalim ve

vyeH, n..nH, fakatv,¢H,

olacak sekilde bir v, eV vektorii daha segelim. Bu taktirde w(v,)—Vv,, @, in sifirdan

farkli bir garpanidir. Boylece a, € im(w—1) dir. Simdi,
V,eH, n..nH, fakatv,¢H,

olacak sekilde bir v, eV vektorii daha segelim. Bu taktirde «o,feC ve =0
olmak iizere, w(v,) -V, =aa, + fa, dir. Boylece a, eim(w—1) dir. Bu isleme devam
edersek nihayetinde goriilir ki a,,...,a eim(w—-1) dir ve bdylece boyim(w-1) =k
oldugunu gortiriiz.

Eger w, <k ve p e{l..,m-1} olmak iizere w=w..w seklinde daha kisa bir
ifadeye sahip ise, bu taktirde w indirgenmistir ve im(w—1) in her eleman: b,,...,l, nin
bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Béylece boyim(w—1) <k dir, ki bu da bir

celigkidir. Ek olarak, eger w, I, <s; olmak iizere, W=Ww..w}

.. ifadesine sahip ise, bu

taktirde w,*..wiw=1 ve (;=0,(a)-s (<i<k) olmak iizere, W..W W} . W} #1

dir, bu da yine bir ¢eliskidir.
®(m, p,n), (p=1m),

5 {o;=¢ e, (i=1..,n-1),a, =¢,}, p=1 ise,
- {B=e-e,(i=1..n-1),8=e -} p=m ise
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olmak iizere, z(m, p,n)=(B,H) basit sistemi ile bir imprimitif kdk sistemi olsun. Bu
taktirde o; (i=1,...,n) ye karsilik gelen diigiim i ile ve S (i=1,...,n) ye karsilik gelen

diigiim i ile gosterilmek tizere, ®(m,1,n) ve d®(m,m,n) i¢in Cohen diagramlari sirasiyla

1 2 n-1 n

B o—O0——(C—®

n-1
1 2 n-2
O O 14§
m o 2
D, :
n

dir. se{l,...,m—-1} olmak iizere bir ag,

seklinde bir grafiktir.

k
Bir w=wz..w} eW, I(w)= Zsi ile asagidaki gibi yeniden olusturulabilir ([14,17]):

i-1
— 1 — Si+ S)
T=W,..W, eW(A, ;) olmak iizere, w=7W,"..W*

dir. w nin bdylesi bir ayristirmast igin, 0,(a) degeri ile a,...,a, koklerinin her birine
karsilik gelen k - tane diigiime sahip I' grafigini tanimlariz. a;, a; farkl koklerine
karsilik gelen diigiimler (a;,a;) agirhgmda bir ¢izgi ile baglanir. Eger 0,,(3) =2 ise,
bu taktirde a, kokiine karsilik gelen diigiimdeki 2 sayis1 Cohen’in anlattig1 gibi ihmal
edilir [1].

Eger weW, TI' grafigi ile bir ayristirmaya sahip ise, bu taktirde w nin keyfi bir
konjiigesi de I' grafigi ile bir ayristirmaya sahiptir. Ciinkii eger w,..w, eW (A, ,)
olmak iizere W=w, ..W, W;*..W ise, bu taktirde j=1,..,k i¢in b; =w'(a;) olmak

. ] -1 it Sk LR B
ltizere, W'WW —Wbl---WqV\@j---ka esitligi vardir.
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Boylece I' grafiginin bu konjiige siniflari ile iliskili oldugunu sdyleriz. (Burada, birim
elemani igeren bu konjlige sinifinin bos grafikle gdsterildigini kabul ediyoruz.) Lemma

5.1.5. den, I' nin diigiimleri lineer bagimsiz koklerin bir ciimlesine karsilik gelir.
Simdi asagidaki temel tanim1 verebiliriz.

TANIM 5.1.6. T bir grafik olsun. Bu taktirde eger

(i) T' nin diigtimleri @ nin lineer bagimsiz koklerinin bir climlesine karsilik gelir,
(i1) bir devir olan T" nin her bir alt grafigi bir aga denktir

sartlar1 saglanir ise, I' bir gecerli diagram olarak adlandirilir. (Burada, I' nin bir alt
grafigi digtimlerin bir alt ciimlesidir Ki, bu alt ctimledeki diigimleri baglayan ¢izgiler
vardir. Bir devir bir grafiktir ki burada da her bir diigiim sadece diger iki diigiimle

baglantilidir.)

LEMMA 5.1.7. W nin bir konjlige smufi ile iligkili her gegerli diagram W nin bir

yansima alt grubunun Cohen (Dynkin) diagramidir.
ISPAT: T boyle bir grafik olsun. J de T nin diigiimlerine karsilik gelen koklerin bir
climlesi olsun. W(J), aeJ olmak tizere, W, , ,, yansimalar tarafindan iiretilen grubu

gostersin. Bu taktirde W(J), W nimn bir alt grubudur ve boylece sonlu bir yansima

grubudur. Ayrica, J, gegerli diagramin tanimindan lineer bagimsizdir. Boylece Cohen
[1] 4.2 den, T bir kok grafigidir.

Simdi, S=W(J)J alahm ve VaeS i¢in g(a)=0,(a) ile bir g:S—>N\{l}
doniistimiinii tammmlayalim. W = (S, g) ¢ifti H. Can [9] 1.2 (ii) den W(¥)=W(J) ile J
ye karsilik gelen 6n-kok sistemdir. H. Can [9] 1.2 (iii) den W =(S,g) ¢ifti bir kok
sistemdir ve dolayisiyla @ nin bir alt sistemidir. Boylece W(¥), W nin yansima
grubudur ve buradan I' nin, W nin W (W) yansima alt grubunun Cohen (Dynkin)
diagrami oldugu sonucu ¢ikar.

Simdi, I' nin baglantisiz I'; grafiklerinin bir birlesimi olabilecegini hatirlayalim. Ki
boylece de sunu sdyleyebiliriz: Eger I', ag icermez ise, bu taktirde I', ya A ya da B

tipindedir, ve eger I'; bir ag icerir ise, bu taktirde I',, D tipinde olmalidir.
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Simdi gecerli diagramlarm W nm konjlige smiflarin1 parametrize etmek i¢in

kullanilabilecegini gosterecegiz.

TEOREM 5.1.8. W=G(m21n) olsun. W daki konjiige smniflari ve

Z(BZ(‘;) + B:;”p) +..+B,) bicimindeki gegerli diagramlari arasinda bire bir bir esleme
p=1 »

vardir ki burada (m,p), m ve p nin en biiyiik ortak boleni olmak tizere

m-1 Sp Sm m
AP A +)=n ve m =—-—
e D

drr.

ISPAT: W nin elemanlari, & nin bir kuvveti ile baz vektdrlerini permiite ederek ve bu
baz vektorlerin keyfi alt climlelerini ¢arparak, V nin e,...,e, ortanormal bazi lizerinde

calisir. Bu carpimlar1 g6z ardi ederek, W nin her w elemanini ayrik devirlerin bir

carpimi olarak genel yolla ifade edilebilen {l,...,n} nin bir permiitasyonunu

belirleyelim. (kk,..k.), p, €{L...,m} olmak iizere

e, &g, &M e > > ETTPg 5 R TR
gibi yazilan bir devir olsun. Eger Z p; = p(modm) olmak iizere, W' (e,)=<Pe ise,
i=1
(k,k,...k.) devri bir (&P,r)-devir olarak adlandirilir ve [r<"] ile gosterilir. Bu taktirde
bu devirlerin uzunlugu Z p, degerleri ile birlikte W nin tipini belirler. W nimn iki

eleman1 konjigedir <> bu iki eleman aym tiptedir, Kerber’in anlattigi gibi [27].
Boylece konjlige smiflar1 ve tipleri arasinda bire-bir bir esleme vardir. Simdi,

p e{l,...,m} olmak iizere,
e e —>..—e e >

(£P,r)-devrini g6z Oniine alahm. Eger p=m ise, bu taktirde bu devir
(12)(23)...(r—1r) elemanlarmm g¢arpimi olarak ifade edilebilir. Bu ¢arpimlar A
tipinde Weyl alt grubunun basit yansimalarmin bir tam ciimlesini olusturur ve boylece
[r]ile gosterilen bu (1, r)-devir A tipinde oldugu gibi, A , gegerli diagramu ile temsil

edilir [5]. Eger pe{l..,m-1} ise, bu diagram (12)(23)...(r—1 r)w” elemanlarmnin
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carpimi olarak ifade edilebilir, ki burada da w;, &Pe, yerine e, yi degistirir ve diger

biitlin e, leri sabit tutar. Boylece bu ¢arpanlar (m, p), m ve p nin en biiyiik ortak bdleni

olmak lizere, m, = igin B tipinde yansima alt grubunun basit yansimalarmnin

(m, p)

tam bir ciimlesini olusturur. Bu (&°,r) -devir asagidaki gegerli diagramla gosterilebilir.

B (r-tane diigiim):

(Bu bir sonraki sebepten dolay1 dogal bir tercihtir. Eger G(m,1,n) grubu igin n=1
alirsak, bu taktirde C_ =G(m,L,n)=(w|w" =1) esitligi vardir ve ayrica (w|w" =1)
grubu m. mertebeden devirli gruptur. Biz gegerli bir

W P

B

diagrami ile C_ deki 1< p<m-1 olmak iizere, W" elemanlarinin olusturdugu bir

birim olmayan sinifa yaklasiriz, yani gecerli diagram elemanin mertebesine baglidir.)

Simdi, W nin ayrik (&P,r)-devirlerinin bir ¢arpimi olarak ifade edilen keyfi bir
elemanini g6z oniine alalim. Ayrik devirler V nin ortagonal alt uzaylar1 lizerinde isleme
girdiginden, gegerli diagram devir yeniden olusuma karsilik gelen baglantili bilesenlere

ayirir, ve boylece gegerli diagram (m, p), m ve p nin en biiyiikk ortak boleni olmak

lzere,
m m-1 Sp Sm
my=—— Vve D> AP+> A"+ =n
(m! p) p=1 g=1 gq=1

m
icin Z(B::(‘;) + BZZ’;) +..+ B:z‘;)) formunu alr.
p=1 *

UYARI 5.1.9. Simdi, l(p):(ﬂfp’,...,ﬂs‘p")) (p=1...m=1), 2™ =" +1,..,2™ +1)

ile A%,..,A™ m-parcalanmasmi tanimlayalim. Bu taktirde W da konjiige siiflar1
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m-1 Sp Sm
arasinda  bire-bir bir esleme vardr ve > > AP +> (A™+)=n ile n nin

p=l g=1 g=1
(A©,..., A™) pargalanmalarinin m-ciimlesidir [27].
Eger m=1 ise, bu taktirde W =W (A, ,) (A, tipinde bir Weyl grubu) ve eger m=2
ise, bu taktirde W =W(C,) (C, tipinde bir Weyl grubu) dir, ve bdylece Teorem 5.1.8.
de m=1,2 alirsak Carter’in sonuglarini elde ederiz [5].
Teorem 5.1.8. de verilen gegerli diagramlar sadece alinilabilen diagramlar degildir. Biz
W nn bir G(m,m,n) =W (D,') yansima alt grubunu igerdigini biliyoruz [1]. Boylece
D', W i¢in bir gecerli diagramdir. Fakat Teorem 5.1.8. de verilen gegerli diagramlar W

nin konjiige smiflari ile bire-bir bir eslemeye sahip oldugundan, ispatin geri kalanina

ithtiyacimiz yoktur.
Teorem 5.1.8. in bir uygulamasi olarak, asagidaki 6rnegi verelim.

ORNEK 5.1.10. G(3,1,3) grubunu goz éniine alalim. Bu taktirde

Devir Tipi Kojiige Sinifi Gegerli Diagram
[111] 1 %)

W W L3
[1° 17 1°] W, W, W, @ @& 0O

@5I’-J
EB5‘!’«.‘
E35!’«_‘

[1 15 15°] WAWS W,

‘-1'2 W
[11¢15] WAW, @ 0O

v
[111¢] W, ©)

‘-1'2 w w
[1°1°1°] WEW, W, ®@ @ 0O

‘-‘I-'2 ‘-‘I-'2
[125 1] WAWE @ 0



[1115]

[11° 1]

[191515]

[21]

[2°1]

[251]

[2€17]

[21]

[2°2°]

[2515]

[2¢15]

[217]
[3]

[3°]

[37]

(12)

12)w,

2w,

(12)ww,

(12)w,

A2)w,w,

@2)w,w?

12)Wow?

12w,
(12)(23)

12)(23)w,

(12)(23)w

42

:

g

@s
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dir. Burada ikinci siitundaki elemanlar G(3,1,3) nin konjige smflarmin temsilci

elemanlarini gostermektedir.
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