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OZET

Bu calismada, fuzzy geometrinin 6zel bir cesidi olan fiber geometrilerde fiber projektif
diizlemler incelenmistir. Birinci boliimde klasik grup teori, fuzzy ve projektif geometri ile ilgili
temel tanmim ve kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde, fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen
fuzzy projektif diizlemler iizerinde durulmustur. Ugiincii boliimde fuzzy geometrilerin 6zel bir
cesidi olan fiber geometriler ele alinmistir. Dordiincii boliimde ise farkli ticgensel normlarin

fiber projektif diizlemlerdeki rolii incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy Projektif Uzayi, Fuzzy Projektif Diizlemi, Fiber Projektif

Diizlemi
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SUMMARY

In this thesis; fibered projektive planes have been examined in fibered geometries. In the
first chapter, fundamental definitions and concepts from fuzzy set theory, theory of group and
projective geometry are given. In the second chapter, fuzzy projektif geometries from fuzzy

vector spaces are handled.

In the third chapter, fibered geometries that are the particular kind of ” fuzzy geometries”

are studied.

In the last chapter, the role of the triangle norm in the theory of fibered projective planes

are investigated.

Keywords: Fuzzy Projektif Space, Fuzzy Projektif Plane, Fiber Projective Plane
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BOLUM 0
GIRIS

Matematikte pek ¢ok teorinin fuzzy karsilig1 vardir. Fuzzilestirme temel olarak bir kiimenin
elemanlarina [0, 1] aralifinda iiyelik derecesi verilerek olusturulur. Fiber geometriler kavrami da
fuzzy teoriye katkida bulunmak amaciyla Leen Kuijken ve Hendrik Van Maldeghem tarafindan

olusturulmustur (Kuijken and Maldeghem, 2002).

Bir geometrinin noktalarini fuzzilestirmenin iki yolu vardir: Birinci yolda noktalarinin her-
birine bir tek iiyelik derecesi verilir, ikinci yolda ise noktalarin hepsine pek ¢ok iiyelik derecesi
verilir. Birinci yolla ilgili olarak her fuzzy vektor uzayindan bir projektif uzay, her fuzzy pro-
jektif uzayindan da bir fuzzy grup elde edilebilir. Kuijken L., Maldeghem H. V. ve Kerre, E.
tarafindan Fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen Fuzzy Projektif Geometriler’in olusturulmasi
ve Fuzzy Gruplarindan Fuzzy Projektif Geometrilerin elde edilmesi konulari islendi (Kuijken
L., Maldeghem H. V. and Kerre, E.). Bu anlamda fuzzy projektif uzaylarda icerilen geometrik
yapilar ¢cok zengin degildir. Temel olarak bir fuzzy projektif uzay taban diizlemindeki ver-
ilen flage denktir. Ikinci yolla iligkili olarak Kuijken L., Maldeghem H.V. tarafindan fiber ge-
ometriler olusturuldu. Fiber nokta, fiber dogru ve fiber geometrik yapilar tanimland1 (Kuijken

L. and Maldeghem H. V.).

Bu calismada ikinci yol tizerinde durulmaktadir, o zaman daha zengin geometrik yapilar

ortaya cikmaktadir.

Bu calismanin birinci boliimiinde Fuzzy kiime teori, vektor uzaylari ve projektif ge-

ometrideki temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde fuzzy vektdr uzaylan ile fuzzy projektif uzaylar arasindaki iliskiler

incelenmistir.

Uciincii boliimde genel incidence geometrilerde fiber nokta, fiber dogru kavramlar
verilmis, fiber projektif diizlemler incelenmis ve klasik teorinin fiber versiyonlarina bakilmustir.

Ayrica uygulama olarak da bulagict degerler kavramlarina deginilip 6zellikleri verilmisgtir.

Son béliimde minimum operatdrden farkli licgensel normlarla elde edilen fiber projektif



diizlemler ve bu diizlemlerde baz1 geometrik 6zelliklerin fiber versiyonlar1 incelenmistir (Bayar,

Ekmekgi ve Akga, 2008).



BOLUM 1

BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Cebirsel ve Geometrik Yapilar

1.1.1 Baz Cebirsel Kavramlar

Tanim 1.1 A bos olmayan bir kiime olsun. A X A dan A ya tamiml1 bir
*x: AXA — A
(0,y)  — (xxy)
fonksiyonuna A icinde ikili islem denir. Bu tanima gore ikili iglem iki degiskenli bir fonksiyon-
dur. A X A nin herhangi bir (a,b) elemaninin ikili iglem denilen bdyle bir fonksiyon altindaki
goriintiisii genel olarak a + b,ab,a.b,aob,a® b,a © b ve benzeri bigimde gosterilir (Karakas,

1998).

Ornek 1.1 Tamsayilarin ve gercel sayilari toplama, ¢ikarma ve carpma islemleri en ¢ok bili-

nen ikili iglemlerdir.

Tanmim 1.2 G bog olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*) cebirsel yapis

asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir (Calhalp, 2011).
G1) G kiimesi * iglemine gore kapalidir.

G2) * igleminin G de birlesme 6zelligi vardir. Yani Vx,y,z € G igin x* (yxz) = (x*y) %z
dir.

G3) G kiimesinin * iglemine gore etkisiz (birim) elemani vardir. Yani Vx € G igin x ¥ e =

e xx = x olacak sekilde tek bir e € G vardir.

G4) G nin her elemanimin  islemine gore tersi vardir. Yani x € Gicinxxx ! =xlsxx=¢

olacak sekilde tek bir x~! € G vardur.

Burada (G,-) veya kisaca G her zaman bir grubu belirtecektir ve bu grubun etkisiz ele-

maninida e ile gosterilecektir.



Ornek 1.2 Z, Q, R, ve C kiimeleri adi toplama islemine (+ islemine) gére birer gruptur.
Q\{0}, R\{0}, ve C\{0} kiimeleri de adi ¢arpma iglemine (- islemine) gore bir gruptur. (N, +)
ve (Z,-) cebirsel yapilari ise grup degildir.

Tanmm 1.3 (G, *) bir grup olsun, Vx,y € G igin x*y = y*x Ozelligi saglaniyorsa bu gruba
degismeli grup veya abelyan grup denir (Callialp, 2011).

Ornek 1.3 Z, Q ve R kiimeleri adi toplama islemine (4 islemine) gore birer degismeli gruptur.

Q\{0} ve R\{0} kiimeleri de adi ¢arpma iglemine (- islemine) gore degismeli gruptur.
Not 1.4 Grubun islemi “+” ise toplamsal grup, “-” ise carpimsal grup denir (Callialp, 2011).

Tanim 1.5 (G, ) bir grup olsun, G sonlu bir kiime ise (G, ) grubuna bir sonlu grup denir ve

grubun eleman sayisina da grubun mertebesi denir (Callialp, 2011).

Tanmim 1.6 G bir grup ve G nin bog olmayan alt kiimesi H olsun. Eger H, G deki isleme gore
kendi bagina bir grup ise H ye, G nin alt grubu denir ve H < G ile gosterilir (Callialp, 2011).

Tanim 1.7 F bos olmayan bir kiime ve bu kiimenin elemanlar1 arasinda + : F X FF — F ve
- F X F — F ile gosterecegimiz iki tane ikili islem tanimlanmis olsun. (F,+,-) cebirsel yapisi

asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu cebirsel yapiya cisim ad1 verilir.
Cl)Hera,be Ficina+b=b+avea-b=>b-ad.
C2)Hera,b,c € Figin (a+b)+c=a+(b+c)ve(a-b)-c=a-(b-c) dir.
C3)Hera,b,cc Figina-(b+c)=(a-b)+(a-c) dir.
C4) F kiimesinde dyle bir 0 elemani vardir ki, her a € F icin a+ 0 = a esitligini saglar.

C5) F kiimesinde Oyle bir 1 eleman1 vardir ki, 0 dan farkli her a € F i¢in a- 1 = a esitligini

saglar.

C6) Her a € F elemani i¢in, F kiimesinde Oyle bir —a elemani vardir ki, a + (—a) = 0

esitligini saglar.

C7) Her 0 # a € F igin, F kiimesinde 6yle bir a~! elemam vardir ki, a-a~! = 1 esitligini

saglar.

Ornek 1.4 Q, R, C birer cisimdir fakat Z bir cisim degildir.



Tanim 1.8 V bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:V XV =V ve - : FxV =V
iki fonksiyon olmak iizere (V,F,+,-) cebirsel yapisi asagidaki sartlar1 sagliyorsa, V kiimesine

F cismi lizerinde bir vektor uzayidir denir.
V1) Herx,y € Vicinx+y=y-+xdir.
V2) Her x,y,z € Vigin (x+y) +z=x+ (y+z) dir.
V3) Her x € V i¢in x + 0 = x olacak sekilde V' de tek bir 0 elemani vardir.
V4) Her x € V elemani icin, x+y = 0 esitligini saglayan V de tek bir y eleman1 vardir.
V5)Hera,b € Fveherx€Vigina-(b-x) = (a-b)-xdir.
V6) Her a,b € F veherx €V igin (a+b)-x=a-x+b-x dir.
V7)Hera € F veherx,y € Vigina-(x+y) =a-x+a-ydir.

V8) Herx €V igin 1 -x = x dir.
Ornek 1.5 Q,R,C birer vektor uzayidir. n € N* olmak iizere R” bir vektor uzayidur.

Tanmm 1.9 V bir vektor uzay1 ve U , V nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. U kiimesi,
V kiimesinde tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir vektdr uzayi

olusturuyorsa U ya V nin bir alt uzayi denir.

Tanim 1.10 V bir vektor uzayr D(V) de V nin alt uzaylarmin bir kolleksiyonu ve ~ da bu
alt uzaylar arasinda bir iizerinde bulunma bagintist olsun. D(V) ve D(V) deki iizerinde bu-
lunma bagintist yardimiyla tanimlanan PG(V) = (D(V), o) geometrik yapisina projektif uzay
denir. U ve U’ alt uzaylar1 V nin altuzaylari olsun. Eger U C U’ veya U’ C U sartlarindan biri
saglaniyorsa U ve U’ birbirinin iizerindedir denir ve U o U’ ile gosterilir (Kujken, Maldeghem

and Kerre, 1999).

Tanim 1.11 V bir vektor uzayr ve V nin bir alt uzayr U olsun. U alt uzaymn boyutu bir
tabanindaki vektor sayisina esittir ve boy(U ) ile gosterilir. U alt uzayinin projektif boyutu da
U nun boyutunun bir eksigidir ve pboy(U) = boy(U ) — 1 ile gosterilir (Kujken, Maldeghem and
Kerre, 1999).



Sonlu boyutlu bir projektif uzayda biitiin dogrular esit sayida nokta igerir ve projektif uzayin
mertebesi herhangi bir dogrusu iizerindeki nokta sayisinin bir eksigidir. Eger ¢ mertebeli sonlu
bir cisim lizerindeki projektif uzaylar lizerinde calisirsak, bir dogru iizerindeki noktalarin sayisi
q + 1 e esittir, boylece projektif uzayin mertebesi g olacaktir. g mertebeli bir cisim iizerindeki

n_boyutlu projektif uzay PG(n,q) ile gosterilir.

Tamim 1.12 S, = PG(n,q) n-boyutlu projektif uzay ve n > 2 olsun. O zaman asagidaki aksi-
yomlar gecerlidir (Casse, 2000).

Al) S, elemanlar1 noktalar olan bir kiimedir.

A2) —1 <h<nveVhe Zigin Sy, S, nin h-boyutlu alt uzayidir.

A3) S, nin agikar alt uzaylar S,, ve S_; dir. S_; alt uzay1 S, nin bos alt uzayidir.
A4) S, nin noktalar1 kendisinin 0 boyutlu alt uzaylaridir.

AS5) n-boyutlu tek alt uzay S,, dir.

A6) Sy, ve Sk, S, nin iki alt uzayi olsun. O zaman S, NSy da S, nin alt uzayidir.

A7) Sy, ve Sk, S, nin iki alt uzayi olsun. O zaman S;, NS alt uzaymin boyutu,
pboy (S, ® Sk) + pboy(S, N Sk) = pboy(Sy) + pboy(Sk)

seklinde hesaplanir (S;, @ Sy uzay1 Sj, ve S; alt uzaylarinin gerdigi uzaydir, bu ifade (Sj,Sk)
seklinde de gosterilebilir).

Tamm 1.13 S, = PG(n,q) n-boyutlu bir projektif uzay olsun. O zaman
0 boyutlu Sy projektif alt uzayina projektif nokta,
1 boyutlu S; projektif alt uzayina projektif dogru,
2 boyutlu S, projektif alt uzayina projektif diizlem,

3 boyutlu S3 projektif alt uzayina projektif uzay denir (Casse, 2006).

Tanim 1.14 n-boyutlu projektif uzayda boyutu n — 1 olan alt uzaylar hiperdiizlem olarak ad-

landirilir (Casse, 2006).



Ornek 1.6 p bir projektif nokta ve L, p noktasindan ge¢cmeyen bir projektif dogru olsun. Bu
durumda pboy(p) =0, pboy(L) = 1 ve pboy(pNL) = —1 dir. O zaman

pboy(L®p) = pboy(L)+ pboy(p) — pboy(pNL)
= 140—(-1)=2

olarak bulunur, yani L & p bir projektif diizlem belirtir (Casse, 2006).

Tanmim 1.15 P n-boyutlu bir projektif uzay olsun. P nin asikar olmayan (& ve P den farkl alt
uzaylar) Vj <i <m <n—1i¢in U; C U; olacak sekilde icice ge¢mis farkli alt uzaylarin (U, Uy,
..., Up) ayrik dizisine P de bir flag denir. Bir flagin ranki onun igerdigi alt uzaylarin sayisina

esitir. P de maksimal bir flag n uzunlugunda bir flagdir (Kuijken, Maldeghem, Kerre, 1999).

U; nin boyutu i olsun. {U;,Ujt1,...,Uy } seklinde bir flag asikar olmayan farkli alt uzaylarin
veVj<i<k<m<n—1icinU; C Ui olacak sekilde (U;, U1 1, ...,Uy) ayrik dizisidir, bu flag

kisaca [i,m] flag olarak da gosterilebilir.

Tamim 1.16 Biri noktalardan digeri dogrulardan olusan ayrik N ve D kiimeleri ile Nx D
lizerinde bir ~ bagintisindan meydana gelen (N,D, ~) iicliisiine bir geometrik yap1 denir. N
nin elemanlar a, b, c, ..., x, y, z,... gibi kiiciik harflerle, D nin elemanlar1 A,B,C,....X,Y,Z, ...

gibi biiyiik harflerle gosterilir.

ni, n, n3,... € N noktalari i¢in n; ~ D, i = 1,2,3,... olacak sekilde bir D € D varsa, yani

bu noktalarin hepsi ayni dogru iizerinde ise bunlara dogrudas noktalar denir.

Dy,D;,D3,... € D dogrulari i¢in n ~ D;, i = 1,2,3, ... olacak sekilde bir n € N varsa, yani

bu dogrularin hepsi ayn1 noktadan gegerlerse bunlara noktadas dogrular denir.

Dy,D; € D ve Dy # D; olsun. Eger N ~ Dy ve N ~ D; olacak sekilde hi¢bir n € N noktast
yoksa Djve D; ye paralel dogrular denir ve D, || D; ile gosterilir. Buna karsin Dy || D, degilse
D }f D, ile gosterilir (Kaya, 2005).

Tanmim 1.17 (Projektif Diizlem) N ve D elemanlar1 sirasi ile noktalar ve dogrular olan ayrik
iki kiime (yani N N D = & ozelligine sahip iki kiime) ve ~ da N x D kiimesinde tanimlanan
bir lizerinde bulunma bagintis1 (yani ~C N x D) olmak iizere asagida verilen P1, P2 ve P3

aksiyomlarin1 gercekleyen (N,D, ~) sistemine bir projektif diizlem denir (Kaya, 2005).

P1: Her m, n € N, m # nicin m ~ d ve n ~ d olacak sekilde bir tek D € D dogrusu vardir.
Yani farkl iki nokta bir tek dogru belirtir.



P2: Her C, D € D, icin n ~ C ve n ~ D olacak sekilde en az bir n € N noktasi vardir. Yani

iki dogrunun en az bir ortak noktasi vardir.

P3: Herhangi ii¢li dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Teorem 1.18 Bir P = (N, D, ~) projektif diizleminde farkl: iki dogru tek bir noktada kesigir
(Kaya, 2005).

Teorem 1.19 Her sonlu P = (N, D, ~) projektif diizlemi i¢in agagidaki kosullara uyan bir n > 2
pozitif tam sayis1 vardir (Kaya, 2005). (Bu tam sayiya ilgili projektif diizlemin mertebesi

denir.)
(1) P nin her dogrusu iizerinde tam olarak n + 1 tane nokta bulunur.
(2) P nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru iizerindedir.
(3) P deki noktalarin toplam sayisi n> +n+ 1 dir.

(4) P deki dogrularim tam sayist n> +n+ 1 dir.

Teorem 1.20 Verilen her F' cismi i¢in nokta ve dogrulari bu cismin elemanlariyla cebirsel

olarak belirlenebilen bir projektif diizlem vardir. F herhangi bir cisim olsun.

N ={(x1,x2,x3) : x1,X2,x3 € F, (x1,x2,x3) # (0,0,0), (x1,%2,%3) = A(x1,x2,x3),
AeF,A#0}

D ={[ay,a2,a3] : ai,az,a3 € F,[ay,a2,a3] # [0,0,0], [a1,a2,a3] = Nay,az,a3],
AeF,A#0}

(x1,X2,%3) ~ [a1,a2,a3] < a1x; +axxy +azxz =0

(N,D,~) sistemi bir projektif diizlemdir. F cismi yardimiyla tanimlanan bu projektif
diizlemlere cisim diizlemleri denir ve genel olarak P,F ile gosterilir. Ozel olarak F = R,
C ve Q cisimleri i¢in P;R gergel projektif diizlem, P,C kompleks projektif diizlem, P,Q rasy-
onel projektif diizlem olarak adlandirilir. Bunlardan 6zellikle P>R diizlemi projektif diizlemler

teorisinin en onemli ve iyi bilinen 6rnegidir (Kaya, 2005).



Yukaridaki teoremden sonlu cisim diizlemlerine iligkin su sonu¢ hemen verilebilir.

Sonug 1.21 r pozitif bir tam say1 p de bir asal say1 olmak iizere p” elemanli GF (p") cismi var
oldugu icin, bu cismin elemanlarindan homogen koordinatlarla belirtilen diizlemde
"3
(p) -1
pr—1

nokta vardir. Bu da diizlemin mertebesinin p” oldugunu gosterir. Yani her r pozitif tam sayisi

=) +p +1

ve her p asal sayisi icin mertebesi n = p” olan sonlu bir projektif diizlem vardir. Buna karsin
cisimler yardimiyla elde edilen bir ¢cok projektif diizlem vardir. Ustelik cisimler yardimiyla
elde edilmemis olsalar bile bilinen biitiin sonlu projektif diizlemlerin mertebeleri p” bigiminde

yazilabilen pozitif tam sayilardir (Kaya, 2005).

Ornek 1.7 En kiiciik projektif diizlemde 7 nokta ve 7 dogru vardr.
N={1,2,3,4,56,7}

D= {D]7D27D37D47D57D67D7}

veE
D ={1,23} , D,={1,4,5} , D;={1,6,7} , Ds={2,4,6}
Ds=1{2,57} , D¢=1{3,4,7} , D;=1{3,5,6}

olmak iizere (N,D, €) sistemi bir projektif diizlemdir. Yedi noktali bu projektif diizleme Fano
Diizlemi denir (Kaya, 2005).

Sekil 1.1 Fano Diizlemi

P1) 3 ve 5 farkli iki nokta ¢iftini ele alalim. 3 ve 5 den gecen bir tek D7 dogrusu vardir. 3 ve
5 noktalarindan gecen bagka bir dogru bulmak miimkiin degildir. Bu durum diger farkli nokta

ciftleri i¢inde gecerlidir. O halde bu diizlemde farkli iki noktadan tek bir dogru gecer.
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P2) D1 ve D, dogrularini ele alalim. Bu iki dogrunun tek bir ortak noktast vardir. Bu da 1
dir. Diger dogru ciftlerinin de benzer sekilde tek bir ortak noktasi vardir. O halde bu diizlemde

farkl1 iki dogrunun bir tek ortak noktasi vardir.

P3) 1,2,3 ve 7 noktalar1 herhangi li¢ii dogrudas olmayan dort noktadir.

Tanmim 1.22 A fuzzy kiimesi, X kiimesi iizerinde tanimli doniisiimdiir.

A X —[0,1]
x — A (x)

A (x) sayisi, A daki x noktasinin iiyelik derecesi seklinde adlandirilir. X kiimesi tizerindeki A ve

u gibi iki fuzzy kiimelerinin arakesiti

AAp: X —[0,1]
x— h(x)Ap(x)

seklinde tanimlanan A Au fuzzy kiimesidir. Burada, A minimum operatoriinii ifade eder.

Tammm 1.23 Bir X kiimesi iizerinde u ve A fuzzy kiimelerini diisiinelim. Bu iki fuzzy kiimenin

Ax ukartezyen carpimi asagidaki gibi tanimlanir:

Axpu: XxX—10,1]
(%, ) = A(x) Ap(y)

Tamim 1.24 X kiimesi i¢in x in biitiin fuzzy alt kiimelerinin kiimesini F(x) ile gosterelim. X,

Xove Y herhangi kiimeler olsun. f, X; X X, den Y ye doniisiim olsun. Genigletme prensibi ifade

eder ki bu doniisiim asagidakilerden birine genisletilebilinir.

i F(X) xF(X) = F(Y)
(A1, A2) = f(A1,A2)

A € F(X1) ve hy € F(X2) olmak tizere Y iizerinde f(A,Az) goriintii kiimesi

s SUP £(2, xy)=y {Mxh2) (g, ) | Xi€Xi i=1,2}, XX XXy : f(x) =y
0, diger durumlarda

seklinde bir fuzzy kiimesi tanimlar.

Ornek 1.8 X kiimesi, R reel sayilar ve u fuzzy kiimesi 1 den ¢ok biiyiik sayilarin fuzzy kiimesi

olsun. O zaman u fuzzy kiimesinin temsil ettigi degerleri
u(0) =0; u(1) =0; u(5) =0.01; u(10) =0.2; u(100) = 0.95; u(500) =1

seklinde alabiliriz. Buradan anlasiliyor ki normalde 1 den cok biiyiik sayilar 6znel bir ifade

olmasina ragmen u fuzzy kiimesini kullanarak kesin bir ifade olarak verilebilir(Zadeh).
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Tanim 1.25 u bir X kiimesinin bir fuzzy kiimesi olsun. O zaman ¢ € [0, 1] igin

p={x€X:u(x)>1}
kiimesine u fuzzy kiimesinin seviye alt kiimesi denir.

Tammm 1.26 P n-boyutlu bir projektif uzay ve P iizerinde bir fuzzy kiimesi A olsun. P nin her

P g, r dogrudas noktalari i¢in
AMp) = Mg) AMr)

sart1 saglaniyorsa A ya P iizerinde n-boyutlu fuzzy projektif uzay denir ve [A, P| ile gosterilir.

P projektif uzayina [A, P] nin taban projektif uzay: denir.

Tanim 1.27 P de uzunlugu n olan (¢,U;, Uy, ...,U,—1) maksimal flagi ve [0, 1] arahigindaki
ap > ay > ay > ... > ay, reel sayilari icin [A, P] n-boyutlu fuzzy projektif uzayi

A P—10,1]
p—a , p=q ise
p—ay , peU\{q} icin
p—ap , peUr\U; i¢in

p—an—1 , pEU,_1\U,—2 igin
p— ay , p€P\U,_1 igin

seklindedir.

Tanmm 1.28 Bir 7 : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] ikili iglemi, asagidaki kogsullart sagliyorsa 7 iglemine

bir iicgensel norm veya kisaca -norm denir (Peter, Radko, Endre, 2000).
(T Herx,y€[0,1]i¢in T (x,y) =T (y,x)
(T2) Her x,y,z € [0,1]i¢in T (x,T (y,z)) =T (T (x,y),2)
(T3) y < zolmak iizere T (x,y) < T (x,z)
(T4)Herx € [0,1] i¢in T’ (x,1) = x

Dort temel t-norm vardir. Bunlar minimum, carpim, Lukasiewicz ve drastic t-

normlardir ve sirasiyla Ty, Tp, Ty ve Tp seklinde gosterilirler (Peter, Radko, Endre, 2000).

Tanmim 1.29 T),:[0,1] x [0,1] — [0, 1], Ty (x,y) = min{x,y} seklinde tanimlanan Tj; islemi

bir t—normdur. Buna minimum t-norm denir.
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Tanmim 1.30 7p: [0,1] x [0,1] — [0, 1], Tp (x,y) = x-y seklinde tanimlanan 7p iglemi bir t-

normdur. Buna ¢arpim t-norm denir.

Tamim 1.31 7;:[0,1] x [0,1] — [0, 1], Tz (x,y) = max {x+y— 1,0} seklinde tanimlanan 77,
islemi bir t-normdur. Buna Lukasiewicz t-norm denir.
Tamim 1.32 7p : [0,1] x [0,1] — [0, 1]
0 . eger (x,y) € [0,1) x[0,1)
Tp (x,y) =

min{x,y} , diger durumlarda

seklinde tanimlanan 7p islemi bir t-normdur. Buna drastic carpim t-norm denir.



BOLUM 2

FUZZY VEKTOR UZAYLARINDAN ELDE EDILEN
FUZZY PROJEKTIF GEOMETRILER

Fuzzy vektor uzaylardan elde edilen fuzzy projektif uzaylar Kuijken ve Maldeghem
tarafindan verildi (L. Kuijkeen, H. Van Maldeghem, E. Kerre, fuzzy projective geometries from
fuzzy vector spaces, Proceedings of IPMU’98, 1331-1338). Bu boliimdeki temel kavram ve

teoremler bu calismadan derlenmistir.

Oncelikle Fuzzy vektor uzaylar iizerinde bir fuzzy geometri olusturulmaktadir. Fuzzy
vektor dogrular, fuzzy vektor diizlemler ve n-boyutlu fuzzy vektor uzaylari incelendikten sonra
bir fuzzy vektor uzayindan elde edilen fuzzy projektif diizlemin fuzzy projektif noktalari, fuzzy

projektif dogrular1 ve bunlarin 6zellikleri verilmektedir.

Bu calismada, verilen bir F cismi iizerindeki vektor uzay1 V, V nin baslangi¢ vektorii de o
ile gosterilmektedir. Minimum operator A ve maksimum operator V ile gosterilmektedir. V nin

klasik alt uzaylar1 L, ve U ile gosterilmektedir.

Tamm 2.1 A:V — [0, 1], V iizerinde bir fuzzy kiimesi olsun. A nin V iizerinde bir fuzzy vektor
uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart Vie,v € V ve Va,b € F icin A(a.u+b.v) > A(u) ANA(V)

olmasidir.

Yardimer Teorem 2.2 F cismi iizerinde V bir vektor uzayi, u,v € V ve o € F — {0} olsun.

Eger
A :V — [0, 1] fuzzy vektor uzay1 ise asagidaki 6zellikler gegerlidir:
(i) A(owr) =A(u);
(it) A (0) = supgey A ()
(iii) A (@) # A (V) ise A (u+7V) = A(u) AL (D).

Tamim 2.3 V nin bir A fuzzy alt uzayinin boyutu taban alt uzayinin boyutu olarak tanimlanir ve

d (A) ile gosterilir (P. Lubczonok).
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Ornegin V vektor uzaymin 1 boyutlu alt uzay1 L olsun. Bir A : L — [0, 1] fuzzy alt uzaymin
boyutu d (A) = 1 dir.

Tanmim 2.4 U,V nin i—boyutlu bir alt uzay1 olsun ve (A,U) da bir fuzzy vektor uzayi ise A ya U
tizerinde bir fuzzy i—boyutlu vektor uzayi denir. i = 1 iken U bir vektor dogrudur ve (A,U),
U iizerinde bir fuzzy vektor dogru olarak adlandirilir. i = 2 ise U bir diizlemdir ve (A,U), U
tizerinde bir fuzzy vektor diizlemi olarak adlandirilir. i =n— 1 ise (A,U) U iizerinde bir fuzzy

vektor hiperdiizlem olarak adlandirilir.

2.0.2 Fuzzy Vektor Dogrulari ve Diizlemleri

V, bir F cismi lizerinde n-boyutlu vektor uzayi olsun. n > 2 olmak iizere L, V nin bir vektor
dogrusu olsun. Boylece L, sifirdan farkli # vektorii ile tanimlansin. Bazen de bu L dogrusu ou

ile gosterilir. L tizerindeki bir A fuzzy kiimesi verilsin.
Teorem 2.5 A: L — [0, 1], L iizerinde bir fuzzy vektor dogrusu ise
Vi, v € L—{0} A (&) =L (v)veVu € L,A (0) > A (u)

diir.

n > 3 olmak iizere n—boyutlu V vektor uzayinin bir vektor diizlemi o olsun. Bu takdirde a,

ouv ile gosterilir.

Teorem 2.6 A : oo — [0, 1], a iizerinde bir fuzzy vektor diizlemi ise 0 > o) > o € [0, 1]

olmak tizere

Ao — [0,1]
0 — o
u — o, ucL\{0}
u — oy ueca\lL

olacak sekilde, o nin bir L vektor dogrusu vardr.

Ispat. A (0) = 0 olsun. Yardimci teorem 2.2-(ii) den Vi € V igin op = A (0) > A (&)
oldugu aciktir. Simdi o diizleminde % ve Vv iki taban vektorlerini secelim. O halde a,b € F
w € o vektorli, w = a.u+ b.v seklinde bir lineer kombinasyon olarak yazilabilir. Fuzzy vektor

uzay1 tanimindan

A (@) = M@+ bv) = (@) AL()
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dir. ' = a.7i ve v = b.7 denilirse, bu takdirde

A (W) = M@+ bv) = AT = M +V)

olur. Burada iki durum s6z konusudur:
ispat. LDURUM : A(i/) £ A(V).

a,b € F — {0} igin yardimci teorem 2.2-(iii)den

M) = M) AM(Y) = A (a.@) AL (bT) = (@) AL ()

elde edilir. Bu ifadenin sonucu ya A (%) ya da A(v) dir. Bu da a,b # 0 olmak iizere
W = a.u+ b.v seklinde yazilan Yw € V i¢in, w,u ve v nin iiyelik derecesi en kiiciik olan ile
ayni iiyelik derecesine sahip olacagi anlamina gelir. Eger A () > A (V) ise ou vektor dogrusu
tizerindeki vektorler diginda o iizerindeki tiim vektorler A (v) iiyelik derecesine sahip olacaktir.

w, ou lizerinde ise a € F \ {0} i¢in A(w) = A (a.u) = A(u) = oy dir. Bu durumda L = ou dir.

A (V) > A(m) ise benzer sekilde L = ov alabilinir.

2.DURUM: A(u) = M(V') = A (i) = A(¥) olsun.
a) Eger A (w) > 7»(;) = 7»(7) olacak sekilde o da w # 0 vektorii yoksa o tizerindeki tiim

vektorler ayn1 A—iiyelik derecelerine sahip olacaktir ve her vektor dogru L vektor dogrusu

olarak diisiiniilebilir ve oi; = 0t = A (7) diir. (J

b) w# 0, A(w) > A (u) = A () olsun. Bu durumda w ne ou ne de ov iizerindedir. o y1 geren
vektor kiimesi olarak {u,w} kiimesi alinabilir. Bu durumda L, ow dir. Dolayisiyla durum 1 s6z

konusudur. J

2.0.3 Fuzzy Vektor Uzaylar

Yardimer Teorem 2.7 F cismi iizerinde n-boyutlu V vektor uzayi, {X7,%3,%3, ..., X, } kiimesi

V nin bir taban1 ve V iizerinde bir fuzzy vektor uzayi A olsun. Eger
n n
Vi, j,i# j,Mx%) #A(X) vex#£0i¢inx= ¥ op.xiseA(X)= min A(X)

dir.
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Ispat. 7 iizerinde tiimevarim ile ispat1 verilebilir.
n = 1 i¢in yardimci teorem 2.2-(i) ye indirgenir.

n = k i¢in ifade dogru olsun. Simdi sifirdan farkli bir vektor icin

k+1
ar+1 #0igcinx= Y o
i=1
alinirsa;
k+1 k _
A@) =A[ X ox|=Map1X1+ L 0X) =A <0k+1 Xk+1 +xl> o))
bu toplamda
. k
x/ = Z (07 )Tl
i=1

alirsak

(a) Vi < k+ 1 icin yardimci teorem 2.2-(iii) den

Mars1 X)) = A (g 1) # M%)

veE

(b) Tiimevarim hipotezinden
B k k
A(x) =2 Y o;.x | = min A(X)

i=1 i=1

elde edilir. Vi < k, A (Xx11) # A(%;) dir. Dolayisiyla teorem 2.2(iii) den (1) ifadesi

7\,()7) /\7\,(ak_|_1.)_ck_|_1) (2)
O
olur. (a) ve (b) nin varlig1 altinda (2) ifadesi
k k+1
min 7\.(2,‘) A?L()_Ck+1) = min 7\,(%,')
i=1 i=1

olur.
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Teorem 2.8 A:V — [0,1], V de n boyutlu bir fuzzy vektor uzayi olsun. O zaman

O =0 =0 > ........ > 01 = 0y , a; € ]0,1] olmak iizere;
A vV — [0,1]
u — O, ﬁIGZUO
u — o, ueclU;—U
u — O, ucelU,—-U;
u — o3, uelUs;—U;

Oy—1, UEUp—1—U 2

NN
1l

ve d(U;) = i olacak sekilde (bir tek olmak zorunda olmayan) uzunlugu n olan bir

(Uo,Uy,Us.....,U,—_1,V) maximal flag vardir.

Ispat. A(0) = ao ise yardimcr teorem 2.2-(iii) den Vx € V igin ap > A(X) dir. V nin
miimkiin tiim tabanlar1 i¢inden, iiyelik dereceleri farkli en ¢ok sayida vektorlerden olusan
tabanlar secilsin ve bu tabanlarin kiimesine M denilsin. M deki tiim tabanlar icinde i # j,
A (xi) # A (x;) Ozelligindeki bir B = {X2,%2, ......,X,} tabam segilsin ve bu tabanin vektorleri

asagidaki ozelligi saglasin;
AX) >A) > ... > A(Xy) (1)
simdi keyfi X € V alinirsa;
eA(X)=A(0)=x=0

e A(X) = A(X]) = X € ox7\ 0 dir. Bu yardimci teorem 2.2(ii) ve (1) den soylenebilir.

° 7\.()_6) = 7\,()6_1) =XE 0x1...x,-\0x1...x,~,1 dir.
Eger Uy =0, V; # 0, U; = 0x1..X; ve a; = A(X;) ise teorem ispatlanmus olur.

Simdi M de tiim A (%;) farkli olacak sekilde bir taban bulunmadigini varsayalim. Bu du-
rumda taban vektor uzayin boyutu iizerinden tiimevarimla ispat verilirse, teorem 2.2-(ii) ve

teorem 2.6 den, n = 1 (taban {X7}) ve n = 2 (taban {X7, X3 }) i¢in bu durumu ispatlar.
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(0,0x1) ve (0,0x;,0x1x;) maximal flaglar, (ctg,0t) ve (0lo,0,02), (A(0),A(%1)) ve
(A (0) ,A(x1),\(x2)) tarafindan verilen diziler olur. Buradan da goriiliir ki taban maksimal

flag i ve a; lerin dizisini tanimlar.

Simdi n = 1 ve n = 2 deki durumun k dan n — 1 e kadar olan tiim boyutlar i¢in saglanacagi
kabul edilip, n boyutlu durum igin gecerli olacagi gosterilecektir. Yani B = {X7,%2, ...... ,Xn } ta-
bant igin U; = 0x1x2.....x; Ve 0lg = Olp = 0lp > ....... > Ol = Oy, o = A(x;) oldugu arastirilacak
ve Uy =0, A (6) = 0lp olmasi ile ispat tamamlanacaktir. M nin her bir tabani ile belli bir say1

arasinda iligki kurulacaktir. Bunu yapmak icin
A(xn) <A < e <A(x7) (2)

olacak sekilde her bir tabandaki {x7,%3, .....,X, } taban vektorleri diizenlenir. M nin se¢iminden

dolay1 bu tabandaki vektorlerin herbiri i¢in esitliklerin sayist ayn1 olacaktir.

Simdi herbir tabanin say1sinin nasil tanimlanacagim agiklayalim. Ilk olarak taban vektorleri
(2) deki sekilde monoton artan bir dizideki gibi diizenlenir. Her bir esitsizlik i¢in ”/” ko-
yarak baglamir. Segilen tiim tabanlar igin ”/” sayist aym olacaktir. Ilk ”/” dan once, ilk
esitsizlikten once ortaya cikan esitliklerin sayisi yazilir, iki ardigik ”/” arasina ise iki iligkili
esitsizlik arasinda ortaya cikan esitliklerin sayis1 yazilir. Son olarak ise son ”/” dan sonra, son

esitsizlikten sonra ortaya cikan, esitliklerin sayis1 yazilir.

n = 8 icin ornek verilirse;
Axg) =A(%7) =A(X6) <A(Xs5) <A(Xa) =A(X3) <A(X2) =A(x)) < 7»(6)

olacak sekilde bir {x1,x2,........... ,xg} taban12/0/1/1/0 dizisini verir.

M nin her bir tabani i¢in bir dizi elde edildikten sonra, bu diziler sirasiyla diizenlenip ve bu

diizenleme ile iligkili olarak en kii¢iik B taban1 oldugu gosterilecektir.

n
Varsayalim ki B nin dizisi sifir ile baglasm. (A (X,) < A(X,—1) ) keyfix= Y b;X; olacak
i:l
sekilde V' \ ox1x2....... Xn,—1 alinsin. Dolayisiyla b, sifirdan farkli olmak zorundadir. Boylece
n—1
AX)=A|bpxn+ X
il
dir. Tiimevarim hipotezinden dolay1
n—1
i<n,\ bix;i | = 7\,(2,')
i:l
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dir. V; < n, A(¥;) > A(x,) oldugundan yardimci teorem 2.2-(iii) den A(X) = A(X,)
dir. Oxg.........x, vektori, {)_CL ........... ,Xp—1} tabam tarafindan tanimlanan (n — 1) boyutta,
tiimevarim hipotezinden elde edilen maksimal flag ile toplanirsa n + 1 uzunluklu bir maksi-
mal flag elde edilir ve A (X,,) = a, alarak teorem ispatlanir. Eger dizi sifirdan farkl bir k sayist

ile baglarsa, bunun anlami

dir.

,,,,,,, Xn,—1 de X keyfi bir vektor alinirsa iki durum olur. X = b,.x, , b, # 0 ise

A (X) = A(X;) oldugu agiktir. Eger bir i # n, en azindan bir b; # 0 ve b, # 0 ise iki durum

vardir;

I.DURUM: Vi€ {n—k,.... ,n—1}icin b; =0 ise X € Ox1x3.....x,__1X, dir. Boylece

n—k—1
AX) =M bpX,+ )y bi.x;
i:l
dir. Tlimevarim hipotezinden belli bir
n—k—1
Jj < n—kicin,A y bi.x; :k(x_j) < M(Xp)

i:1

dir, buradan yardimei teorem 2.2 uygulanabilir anlami ¢ikar ve A (¥) = A (X;,) bulunur.

2.DURUM: b; # 0 olacak sekilde en az bir i € {n—k,n—k—1,.....,n— 1} tamsayisinin
bulundugunu varsayalim. Tiimevarim hipotezinden Ox;.....x,_; sirasiyla diizenlenmis en kiigtik

taban {x7,.....xX,— } dir.
n—1
MY bix | =A%) =A(x)
i:1

dir. Burada yardimer teorem 2.2-(iii) kullanilamaz fakat tanim 2.1 den A (X) > A (X,) sonucu

elde edilir. Varsayalim ki V' \ Ox;___x,_; de A(v) > A(X,) olacak sekilde bir v € V olsun. Bu

takdirde bazi i < n—k— 1 igin, M nin tanimindan A (v) > A(x;) dir. Bagka bir B’ tabanindan
elde edilen v vektorii ile X, vektorii degistirilsin. Ancak B tabani strastyla diizenlenen B den

daha kiiciik bir taban olacaktir. Ciinkii B

ny/ny/...../ni/..../ne

dizisi ile karakterize edilseydi, B/

n—1/nyf....../ni+1/....../n,
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ile karakterize edilecektir. Bu ise B nin se¢imi ile celigir. Dolayisiyla Vv € V \ Oxj_ . x,—)

icin A(v) = A(X,) dir. Bu iki durumda da Vx € V \ Oxj......x,_1 i¢in A(X) = A(X,) bulundu.

Dolayisiyla n uzunluklu maksimal flag Ox;x;

Xn—1X, =V eklenerek ve a, = A(X;) alarak

teorem ispatlanir. [

Sonu¢ 2.9 A :V — [0,1] , V iizerinde n-boyutlu bir fuzzy vektor uzayi, ap > a; = ap >

.......... > dm—1 = ap , a; € 0,1] olmak iizere ve

AV o [01]
0 — o, u=0="U,
u — 0o, EGUI\UO
u — 0oy, uclU,\U
u — o3, uecUs\U,
u — Oy—1, UE Um\U m—1
U — Oy, uecV\Uy,

olacak sekilde m < n i¢in (Up, Uy, ......Uy,) tek bir flag bulunur.

Ispat. Bir 6nceki teoremden, U; alt uzaylari tek olmadiklarmi gérmek miimkiindii, ornegin
A (X;) = A (Xiy1) ise j < iigin tiim U; leri igeren Uj41 de i-boyutlu her U; alt uzay1 maxsimal flag
icinde i-boyutlu her alt uzay i¢in secilebilir. Tiim belirsiz alt uzaylar c¢ikarilirsa, tek olan bir F
flag elde edilir ki burada teoremden anlasildig: lizere bagka flagler yoktur. Bu F' flag1 genellikle

maksimal olmayacaktir. []

2.0.4 Fuzzy Projektif Noktalar ve Dogrular

Bir V vektor uzayina kargilik gelen bir projektif uzay PG(V) = (D (V),~) ile gosterilir.
Burada (D (V) ,~) projektif uzay1 V nin bir boyutlu alt uzaylarinin bir kolleksiyonu, ~ da alt
uzaylar iizerindeki lizerinde bulunma bagintisidir. U ve U’ gibi iki altuzay i¢in U D U’ ya da
U' CU ise U ~ U’ dir. Bir U uzaynin boyutu olan boy(U), U nun taban vektorlerinin sayisina
esittir. U nun projektif boyutu olan pd (U) ise pd (U) = boy (U) — 1 seklinde tanimlanir. Pro-
jektif noktalar, dogrular, diizlemler gibi yapilarin tanim1 bu projektif boyuta dayanir. Yani O
projektif boyuta sahip olan alt uzaylara projektif nokta, projektif boyutu 1 olan alt uzaylara

projektif dogru ve projektif boyutu 2 olan alt uzaylara projektif diizlem denir.

Klasik durumda bir n-boyutlu projektif uzay, (n+ 1 )-boyutlu vektdr uzayindan elde edilir.
Bundan sonra bir fuzzy projektif uzayin da fuzzy vektor uzayindan nasil elde edilecegi lizerinde

durulacaktir.



21

2.0.4.1 Fuzzy Projektif Noktalar

Bir projektif nokta sadece bir vektor dogrudur. V nin bir vektdr dogrusu L olmak iizere
(A,L) fuzzy vektor dogrusundan bir fuzzy projektif nokta olusturulacaktir. Teorem 2.5 den

biliniyor ki A asagidaki formdadir: ap > a; € [0, 1] igin

A : L — [0,1]
0 — ap
u — ap, ﬁEL\{G}.

L vektor dogrusuna karsilik gelen projektif nokta p ile gosterilsin. Boylece p € PG(V)
dir. p iizerinde A’ fuzzy projektif noktasi olusturmak icin boyutu bir birim kadar daha kiigiik
almak zorunda oldugundan, L vektor dogrusuna karsilik gelen o vektoriiniin degeri secilemez.

Dolaystyla p iizerinde bir A" fuzzy projektif nokta asagidaki gibi tanimlanir:

N {p} — [0,1]
p — a

Burada Fuzzy vektor uzay gosteriminden farkli olmast icin koseli parantez kullanarak [7»', p}

olarak gosterilmektedir.

2.0.4.2 Fuzzy Projektif Dogrular

Fuzzy projektif dogrular da fuzzy projektif nokta tanimina benzer olarak verilebilir. o,V
nin bir vektor diizlemi olsun. Teorem 2.6 dan (A, &) nin asagidaki gibi bir fuzzy vektor diizlemi

asagidaki gibi verilebilir: ag > a; > ap € [0, 1] i¢in

A o — [0,1]
6 — ao
u — ai, ucl
U — a, ueo\L.

L, oo nin vektor dogrusudur ve p, (1) de L C o vektor dogrusu ile ilgili projektif nokta olsun.

Bu durumda M iizerinde o fuzzy projektif dogrusu agagidaki gibi tanimlanmaktadir:
a; = ap € [0, 1] olmak iizere

M —
p — a (D)
qg —
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Bu fuzzy projektif dogru [0, M] ile gosterilir. Bir fuzzy projektif dogru, bir fuzzy vektor
dogrusu gibi goriinmektedir. Fark, karsilik gelen vektor uzayinin en biiyiik iiyelik derecesine
sahip olan o0 orjin noktasini igcermemesidir. Fuzzy projektif dogru {izerindeki herhangi bir nokta

eslesen vektor diizleminde 6zel bir dogrudur.

2.0.5 Fuzzy Projektif Uzaylar

Simdi n boyutlu A’ fuzzy projektif uzayinin genel tanimi verilebilir. Biliyoruz ki A, bir

(n+1) boyutlu (A,V) vektor uzaymndan elde edilir ve asagidaki forma sahiptir:

olmak iizere U;, V nin i-boyutlu alt uzay1 ve Vj <i,U; C U;icinag > ay > a > ..... > a, >

an+1, ai € [0,1] olmak iizere;

A V. — [0,1]
0 — o
u — o, ﬁEUl\{G}
u — oy, ue U, \U
u — 03, ucUs\U, 2)
u — o, uclU\U,
U — Oyt1, uevV\U,

seklindedir. Varsayalim ki V', (n+ 1)-boyutlu V vektor uzayina kargilik gelen n-boyutlu projek-

tif uzay olsun. V’ iizerinde n-boyutlu fuzzy projektif uzay A" asagidaki gibi tanimlanmaktadar:

N v = 0,1
q — ai
p — a, pcU\{q}
p —  as, p e U\ Uj
p — an peU, \U,,
p — any1, peV\U _,

Burada g (2) de U; vektor dogrusu ile eslesen projektif nokta ve U/ de i—boyutlu projektif

uzaydir. Us; | vektor uzayina eslesen (q,U],.....,U!_;, V') bir maximal flagtir ve

n

ar=a=>ay> ... > apy1,a; € [0,1].
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2.0.5.1 Fuzzy Projektif Uzayda Uzerinde Bulunma Bagmtisi

Simdi bir [y, V] fuzzy projektif alt yapilar1 analiz edilecek ve bunun igin her bir noktanin
tek bir tiyelik derecesine sahip olacagi kabul edilecektir. Zadeh’ in X in baz1 u ve A fuzzy alt

kiimelerinin C fuzzy kapsama tanimina gore;
u fuzzy alt kiimesi, A fuzzy alt kiimesini kapsar < Vx € X igin u(x) < A(x)
oldugu biliniyor. [u,U] ve [A,U’] fuzzy projektif uzaylari i¢in bu tanim:
Vp e Uigin [u,U] C [AU'] & Vp € PG(V) igin u(p) = A(p)
dir.

Tamm 2.10 U ve U’, V nin iki alt uzay1 ve U, U’ iizerinde olsun. Eger Vx € U N U’ i¢in
u(x) = M) ise [u, U] fuzzy alt uzay1 [A,U’] fuzzy alt uzay: iizerindedir.

2.0.6 Fuzzy Projektif Diizlemler

3-boyutlu vektor uzaylarina kendimizi kisitlarsak PG(V'), noktalar ve dogrulardan olusan
yani O ve I-boyutlu projektif alt uzaylar iceren bir projektif diizlemdir. Burada bir dogru
tizerindeki nokta sayisi s ile, bir noktadan gecen dogru sayisini ise ¢ ile gosterilecektir. Bunlar

bir projektif diizlemde esittir. P bir fuzzy projektif diizlem olsun. O halde

P : PG(V) — [0,1]
q — ai
p — a, pelL\{q}
p — a3, pePGV)\L

L, g yu iceren PG(V) nin bir projektif dogrusudur. aja ve a3 birbirinden farkli ise
P de farkli tiirden fuzzy projektif dogrularin varhig: tartigilabilir. i € {1,.....t —1} ve j €

{1,.....,;s — 1} olmak iizere i ve j tamsayilar1 kullanilirsa;

1) Taban dogrusu L olan fuzzy dogru A tektir. A; asagidaki sekilde olacaktir.
Mo Lo— [0,1]
q — ai
p — a, pelL\{q}

2) Taban dogrusu olarak M; , P-iiyelik derecesi a; olan noktada L ile kesisen dogrular ve

bir taban dogrusu olarak M; dogrularindan birine sahip olan M»; fuzzy dogrular
7\,2,' M, i [O, 1]
q — a
p — a3 peMi\{q}
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dir.

3) N;j, P-iiyelik derecesi as olan g; noktalarinda sirastyla L ile kesisen dogrular ve bir taban
dogrusu olarak »;; dogrularindan birine sahip olan A3;; fuzzy dogrular1 asagidaki formdadur:
7\,3,'j : N,'j — [O, 1]

q; — az,
p — a3, peN;\{q}

Teorem 2.11 PG(V) nin nokta ve dogrulari asagidaki ifadeleri saglar:
(i) Farkl1 her iki noktadan tek bir dogru geger.
(if) Farkli her iki dogrunun tek bir ortak noktasi vardir.

(iii) PG(V) herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta igerir.

Benzer durumlarin fuzzy projektif diizlem i¢inde gecerli olup olmayacagi arastirilacaktir.
P fuzzy projektif diizlemindeki sonuglara bakilirsa, ayni teoremin saglandigini sOyleme

egiliminde olunur. Ciinkii projektif uzay tabani bir projektif diizlemdir.

A1, A2 ve A3;; gibi farkli tiirden fuzzy projektif dogrularimi ve farkli ay, az, a3 iiyelik dere-

celerine sahip farkl tiirden {i¢ noktay1 diisiinerek ¢ok karisik olan gercek asagida gosterilecektir.

(ii) yi ele alarak baglanabilir. Her iki fuzzy projektif dogrunun bir tek ortak fuzzy noktasi
oldugu agiktir. Fuzzy projektif dogrularin PG(V) deki herhangi iki taban dogrusu PG(V) nin
tam olarak bir noktasinda kesisecektir. Her fuzzy projektif dogrusu aslinda noktalarina degerler
atanmig PG (V) nin bir dogrusu oldugundan, kesim noktasina bir deger atanacaktir. Bu noktanin
tiyelik derecesi iki dogruda da ayni olacaktir, ¢iinkii P nin her noktas1 tek bir iiyelik derecesine

sahiptir.

Simdi (i) incelensin. Burada iki durum s6z konusudur. P nin keyfi [u, p] ve [A,q] iki fuzzy
projektif noktast alinsin. PG(V) nin p ve g noktalar1 PG(V) nin tek bir L dogrusu iizerinde
olacaktir. Fakat fuzzy projektif dogrunun bu dogru olacagi kesin degildir. Ciinkii iki fuzzy

projektif noktay1 bilerek tiim P fuzzy projektif diizlem belirlenemez.

DURUM 1 : u(p) # A(q). Bu durumda tek bir fuzzy dogrunun bu iki noktadan gegecegi
biliniyor. Ciinkii u(p) =a ve A(q) =b (a,b € {ai,az,a3}) reel sayilar1 karsilagtirabilir. a < b
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ise L nin iizerindeki diger tiim noktalar ayn a iiyelik derecesine, b < a ise b iiyelik derecesine

sahip olacaktir. Bu sadece [¢/, L] dogrusu i¢in miimkiindiir.

DURUM?2:u(p)=»xA(q),a€ {az,as}igin u(p) =A(g) = aolsun. a = a; ise tek bir durum
vardir. Ciinkii tiyelik dereceleri ile iki noktay1 igeren tek bir [Aj, L] fuzzy dogru vardir. Fakat
fuzzy projektif diizlemi bilinmiyorsa iiyelik derecesi a; olan [A;,L] nin diger fuzzy noktalarini

bilmek imkansizdir.

a = as ise bilinen higbirsey yoktur. Iki fuzzy noktayi iceren fuzzy dogru, [Ay;,M;] ya da
[7»35 >N j} dogrularindan biri olabilir ve bu dogrular iizerindeki diger noktalar tiyelik derecesi

sirastyla a; ve a olan fuzzy noktalar olabilir.

(iii) ozelligi agiktir. P, ayni fuzzy projektif dogru iizerinde bulunmayan dort fuzzy projektif
nokta igerir. Ciinkii PG (V) de bu 6zellik vardir ve fuzzy projektif nokta sadece deger atanmig

bir projektif noktadir.

Teorem 2.12 P fuzzy projektif diizleminin fuzzy nokta ve fuzzy dogrular asagidaki ifadeleri

saglar :

(i) Farkli her fuzzy nokta cifti, tek bir fuzzy dogrusu iizerinde bulunur. Fakat bu fuzzy

dogru, noktalarin iiyelik dereceleri farkli ise belirlenebilir.
(if) Farkli her fuzzy dogrunun tek bir ortak fuzzy noktasi vardir.

(iii) P fuzzy projektif diizleminde herhangi ticii ayn1 fuzzy dogrusu iizerinde bulunmayan

dort tane fuzzy nokta vardir.

Ayrica fuzzy projektif diizlem bilinir ise tek bir bulanik projektif dogru tanimlamak i¢in

farkli olmak zorunda olan iki iiyelik derecesi olma sartina ihtiya¢ yoktur.



BOLUM 3

FiBER GEOMETRILER

Matematikte bircok teorinin fuzzy karsiligi vardir. Temel olarak bu, bir kiimeye ait
elemanlarin iiyelik derecesinin [0, 1] arahginda deger almasidir. Ilk olarak fuzzy kavrami
Zadeh tarafindan verildi (L. Zadeh, 1965) ve fuzzy teori pekcok alanda uygulama alani buldu.
Fuzzy geometriye alternatif olarak fiber geometri kavrami da Leen Kuijken ve Hendrik Van

Maldeghem tarafindan verildi.

Bu boliimdeki temel tanim ve teoremler L. Kuijken, H. Van Maldeghem, Fibered Geome-

tries, Discrete Mathematics 255 (2002) 259-274 den alinmustir.

Tanim 3.1 P = (P, B, ~) nokta-dogru geometrisi olsun. Eger P nin I" iizerinde bulunma grafinin

capt n ve I nin ¢evresi 2n ise P ye genellestirilmis n-gen denir.

n = 2 i¢in her dogru her noktanin iizerinde bulunur. Bu durum asikar bir durumdur. Genel

olarak n > 3 durumuna bakilacaktir.

Tanim 3.2 P = (P, B, ~) bir genellestirilmis n-gon olsun. P nin her dogrusu iizerinde en az ii¢
nokta her dogrusundan en az ii¢ dogru geciyorsa P ye kaba genellestirilmis n-gen denir. n > 2

icin genellestirilmis n-gen a genellestirilmis poligon yada kisaca poligon denir.

Genellestirilmis 3-gen bir projektif diizlemden baska birsey degildir. Genellestirilmis
poligonlar iizerinde bulunma geometrisinin teorisinde temel geometrilerdir ve Tits tarafindan
sunulmugtur (J.Tits, 1959). Genellestirilmis poligonlar i¢in duallik prensibi vardir.
Genellestirilmis n-gen de nokta ve dogru adlarimi yer degistirirerek, birbirine izomorf olmasi
gerekmeyen genellestirilmis n-gon elde edilir. Bundan dolayr tanimlardaki nokta ve dogru
ifadeleri yer degistirilerek yeni tanim ve ifadeler elde edilir. Fiber geometri arastirmasina pro-

jeltif diizlemle baglamak uygundur.

3.0.7 Fiber Noktalar ve Fiber Dogrular

Nokta kiimesi P, dogru kiimesi B ile gosterilmek iizere P =(P,B,~) bir nokta-dogru ge-

ometrisi olsun. P, kismi lineer uzay olsun. Yani P de farkli iki nokta en fazla bir dogru
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belirti. p ve g aym dogru iizerinde ise p ve ¢ dogrudastir denir ve iizerinde bulun-
duklar1 ortak dogru (p,q) ile gosterilir. Dual olarak L ve M dogrulari ortak bir noktaya
sahip ise L ve M noktadastir denir ve ortak nokta LN M ile gosterilir. Fiber dogrular
kisaca f-dogru ve fiber noktalar da kisaca f-nokta seklinde gosterilir ve asagidaki sekilde

tanimlanir:

Tammm 3.3 a € P ve a. € [0, 1] olsun. (a,c) f-noktasi P nin P nokta kiimesi iizerinde bir fuzzy

kiimesidir ve

(a,0) : P — [0,1] : {iig ,xGP\{a}ise}

seklinde tanimlanir. Dual olarak , L € B ve B € [0,1] i¢in (L,) f-dogrusu

' ' L—pB
(LB) : B~ [01] : {Ho ,HB\{B}ise}

seklinde tanimlanir.

Bu tanimdan anlasiliyorki bir (a, o) f-noktasi P nin a noktasinin sifirdan farkli bir o iiyelik
derecesi almig bir noktasidir. a ya (a,a) f-noktasinin taban noktasi denir. Farkli f-noktalar

ayni1 taban noktasina sahip olabilir.

Benzer olarak bir (L,) f-dogrusu P nin L dogrusunun sifirdan farkli bir B iiyelik derecesi
almig bir dogrusudur. L ye (L,3) f-dogrusunun taban dogrusu denir. Farkli f-dogrular ayni

taban dogrusuna sahip olabilir.
Tanim 3.4 (L,a) ve (M,B) f-dogrulan bir tek (LNM,aAB) f-noktasinda kesisir.
Tamim 3.5 (a,A) ve (b,B) f-noktalar bir tek ({a,b) ,AAB) f-dogrusunu gerer.
Bu tamimdan anlasiliyorki taban noktalar1 ayni olan f-noktalar ayni1 fiber dogruyu germeye-

bilir. Benzer olarak taban dogrular1 noktadas olan fiber dogrularin arakesitleri farkli fiber nok-

talar olabilir.

3.0.8 Fiber Projektif Diizlemler

Tanim 3.6 P = (P, B, ~) bir projektif diizlem olsun. FP, P nin sifirdan farkli en az bir taban

noktasina sahip olan noktalar kiimesi, 3B, P nin sifirdan farkli en az bir taban dogrusuna sahip
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olan dogrular kiimesi olsun. Eger asagidaki iki kosul saglanirsa (FP,FB) yapisina bir fiber

projektif diizlem denir.
F1) Farkli taban noktali iki f-nokta bir tek f-dogrusunu gerer.

F2) Farkli taban dogrulu iki f-dogru tek bir f-noktada kesisir.

Dogrudas f-noktalar ve noktadas f-dogrular

Tanim 3.7 Bir f- nokta kiimesinde bulunan f-noktalarinin her bir ¢ifti ayn1 f- dogruyu gererse

bu f-noktalar kiimesine dogrudas fiber noktalar denir.

Tamm 3.8 Ikiser ikiser ayn1 f-noktada kesisen f-dogrularin kiimesine noktadas f-dogrular

yada kesisen f-dogrular denir.

Bir (p,a) f-noktast, (L,B) f-dogrusu iizerindeyse o > B dir. Dual olarak 3 > o dir. Fakat
iki f-dogrunun arakesiti olan f-noktasi bu iki dogrunun iizerinde bulunmak zorunda degildir.

Dolayisiyla iizerinde bulunma taniminin mantikli bir yolu yoktur.

P projektif diizlemi, F'P nin taban diizlemi olarak adlandirilir. Asagidaki yolla bir fiber
projektif diizlem iiretebiliriz. P’ C P ve B’ C B olacak sekilde P’ UB’ igeren tek kapali kon-
figiirasyon PUB dir. P’ UB' iceren tek kapali konfigiirasyon PUB dir. P’ UB’ nin her bir x
elemani i¢in |0, 1] in ¥, bir keyfi bos olmayan alt kiimesini secelim. Sectigimiz bu alt kiimenin
elemanlarina x in baslangic degerleri denir. F'P asagidaki gibi bir fiber projektif diizlem olarak
tanimlanir. Her bir x € P'UB've her bir o € ¥, i¢in (x, o) elemani FP ye aittir. Bu olusumun
ilk adimudir. i > 1 i¢in 1. adiminda, simdiye kadar elde ettigimiz f-noktalarinin herhangi bir
cifti bu ciftle gerilmis f-dogrusu da tamimla F P ye aittir. Dual olarak, f-dogrularinin herhangi
bir cifti icin f- nokta kesisimi FP ye aittir. Adimlarin sonlu sayisinda bu yola olusturulmsg
biitiin f-dogrularin ve noktalarin kiimesi, bir fiber projektif diizlem olusturmak icin kullanilir.
Anlagiliyor ki her fiber projektif diizlemi yukarida oldugu gibi yapilanabilir. Aslinda, herbir
elaman i¢in onun biitiin denk degerleri baslangi¢c degerleri olarak her zaman alinabilir. Simdi
Y. her x € PUB igin tek bir kiime olsun. Eger P = P ve B' = @ ise fiber projektif diizleme
mono-point-generated denir. Eger P = P ve B’ = B ise o zaman fiber projektif diizleme
mono-generated denir. Bu durum iki cesit fiber projektif diizlemle sinirlandirilacaktir. F'P
siradan bir projektif diizlem olarak diigiinelebilir. Bu diizlemin her nokta ve dogrusuna |0, 1]

degerler kiimesinden deger verildi.
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Ornek 3.1

(b,0,8)

(d,0,6) (e,0,3)
D

/(c,O,?)
A

Sekil 3.1 Fano diizlemi

F =GF(2,2) Fano diizlemi klasik projektif diizlem olsun. & taban diizlemi ile bir
mono-point-generated fiber projektif diizlem yapilandirilacaktir (bakiniz Sekil 3.1). F nin yedi
noktasi {a,b,c,d,e, f,g}, yedi dogrusu da {A,B,C,D,E,F,G} olsun. O zaman A = {a,b,c},
B=/{c,d,e},C={e,f,a},D={a,g,d},E={b,g,e}, F ={c,g,f} G=1{b,d, f} seklinde
fano diizlemini olugturabiliriz. 1. adimda P nin noktalar iizerinde (a,0.9), (b,0.8), (¢,0.7),
(d,0.6), (e,0.3), (f,0.4) ve (g,0.5) f-noktalar1 alinsin. Boylece 0.9,0.8,0.7,0.6,0.3,0.4
ve 0.5, a,b,c,d,e, f ve g taban noktalarinin baslangic degerleridir. Ilk olusumda A dogrusu
tizerindeki (a,0.9), (b,0.8), (¢,0.7) fiber noktalar1 ile taban dogrusu A olan ikiser ikiser farkli
fiber dogrular olusur. Bu fiber dogrularin iiyelik dereceleri minimum operatorii kullanilarak
{0.7,0.8} olarak bulunur. Benzer sekilde tabanmi B dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik
dereceleri {0.3, 0.6}, tabam1 C dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.3, 0.4},
taban1 D dogrusu olan fiber dogrularn iiyelik dereceleri {0.5, 0.6}, taban1 E dogrusu olan
fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.3, 0.5}, taban1 F dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik
dereceleri {0.4, 0.5}, taban1 G dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.4, 0.6}
dir. 2. asamada tabani a,b,c,d,e, f,g noktalar1 olan fiber noktalarin aldig: iiyelik dereceleri
sirasiyla  {0.3, 0.4, 0.5, 0.6},{0.3, 0.4, 0.5, 0.6},{0.3, 0.4, 0.5, 0.6},{0.3, 0.4, 0.5,0.6},
{0.3, 0.4, 0.5},

{0.3, 0.4, 0.5} .,{0.3, 0.4, 0.5} kiimeleriyle verilebilir. Bunlar kullanilarak
A,B,C,D,E,F,G tabanh fiber dogrularin aldigr {yelik dereceleri sirasiyla
{0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8},{0.3,0.4,0.5,0.6},{0.3,0.4,0.5},{0.3,0.4,0.5,0.6},{0.3,0.4,0.5},

{0.3,0.4,0.5},{0.3,0.4,0.5,0.6} kiimeleriyle verilebilir. 3. asamada yeni fiber nokta ve
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dogru olugsmaz. Boylece nokta ve dogrular1 agsagida verilen fiber projektif diizlem olusturmusg

olunur.
Y.=1{0.3, 04, 0.5, 0.6, 0.9}
Y, =1{0.3, 04, 0.5, 0.6, 0.8}
Y.=1{0.3, 04, 0.5, 0.6, 0.7}
Y.=1{0.3,0,4,0.5, 0,6}
Y. =1{03, 04, 0.5}
Y =103, 04,05}
Y, =10.3,04,0.5} ve
Y4 =1{0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8}
Y5 =1{0.3,0.4,0.5,0.6}
Yc=1{0.3,0.4,0.5}
Yp=1{0.3,0.4,0.5,0.6}
Yr=1{0.3,04,0.5}
Yr=1{0.3,04,0.5}

Y;=1{0.3,0.4,0.5,0.6}

Iki f- noktasi ile gerilen f-dogrusunun verilen tanimindan dogrudas f-noktalarinin kiimesi
icindeki tiim taban noktalarinin dogrudas oldugu anlasilir ve tiim iiyelik dereceleri, daha yiiksek
olabilen bir iiyelik derecesi haric esittir. Aym sekilde kesisen f-dogrular kiimesi i¢indeki tiim
taban dogrulart da kesisir ve tiim {iyelik dereceleri daha yiiksek olabilen bir iiyelik derecesi

haric esittir.

Simdi projektif geometride onemli teoremlerden olan Dezargues ve Pappus teoremlerinin

fiber versiyonlar1 incelenecektir.
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Bir dezargsel projektif diizlem, yaklasik-cisim iizerinde ii¢ boyutlu bir vektor uzayindan

tiretilen projektif diizlemdir.

Tamm 3.9 P = (P,B,I) bir projektif diizlem olsun. ay,az a3 ve by, by bz, P de iki tiggen olsun.
p,ai,bi; p,ar,by ve p,asz, bz nokta iicliileri dogrudas olacak bi¢iminde bir p noktasi varsa bu
ticgenlere p den perspektiftir denir. p ye perspektiflik merkezi denir. aja> ve b1b,, aja3
ve b1b3, araz ve bybsy dogru ikililerine bu ilicgenin karsihikl kenarlar: denir. Bu iicgenlerin
karsilikli kenarlarinin arakesit noktalari (a1,a2) N (b1 b2), (az,az) N (b2.b3), (ai,az) N (by bz)
dogrudas ise, bunlarin iizerinde bulundugu dogruya perspektiflik ekseni denir. (Kaya, 2005)

Dezargues teoreminin klasik tanimi1 asagidaki gibidir:

Teorem 3.10 Iki iicgenin karsilikli koselerini birlestiren dogrular noktadassa, karsilikli ke-

narlarin arakesit noktalar1 dogrudastir.

Sekil 3.2 Dezarg Diizlemi

Teorem 3.11 FP, P taban diizlemi Dezargsel olan fiber projektif diizlem olsun. FP de
(a1,04), (az,ap) ve (az,a3) taban noktalari dogrudas olmayan ii¢ f-nokta ve (by,B;),
(b2,B,), (b3,B3) de taban noktalart dogrudas olmayan diger {ic f-nokta olsun. Eger i €
{1,2,3}, a; # b; # p # a; i¢in (a;,b;) dogrulart P nin bir p noktasinda kesisirse, o za-
man  ((a1,a2), 0 A02) O ((b1,b2), By ABy), ({a1,a3), o Aaz) N ((br,b3), By AB3) ve
({(az,a3), oo Aaz) N ((b2,b3), B, AP3) nin arakesit noktalari dogrudastir (bakiniz Sekil 3.2)
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ispat.  {i,j,k} = {1,2,3} igin (w.%), ((@a;), anoy) ve ((biby), BAB;) f-

dogrularinin f-nokta kesisimi olan f-noktalar1 olsun. O zaman

Y = AN AR,
Y, = o A03AB;AB;
Y3 = A0z ARy AP

olur. (x1Y;),(x2,Y,),(x3,¥3) f-noktalarinin taban noktalar1 dogrudastir. Ayrica ikiser ikiger

tirettikleri f-dogrularin tiyelik dereceleri

NY, = A AB AR Ao Aoz AR AB;
YY; = A3 ABAB3sA Aoz AR, AB;
TY¥s = QA AB AR A Aoz ARy AB;

seklinde hesaplanir. Bu iiyelik dereceleri minimum operatoriine gore esit oldugundan bu fiber
noktalar fiber dogrudastir. Dolayisiyla FP fiber projektif diizleminde Dezargues teoreminin

fiber versiyonu saglanir. [

Geometride diger 6nemli bir teorem de Pappus teoremidir. Pappussel Projektif diizlemlerde

Dezarg teoremi de saglanir.

Teorem 3.12 (Pappus Teoremi) P projektif diizleminde L; ve L, farkli iki dogru, ay,by,c1; Ly

ve ay, by, cy; Ly tizerinde farkli {i¢ nokta olsun. O zaman
az = (by1.c2) N(by.c1), bz = (ai,c2) N {az,c1), c3= (a1 bz) N (az.by)

noktalar1 seklinde tanimlansin. Eger ai, b1, a>, by nin ii¢ii dogrudag degilse ve cy ¢ keyfi

secilen iki nokta ise a3, b3 ve c3 noktalar1 dogrudagtir.

Asagidaki teorem FP fiber projektif diizleminde Pappus teoreminin fiber versiyonunun

saglandigim gostermektedir.

Teorem 3.13 FP, taban diizlemi pappussel olan bir fiber projektif diizlem olsun. P
de farkli iki dogru L; ve L, olsun. ay, by, ay, by taban noktalarinin herhangi
ticii dogrudas olmayacak sekilde L; dogrusu iizerinde (aj, o), (b1,B;) ve (c1,vy); L2
tizerinde (az,02), (b2,B,) ve (c2,Y,) fiber noktalari alinsin. O zaman (a3,03) =

((b1,B1), (c2,%2)) N ((b2,By), (c1.1))s (B3B3) = ((a1,0u),(c2,12)) N ((a2,02),(c1.m1))
(e3,73) = ((a1,04) ,(b2,B,)) N {((az2,02) , (b1,B;)) f-noktalar1 fiber dogrudastir (Sekil 3.3).
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Sekil 3.3 Pappus Diizlemi

Ispat. (a3,03), (b3B3), (c3,7;) noktalarimin ikiser ikiser iirettikleri fiber dogrularin iiyelik

dereceleri

033 = BBy cy,0ny,
05 = o026 1B

B3y = Y000 B00p,

seklinde hesaplanir.  Bu {iyelik dereceleri minimum operatorii kullanildigindan esittir.

Dolayisiyla bu noktalar fiber dogrudastir. [J

3.0.9 Fiber Projektif Diizlemin Olusumu
Fiber projektif diizlemler agsagidaki gibi olusturulabilir.

P = (P,B,~) bir projektif diizlem olsun. S, PUB nin bir alt kiimesi olmak iizere, farkl
iki dogrunun kesisim noktasini ve farkli iki noktanin birlesim dogrusunu iceren S ye kapal
konfigiirasyon denir. P/U B/ yii iceren tek kapali konfigiirasyon P U B olacak sekilde P7 C P ve
B! C B olsun. PrUB! niin her bir x eleman igin [0, 1] in bog olmayan bir Y, alt kiimesi segilsin.
FP bir fiber projektif diizlem olmak iizere her bir x € P/UB/ ve a € ¥, i¢in (x,a) eleman1 FP ye

ait olacak sekilde tanimlanir. Bu olusumun ilk adimidir. i > 1 olmak iizere adim i ac¢iklanabilir.

Farkli taban noktalari ile ((x,a), (y,)) f-noktalarmin gerdigi (({x,y),AB) f-dogrusu da
fiber projektif diizlem tanimindan FP ye aittir. Dual olarak, farkli taban dogrulu f-dogrularinin
her ciftinin arakesit noktalari icin FP ye aittir. Sonlu adim sayisinca bu yolu olusturan biitiin

f-dogru ve f-noktalarinin kiimesi bir fiber projektif diizlemi olusturmay1 kolaylikla saglar.
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FP siradan bir projektif diizlemin her noktasi ve her dogrusu [0, 1] arali§indan degerler alan

f-noktalarinin olusturdugu bir kiime olarak diisiiniilebilir.

Tanmim 3.14 f-noktalar1 ve f-dogrularini olusturmak icin adim 1 de P nin nokta ve dogrularina

verilen iiyelik derecelerine sirali taban elemanlariin baslangi¢ degerleri adi verilir.

Bazen bir taban nokta veya bir taban dogru olusum siirecinde baslangi¢c degerinden farkli
tiyelik derecesi alabilir. Eger (o, x), o € PUB, a. € [0, 1] f-noktasi ya da f-dogrusunda x, a nin

baslangi¢ degeri degilse "o , x degerini yakalar” denir.

Her fiber projektif diizlemin yukarida oldugu gibi olusturulabildigi aciktir.

Bulasic1 degerler ve fiberler

Bulasic1 degerler Burada Fiber projektif diizlemlerin 6zel siniflarina bakilacaktir. Adim 1
de her noktaya bir tiyelik derecesi verilerek elde edilen fiber projektif diizlemlere “tek nokta
ile iiretilmis” fiber projektif diizlemler denir. Fiber diizlemler bir dinamik geometri olarak
goriilebilir: her adimda, nokta ve dogrular birden fazla iiyelik derecesi yakalar. Herhangi birisi
bunu bir hastalik ¢esidinin derecelendirilmesi gibi diisiiniilebilir: siradan bir projektif diizlemin
lizerinde bulunma grafinda olugum siirecinden bir p elemaninin en az p’, p” gibi iki komsusu

hastaliga sahipse p’ve p// derecelerinin arasindaki en diigiik olan1 yakalar.

Bundan sonra sadece tek nokta ile tiretilmis” fiber projektif diizlemler ele alinacaktir.

Tanim 3.15 Bir x baslangi¢ degeri, olusum konusunda tarif edildigi gibi olusum durumunda,
z > x olacak sekilde daha yiiksek bir baslangi¢c degerli biitiin taban noktalar1 x degerini
yakalarsa, bulagict olur. Ortaya ¢ikan en yiiksek baslangic deger her zaman bulasicidir. Bu

yiizden ona asikar bulasici denir.

Tanim 3.16 Q taban diizlemine sahip bir FP fiber projektif diizleminde bir f-licgen, f-kose
denen ii¢ nokta ve f-kenar denen ii¢ dogrudan olusur. P de taban iiggen diye adlandirilan taban
nokta ve dogrular bir ticgen olusturur, f-kenarlar bir f- kosede kesisir ve f-koseler f-kenarlar
gerer. Bir f-iicgen, f-koselerin kiimesi ile gosterilir. Ciinkii bir f-licgen tamamiyle ii¢ f-kose

ile tanimlanir.

Yardimci Teorem 3.17 Bir f-iigcgen i¢inde biitiin elemanlar ayni iiyelik derecesine sahiptir.
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Ispat. Biitiin iiyelik dereceler esit olamayacak sekilde o, B farkl iki iiyelik derecesi ile
taban ticgende p noktasi ve bir L dogrusu alinsin. Genellestirme yapmadan, oo < B oldugu
diisiiniilsiin. Bu durumda (p, o) noktasi (L, B) lizerinde olamaz ve iiggenin diger f- noktalarinin
taban noktalar1 L dogrusu iizerindedir ve o iiyelik derecesi alirlar. Boylece L nin iiyelik derecesi

o olmalidir. [
Tanim 3.18 Bir f-licgenin sahip oldugu ayni iliyelik derecesine f-iicgenin iiyelik derecesi denir.

Yardimci Teorem 3.19 FP fiber projektif diizleminde x iiyelik derecesine sahip bir f-licgen

varsa x bulagicidir.

Ispat. TP de x iiyelik derecesine sahip taban iicgeni J olan fiber iiggen FJ olsun. Bulasic
olmasi i¢in, z > x baglangi¢ degerli her taban noktasinin iiyelik derecesi x e bulagsmak zorun-
dadir. FP de baslangi¢ degeri z olan keyfi bir (p,z) f-noktasi alinsin. Bunun i¢in iki durum

vardir: P, J nin bir kenart lizerindedir ya da degildir.

Eger p, d nin bir E kenar1 iizerinde olsun. E kenarinin iizerinde olmayan {iciincii kosegen
ve p den gecen dogru L olsun. Bu durumda x iiyelik dereceli bir f-dogrusu olusur. L taban
dogrulu f-dogrusu, (p,z) ve x liyelik dereceli bir f-kose tarafindan gerilir ve boylece x Az =x
tiyelik derecesine sahip olur. Bu p nin x A x = x degerini yakalamas: demektir. Eger p,
nin ii¢ kenarinin herhangi birinin {izerinde degilse o zaman J nin {i¢ kosesinden herbiri ile
dogrudagtir. x iiyelik dereceli f-dogrular olusur. (p,z) ve FJ nin soz konusu f-koseleri ile
gerilen bu dogrularin iiyelik derecesi x A z = x olur. Bu dogrularin arakesiti olan p noktast x

degerini yakalar. [J

Tamim 3.20 f-noktalar1 {(p,x),(q,y),(r,z)} tgliisii ile verilen f-liggenin p, g, r taban noktalar
P de dogrudas degilse zayif f-iicgen olarak adlandirilir.

Yardimer Teorem 3.21 P taban diizlemli P fiber projektif diizleminde {(p,x),(q,y),(r,2)}
(x, v, z nin farkli olmasina gerek yok) nin zayif bir f-liggen olmasi icin gerek ve yeter sart

asagidakilerden birinin saglanmasidir:

(1) P de, p,q,r taban noktalanmin baglangic degerleri x, y, z olan bir
{ (p,,x> , (q,,y> , (/,z) } zayif f-liggeni vardir.

(2) x, y, z degerleri baglangi¢ degerleri olsun. Bu baglangi¢ degerli P nin biitiin noktalari tek
bir ortak L dogrusu iizerinde bulunur ve w > min {x,y,z} baslangi¢ degerli L iizerinde olmayan

en az bir taban noktas1 vardir.
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Ispat. (<) (1) saglamirsa bu iddia asikardir. x, y yada z baslangic degerli biitiin f-
noktalarinin dogrudag taban noktalarina sahip olsun. Bunlar P nin bir tek L dogrusunu gersin.
L tek oldugundan L iizerinde (p; x), (p2,y) ve (p3,z) f-noktalar: bulunabilir. Bunlarin en az
iki tiyelik derecesi aymidir. x <y <z olsun. w > x baglangi¢ degerli L iizerinde olamayan
bir s taban noktasi alinsin. P de {s, p1,p3} ticgeni ele alinsin. x < w oldugundan, ({s,p;),x)
f-dogrusuna sahip olunur. py # p; ise ({s,p2),yAw) ve ({s,p1),x) f-dogrularinin (s,x) f-
noktasinda kesisir. p3 # p; ise aym sonug elde edilir. Bdylece {(s,x), (p2.y),(p3z)} zayif

f-licgenini bulunur.

(=) FP de bir {(p,x),(q,y),(r,z)} bir f-icgeni var olsun. min{x,y,z} den daha biiyiik
ve x, y, z baslangi¢ degeri ile tiim taban noktalar dogrudas olsun. P de gerilen L dogrusu
tektir clinkii diger taraftan x = y = z liyelik derecelerinin en biiyiigiidiir ve sadece bir nok-
taya baslangic degeri olarak verilir, bu acik bir ¢eligkidir. Boylece L iizerinde olmayan taban
noktalari ile tim f-noktalarinin baglangi¢ degerleri kesinlikle min {x,y,z} den daha kiigiiktiir.
Olugsum siirecini i > 1 ve i nin en kii¢iik degerinde i.adimda L {izerinde olmayan bir s noktasi
w > min{x,y,z} degerini yakalar. Bu durumda L den farkli en az bir dogru j < i olmak iizere
j.adimda w degerini yakalamis olur. Bu da gosterir ki bir 6nceki adimda L {izerinde olmayan

bazi1 taban noktalar w daha biiyiik deger alir. Bu da i nin minimalligi ile celisir. [J

Teorem 3.22 P taban diizlemli F'P fiber projektif diizleminde bir x baglangi¢ degerinin bulasici

olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidakilerden birinin saglanmasidir.
(1) x degeri meydana gelen en biiyiik degerdir.

(2) 3P de x baslangi¢ degerine sahip herhangi bir p noktasi i¢in {(p,x),(p1y),(p2.2)}
zayif bir ticgen olusturacak sekilde (py,y) ve (p2,2), ¥,z > x f-noktalar1 vardir; bundan dolay1

(p,x) igeren bir f-liggeni vardir.

Ispat. P, x baslangic degerli bir taban nokta olsun.

(<) x, alinan en yiiksek deger ise, o zaman x asikar olarak bulagicidir. y,z > x olmak iizere
{(p,x),(p1,y),(p2,2)} zayif f-iiggen var olsun. Olusum siirecinde bu f-iiggeninin biitiin f-
kenar ve biitiin f-koseleri x iiyelik derecesini alir. Boylece {(p,x),(p1,x),(p2,x)} f-licgeni

ortaya ¢ikar.

(=) x ( asikar olmayan ) bulasic1 ve z > x olacak sekilde z degeri var olsun. Oncelikle z,

sadece bir tek p’ taban noktasinda olugan x den daha biiyiik bir tek deger ve p de x baglangi¢
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degerli tek taban noktasi olsun. O zaman ({p, p’) ,x) f-dogrusu x iiyelik dereceli tek f-dogrudur
ve P de diger biitiin dogrular sadece x den daha kiiciik degerleri yakalar. p’ niin asla x i yakalaya-

mayacagi acgiktir ve dolayisiyla x bulasict degildir. Bu bir celiskidir.

Daha sonra z > x olacak sekilde (p’,z) f-noktasi ve y > x olacak sekilde bagka bir (g,y)
f-noktasi olsun. p, p've ¢ dogrudas oldugu (L dogrusunu geren) ve L iizerinde olmayan biitiin
noktalarin baslangi¢ degerlerinin x den daha kii¢iik oldugu varsayilsin. Bir 6nceki paragraftaki
gibi ne p’ ne de g ; z > x yaday > x olan x derecesini, ne de 7/ > x degerli L nin diger herhangi
bir noktasindaki degeri yakalar. Bu bir geliskidir. Eger x =y = z =7 ise x olugan en biiyiik
degerdir. [J

Sonug 3.23 Eger x asikar olmayan bir bulagict deger ise her y < x degeri bulagicidir.

Ispat. P taban noktas: ( asikar olmayan ) baslangi¢ x bulasic1 degerine sahip olsun. Bir
onceki teoremden zj,z > x olmak iizere {(p,x),(p1,z),(p2,22)} zayif f-iiggeni vardir. p’

noktast y < x 6zellikli y baglangi¢ degerine sahip olsun. {p’,p,p1},{p’,p,p2}.{P'sp1,p2}

kiimelerinin en az biri dogrudas olmayan ii¢ nokta igerir. []



BOLUM 4

FIiBER PROJEKTIF DUZLEM GEOMETRI

Bu bolimde minimum operatorden farkli iicgensel normlar kullanilarak fiber pro-
jektif diizlemlerin varlig1 ve projektif diizlemlerdeki Onemli teoremlerin fiber karsiliklar
incelenmigtir. Bu boliimde Bayar, Ekmekc¢i ve Akg¢a (2008)” nin ”A note on fibered projek-

tive plane geometry” calismasi esas alinmustir.
Bir tiggensel norm [0, 1] araliginda asagidaki kosullar1 saglayan ikili iglemdir:
i) Simetriktir.
ii) Birlesmelidir.
iii)a < cveb<diken (aAD) < (cAd)
) Her a,b,c,d € [0,1] icinaA 1 = a dir.

P noktalar kiimesi ve B dogrular kiimesi olmak iizere P = (P,B,~) bir projektif diizlem
olsun. P ve B, ~ (lizerinde bulunma bagintist olarak adlandirilan) simetrik iligkiye sahip iki
ayrik kiimedir Oyleki (PUB,~) grafi, P ve B smuflari ile iki parcali graftir. P de iki farkl
p,q noktalart bir dogru iizerindedir ve (p,q) ile gosterilir. Iki farkli L,M dogrusu (LN M ile

gosterilen bir nokta iizerindedir ve her dogru en azindan ii¢ nokta igerir.

P nin ortak bir dogru iizerindeki noktalar kiimesine dogrudas noktalar kiimesi denir. Dual

olarak, kesisen dogrularin bir kiimesi noktadas dogrular kiimesi olarak tanimlanir.

(Asikar olmayan) Fiber projektif diizlem FP, P nin fiber noktalarinin kiimesi olan FP ve
B nin fiber dogrularinin bir kiimesi olan F'B yi igerir. P nin her nokta ve her dogrusu en az
bir fiber nokta ve fiber dogrunun taban noktasi ve taban dogrusudur. (1 den farkli ve en az bir
tiyelik dereceli) ve FP = (FP,FB) fiber noktalarinin germesi ve fiber dogrularinin arakesitleri
altinda kapalidir. Sonug olarak, fiber noktalar kiimesini her cifti ayn1 fiber dogruyu geriyorsa
bu kiimeye dogrudastir denir. Dual olarak, fiber dogrular kiimesinin her bir ¢ifti ayn1 fiber

dogruyu geriyorsa bu kiimeye noktadastir denir. Kuijken L. and Maldeghem H. V., 2002,
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Fibered Geometries, Discrete Mathematics 255, 259-274 deki orjinal tanima gore, yukaridaki

A—operator minimum operator olarak okunmalidir.

4.0.10 Ucgensel Norm Ile Ilgili Baz1 Yorumlar

Ucgensel normun sadece minimum operatdr olarak diisiiniildiigii calismalarda projektif
diizlem sonlu ise, bu durumda fiber noktalarinin sonlu sayisi, sonlu sayida fiber projektif diizlem
iiretir. Buna ragmen diger iicgensel normlar icin fiber projektif diizlem sonlu olabilir. Ornegin
a/\ b = ab siradan bir carpim alirsak, o zaman en azindan bir « tiyelik derecesinin 1 den farkl
oldugu goriiliir. Sonsuz tiyelik dereceleri ve bunun sonucunda sonsuz sayida fiber nokta elde
edilir. Tiim iiggensel normlar igin fiber projektif diizlem elde edilemez. Ornegin Fucasiewics
normu alirsak a Ab = max {0,a + b — 1}, bu durumda higbir nokta 1 den farkl iiyelik derecesine
sahip olamaz. Burada 0 < o0 < 1 olmak iizere (p,o) fiber noktasi alinsin. Taban noktasindan
farkli diger (g, ) fiber noktasi ve L # (p, ) olmak iizere (L,y) fiber dogrusu diisiiniilsiin. O za-
man (p/, o) = (L,Y)N({p,q),aAP) noktasi o = o+ B+y—2 < a < 1 iiyelik derecesine sahip
olur. Ciinkii 0—iiyelik derecesi degildir. Boylece (p,a) ve (p’, o) tarafindan gerilen fiber dogru
o+o — 1 < 20— 1 iiyelik derecesine sahip olur. Dual olarak en fazla 2(2oc— 1) — 1 = 400 — 3
tiyelik dereceli bir nokta ayni ispat1 saglar. Bu sekilde devam ederek her n dogal sayis1 i¢in
2"(a.— 1)+ 1 e esit ya da ondan kiigiik iiyelik derecesi elde edilir. n yeterince biiyiitiiliirse sonug
negatif olur. Bu bir ¢eligkidir. Bundan dolay1, Lucasiewics liggensel normu ile elde edilen fiber
projektif diizlem crisp projektif diizleme denktir. Sonlu fuzzy diizlemler uygulama i¢in 6nemli
rol oynadigindan, “6zel iicgen norm verildiginde, ne zaman sonlu bir fiber projektif diizlem

mevcuttur” sorusu sorulabilir.
Tanim 4.1 Bir fiber projektif diizleminin taban diizlemine crisp projektif diizlem denir.

Teorem 4.2 P sonlu crisp projektif diizlem ve A bir tiggensel norm olsun. O zaman P taban
diizlemli sonlu agikar olmayan fiber projektif diizlem FP nin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter

sart o € |0, 1| olmak iizere o idempotent elemanin (o A & = o) mevecut olmasidir.

Ispat. (<) o idempotent elemani var olsun. O zaman P nin her elemanina o iiyelik derecesi

verilebilir ve P tabanl asikar olmayan sonlu fiber projektif diizlemi elde edilir.

(=) FP, P tabanl agikar olmayan sonlu fiber projektif diizlem olsun. Sonluluk ve agikar

olmama 0zelliginden FP de en kiiciik iiyelik derecesi mevcut ve iyi tanimhidir. Bu en kiiciik
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iiyelik derecesine a diyelim. Duallige gore, (p,o) fiber noktasinin var oldugunu kabul ede-
bilebilir. p # ¢ olmak iizere bagka bir (¢,) fiber noktasin1 gdzoniine alalim ve L # (p,q)

olmak tizere herhangi bir (L,y) fiber dogrusunu alalim. L, p iizerinde olmasin.

(¢, o) = (L) ({p,q), aAB) = (LN {p,q) . YA (XAB))

noktast

o =aABAY=aABAYSAAIAl=a <1

iiyelik derecesine sahiptir. o en kiigiik oldugundan o = a dir. Bundan dolay1 bir ((p, p’) ,a A Q)
fiber dogrusu elde edilir. o A o =aAa< 0, den kiiciik oldugundan oo A o0 = o olup, o

idempotent elemandir. [J

Genel olarak, fiber projektif diizlemleri iiretebilen iicgensel norm asagidaki karakterizasy-

onuna sahiptir.

Teorem 4.3 P keyfi bir crisp projektif diizlem ve A bir liggensel norm olsun. P tabanli asikar
olmayan fiber projektif diizlem FP nin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart asagidakilerden

birinin saglanmasidir.
(i) o € [0,1] idempotent elemani vardir.

(i) B € Ja, 1[icin BA P’ > o 6zellligini saglayan o € [0, 1] eleman1 mevcuttur.

Ispat. (i) ya da (ii) durumlarindan biri saglansin.
(i) i¢in [, 1] araliginda,

(if) i¢in |, 1] arahiginda iiyelik derecelerini P nin biitiin noktalarina ekleyerek P den fiber

projektif diizlem elde edilir. Bu her zaman sonsuz fiber projektif diizlem {iiretir.

(=) P, P tabanl fiber diizlem olsun. o < 1,FP de mevcut biitiin iiyelik derecelerinin
infimumu olsun. o nin kendisi de bir tiyelik derecesi ise o > 0 ve Onceki ispatta elde edildigi
gibi o idempotenttir. Simdi kabul edelim ki o iiyelik derecesi olmasin. B, B’ € Ja,, 1] ve genelligi
bozmaksizin B < B’ olsun. Infimumun tanimidan FP de bir nokta ya da bir dogrunun iiyelik
derecesi 7y olacak sekilde y € |, B] vardir. Genelligi bozmadan (p,Y) fiber noktasinin var oldugu
kabul edilsin, dnceki ispattaki gibi (p’,Y) fiber noktasini iiretebiliriz. (p,7y) ve (p’,y) fiber
noktalarin gerdigi dogrunun iiyelik derecesi YAY > o dir. BAB > yAY oldugundan (ii)

saglanir. [
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Bundan sonra, (i) ya da (ii) kosullarindan birini saglayan ticgensel norma uygun ii¢gensel

norm denir.

4.0.10.1 P Taban Diizlemli F P nin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda baz1 klasik konfigiirasyonlar incelenecek ve fiber projektif diizlemlere
genisletilecektir. Daha 6nce sadece minimum operator icin dezarg konfigiirasyonuna bakilmusti.

Simdi herhangi uygun licgensel norm i¢in Dezarg konfigiirasyonunun saglandig goriilecektir.

Teorem 4.4 Dezargsel bir P taban diizlemli FP fiber projektif diizlem olsun. FP de
dogrudag olmayan taban noktalar1 ile (aj,0), (az, ) ve (a3,03) fiber noktalarini ve yine
taban noktalart dogrudas olmayan (b1,B,),(b2,B,) ve (b3,B3) fiber noktalarini alinsin.
i € {1,2,3} icin ({a;,b;),0; AB;) fiber dogrulart FP nin (p,y) noktasinda kesigsinler. O
zaman ({(gj,a;),0; Aaij) ve <<b,~,bj>,[3i/\[3 j> fiber dogrularinin arakesiti ile elde edilen

(C{i’ Y, J-}) fiber noktalar1 dogrudastir.

Ispat. ((a;,b;),0;AB;), i ={1,2,3} dogrular1 FP nin (p,y) noktasinda kesistigine gore

a; # b; # p dir.
(p,y) = ({a1,b1)N{az,by), 04 APy A2 AB,)
= ((a1,b1) N {a3,b3) a1 AB; Az AB3)
= ((a2,b2) N (a3, b3) ,00 ABy Aoz AB3)

i#j.{i,j} €{1,2,3} igin Y= o0 ;B, ; hesaplanur.

({(a2,a3) 03 A3) N ((b2,b3) , By AB3) = (C{2,3}a7{2,3}>

3} =W A03A [?)2 A B3 olur.

({a1,as), 0 Aas) 0 ((b1,b3) By ABs) = (eq13) Y013 )

c{13} = U A0 A B AB5 olur.

i,j,k=1,2,3 olmak lizere (c{ijj} , y{w-}> ve (c{i’k} , Y{i,k}) noktalar1 tarafindan gerilen
dogrunun iiyelik derecesi
= YAY

olup i den bagimsizdir. [
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Simdi fiber projektif diizlemlerin harmonik esleniklere gore nasil davrandigi incelenecektir.
Bu nedenle Fano aksiyomunu saglayan taban diizlemlerde ¢alismaya ihtiya¢ vardir. 7 nokta
tizerindeki projektif diizleme izomorf herhangi bir alt diizlem yoktur. Bu ise taban diizlemi bu
Fano aksiyomunu saglayan fiber alt diizleminin olmamasina denktir. Ciinkii bir alt diizlemin
noktalarina ve dogrularina eslesen fuzzy kiimelere kisitlamasi bir fiber diizlem tanimlar. Bu

yiizden P nin Fano aksiyomunu sagladig1 kabul edilecektir.

Tanim 4.5 FP, taban projektif diizlemi P olan bir fiber projektif diizlem olsun.
(a1,04),(az,00), (az,a3) ve (as,04) olacak sekilde dort fiber nokta secelim. FP de herhangi
licii dogrudas olmayan taban noktalarindan elde edilen fiber noktalar: fiber koseler olarak ad-
landirilir. Bu dort fiber nokta alti, fiber dogru (A{Lj},B{i,j}) =: (<a,~,aj> , O /\OLj) JIFEJ 0 JE
{1,2,3,4} (f-kenar olark adlandirdifimz) ve iig fiber nokta (A 3 NAg 11,00 A A O3 A Oly)
i, 7k, 1y ={1,2,3,4} (f-diagonal noktalar ) f-tam dortgen olarak adlandirilir.

Tanmm 4.6 a,b,c,d Fano aksiyomunu saglayan bir projektif diizlemde dogrudas dort nokta ol-
sun. Eger a ve b herhangi bir tamdortgenin (6rnegin pgrs tamdortgeninin iki kdsegen noktaysa
(6rnegin a = pg Ars ve b = gr A\ ps ise) ve c ile d tamdortgenin geri kalan karsilikli iki kenari
tizerinde bulunursa (6rnegin ¢ ~ pr ve d ~ gs ise) a,b,c,d sirali nokta dortliisiine harmonik

nokta dortliisii ya da kisaca harmonik noktalar denir ve genel olarak H (ab,cd) ile gosterilir

(Sekil 4.1 bakiniz.), (Kaya, 2005).
\b :

a c b d

Sekil 4.1

Asagidaki teorem fiber projektif diizlemlerde 4. fiber eslenigin tanimi icin temel tegkil eder.
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Teorem 4.7 F P, P taban diizlemli fiber projektif diizlem olsun. a, b, c; P de dogrudas ii¢c nokta
ve (a,a),(b,B), (c,y), FP de ii¢ fiber nokta olsun. Varsayalim ki (a,b) tizerindeki d noktasi, a
ve b nin iki kose nokta ve ¢ nin diagonal nokta oldugu tamdortgen de diger iki diagonal noktay1
birlestiren dogru ile (a,b) nin arakesit noktasi olsun. O zaman (a,), (b,B) nin fiber kdseler
ve (c,7) fiber diagonal nokta oldugu herhangi bir fiber tamdortgeninde farkli diger iki kosegen
noktanin birlestirilmesi ile elde edilen dogrunun ({a,b),oAP) ile birlestirilmesi elde edilen

(d, ) noktast, fiber dortgeninin se¢ciminden bagimsizdir.

ispat.

Sekil 4.2

(a,0) ve (b,B) nin iki kose oldugu tam dortgende (Sekil 4.2) diger iki kose keyfi o ve B’
iiyelik derecelerine sahip olsun. Y= oA B Ao/ AP’ oldugu kolayca hesaplanabilir. u nun iiyelik

derecesi, B A [3/ AQAY ve v nin iiyelik derecesi, oA B/ ABAY diir.

8 =BABAanY) AaABABAY) A(aAB)
= (@ABAYAB) AABAYAB) Aanp)
=YAYAQAAPB
olup, buna gore d fiber tamdortgenin se¢iminden bagimsizdir. Belirtelim ki, iki dogrunun arake-
siti olan (¢, ) varligi igin garanti yoktur. Bundan dolay1 (a, ), (b,B), (c,y) f-dogrudas olsa bile
(d,d) bulunmayabilir. Eger varsa, (d,8) f-noktasina (a,a), (b,B), (c,y) nin 4. f-eslenik nok-
tast denir. Crisp durumunda ¢ ,(a,b,d) nin 4. eslenik noktasidir. Fiber durumda boyle bir

bagint1 genelde saglanmaz. [
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Teorem 4.8 Bir A iicgensel norm verilsin. Bu durumda A bir minimum operator olmasi
icin gerek ve yeter kosul taban noktalar1 dogrudas her ((c,y), (a,a),(b,B),(d,d)) fiber nokta
dortliisi i¢in (c,7y), ((a,0),(b,B),(d,d)) ya gore 4. f-harmonik eslenikken (d,d) f-noktasinin
((a,a),(b,B),(c,Yy)) ya gore f-harmonik eslenik olmasidir.

Ispat. (<) (d,3), ((a,),(b,B),(c,y)) ya harmonik eslenik olsun. O zaman
d=aABAYAY<LY (D
dir. Eger (c,7v), ((a,a),(b,B),(d,d)) ya gore eslenik ise
Y=aABASAS<S 2)

dir. (1) ve (2) den y= 98 dir. y=aAPAYA7yelde edilir. o ve B yerine 1 alinirsay=1A1TAYAY
dan y=yAydir. Sonug olarak y idempotenttir. Bir elemanin idempotent olmasi i¢in gerek
ve yeter sart licgensel normun minimum operator olmasidir. Bu yapidan minimum operatoriin
en dogal operator oldugu sdylenebilir. o # [ olabilir. Hesaplamalardan kolaylikla y = 8 =
min{o, B} oldugu goriilebilir. Bu yiizden {(a,a),(b,B)} ve {(c,y),(d,d)} iftleri arasinda

simetri yoktur. []

Yukaridaki notasyonlarda, ¢ ve d noktalar1 farklidir. Fiber durumda, taban diizleminde
Fano aksiyomu saglanmasa bile ¢ = d iken (c,Y) # (d,9) elde edilebilir. Fakat minimum op-

erator kullanilirsa, Fano aksiyomu saglanmazsa teori agikar olur.

Tanim 4.9 (Reidemeister Sart1) p,r,g farkli iic nokta A,B,C de P de noktadas olan rq #
A,B,C; r « A,B,C; q »~ A,B,C 06zelliklerine sahip ili¢ dogru olsun. Eger A {izerinde a ~ rg,

a; # P olacak bigimde ay,a, noktalart alinir ve
bi=BAraj, ci=cNqai, di=qbi Nrc; i=1,2

denirse p,d;,d> noktalart dogrudas olur.

Bu sart1 saglayan konfigiirasyona Reidemister konfigiirasyonu denir. (Kaya, 2005).

4.0.11 Fiber Reidemeister Sarti (FRC)

i = 1,2 i¢in a;, b;, c; noktalari tiggen olusturacak sekilde ((a;, o), (bi,B;), (ci,V;)) fiber nok-
talar olsun. Varsayalim ki (aj,0) ve (az,00), (b1,B,) ve (b2,B,),(c1,7;) ve (c2,Y,) ile ger-

ilen fiber dogrular1 noktadas olsun. Bu f-noktalar1 (r,®) noktasinda kesigirler. i = 1,2 igin
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(ai,0;) ve (b;,B;) noktalar tarafindan gerilen fiber dogrularin arakesiti (p,n) olsun. i = 1,2
icin (a;,04) ve (cj,7;) noktalari tarafindan gerilen fiber dogrularinin arakesit noktasi (g,§ ) ol-
sun. i = 1,2 i¢gin (¢,) ve (b;,B;) ile gerilen f-dogru ile (p,m) ve (c;,y;) noktalar: tarafindan
gerilen fiber dogrusunun arakesiti (d;,d;) olsun. O zaman (r,®), (d;,8;) ve (d2,d;) f-noktalart

fiber dogrudastirlar.

Reidemister konfigiirasyonunda biitiin iiyelik derecelerine 1 vererek Klasik Reidemeister

Sarti elde edilir.

Egera,b € [0,1]igcinaAaAaA....Aay1ad" ve a\byiab ile gosterilirse daha kolay islem
yapilabilir.

i=1,2i¢in ® = 01023 B, = 01027, Y2 = BB Y2,0i = OJZBiYi

olur. Boylece r,d;,d, P de dogrudas ise (r,®),(d;,81) ve (da,d;) dogrudas olmasi igin gerek
ve yeter sart
@ = 0’By; = 0By,

olmasidir.

Asagidaki teorem, Crisp projektif diizlemin desargsel olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

Klasik Reidemister sartinin saglanmasi gerektigini belirtmektedir.

Teorem 4.10 A bir tiggensel norm olsun. P herhangi dezargsel diizlem ve 3P, P taban diizlemli
herhangi bir fiber projektif diizlem olsun. O zaman FP nin (FRC) yi saglayan veya saglamayan

A operatdrii segilebilir. A = min operator saglar ancak minimum operator tek degildir.

Ispat. a \b = ab ise ve (FRC) yi sagliyorsa en azindan bir iiyelik derecesi 1 e esit olmasin.

o # 1 olsun, fakat yukaridaki hesaplamalardan i = 1,2 i¢in & = ®° B,Y; den By, = o dir.

o' =00’ = BiviBy, =

den ®® = 1 sonucuna ulasihr. Bu bir celiskidir. Acik¢a, A minimum operatorii kullanarak
i=12 o = 0;)3[37i elde ederiz. Va,b > % icinaAb = % biciminde tanimlanan operator de
FRC yi saglar. [



BOLUM 5

Sonug¢ ve Oneriler

Matematikte pek ¢ok teorinin fuzzy karsilig1 vardir ve fiber geometriler bir ¢esit 6zel fuzzy

geometrilerdir.

Fiber geometri kavrami ilk defa Leen Kuijkeen ve H. Van Maldeghem tarafindan
calistlmistir. Caligsmalarinda fiber projektif diizlemler, fiber genellestirilmis poligonlar1 ve
bulasic1 deger teorisi yer almaktadir. Genel olarak, incidence geometrilerde fiber nokta,
fiber dogru kavramlarimi tanimlamiglar, 6zel olarak bazi klasik teoremlerde fiber projektif

diizlemlerde fiber karsiliklarini vermiglerdir. (Kuijken L, Maldeghem H. V., 2002).

Fiber projektif diizlemlerde farkli iicgensel normlarin rolii A.Bayar, S. Ekmek¢i ve Z.
Akca tarafindan incelenmistir. Calismalarinda hangi iicgensel normlar i¢in fiber projek-
tif diizlemlerin var olup olmadig1 arastirllmistir. Farkli tiggensel normlar i¢in geometrik

ozelliklerin gegerlilikleri incelenmigtir (Bayar A., Ekmekgi S., Ak¢a Z.,2008).
Bu calismada yukarida sozii edilen calismalar esas alinmugtir.

Birinci boliimde Fuzzy kiime teori, vektor uzaylar1 ve projektif geometrideki temel tanim

ve teoremler verilmisgtir.

Ikinci boliimde fuzzy vektor uzaylari ile fuzzy projektif uzaylar arasindaki iliskiler

incelenmisgtir.

Uciincii boliimde genel incidence geometrilerde fiber nokta, fiber dogru kavramlar
verilmig, fiber projektif diizlemler incelenmis ve klasik teoremlerin fiber versiyonlarina
bakilmigtir. Ayrica uygulama olarak bulagict degerler kavramlarina deginilip 6zellikleri

verilmistir.

Son béliimde minimum operatdrden farkli liggensel normlarla elde edilen fiber projektif

diizlemler ve bu diizlemlerde baz1 geometrik 6zelliklerin fiber versiyonlar1 incelenmistir.

Projektif diizlemlerde yapilan bu caligsma projektif uzaylara genisletilmesi teoriye ¢esitlilik

katip, katki saglayacaktir.
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