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ABSTRACT

This thesis consists of three chapters, namely

first chapter(Preliminaries), second and third chapters.

In the first chapter we reminded the main defini -

tions and theorems which are used throught the work.

In the second chapter we defined a weighted space
Bg(G)=CO(G)ﬂL5(G) and proved that Bg(G) is a Banach al-
gebra with respect to pointwise multiplication under a
sum norm and also a homogeneous Banach space under some
assumptions. Moreover we discussed the inclusion proper-
ties between the spaces Bg(G) and the ideals of these
spaces. Finally it is shown that Bg(G) a Solid space
and a Banach Function space(shortly BF-space).

In the third chapter we showed that the spaces
Bi(G) is a Banach algebra with respect toc convolution for
p=1 and a Segal algebra under some assumptions. It is also
proved that this space is a Li— Banach ideal and abstract
Segal algebra over Li(G). Finally, we obtained the maxi-

mal ideal space of B%(G).
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OzZET

¢ BSllimden olusan bu ¢alismanin &nbilgiler bagligi
altindaki 1.B81llimde tezde kullanilan Snemli tanim ve teo-

remler verildi.

2. Bolimde Once Beurling'in w afirlik “fonksiyonu
kullanilarak bir B&(G)=CO(G)HL5(G) uzayl ve bu uzayda bir
norm tanimlanip, bunun noktasal carpma islemine gbre bir
Banach cebiri oldugu g8sterildi. Yine bu uzayin bazi ko-
sullar altainda bir homogen Banach uzayi oldudu ispatlandi.
Ayrica Bs(G) uzaylari arasindakil kapsama Ozellikleri ve
idealleri incelendi. B&lUmiin sonunda ise bu uzayin bir So-
1id uzay ve Banach fonksiyon uzayi (BF-uzayi) oldudu gdste-
rildi.

3. Bolumde ©zel olarak p=l ig¢in Bi(G) uzayinin gi-
risim islemine g&re Banach cebiri oldudu ve bazi kogullar
altinda Segal cebiri oldudu ispatlandi. Bundan bagka bu u-
zayin Lé(G) uzayinda bir Banach ideaii ve soyut Segal ce-
biri oldudu gOsterildi. Son olarak BW(G) uzayinin maksimal

ideal uzayi bulundu.
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GIRiS

U¢c bSliimden olusan bu tezin 1.B&limiinde ¢aligmamizda
kullanilan Snemli tanim ve teoremler, 2. ve 3. BOlliimlerinde

ise yapilan caligmalar verildi.

Bu calismada kullandidimiz w adirlik fonksiyonunun
tanimi ilk defa A.Beurling tarafindan 1938 yilinda (Beurling,
[l]) calismasinda verildiginden bu adirlik fonksiyonu Beur-
ling'in aélrllk fonksiyonu, bundan yararlanilarak tanimla -
nan ve L (G) ile gbsterilen L (G) uzayi da Beurling cebiri
olarak blllnlr. Benzer blglmde tanimlanan ve Lp(G) ile gbs-
terilen agirlaikla Lp(G) uzaylarinin bazi ozelllkleri de

(Giirkanli, [7]) calismasinda bulunabilir.

Caligmanin 2. B&liimiinde ise l<p<w ve w, G lizerinde
tanimli adirlik fonksiyonu olmak lizere Ba(G%=CO(G)ﬂL£(G)1ma—
ey
Banach uzayi ve noktasal carpma iglemine g&re Banach cebiri

normu altinda

y1 tanimlanarak bu uzayin tanimlanan bir

cldugu gdsterildi. Sonra (Fischer-Glirkanli-Liu, [6]) galigma-
larindan da yararlanilarak BS(G) uzayinin Otelemeler altinda
invaryant ve karakter invaryant oldudu; Stelemelerin bu uzay-
da siirekli oldugu incelendi. Yine, W-K (K=sabit sayi) igin
homogen Banach uzayil oldudu gdsterildi. Ayrica Bg(G) uzayla-
r1 arasindaki kapsama Szellikleri ve idealleri incelendi.Y¥i-
ne, Bs(G) uzayinin CO(G) uzayinda heryerde yodun ve Segal
cebiri oldugdu ve son olarak da bu uzayin Solid ve Banach Fonk-

siyon uzayi (BF-uzayi) oldudu gbsterildi.

3.B&lUimde ise B&(G) uzayinin p=1 ic¢cin 8zel hali olan
Bi(G) uzayil ele alinarak bunun girisim islemine gdre Banach
cebiri oldudu gBsterildi. Sonra W=K (KER, sabit sayi) ig¢in
Segal cebiri oldudu ispatlandi. Yine B&(G) uzayinin CO(G) ve
Li(G) uzaylarinda her yerde yodun oldudu, ayrica bu uzayin
Ll(G) uzayinda Banach ideal ve soyut Segal cebiri oldudu gds-

terildi. Son olarak B (G) uzayinin maksimal ideal uzay: ABl

ile Li(G) uzayinin maksimal ideal uzayi ALW nin ayni oldudu ispat edlldl.



I. BOLUM
ONBILGILER

1.1. Tanim: X bir topolojik lokal kompakt uzay, f X
de tanimli, karmasik dederli, slirekli bir fonksiyon olsun.
Her g£>0 sayisi ic¢in her ye¥X oldugunda |f(y)|<e kosulunu sag-
layan X uzayinin bir K kompakt alt kilimesi varsa, f fonksi-

yonuna sonsuzda sifirdir denir.

X lzerinde sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin klme-

sini C_(X) ile g&sterecediz(Rudin, [14]).

1.2, Tanim: X bir topolojik uzay, E bir vektdr uza-

yi, £ de X kiimesinden E uzayina bir fonksiyon olsun.
{x|x€X ve f(x)#40}

kiimesinin kapanigsina f fonksiyonunun destedi (veya dayanagdi)

denir ve suppf ile g8sterilir.

X lokal kompakt uzay olmak lizere X lzerinde tanimli,
karmagik dederli, slirekli, kompakt destekli fonksiyonlarain

vektdr uzayini C_(X) ile gésterecediz (Rudin, [147).

1.3. Tanim: G lokal kompakt Abel grubu olsun. G lze-
rinde negatif olmayan, sifirdan farkli, Otelemeler altinda
invaryant olan her dx regliler Slcglmline G iizerinde bir Haar

Olc¢lmi denir.

Her lokal kompakt Abel grubu lizerinde bir Haar Olgl-

miintin varligi biliniyor (Reiter, [11]).

1.4. Tanim: X bir topolojik uzay olsun. X uzayindaki
tiim a¢ik kiimeleri kapsayan B en kiiglik g-cebirine Borel cebi-

ri, B nin her elemanina da Borel kimesi denir.



B, Borel cebiri olmak lizere (X,8) Slcililebilir uza-
yindan (Y,T) topolojik uzayina giden herhangi bir f fonk-
siyonu verilsin. Y uzayindaki herhangi bir V agik kiimesi

. -1
igin £ T (V)eB oluyorsa, f ve Slgllebilir bir fonksiyon denir.

f ve g fonksiyonlari G lokal kompakt Abel grubu {i-
zerinde birer Borel fonksiyonu olsunlar. Bu fonksivonlarin

girisimi fxg simgesi ile g8sterilir ve
(fxg) (x)= [Ef(x~y)g(y)dy
G

big¢iminde tanimlanir. Bu girigimin tanimli olmasi igin
S £(x-y)g(y)|dy<=
G

olmalidir (Rudin, [14]).

1.5. Tanim: X, K cismi Uzerinde wvektdr uzavi oclsun.
EJer (e) islemi asgagidaki kosullari sadliyorsa X klmesine

K izerinde bir cebirdir denir.
(1) Her x,v,z€X ig¢in X(y.z)=(xy).2

(ii) Her x,y,z€X icgin X(y+2)= Ry+xz

(R+y)z= xXZ+VeZ
(iii) Her x,y€X ve her a,B€XK icin (a x) (By)=(aB) (xy).

EJer K=¢ ise X uzayina karmasik cebir, K=IR ise reel cebir

denir.

X bir cebir ve her a€X icgin a.lx=%{a=a olacak gekil-

de lx€X varsa X cebirine birimli cebir denir.

Yine (X,||*
X bir cebir ve her x,y€X icin

) K cismi izerinde normlu uzay olsun.EgJer

(ESISIES MDY



kosulu saglaniyorsa X cebirine bir normlu cebir denir. Yi-
ne (X,||»]]) normlu uzayi bir Banach uzayi ise bu taktirde

X uzayina Banach cebiri denir (Larsen,[9]).

1.6. Tanim: X,XK cismi lizerinde vektSr uzayi 1 da

onun lzerinde bir topoloji olsun. EJer,
XxX - X

(x,¥) » x+y
ve
KxX - X

(a,x) » ax
d8niisimleri silirekli iseler bu T topolojisi X vektSr uzayi
ile uyusuyor denir. Bdyle bir vektdr uzayi ise topolojik

vektdr uzayi olarak adlandirilair.

1.7. Tanim: (B,[ | L1l
bir Banach cebiri olsun. AxB den B i¢ine tanimlanan 8 is-

) bir Banach uzayi ve (A,

lemi asagidaki Szellikleri saglarsa B uzayina A {izerinde

Banach modiilii veya bir Banach A-modiilidiir denir.

(i) Her f£,g9€A ve her h,k€B icin

(f+g)@h=(£f&h) + (g&h)

f@ (h+k)=(f8h) + (£8k)

(ii) Her f,g€A ve her h,ke€B igin
(fxg) 8h=f@ (g&h)
(Burada % A uzayindaki ig¢ carpimdir.)

(i1i) Her f€A, her he€B ve her a€¢ igin
a (f8h)=(af)@h=f& (ah)



(iv) Her f€A ve her h€B igin
leen] gl £l 5 - 1[hll 5

1.8. Tanim: A degigmeli bir Banach cebiri olsun.
Her x€A icgin

Lim HUan‘XH==0
o -
kogulunu saglayan {Ua}CA agina A cebirinin yaklasik bi -

rimi denir.

A cebirinin birimi e olsun. EJer her g ig¢in Ua=e alinir-
sa bu taktirde {Ua} nin A nin yaklasik birimi oldudu acgik-
tir (Larsen, [9]).

Yine G lokal kompakt Abel grubu olmak lizere, Ll(G)

uzayl girisim iglemine gdre bir Banach cebiri olup, birimi
olmadigi halde yaklasgik birimi vard1r(Larsen,[9]).

(AI A)
sayisina karsgilik

bir normlu cebir olsun. EJer her x€A ve £>0

| x-u, (x) x|, <e

olacak sekilde bir ul(x)eA varsa, A normlu cebiri sol yak-
lasik birimsele sahiptir denir. Yine her x€A ve €>0 sayisi-

na karsilik
Hx—xuz(x)HA<g

olacak gekilde bir uz(x)eA varsa, A normlu cebiri sa§ yak-
lasik birimsele sahiptir diyece§iz. EJer A normlu cebirinin
her sol yaklasik birimseli ayni zamanda sag yaklasik birim-
seli ise A, yaklasik birimsele sahiptir denir (Doran-Wichmamn.

[4D).

Ayrica {Ua}’ A Banach cebirinin yaklasim birimi ise

ayni zamanda yaklasik birimseli oldugunu gbstermek kolaydir.



Simdi de gallsmamlz“boyuhca si1k sik kullanacadimiz
agirlik fonksiyonu ve agirlikla P uzayi tanimlarini vere-
lim:

1.9. Tanim: Bir G lokal kompakt grubu lizerinde ta-
nimli, reel deferli bir w fonksiyonu agadidaki kosullara
saglasin.

(1) Her x€G igin w(x)>1
(1i) Her x,y€G igin w(xy)<w(x)w(y)

(1ii) w fonksiyonu &l¢lilebilir ve lokal sinirli.
Bu w fonksiyonuna afirlik fonksiyonu denir (Beurling anla-
minda). Bundan yararlanarak L@(G) ile g8sterilen agirlik-

11 P uzayi (l<p<w)
P (6)={£] fwerP (6) }
bigiminde tanimlanzir. Lg(G) uzayi

p P 1/
llf[lp,w=={Gf1f<x)( wP (x)dx}~/P

normuna g8re bir Banach uzayi olup p=1 i¢in bu uzay giri-
sim islemine gdre bir Banach cebiridir. Bu cebir de Beur-

ling cebiri olarak bilinir(Reiter[11]).

G fizerinde tanimli, karmasik deferli ve esastan si-
nirli fonksiyonlarin uzayini L;(G) ile gOsterelim. Bu uzay
€L (G) igin

loll, = esssup |¢(x)
x€G |w(x)

normuna gdre bir Banach uzayidir. Bu uzaya L&(G) nin dual
uzaylr denir. Yine feLé(G) ve ¢€L;(G) olmak lzere



o (f)=<£f,d>= JE(x)(x)dx
G

olarak tanimlanir.

G Uzerinde herhangi iki wl,w2 agirlik fonksiyonu
verildiginde eder her x€G icin wz(x)ic.wl(x) olacak ge-
kilde c>0 reel sayisi varsa Wy Wy agirlik fonksiyonundan
6nde gelir denir ve Wo<Wq seklinde gbsterilir. EJer Wo<Wq
ve wi<w, ise W, ve w, agirlik fonksiyonlari denktir de-

nir ve bu wl~w2(veya wl:wz) simgesi ile g&sterilir.

Simdi ilerde kullanacadimiz bir teoremin ifadesini

verecediz.

-> >
1.10. Teorem: E ve F birer Banach uzayi olsunlar.
> >
E§er u:E > F fonksiyonu dodrusal, siirekli, birebir ve &r-
+
tense bu u fonksiyonu E uzayindan F uzayina bir homeomor-

fizmdir (Cartan([3]).

Bu teoremin sonucu olarak, herhangi bir E vektor
uzayil hem Py hem de p, normuna géri bir Banach uzayi ise
Py ve p, normlari denktir. Ayrica E bu normlardan birine
gbre Banach uzayi, digerine gdre Banach uzayi dec‘jilse,pl

ve p, normlari denk dedildir.

1.11. Tanim: G, lokal kompakt Abel grup Y da G lize-
rinde karmasik de§erli bir fonksiyon olsun. E§er her x,vy€G
igin |Y(x)|=1l ve y(x+y)=y(x).Y(y) kosullari saglaniyorsa
Y va G nin bir karakteri denir. G nin bilitliin silirekli karak-
terlerinin kiimesini é ile gbsterelim. Bu é kiimesi xX€G ve
Yl,yzeé olmak lzere (Y1+Y2)(X)=W1(X)Y2(X) islemine gdre
bir grup olusturur. Bu gruba G nin karakter grubu(veya du-

al grubu) denir (Rudin, [13]).
IR? nin karakter grubunun kendine izomorf oldugu bi-

liniyor(E.Hewit-K.Ross,[8]).

1.12. Tanim: G lokal kompakt Abel grubu olsun. Her



X,¥y€G igin ]Y(X)I#O ve Y(x+y)=Y(x).Yv(y) kosullarini sag-
layan G lizerinde tanaimli, slirekli Yy fonksiyonlarina G nin

genellestirilmis karakteri denir (Wang, [16]).

Buradan G nin her karakterinin bir genellestiril-
mis karakter oldudu agiktir.

Yine Li(G) bir Beurling cebiri ve ¢ de |¢(x) |<w(x)
lokal hemen hemen heryerde olmak izere genellegtirilmis
karakter olsun. Bu taktirde,

o (£)=Sf(x)¢(x)dx

¢

seklinde tanimlanan o, d&niliglimil Li(G) nin bir kompleks ho-

momorfizmidir. ﬁstelii Li(G) nin her kompleks homomorfizmi
bu yolla elde edilir ve e§er 0¢1=0¢2 ise bu taktirde b1=0,
olur.
Sonu¢ olarak Li(G) uzayinin maksimal ideal uzay:
¢€L;(G) olmak lizere biitlin ¢ genellegtirilmis karakterleri-

nin uzayidir (Wang, [16]).

1.13. Tanim: G lokal kompakt bir Abel grubu, G de
onun karakter grubu olsun. feLl(G) fonksiyonunun Fourier

donliglimli, x€G ve yea olmak iizere,
F(f)(y)=%(y)= JE(x)<-x,y>dx
G

seklinde tanimlanir (Rudin, [13]).

Efer G=TR" ise G=R" olacadindan fSLl(IRn) fonksiyo-
nunun Fourier donilisimli her x,yeIRn igin x=(xl,x2,...,xn),

— (Yl'Yz""'yn) Ve <X,Y>=X ¥ +Xy¥o+. . +X V) olmak dzere

e—2ni<x,y>

E(Y)= ﬁn f(x)dx

r

seklindedir(Schwartz,[15]).



1.14. Tanim: G lokal kompakt Abel grubu {izerinde
lokal integrallenebilen fonksiyonlarin vektdr uzayi olan
Ltoc(G) Uzerine K, G nin kompakt alt klimelerinin ailesi
ve K€K olmak {izere f - HfHK=Tf[f(x)Idx biciminde tanim-

lanan (|| £|| g Yarinormlar = ailesi tarafindan olustu-

K)Ke
rulan lokal konveks topolojiyi koyalim. EJer bir (B,

)
B
Banach uzayi, Lioc(G) topolojik vektdr uzayi igine slirek-

1li olarak gOmiililyorsa yani, her f€B ve herhangi K=G kom-

pakt alt kiimesi igin
J1E 60 [axee el

olacak gekilde CK>0 sabiti varsa, (B, ) Banach uzayina

B
Banach fonksiyon uzayi (veya kisaca BF-uzayl) denir.

1.15. Tanim: (B,||.
feR, xXEG ve tea ic¢in Mtf(x)=(x,t)f(x)€B ise B uzayina ka-

B) bir Banach uzayi olsun. Her

rakter invaryant denir. Yine B karakter invaryant ve
“MtfHB=“f”B kogulu saglaniyorsa B kuvvetli karakter invar-
yanttir denir (Feichtinger-Giirkanli, [5]).

1.16. Tanim: (B,
fe€B ve x,y€G ic¢in fo(y)=f(y—x)€B oluyorsa B Gtelemeler

B) bir Banach uzayi olsun. Her

altinda invaryant ve HfoHB=”fHB kogulu saglaniyorsa B
Otelemeler altinda kuvvetli invaryanttir denir (Feichtinger-
Gﬁrkanll,[SJ).

1.17. Tanim: (B,
her f€B ve x€G igin foeB ve Hfo”Bzﬂf”B kogullari sagla-

B) bir Banach uzayi olsun. EJer

niyorsa, ayrica G den (B,

B) uzayina giden x - fo fonk-
siyonu silirekli ise bu taktirde B uzayina G lzerinde homo-

gen Banach uzayi denir(Wang, [16]).

1.18. Tanim: G lokal kompakt Abel grubu ve B de



10

Ll(G) uzayinin asadgidaki kogullari saglayan bir alt cebi-

ri olsun.

(i) B, homojen Banach uzayidir.

<
1=1ls

(1ii) B, Ll(G) uzayinda

(ii) B,

normuna gdre Banach cebiridir.

d
yodundur. Bu taktirde B uzayina Lbir Segal cebiri denir
(Wang, [16]) .

, hormuna gdre heryerde

1.19. Tanim: Asadidaki kogullari sadlayan(B,

)
B
A) Banach cebirine gdre soyut Segal

normlu uzayina (A,

cebiri denir.

(1) B, A nin heryerde yodun ideali ve normu-

B
na gdre Banach cebiridir.
(ii) Her f€B igin “fHA<MHf“B olacak sekilde bir M>0

reel sayisi vardir.

(iii) Her £,g€B ic¢in Hfg”BicanAHgHB olacak gekilde
bir c>0 reel sayisi vardlr(Burnham,[ZI).

1.20. Tanim: EJer h.h.h |g(x)[i]f(x)l kosulunu sag-

1
layan f€B ve geLro

yorsa bu B, BF- uzayina Solid uzay denir. (B,

(G) verildiginde g€B ve HgHBinHB olu-

B) uzayi-
nin Solid olmasi ig¢in gerekli ve yeterli kosulun B uzayi-
nin noktasal carpma iglemine gdre L¥(G) lizerinde Banach

modlilli olmasi gerektidi biliniyor.

Simdi ilerde kullanacadimiz iki teoremin sadece ifa-

delerini verecediz.

1.21. Teorem: (B,H-HB) uzayi (A,[|+||,) cebirinde so-

yut Segal cebiri ve (A,

A) sag yaklasik birime sahip ol-

)

sun. EJer I, (A

A) nin kapali sad ideali ise IfNB, (B, B

nin kapali sag idealidir ve I=IMNB A olur (R.Doran—-Wichmann,

(4]
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1.22. Teorem: T, Al Banach cebirinden onun heryer-

de yogun alt kilimesi olan A2 Banach cebirine bir cebirsel
homomorfizm olsun. Bu taktirde ™ adjoint doénlislmi A2 nin
maksimal ideal uzayaindan, Al in maksimal ideal uzayinin

kapali bir alt kiimesine homeomorfizmdir (Loomis, [10]).
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2. BOLUM
BS (G) UZAYT VE BAZI OZELLIRLERT

2.1. Tanim: BS(G)=CO(G)nL5(G) diyelim. C_(G) ve
LS(G) bir K cismi tizerinde (K=IR veya () birer vektdr uza-
yv1i oldudundan BS(G) kiimesi de ayni K cismi {izerinde bir

vektSr uzayi olur. Bu uzay Uzerinde feBs(G) olmak lzere,

Il g=l £ 1 Ell 5 o

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu, iki normun toplami oldudun-

dan bir norm olup (B&(G),

B) bir normlu uzay olur.

2.2, Teorem: Bg(G) uzayi,

p Rormuna gbre bir

Banach uzayidir.

Ispat: BS(G) normlu uzayinda herhangi bir (£,) Cauchy
dizisi verilsin. Cauchy dizisi tanimi geredince herhangi

bir >0 sayisi verildiginde her m,n>n_ icin

L e Rt | P Nl N IR
olacak sekilde bir noeﬂﬁ sayisi1 vardir. Buradan,

£ ~E )l < ve |£_-f e

m”p,wi
bulunur. Bu ise (fn) dizisinin CO(G) ve Lg(G) uzayinda Ca-
uchy dizisi oldudunu g8sterir. CO(G) ve Lg(G) uzaylari Ba-
nach uzayi olduklarindan (fn) dizisi CO(G) nin bir gGCO(G)
ve Lg(G) nin bir feLS(G) fonksiyonuna yakinsar. Bdylece ve-

rilen herhangi >0 sayisi ig¢in her n>n, oldudunda

€
1248l < 5 (2-1)
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olacak gekilde bir n.€IN sayisi ve her n>n, oldudunda

1

€
£ ~gll < 7 (2-2)

olacak gekilde bir nZGBN sayisi vardir,

(fn) dizisi L&(G) uzayindaki normuna g&re f

fonksiyonuna yakinsadigindan bu dizinin glgonksiyonuna he-
men hemen heryerde(h.h.h) yakinsayan bir (fnk)alt dizisi

vardlr(Royden,EIZI). (fn) dizisinin CO(G) uzayinda Cauchy
dizisi olma 6zellidi kullanilirsa ayni €>0 sayisi ig¢in her

n,n, >n, oldudunda

[l o< _ (2-3)

an—fnk o— 4

clacak sgekilde bir n3eﬂﬁ sayisi vardir. $imdi no=mak{n2,n3}

diyelim. Buradan, her n,>ng i¢in

l£, -all Alg, -£ £ ~gl <le_ ~£ ||+l £ ol
k k k

LItz T (2-4)

i
=M

Nm

oldugundan (fn } alt dizisi de g fonksiyonuna diizgliin yakin-
sar. Yine (fnk) alt dizisi f fonksiyonuna h.h.h. yakinsi -
yvordu. Yakinsamadidi noktalarin kimesi A ile g&sterelim.

U (A)=0 olur. O halde ayni €>0 sayisi verildiginde her x€G-A

i¢in her nkzml oldudgunda
[fnk(x)—f(x)li g (2-5)

olacak gekilde bir m.€IN sayisi vardir. EJer m =mak{ml,no}

1 (o}
dersek her X€G-A ve her n, >m ig¢in,

lf(x)-g(X)l=lf(X)~fnk(x)+fnk(x)-q(X)[i
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<JE (=) -£(x) [*]f. (x)-g(x) |<
nk nk

I
o

<l ) -fx) |+|f —g] <5 +&
Tk ny 272

olup bdylece h.h.h. f=g elde edilir. Yine Lg(G) uzayinin
elemanlari denklik sinifindan olugtudu icin f=g olur. Bu-

radan kommak{nl,nz} dersek her nzko oldudunda

R e T I . s

3e

< . “+ =—-<g
- 4

>lm
lm

elde edilir. O halde BS(G) uzayi bir Banach uzayaidir.

2.3. Teorem: Bi(G) uzayl noktasal carpma islemine

g8re bir Banach cebiridir.
Ispat: Once B@(G) uzayinin bir cebir oldudunu gds-

terelim.
(i) Her f,g,heBg(G) alalim.

[(f 9)n] (x)=(£g) (x)h (x)=F (x) (g (x)h (K)}=£ (x) (gh) (x)=
=[£(gh) ] (%)
olup bu egitlik her x€G i¢in dodru oldufundan

(fg) h=f (gh) bulunur.

(ii) Her f,g,heBs(G) icin
[£(g+h)] (x)=F (x) (g+h) (x)=F (x) (g (x) +h (x) )=

=f (x) g (x)+£(x)h(x)=(fg) (x)+(fh) (x)
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egitligi her x€G ig¢in dodru oldudundan f(g+h)=fa+~fh bulu-

nur.

(1ii) Her f,qesg(e> ve her a,BEK icin
[(af) (Bg) ] (x)=(af) (x) (Bg) (x)=af (x)Bg(x)=
=(aB) (£ (x)g(x))=(aB) (fg) (x)
esitlig§i her x€G i¢in dodru oldugundan (af) (Bg)=(aB) (fa)
bulunur. Bdylece Bg(G) uzayi noktasal carpma iglemine g&-

re bir cebirdir. Yine her f,geBg(G) igin

l£gll =0 S1£(x)g(x)wix) |Pax}t/P<
LA

<sup| £(x)[{ [ x)wx) |Paxyt/ P g 1| iy, (276
XEG o '
ve
| £9]] ,=sup| £ (x) g (x) |=sup| £ (x) | sup|g (x) |=
XEG XEG xXEG
= £l ol (2-7)
yazilir. (2-6) ve (2-7) ifadelerinden
I £gll gl £all o+ £9ll 2l £l ol HI £l ol o o=
= £l Ulall ¥l gl 5, ) =l £l Sl ol 5 (2-8)

bulunur. EJer,

£l 2l £l g

esitsizligi (2-8) de kullanilirsa,

I£gll g<ll £l gliall 5
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elde edilir. 2.2. Onermeden Bs(G) uzayinin Banach uzayi
oldugu biliniyor. C halde Bg(G) uzayi noktasal ¢arpma is-—

lemine g&re Banach cebiridir.

2.4, Onerme: Cc(G) kiimesi B£(G) uzayinin bir alt

klUmesidir.

Ispat: Cc(G) kiimesinin CO(G) uzayinin bir alt ki-
mesi oldu@u(Rudin,[14])‘gallsma51nda gbsterildi. $imdi
biz CC(G) klimesinin LS(G) uzayinin bir alt kiimesi oldudu-
nu g&sterelim. Bunun ig¢in herhangil fe€C_(G) alalim. Cc(Gk:
CCO(G) kapsamasindan feCO(G) bulunur. Yine suppf=K olsun.
Bu durumda w agirlik fonksiyonu lokal sinirli oldudundan
her x€K igin w(x)<A olacak gekilde A>0 sayisi vardir, Bdy-

lece

1€, =€ £1E xyw i) [Paxd /Py [ () w(x) |Pax)/Pe
14 G K

<sup|f(x) [{ prdX}l/piA.Sup[f(x)l{ fdx}l/P=
X€EK K <€ K

a5 _.ux P (2-9)

olup fGLS(G) vazilir. Buradan da CC(GXZLg(G) bulunur. Bdy-
lece feco(G)ﬂLg(G)=Bs(G) olur. Bu ise CC(G)CBS(G) oldudunu

gbsterir.

2.5. Onerme: Bg(G) uzayil CO(G) uzayinda heryerde

yogundur.

Ispat: Cc(Gk:Bi(G) kapsamasi 2.4. Onermede g&steril-
di. Yine CC(G) kiimesinin CO(G) uzavinda heryerde yodun oldu-
gu biliniyor(Rudin,£l4]). 0 halde alinan herhangi f€CO(G)

igin
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[ £-gll ,<e

olacak sekilde bir gecc(G) vardir. Cc(Gk:Bg(G) kapsamasin=

dan dolayi da geBg(G) bulunur. Bu ise istenendir.

2.6. Onerme: Bs(G) uzayir Otelemeler altinda invar-
yanttir.

Ispat: Herhangi feBs(G) ve X€G alalaim. feBg(G) ol-
dudundan feLg(G) ve fGCO(G) olur. Yine,

h Pa,11/P
ERTE S s {Gflef(y)w(y>| dy}
olup, buradan
12 E15, o= S £ (r=x)w(y) [Pay= s [£ (@) w (usx) [Pauc
14 G G —_—

<wp(x) f]f(u)w(u)[pdu
- G

bulunur. Ote yandan bagta aldidimiz x elemanini sabitlestir-—
digimiz igin w(x)<wo olup
P P P
1L 815 < ENE P )

P,wW—

vazilir. Bunun sonucu
I El Gl £l o () <o
olup foeLS(G) bulunur. Yine,

| D £l o=sup L £ (y) [=sup|f(y-x) [= sup [f(u)|=
YEG vEG (u+x) EG

= £l o=
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bulunur. Simdi de LXfGCO(G) oldudunu g&rmek ig¢in fo fonk-
siyonunun sonsuzda sifir oldudunu g&sterelim. fGCO(G) ise
her 0 ig¢in her y#K oldugunda |f(y)|<e olacak sekilde G
nin bir K kompakt alt kiimesi wvardir. K kompakt oldudundan
X+K===KO dersek KO da G klUmesinin kompakt bir alt klimesi

olur. Buradan her yg€x+K ise y-x¢€K olup,
[fo(y)[=|f(y-x){=1f(u)]<g

olur. Bu ise LXﬁGCO(G) oldudunu gdsterir. Blylece Lxﬂﬂg«n
ve LXfGCO(G) oldudundan foeBs(G) bulunur.

2.7. Onerme: Bg(G) uzayl kuvvetli karakter invar-

yanttir,
tspat: Alinan herhangi feBg(G) ve te€C ig¢in
PEE =t T E W) [Paxy /P
4 G
~{f 162, ©) £ () w () |Pax /P
={ f](x,t)}p[f(x)w(x)]pdx}l/p=
G
— r]£w(x) [Paxt P <o
G Pr
oldugundan MtfeLa(G) bulunur. Yine,

HMtwa=sup|Mtf(x)|=sup|(x,t)f(x)|=

XEG XEG
=sup | (x,t) | |£(x) [ £]| <= (2-11)
XE€G

elde edilir. $imdi Mtf fonksiyonunun sonsuzda sifir oldugu-
nu g6sterelim. fGCO(G) oldugundan sonsuzda sifir olup her

e>0 igin her x¢€K oldugunda |f(x) |<e olacak gekilde G kilme-
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sinin bir K kompakt alt kilimesi vardir. Dolayisiyla ayni

€>0 ve K=G kompakt alt kiimesi ig¢in her x¢€K ocldugunda
|M £ (=) |=] (x,£) £(x) [=] (x,t) | £(x) |=]£(x)|<e

bulunur. B&ylece Mtf fonksiyonu sonsuzda sifir olup
MthCO(G) elde edilir. B&ylece MtfeBS(G) bulunur. Ayrica,

M £l g=lIM £ M £ p’w=4| £+ £ o, w £l 5 (2-12)

oldugundan Bg(G) uzayl kuvvetli karakter invaryanttir.

2.8. Omerme: f - Mtf fonksiyonu B&(G) uzayindan

Bs(G) uzayina slrekli bir fonksiyondur.

Ispat: Bunun ic¢in Bg(G) uzayinda alinan herhangi

bir (fn) dizisi ||« normuna gére bir feBg(G) fonksiyonu-

B
na yakinsadiginda (Mtfn)dizisinin de MtfeBg(G) fonksiyonu-~-

na

g hormuna gbre yakinsadigini g&sterelim. (fn) dizisi

f fonksiyonuna yakinsadidindan verilen herhangi e>0 sayisi

i¢in her n>n, oldugunda

IEn -l gl En~Ell ol En~Ell o, s
olacak gekilde bir noeﬂN sayisi vardir. Yine ayni €>0 sayi-

s1 verildiginde ayni noemx sayisi alinir ve 2.7. Onermedeki

(2-12) esitlidi kullanilirsa her n>ng oldugunda
”Mtfn_Mtf“BmHMtfnﬁMtf“m+HMtfn-Mtf“p,w=
£yl I EnFll g, ol Fn~Ellps €

¢ikar. Bu ise istenendir.
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2.9. Onerme: B kiimesinden IR kiimesine giden f+HM€ﬂE
fonksiyonu siireklidir.

Ispat: 2.8. Onermeden £ - Mtf fonksiyonunun slirekli-
1igi biliniyor. O halde her €>0 sayisina karsilik her n>n
cldugunda

i £_-u_£] <e (2-13)

olacak sekilde bir noeﬂN sayisi vardir. Yine ayni £>0 ve n,

sayisi verildiginde her n>n ig¢in

el ol 2l <l v g <e
bulunur. Bdylece f + HMtfHB fonksiyonu siirekli clur.

2.10. Omerme: f ~ L. f fonksiyonu Bp(G) uzayindan

(G) uzayina slrekli bir fonk51yondur
Ispat: Once £ - L f fonksiyonunun dogrusal bir fonk-
siyon oldudunu gosterellm Gercekten her A,p€K, her f,gﬂf
ve her y€G igin
L, (Af+ug) (y)=(f+ug) (y-x)=Af (y-x) +ug (y-x)=
=AL £(y) +uL g (¥)=(AL_£+uL_g) (v)
olup bu her y€G ig¢in dogru oldugundan
Lx(kf+ug)=lLXf+uLxg

bulunur. Yine,

12l BBl ] (2-14)
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o 8l (2-15)
esitlikleri ve
P dll,, v el (2-16)

oldudu 2.6. Onermeden biliniyor. Buradan (2-15) esitligi ile
(2-16) esitsizligi (2-14) esitliginde yazilip, w(x)>1 dzel-
1igi de kullanilirsa

|28l gl fl rweol 8], sl 8] vl g~
—(x) (|l ol £l = ol ]
bulunur. Bu ise istenendir.

2.11. Omerme: G kiimesinden Bg(G) uzayina giden x»LXf

fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: G uzayindan Ls(G) uzayina giden x - fo fonk-
siyonunun sﬁrekliliéi(Fischer—Gﬁrkanll—Liu,[6]) ¢aligmasinda
g8sterildi. Bu nedenle verilen herhangi xoeG ve >0 sayisi

i¢in her x€U. oldugunda

1

o £-L £ (2-17)

o <3
o Pr

olacak gekilde x_ noktasinin bir Ul komsuludgu vardir.

o
Simdi G uzayindan CO(G) uzayina giden x - fo fonk-

siyonunun silirekliligini gdsterelim. Bunun ic¢in CC(G) kilmesi

CO(G) uzayinda heryerde yodun oldudundan her feco(G) icin

I£-gll,, <3 (2-18)

olacak sekilde bir gGCC(G) segebiliriz. x -+ Lxg fonksivonu
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G klimesinden CC(G) uzayina sﬁrekli(Reiter,[ll], Sayfa 58)
oldugundan her x€U, igin

I o-1, all, <3 (2-19)
o]

olacak sekilde X4 noktasinin bir U2 komguludu vardir. Bu-

nun sonucu (2-19) esitsizlidi kullanilirsa her x€U, ig¢in
HLXf-Lx wa=Hfo—LXg+LXg—LX g+L, g-L, £ <
o o o o

A - gl ;AL 9L, gl Hln, g-T £, =
0] (o) o

iz, =) | ngat gl ML, (E-o)l] -

= £-all pHliL g-T, gll I E-all <5 +5 +5= ¢

bulunur. Bu ise x -+ fo fonksiyonunun G klmesinden CO(G) u-

zayina sirekli oldudunu gOsterir. Buradan da her er3 ic¢in
€
HLXf—LX £l o< 3 (2-20)
o)
olacak gekilde X noktasinin bir U3 komguludu bulunur. Bdy-

lece V’=Ul

Ju olup ayni e>0 sayisina karsilik her x€V igin

nU3 dersek, V klimesi de Xy noktasinin bir komsgulu-

€ €
HLXfPLX £l gl L £-Ly £l ol L £-T, pr,w<§+§= €
o o o
bulunur. 0 halde x -~ fo fonksiyonu siireklidir.

2.12. Onerme: G uzaylndan.Bs(G) uzayina giden t-M £

fonksiyonu dodrusal bir fonksiyondur.

Ispat: Herhangi f,geBg(G) ve g,R€EK alalim. Yine her-

hangi bir x€G verilsin. Buradan,
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M (@f+Bg) (x)=(x,t) (af+Bg) (x) =0 (x,t) £(x) +
+B(x,t)g(x)=aMtf(x)+BMtg(x)=
= (oM _£+BM, 9) ()

bulunur. Buradan,
Mt(af+8g)=thf+BMtg
olup, bu ise fonksiyonun dofrusallifini gdsterir.

2.13. Teorem: G kiimesinden B5<G) uzayina giden

t > Mtf fonksiyonu silirekli bir fonksiyondur.

Ispat: Herhangl bir feBp(G) alalim. Buradan fec (@)
ve feLp(G) olur. G uzayindan Lp(G) uzayina giden t - M f
fonk51yonunun surekllllgl(Flscher-Gurkanll—Llu,[6]).galls—
masinda g&sterildi. Bu nedenle herhangi bir toeé ve e>0
sayisi verildiginde

HMtf—Mtopr’w < (2-21)

£
2

oclacak sgekilde t noktasinin bir U, komsuludu vardir. Yine

2.12. Onermeden t - M f fonks1yonuiun dogrusal bir fonksi-
yon oldudu biliniyor. Bu nedenle herhangl tg GG noktasinda-
ki slirekliligi gésﬁermek yerine o€G nokta51ndak1 sireklili-
§i g¥stermek yeterlidir. Mademki CC(G) kiimesi CO(G) uzayin-
da heryerde yogundur, o halde yukarda verilen ¢>0 sayisina

kargilaik
I£-9]l <5 (2-22)

olacak gekilde bir gec, (G) fonksiyonu vardir. ge€C, (G) fonk-
siyonunun destegi K olsun O halde her teG ig¢gin (t X)g(x) =
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=(Mtg)(x) fonksiyonunun desté@i de X olur. Dolayisiyla

supp(Mtg—g)mK yazilir. Bunlarin sonucu,

1M, =gl ;~sup| (x,t) g (x)-g (x) |=Sup’ L(x,t)-1]g(x) {i
XEK X€K

<sup| (x,t)-1|sup|g(x) [<sup| (x,t)-1|supg(x)|=
XEK XEK X€K XEG

=l o) -1, g llall (2-23)

elde edilir. §imdi t = 0 igin || (x,t) ~1\lm’KA~> 0 oldugunu
gbsterelim. g(x,t)=l(x,t)—l{ fonksiyonu KxG den IR ig¢ine
slirekli bir fonksiyon oldugundan her x€K icin (x,o)eré
noktasinda da slreklidir ve ayni zamanda & (x,0)=0 olur.
Bbylece verilen £>0 sayisina karsilik her yeUX ve hef SSVX

igin

E(yrs)< (2-24)

34l
olacak gekilde UxSV(x) ve vx€V(O) komgsuluklari vardir. K

kompakt bir kiime oldufundan KCUX UUX U...UUX olacak gsekil-
-l 2 n

de xl,xz,...,xneG elemanlari vardir. Yine, V==VxanX2(’l...ﬂVXn

olsun. Bu taktirde V klimeside oeé noktasinin bir komsulugu-

dur. Buradan her x€K ve t€V igin

E(X,t)< (2“'25)

3lgll

kalir. Bu taktirde t » 0 i¢in || (x,t)-1}| , - 0 olur. Bdyle-
@y
ce her t€V ig¢in

sup| (x,t)-1]|+| (x,t) -1 < (2-26)

w0, K =
birakabiliriz. EJer (2-23) ve (2-26) egitsizlikleri kulla-

nilirsa,
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I g=all o<l (x, €2 -1], lall 2 ”Z“ - loll = 5 (2-27)
bulunur. 2.7. Onermeden de
|2 £-£] Al £-M_g+M, g-g+g-£]| | <
<lm £-m gll M g-gll + £-9ll, =
= 2| £-gf| ,+lm g-gl (2-28)

esitsizligi c¢aikar. Yine (2-22) ve (2-27) esitsizlikleri kul-
lanilirsa,

lu £-£] <2 §+§E £ (2-29)

elde edilir. Bu ise t - Mtf fonksiyonunun o€G noktasinda sii-
rekliligi demektir. Dolayisiyla her toeG noktasinda sirekli

olur. O halde ayni €>0 sayisina kargilik
€
HMtf Mtome<§ (2-30)

olacak sgekilde to noktasinin bir U2 komgulugu vardir. Efer
Wﬁﬂanz denirse bu klime verilen tO noktasinin bir komsuludu
olup her t€W icin

HMtf"Mtéf”B=HMtf“MtofHw*HMtf-Mtopr'w<%+§=‘e

elde edilir. Bu ise istenendir.

2.14. Onerme: EJer W=K (K=sabit sayi) ise B£(G) uza-~

y1 bir homogen Banach uzayidir.

Ispat: Herhangi feBg(G) ve her xX€G igin
12 £l g Tl B (2-31)

olup 2.6. Onermeden

D Ell £l (2-32)
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oldugu biliniyor. Yine,
- Psy,11/P_
(R < . éfifo<y>w(y>l dy}
—( £ (y=x) .R|ay} /P £]] (2-33)
G psw
olup (2-32) ve (2-33) esgitlikleri (2-31) de kullanilirsa
T £l g= £l o+l A2l g
bulunur. Ayrica foeBs(G) oldudu 2.6. Onermeden ve x-+LXf
fonksiyonunun siirekliligi 2.11. Onermeden biliniyor. O hal-
de B&(G) uzayi bir homogen Banach uzayaidir.

2.15. Onerme: Her f#0 ic¢in c(f)w(x)iHLXfHBfwdefHB
olacak sekilde c(£)>0 sayisi ve c.w(x)f“LXHBﬁw(x) olacak
sekilde c>0 sayisi vardir.

Ispat: 2.6. Onermeden dolayi

(R LR N T = TH Y eoY TR

. | =
<G|l e G fell, =) Il el )

= (x)[ £l (2-34)

bulunur. Ote yandan c(f)w(x)<HLXfHp o ©ldugu (Fischer-Girkan~
- 4

ly~Liu,[6]) calismasinda g&sterildi. Buradan,
c(B)wix) <e(B)w(x) «| £l gl £l o+l =~

e T LA N

yvani,
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c(f)w(x)ﬂlLXfHB (2-35)

elde edilir. (2~34) ve (2-35) egitsizlikleri birlestiri-
lirse

c(£)w(x) <L £l g<wx) [ €]l

¢cikar. Ayrica, HLXfHBiw(x)HfHB egsitsizliginden

Iz, £l

T llg = sup <w(x) (2-36)
S e Ul

elde edilir. EJer c=sup{c(f) ||| f||g=1} denir ve (2-35) esit-

sizligi de kullanilirsa

L f
cw(x) < sup !_5_!@
o lElg
olup,
cw (x) <L [ (2-37)

o halde (2-36) ve (2-37) esitsizliklerinden
ew (x) </| Lx”B < w(x)

elde edilir.

2.16. Teorem: Ejer, Bg (G)c:BfA’, (G) ise bu taktirde

her feB® (G) icin ||£]|. <c||f]|.. olacak sekilde bir c>0 sa-
w1 WoT w1
yisi vardir.

Ispat: BE (G) uzayi lizerinde
1

!

I

|

<[ <l
w1 W
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fonksiyonunun bir norm oldudunu g&stermek kolaydir. Simdi

Bg (G) uzayinin bu lH’lH normuna gdre bir Banach uzayi ol-
1

dugunu gdsterelim. (£ ) dizisi |

|l normuna gdre BF (G)
Y1
uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde herhangi &>0 ve-

rildiginde her m,n>n_ igin [an~fm|H<s olacak sekilde bir

'nOENN sayisi vardir. Buradan,

[ S E S S E 7
1 2

olup

an—mew <g ve an—meW <e
1 2

elde edilir. Bdylece (£ ) dizisi I normuna gdre Bs (G)

1
uzayinda, H-Hw normuna gdre de BS (G) uzayinda birer Cauchy
2 2
dizisi olur. Bgl(G) ve Bs (G) uzaylari Banach uzayi ol-
2

1wz,g

duklarindan fn &;lzl+f olacak gekilde feBs (G) ve.fn
olacak sekilde bir geBg(G) vardir. BOylece yukarda verilen

€>0 sayisina kargsilik her nznl oldudunda,

& - €
an f”w <3

olacak gekilde bir nleﬂﬂ sayisi bulunur. EJer

o3

esitsizligi kullanilirsa, ayni anDN sayisl ve her ninligin

Wy

€
l[fn-ﬂtn< 2
olur. Yine ayni e>0 sayisina karsilik her n>n, oldudunda

I£amglly, < 3

olacak gekilde bir ny€IN sayisi vardir. Tekrar < ]w2
[oo]

egitsizlidi kullanilirsa ayni nzeﬂi sayis1i ve her n>n, i¢cin
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e gl <5

elde edilir. Eger no=mak{nl,n2} dersek ve bir n>n_ sayi-

sini sabitlegtirirsek, her €>0 sayisi

0]

, €
| £l A =+ gl ol £ ol £ -5 <5+ 5 =

olur. Buradan da f=g elde edilir. Dolayisiyla her n>n g

ig¢in
e -l gl g2l g £ +
1 2 1
+an-gHW2<§ t5 =€

bulunur. O halde (fn) dizisi |

| normuna gdre feBgl(G)
elemanina yakinsadidindan le(G) uzayi bir Banach uzay1i
olur. §imdi (BY (G, |

na giden I(f)=f birim fonksiyonunu alalim. I birim fonksi-

|) uzayindan (BS (G),

- ) uzayi-

yonunun bire-bir, Orten ve dodrusal oldudu agiktir. Ayrica

HI(f)”aHfHWli]“f || esitsizliginden dolay:i slireklidir. O
p

halde (8P (G),|[|-[|) ve (85 (G),

nach uzayi, I birim fonksiyonu bire-bir, &drten, siirekli

) uzaylari birer Ba-—
w1

bir dodrusal ddniiglim oldugundan Banach teoreminden(Cartan,
!3]) dolayi I fonksiyonu bir homeomorfizmdir. Bdylece
(le(G),l |) uzayi ile (le(G),
lojileri ayni olup normlari denktir. Bunun sonucu olarak
her feBgl(G) igin [“f|H§p.Hf”w olacak gekilde bir c>0 sa-
yvisi vardir. BOylece [Hf“]=”f“wl+ﬂf”w2 esitliginden ”wazi
<|li£]]] olup

w ) uzaylarinin topo-

el <tz el
2 1
bulunur.

2.17. Teorem: BSI(GX:BSZ(G) olmasi ig¢in gerekli ve
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veterli kosul w2<wl olmasidir.

tspat: 35 (G)csg (G) oldugunu kabul edelim. 2.15.
1 2
Onermeden dolayi her x€G igin

clwl(x)iﬂfoleiwl(x)Hf”wl
c2w2(x)f_HLXwa2§W2(X)”f”w2

olacak sekilde cl>0 ve 02>O sayillari vardir. Bbylece 2.16.

Teorem de kullanilirsa,
c2w2(x)iHfoHWlipwl(x)Hwal

olacak gekilde ¢>0 sayisi bulunur. Bdylece

w2(x)ic.c; wl(x)Hwal

-1 3
olup, burada a=c.c, anw den}rse
Wy (%) <a.wy (%)

elde edilir. O halde w2<wl olur.

Simdi Wo<Wq oldugunu kabul edelim. Bu taktirde her
XEG icgin

wz(x)ic3wl(x) {2-38)

olacak gekilde bir c3>0 saylisi vardir, Herhangi bir

£feBP (G) alalim. BP (G)=c_(&)NLP (G) oldugundan ferP (G)
Wy Wy o Wy Wy
ve fGCO(G) olur. BOylece (2-38) esitsizlidi kullanilirsa

- Pax1i/P
I pr,’wz—“{Gflf(x)wz (x) |Pax}



31

<{ J'[f(x)c3wl(x)|pdx}l/p =
e
1
= o3{ slEtw; (o | Pax) /p=c3Hpr'wl<oo

oldugundan feLg (G) bulunur. Sonug¢ olarak feBg (G) c¢ikar.
2

Bu ise istenendir.

2.18. Onerme: Bg(G) uzayi Solid ve BF-uzayidir.
Ispat: Bs G)' uzayinin 3nce BF- uzayi oldu-
Junu gOsterelim. Bunun ispati ic¢in, herhangi feBg(G) ve

KRG kompakt alt kimesi verildidinde

flf(x)]dxipK fHB
X

olacak gekilde CK>O sayisinin varlidini gbstermeliyiz.
Yukarda alinan feBg(G) igin fGCO(G) ve feLa(G) olup,

JE(x) |ax<sup|f (x) | fax=|| ]| u(K)
R XEG K
elde edilir. E§er u(K)=CK denirse

Kf | £ (%) [ax<Cpll £l <Coll £ll +Cll £l 5 =Ckll Ell

bulunur. Bu ise istenendir.

Simdi de»Ba(G) uzayinin Solid uzay oldudunu gdste-

relim. Bunun ic¢in h.h.h. |g(x){<[f(x)]| olan feBs(G) ve
1
geLQO
nirli ve h.h.h. |g(x)|<|£f(x)| oldujundan g fonksiyonu da

c(G) fonksivonlari verilsin. Burada f fonksiyonu si-

h.h.h. sinirli bir fonksiyondur. Yine bir ¢ fonksiyonunu,
TIX) £ (x)#0

8 (x)= { T
0 , diger haller

biciminde tanimliyalim. Buradan ¢ (x)=0 ise ispat acgiktir.
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Diger durum ig¢in g= ¢f olup |g(x)|<|f(x)]| esitsizligi kul-
lanilirsa {[¢]| <1 yazilir. BSylece

HgHB%l¢fHB=H¢wa+H¢pr,w§H¢HwaHm+H¢HwHpr,w=

= oll o, Nel =N £l ) =Nl £l g2l €]l 5

elde edilir. Bu ise 1.20. Tanimdan dolayi BS(G) uzayinin
Solid uzay oldudunu gdsterir .

2.19. Onerme: B&(G) uzayi C_(G) uzayi Uzerinde nok-

tasal carpma iglemine gdre bir idealdir.

Ispat: Herhangi feBg(G) ve geco(G) alalim. EJer 2.

3. Teorem kullanilirsa,

gl g £all o+l 2ol ol el ol ol gl ) sl =
= el el 2l Pl A gl all <o

oldugundan fg€B£(G) olur. Bu ise BE(G) uzayinin CO(G) uza-

yinda bir ideal oldudunu gdsterir.

2.20. Onerme: (BS(G)r

nach cebirine g8re bir soyut Segal cebiridir.

B) uzayzi (CO(G), m) Ba-—

Ispat: BS(G) uzayi 2.5. Onermeden CO(G) uzayinda
heryerde yodun ve 2.19. Unermeden de CO(G) uzayinda bir
normuna

*]
B
g6re Banach cebiridir. Ayrica her f,geBs(G) igin

idealdir. Yine 2.3. Teoremden BS(G) uzayai

I £all p<ll £ll Ml ol

vazilir., Boylece Bg(G) uzayi CO(G) Banach cebirine g&re
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bir soyut Segal cebiridir.

2.21. Onerme: EJer I, (CO(G):H'Hm) uzayinin sag
kapali(sol kapali) ideali ise bu taktirde IﬂBi(G),

P N
(B, (G) ][ +]

B) uzayinin sag kapali(sol kapali) idealidir ve

_ P
I —IﬂBw(G)

olur (burada kapanig CO(G) uzayinin

, pormuna gdredir).

Ispat: Bunun ispati R.Doran-Wichmann, [4]. Sayfa
215, 31.6.Lemmadaki gibi yapilir(bakiniz, &n bilgiler 1.20.
Teorem) .
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BS(G) uzayinin II. B&lim de noktasal carpma isle-
mine g&ire Banach cebiri oldugu g8sterilmisg ve Ozellikleri
incelenmigti. Simdi &zel clarak p=1 ig¢in Bi(G)=CO(G)ﬂL$(G)
uzayinin girigim iglemine gdre de Banach cebiri oldudunu
gb8sterip sonra da 8zelliklerini inceleyecediz. Bunun ig¢in

once bir yardimci teorem verelim.
3.1. Yardimci Teorem: Her feCO(G) ve gGCC(G) ig¢in

fxgeCO(G)
olur.
Ispat: Herhangi (Xn)neﬂNC:G dizisi alalim ve
bir wn fonksiyonunu wn(t)=f(xn—t)g(t) seklinde tanimliya-

lim. Bdylece,
|, (8) =] £(x ~E) g (£) | <J|£] |5 (£)] (3~1)

olur. gecc(G) oldudundan sinirli olup |g(t)]£ﬁ olacak ge-
kilde bir M>0 sayisi vardir. Yine Hme=L dersek |¢n(t)[£¥.L
bulunur. Ayrica fGCO(G) oldugundan

Lim[f(xn—t)[=£
n--o

olur. Dolayisiyla g sinirli oldugundan
Lim| £ (x -t)g(t) |=Lim|¥ (t)[=0

n-»>o N

bulunur. O halde Lebesque teoreminden dolayi
fy_(£)dt - 0
g B

elde edilir. Bu ifade
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(fxg) (x)= flbn(t)dt
G

esitlidinde kullanilirsa

Lim (£xg) (x)=0

Xroo

bulunur. Bdylece fxgeco(G) cikar.

3.2. Onerme: Bi(G) uzayl girisim iglemine gdre bir

Banach cebiridir.

Ispat: Herhangi f, geB (G) alalim. Buradan f€CO(G)
ve gGL (G) olup, C (G) kiimesi Li(G) uzayinda heryerde yo-

gun oldugundan bu gEL (G) fonksiyonuna normuna g&é-

1l,w

re yakinsayan bir (gn)cCC(G) dizisi wvardar. Simdi(fxgn)ne:IN

dizisini alalim. Once fxgﬁ:Bi(G) oldudunu sonra da bu dizi-

nin fxg fonksiyonuna normuna gdre yakinsadifini gds-

1

By

terecediz. fGC (G) wve 9, CC (G) igin fxg ec (G) oldugu 3.1.
Yardimca teoremden blllnlyor Yine Ll(G) uzayl girisim ig-

lemine g&re Banach cebiri oldugundan

less |} L<lel, ol <= (3-2)

oldugundan (fxgn)eLl(G) olup buradan (fxg )€B (G) elde edl—

GDN (G) dizisi || ° Hl,w
fonksiyonuna yaklnsadlglndan herhangi £>0 sayisi verlldl—

lir. Yine (g ) normuna g&re geL (G)

§inde her n>nq i¢in

& — (3-3)

Voamelaw T

oclacak gekilde bir nlemﬂ sayisi bulunur. Dolayisiyla

l£xg ~fxqll, AIfx(g -y DEl - ly79lly, <
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€

<[l £ — = (3-4)
1l,w 2
2 <ll,
elde edilir. Yine
l[fX(gn-g)](x)|=% [£(x-t) (g ~9) (£)dE|<
G
<sup|£(x~t) | [lg (v)-g(&) {aesf{ €]l lg -gll,<
xXEG G
el Jap-al,
olup bu egitsizlik her x€G ic¢in dodru oldudundan
| £xg, ~£xgl| = £x (g -a) || <l £l Jla ~al o, (3-5)
bulunur. Mademki (gn) dizisi geLi(G) fonksiyonuna "y w

normuna gdre yakinsiyor. O halde ayni €>0 ve her n>n., ol-

dugunda

lamglly < Eﬁzﬁ"ii (3-6)

olur. (3-6) esitsizligi (3-5) egsitsizlidinde kullanilirsa

€

€
=3 (3-7)

| £2g, -f=gl| = fx(g, -9 <2l .

bulunur. Eger no=mak{nl,n2} dersek her n>n g icin

€ €
Hfxgn—fxg”Bl=Hfxgn—fxg“m+nfxgn~fxg”llw<i+§ -c
4
elde edilir. Bi(G) uzayl Banach uzayi oldudundan ﬂ%ﬁB&(G)
bulunur.
Simdi Bé(G) uzayinin girigim islemine g&re cebir ol-

ma Szelliklerini inceleyelim.
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(i) Herhangi f,g,heBi(G) ve her x€G igin

[(£xg)=xh] (x)= S (£xg) (t)h(x-t)dt=
G

= [{ [ff(s)g(t-s)ds}th(x~t)dt=fSf(s)g(t-s)h(x—-t)dsdt
G G G

eder x—t=u donligimli yapilirsa,
= [[f(s)g(x-w=-s)h(u)dsdu= [f(s){ fg(x-s-u)h(u)du}ds=
G G G

=—=:Gf £(s) (gxh)k~s)ds=[fx (g=xh) ] (x)
olup bu her x€G igin dodru oldudundan
(fxg) xh=fx {g=zh)
bulunur.
(ii) Herhangi f,g,heBi(G) ve her x€G icgin
fo(g+h)](x)=bff(x—t)(g+t)(t)dt
= [f£(x-t) (g(t)+h(t))dt=

G

= [Ef(x-t)g(t)dt+/ £(x-t)h(t)dt=
G G
~(£xg) (x) + (£xh) (x)=[(£x9) + (£xh) ] (x)
olur. Bu her x€G igin dodru oldugundan

fx (g+h)=(£f=g) + (£xh)

bulunur.
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(1ii) Herhangi f,geBi(G), o,BE€K ve her x€G igin
L(af) = (Bg) ] (x)= / (af) (x~t) (Bg) (t)dt=
G
=(aB) SE(x-t)g(t)dt=(aB) (fxg) (x)

G

bulunur. Bu egitlik her x€G ig¢in dodru oldugundan
(af) =z (Bg)=(aB) (£xg)

elde edilir. Dolayisiyla Bé(G) uzayl girisim islemine gbre
bir cebirdir.

Simdi herhangi f,geBi(G) alalaim. Buradan f,geco(G)
ve f,geLé(G) olur. Bdylece,

| (£xg) (%) |=] SE£(x-t)g(t)dt]|<sup]|f(x-t)|/g(t)dt=
G
XEG

=l llall < £l Gl el
bulunur. Bu egitlik her x€G ic¢in dodru oldudundan

| £xgll sup| (£x9) Go <=l il (3-8)
xEG

bulunur. Yine,

lexall <oy sl (3-9)

oldugu biliniyor. Dolayisiyla (3-8) ve (3-9) ifadeleri ve
Hg“llwﬁugHBl esitsizligi kullanilairsa,
'

lexsll_y=iexsll ol G fdisly el ol s
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sUelulely ey Al sl (el sl ) 3-10
W \'4
bulunur. Bu ise Bé(G) uzayinin girisim iglemine g8re norm-
lu cebir oldudunu g&sterir. Yine 2.2. Onermeden Bi(G) uza-
yinin bir Banach uzayi oldudu biliniyor. O halde Bi(G) uza-

Y1 girgim igslemine gdre bir Banach cebiridir.

3.3. Onerme: B&(G) uzayl edJer W=K (K€IR, sabit sayi)
ise bir Segal cebiridir.

Ispat: (i) Bs(G) uzayinin W=K (KEIR, sabit sayi) ise
homogen Banach uzayi oldudu 2.14. Onermeden biliniyor. Bu
p=1 i¢in de dodru oldudundan B%(G) uzayli bir homogen Banach

uzayidir.
(ii) H‘Hli”.“l,wi“'HBl esitsizlidi vardar.
W
(1ii) Bi(G) uzayinin girigim islemine gdre bir Banach

cebiri oldugu 3.2. Onermeden biliniyor.

(iv) Simdi B&(G) uzayinin Ll(G) uzayinda | . normu-

1
na gore heryerde yodun oldudunu g8sterelim. Bunun ic¢in her-

hangi feLl(G) alalim. CC(G) kiimesi Ll(G) uzayinda heryerde

yodun oldugundan herhangi e>0 sayisi verildiginde
| £-g]| ;<€

olacak sekilde bir gec (G) vardir. Yine 2.4. Onermeden

C (Gk:Bp(G) kapsama81 vardlr Bu 8zel olarak p=1 i¢inde dog—
ru oldugundan C (G)gB (G) kapsamas:. da vardir. O halde geB (G)
bulunur. Dolaylslyla Bl(G) uzayi Lt (G) uzayinda

normuna

l
gbre heryerde yodun olup bu Szelliklerden dolayi B (G) uzayi

bir Segal cebiridir.

3.4, Onerme: B&(G) uzavyi CO(G) uzayinda heryerde yo-

gundur.
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Ispat: C (GV:BP(G) kapsamasi 2.4. Onermede g8steril-
di. Dolaylslyla CC(G)CB (G) kapsamasi da vardir. Yine Cc(G)
kiimesinin CO(G) uzayinda heryerde yodun oldudu biliniyor. O
halde herhangi e€>0 sayisi verildiginde alinan her fGCO(G)

ig¢in
1 £-gll ,<e

olacak gekilde bir gGCC(G) vardair. Cc(Gk:B;(G) kapsamasin-

1

dan dolayi da geBw(G) bulunur. Bu ise istenendir.

3.5. Onerme: Bi(G) uzayi Li(G) uzayinda bir Banach
idealdir.

Ispat: Once B (G) uzayinin L (G) uzaylnda Banach mo-
dil oldugunu gosterellm Bunun ic¢in herhangl feB (G) vwve
geL (G) alalim. 3.2. Onermeden fxgeBé(G) oldugu ve

(3-11)

| £2qfl <l £]| |

| oo lng,w

esitsizlidinin varlidi biliniyor. Ayrica Li(G) girigim ig-

lemine g&re bir cebir oldudundan

I£2gll ) G<IEly Hally (3-12)

egitsizligi de vardir. O halde (3-11) ve (3-12) egitsizlik-

leri kullanilirsa,

HfXGHBrEHfXGHw+fo9H1,W§HwaH9H1,W+HfH1,wH9H1,w-

_ (Hwa+HfHl,W)Hng'W=“fHBngHl,W<m (3-13)

elde edilir. Simdi Banach modiil olmanin &zelliklerini ince-

leyelim.
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(i) Her f,geLi(G), her heBi(G) ve her x€G ig¢in
[(£+g)n] (x)=F (£+g) (£)h (x—t) dt=F (£(£) +g (£) ) h (x~t) dt=
=[f (t)h(x-t)dt+/g(t)h(x-t)dt=(£f=xh) (x) + (gzh) (x)=
=[(£xh) + (g=h) ] (x)

bulunur. Bu her x€G ic¢in dodru oldudundan

(f£+g)zxh=(£xh) + (gxh)

bulunur.
(i1) Her £,g€L.(G) ve her heB.(G) igin
[(fxg)xh](x)=Gf(fxg)(t)h(x—t)dt=
= [{ [f(s)g(t-s)ds}h(x-t)dt=
G G
=éf f(s)g(t-s)h(x-t)dsdt

burada efer x-t=u d&niiglimli yapilirsa
=/ff(s)g(x~u-s)h(u)dsdu=

G
= [f(s){ fg(x~s~u)h(u)dul}ds=

G G
=/£ (s) (gzh) (x-s)ds=[£x (gxh) ] (x)

olup bu esitlik her x€G ig¢in dogru cldudundan

(fxg)=xh=Ff= (g=xh)
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bulunur.

(iii) Her feLi(G), her heBi(G) ve her a€k ig¢in

[a(fxh)] (x)= J af(t)h(x-t)dt= f(af) (t)h(x—-t)dt=
G G

=/f (t)ah (x-t)dt=[(af)=h] (x)=[£= (ah)] (x)
esitligi her x€G i¢in dodru oldudundan
a(fxh)=(af)=xh=fx (ah)

bulunur.

(iv) Her ﬁ€B$(G) ve her geLi(G) igin

lexsll_s<hell glaly
W W
oldudu (3-13) esgsitsizliginden biliniyor. O halde bu &zel-
liklerinden dolayi Bi(G) uzayi L&(G) uzayinda Banach mo-
diilidir.
$imdi (B.(G),

1
l) uzayindan (LW(G),

1 w) igine
I(f)=f birim fonksiyonu ¥anlmllyallm. Bu I fonksiyonunun
bire-bir oldudu biliniyor. Yine herhangi feBé(G) igin
HI(f)Hl Wl £l W__jlfll egitsizliéinden dolayi I birim fonksiyonu
”mhmklmur. B&ylece Blwuzayl Lo, (@) uzaylna slirekli olarak
gbmiilebilir. Sonug¢ olarak Bl(G) uzayi L (G) uzayinda Banach

idealdir.

3.6. Onerme: Bi(G) uzayi Li(G) uzayinda heryerde yo~-

gundur,

Ispat: Cc(GM:Bg(G) kapsamasi 2.4, Onermede g8steril-
di. Bu 6zel olarak p=l igin de dodru oldugundan CC(GYZB%(G)
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kapsamasi da vardir. Yine CC(G) klimesi Li(G) uzayinda her-
yerde yodun oldudundan herhangil £€>0 sayisi verildiginde a-
linan her feLi(G) igin

H f—gH 1 ,w<8

olacak sekllde bir gec (G) vardlr Cc(G)CBi(G) kapsamasin-
dan geB (G) bulunur. O halde B (G) L%(G) uzayinda heryerde
yogundur.

) 1 1
3.7. Onerme: (B (G),] +|g) uzayr (L (G) |- Ba-

nach cebirinde girigim islemine gBre soyut Segal cebiridir.

Ispat: (i) Bé(G) uzayinin L%(G) uzayinda heryerde
yogdun oldudu 3.6. Onermede ve L&(G) uzayinda bir ideal ol-

dudu da 3.5. Onermede ispatlandi.

L. 1 ¥ S ..
(ii) Her f£€B_(G) igin Hle,win”Bl egitsizliginin

o caa s W
varligi biliniyor.

(iii) Her f,gEBi(G) igin || £=rg|| 1f“fn ng”l w egitsiz-
B 14

se ) . W W
1igi 3.5. Onermede g&sterildi. Bu Ozelliklerden dolayi
Bé(G),L&(G) uzayinda bir soyut Segal cebiridir.

3.8. Onerme: EJer I, (Li(G),HoHl W) uzayinin kapali
14
sag(kapali sol) ideali ise bu taktirde INB(G), (By(G) ||+ 5
uzayinin kapali sag(kapali sol) idealidir ve I=IHB£(G) olur.

normuna g&redir).

Ispat: Bunun ispati (R.Doran-Wichmann, [4] Sayfa 215
31.6. Lemma) daki gibi yapilir,

3.9. Onerme: B (G) uzayinin maksimal ideal uzayi ile

L (G) nin maksimal ideal uzayi aynidir.
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Ispat: A l,BVJ;(G) uzayinin maksimal ideal uzayi,
By
A 1 da Lé(G) uzayinin maksimal ideal uzayi olmak lizere

v 1 ' ., .
B, (G)=L  (G) kapsamasindan AL%CAB%}GmBamsnun varligi
biliniyor(Loomis,[lO]). Simdi ters kapsamayi gdstermek

icin herhangi FeABl fonksiyoneli alalim. Bu fonksiyo-
nelin L&(G) uzaylngaki topolojiye gbre siirekli oldudunu

gosterelim. Bunun ig¢in herhangi feBi(G) alinirsa

FEE D ep

W
n

o0ldudu agiktir. Yine £% ile £ fonksivonunun n, girigimi-

ni g&sterelim. Bu taktirde,

fxn | fx(n—l) 4 fx(n-l) ) fx(n—l) .
el BV];:-H = HBV]:’H =f]| ] =f] )
o (0 1) . (n—1)
= gup | [ff (£) £ (x-t)dt+| £ Xf”l,wi
xXEeG g
« (n—1)
< sup |[f(x-t)|sup [|f (t) |dt+
XEG G
. (n—1) . (n—1)
o Eai T P O =k
L (071) L (n—1)
o - I T TP Y -
5 (n—1) 5 (0—1)
o s TR . T o TR . I
K e L (3-14)

W
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elde edilir. Buradan esitsizlidin her iki tarafinin n.kd-
ki ve n » «® igin limit alinirsa,
wanl £ ) < wam ]2, 1607

n-+co w n->« W

olup,

el 2y, (3-13)

bulunur. Yine,

|F(£) Ii(HfHBV];) sp (3-16)

oldugunu biliyoruz. O halde (3-15) ve (3-16) esitsizlikle-

rinden dolayi

F <l

olup F fonksiyoneli Li(G) uzayindaki topolojiye gbre sili~

reklidir. Dolayisiyla A f:Al W elde edilir. O halde bun-
B 7

W
larin sonucu

bulunur.
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BAZI ISARETLERIN ANLAMLART

X lzerinde, sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin
kiimesi

X lUzerinde, slirekli, kompakt destekli fonksi-
yonlarin kiimesi

f fonksiyonunun destegi

Girisim iglemi

Onde gelme badintisi

: Denklik bagintisi

BS(G) uzayi Uzerindeki norm

: Bi(G) uzayl Uzerindeki norm

-
.

.o

G grubunun karakter grubu
f fonksiyonunun Fourier do&nliglimi

S0l Steleme

T doénlislimiinlin adjointi

B(G) uzayinin maksimal ideal uzaya
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