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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Birimli halka

: Dogal sayilar kiimesi
: Asal sayilar kiimesi

: Tamsayilar halkasi

: Tamsayilar halkasinin kesir cismi
: Bos kiime

: Alt kiime

: Alt modiil

: Oz alt modiil

: Kiigiik alt modiil

: Biiyiik alt modiil

¢ R halkasinin birimi

= IAANNINRQONSZ™

=

=

: R halkasimn sifir

“
=

¢ R halkasinin S carpimsal alt kiimesine gore kesirler halkasi

>
=

: Bir R degismeli bolgesinin kesir cismi

: Bir A kiimesi tarafindan iiretilen ideal

=

: Bir R halkasinda a eleman tarafindan iiretilen esas ideal

T~ N/~
Q
S—

X > : X kiimesi tarafindan iiretilen alt modiil
#R : R sol R-modiilii
Rm = <m> : Bir M modiiliinde m eleman tarafindan iiretilen devirli alt modiil
ZM ; : Bir M modiiliiniin {M i}iel alt modiiller ailesinin toplami
iel
®M, : Bir M modiiliiniin {M,}_, alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplanm
HM ; H{M i}iE , modiiller ailesinin direkt ¢arpimi
iel
Gor(f) : Bir f homomorfizmasinin goriintii kiimesi
Cek(f) : Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

End (M ) : M modiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

: [zomorfizma

q

: Icerme fonksiyonu

: Dogal homomorfizma
p; : j— yinci izdiisiim homomorfizmasi
I, : j— yinci gomme homomorfizmasi
I, : M modiiliiniin birim homomorfizmasi

X



M/N
Ann(M)
Ann(m)
T(M)
T,(M)
u
Des(M)
Rad (M)

: f fonksiyonunun N kiimesine kisitlanis fonksiyonu

modiiliiniin N alt modiiliine gore boliim modiilii

modiiliiniin annihilatorii (sifirlayani)

modiiliinde m elemaninin annihilatorii (sifirlayani)
modiiliiniin torsion (burulma) alt modiilii
modiiliiniin P — asil bileseni

modiiliiniin 7 indis kiimesine gore kopyalarinin toplami
modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplami

modiiliiniin radikali

¢ R Dedekind bolgesinin tiim maksimal (asal) ideallerinin kiimesi



DUAL SONLU ZAYIF RADIKAL TUMLENMiS MODULLER

OZET

Bu tezde dual sonlu zayif tiimlenmis modiil kavramindan yola ¢ikilarak dual
sonlu zayif radikal tiimlenmis modiil kavrami tanmimlandi ve bu modiillerin bazi
ozellikleri incelendi. Dual sonlu radikal tiimlenmis her modiiliin dual sonlu zayif
radikal tiimlenmis oldugu aciktir. Tersine eger M R —modiilii sonlu iiretilmis her K

alt modiilt icin Rad (K ) =K NRad (M ) kosulunu saglayan dual sonlu zayif radikal

tiimlenmis modiil ise, M nin dual sonlu radikal tiimlenmis oldugu gosterildi. Dual
sonlu zayif radikal tiimlenmis bir modiiliin her boliim modiilii dual sonlu zayif
radikal tiimlenmis olmasmma ragmen tersi dogru degildir. Ancak M nin

N < Rad (M) kosulunu saglayan N alt modiilii icin M /N dual sonlu zayif radikal
timlenmis ise, M nin dual sonlu zayif radikal timlenmis oldugu ve yine N, M nin

lineer kompakt bir alt modiilii olmak iizere M/N dual sonlu zayif radikal tiimlenmis

ise, M nin dual sonlu zayif radikal tiimlenmis oldugu gosterildi. Ayrica keyfi sayida
dual sonlu zayif radikal tiimlenmis modiiliin toplamimin dual sonlu zayif radikal
timlenmis oldugu ve bu modiillerin siifinin genislemeler altinda kapali oldugu
gosterildi.

Ikinci boliimde, dual sonlu zayif radikal tiimlenmis modiillerin Dedekind
bolgeleri ve noetherian halkalar tizerindeki yapist arastirildi. Bir R tamlik bolgesinin
h-yar1 lokal olmasi icin gerek ve yeter kosulun her torsion R —modiiliin dual sonlu
zay1f radikal tiimlenmis olmasi1 gerektigi gosterildi.

Uciincii  boliimde, tamamen dual sonlu zayif radikal tiimlenmis modiil
kavrami tanimlandi. Tamamen dual sonlu zayif radikal tlimlenmis bir modiiliin her
bolim modiiliiniin tamamen dual sonlu zayif radikal tiimlenmis oldugu ve boliim
modiilii tamamen dual sonlu zayif radikal tiimlenmis iken modiiliin kendisinin bazi
kosullar altinda tamamen dual sonlu zayif radikal tiimlenmis oldugu ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Dual Sonlu Alt Modiil; Radikal; Tiimleyen; Zayif Tiimleyen;
Zayif Rad-Tiimlenmis Modiil; Noetherian Halka; Dedekind Bolgesi; h-Yarn Lokal
Bolge.
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COFINITELY WEAK RADICAL SUPPLEMENTED MODULES

ABSTRACT

In this thesis, based on cofinitely weak supplemented module concept,
cofinitely weak radical supplemented module concept is defined and some properties
of these modules are examined. It is obvious that every cofinitely radical
supplemented module is cofinitely weak radical supplemented module. Conversely,
it is showed that if M is a cofinitely weak radical supplemented module such that

every finitely generated submodule K of M with Rad (K)=K NRad (M) then M

is cofinitely radical supplemented. Although every quotient module of a cofinitely
weak radical supplemented module is a cofinitely weak radical supplemented

module, the converse is not true. However, if M /N is cofinitely weak radical
supplemented with a submodule N satisfying N <Rad (M), then M is cofinitely

weak radical supplemented and again if M/N is cofinitely weak radical

supplemented for a linear compact submodule N , then M is cofinitely weak radical
supplemented. Nevertheless, it is showed that arbitrary sum of cofinitely weak
radical supplemented modules is cofinitely weak radical supplemented and the class
of these modules is closed under extensions.

In the second section, the structure of cofinitely weak radical supplemented
modules over Dedekind domain and noetherian ring is investigated. It is showed that
an integral domain R is h-semilocal if and only if every torsion R-—module is
cofinitely weak radical supplemented.

In the third section, totally cofinitely weak radical supplemented module
concept is defined. It is proved that every quotient module of a totally cofinitely
weak radical supplemented module is totally cofinitely weak radical supplemented
and the module is totally cofinitely weak radical supplemented module itself under
some conditions when the quotient module is totally cofinitely weak radical
supplemented.

Key Words: Cofinite Submodule; Radical, Supplement; Weak Supplement; Weakly

Rad-Supplemented Module; Noetherian Ring; Dedekind Domain; h-Semilocal
Domain.
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1. GIRIS

Modiil Teorisi 1890’11 yillarda D. Hilbert tarafindan ortaya konulmus ve
1940’11 yillarda E. Noether tarafindan gelistirilmistir. Her vektor uzayinin alt uzayi
bir direkt toplam terimidir. Ancak bu modiillerde dogru degildir. Dolayisiyla Modiil
Teori’deki temel problemlerden biri keyfi bir modiiliin alt modiillerinin direkt toplam
seklindeki yazilisidir. M modiiliiniin her U alt modiili icin M =U+V ve V bu

kosula gore minimal ise (yani M =U +V, ve V, <V olmasi1 durumunda V, =V ise)

V' alt modiiliine U alt modiiliiniin toplamaya gore tiimleyeni denir. U "V =0 ve V

bu kosula gore maksimal ise (yani U NV, =0 ve V <V, olmasi durumunda V, =V

ise) V alt modiliine U alt modiiliiniin kesisime gore tiimleyeni denir. V alt
modiiliiniin M modiiliiniin direkt toplam terimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V
alt modiiliiniin U nun hem kesisime, hem de toplamaya gore tiimleyeni olmasidir.
Dolayisiyla tiimleyen kavramina direkt toplam terimi kavramimin  bir
genellestirilmesi olarak bakilabilir. Toplamaya gore tiimleyen kavramindaki V alt
modiiliiniin minimal olmast U NV «V olmasina denktir. Eger U NV <M ise U
ya V nin yada V ye U nun zayif tiimleyeni denir. M modiiliiniin her alt modiilii
M de bir tiimleyene (zayif tiimleyene) sahip ise M modiiliine timlenmis (zayif
tiimlenmis) modiil denir. M /U bdliim modiilii sonlu iiretilmis ise U ya M nin dual
sonlu alt modiilii denir. M modiiliiniin dual sonlu her alt modiili M de bir
timleyene (zayif tiimleyene) sahip ise M modiiliine dual sonlu tiimlenmis (zayif

tiimlenmis) modiil denir.

Rad (M), M modiiliiniin tim kiigiik alt modiillerinin toplami oldugundan
UNV «M iken UNV < Rad (M ) olur. U, M nin dual sonlu alt modiilii olmak

tizere M =U+V ve UNV < Rad (M ) kosulunu gercekleyen V <M alt modiiliine

U dual sonlu alt modiiliiniin zayif radikal tiimleyeni denir. M modiiliiniin dual
sonlu her alt modiilii zayif radikal tiimleyene sahip ise M ye dual sonlu zayif radikal

tiimlenmis modiil denir.



Bu tezdeki tiim halkalar en az iki elemana sahip birimli halka ve biitiin
modiiller de tniter sol R-modiil olarak almacaktir. Bu tez ii¢ bdliimden
olugmaktadir. Genel Bilgiler boliimiinde halkalar ve modiiller ile ilgili iyi bilinen
temel kavramlara yer verildi.

Materyal ve Metot boliimiinde tiimlemis, zayif radikal tiimlenmis, dual sonlu
zayif timlenmis modiiller ile ilgili bilinen ve bulgular boliimiinde kullanacak
oldugumuz 6zellikler verildi.

Bulgular ve Tartisma boliimii ti¢ kisstmdan olugsmaktadir.

Birinci kisimda dual sonlu zayif tiimlenmis modiiller genellestirilerek dual
sonlu zayif radikal tiimlenmis modiil kavrami tanimlandi ve bu modiiller ile ilgili
karakterizasyonlar verildi.

Ikinci kistmda, dual sonlu zayif radikal tiimlenmis modiiller noetherian halka
ve Dedekind bolgesi lizerinde calisildi.

Uciincii kisimda ise, dual sonlu zayif radikal tiimlenmis modiillerden daha
giiclii olarak tamamen dual sonlu zayif radikal tlimlenmis modiiller tanimland: ve bu

modiiller ile ilgili bir takim 6zellikler incelendi.



2. LITERATUR OZETi

H. Bass 1960 yilinda yapmis oldugu “Finitistic dimension and a homological
generalization of semiprimary rings” adli caligmasinda miikemmel ve yar
milkemmel halka kavramlarim1 tanimlamistir ve bu halkalarin karakterizasyonlarini
vermistir. Erika A. Mares 1963 yilindaki “Semi-perfect modules” adli calismasinda
bu kavramlari modiillere tasimistir. F. Kasch ve E. A. Mares 1966 yilinda yapmis
olduklar1 “Fine kennzeichonung semi-perfekter moduln” adhi calismalarinda bir
modiiliin yar1 mitkkemmel olmasi icin gerek ve yeter kosulun o modiiliin tiimlenmig
olmasi1 oldugunu ispat etmislerdir. J. Golan 1971 yilindaki “Quasiperfect modules”
adli calismasinda bu modiilleri tiimlenmis modiil olarak adlandirmistir. H.
Zoschinger 1974 yilinda yapmis oldugu “Supplemented modules over Dedekind
rings” adli calismasinda (lokal) Dedekind bolgeleri tizerinde tiimlenmis modiillerin
yapisint belirlemistir. Ayrica 1979 yilindaki ¢aligmasinda tiimlenmis modiilleri
zayiflatarak zayif tiimlenmis modiilleri ¢alismistir. J. Hausen ve J. Johnson 1983
yilinda yapmis olduklart calismada sifirdan farkli serbest-torsion tiimlenmis modiile
sahip Dedekind bdlgesinin lokal Dedekind bdlgesi oldugunu ve her tiimlenmis
modiilii bol tiimlenmis olan lokal Dedekind bdlgesinin tam ayrik degerlendirme
halkas1 oldugunu ispatlamistir. P. Rudlof 1991 yilindaki caligmasinda degismeli
halkalar {izerinde zayif tiimlenmis, tamamen tiimlenmis modiilleri incelemistir ve bir
takim sartlar altinda tiimlenmis modiillerin genislemelerde kapali oldugunu
ispatlamigtir. W. Xue 1996 yilinda yapmis oldugu “Characterizations of semiperfect
and perfect rings” adli calismasinda tiimlenmis modiilleri genellestirerek
genellestirilmis tiimlenmis modiilleri tammlamstir. R. Alizade, G. Bilhan ve P. F.
Smith 2001 yilindaki “Modules whose maximal submodules have supplements” adli
calismalarinda dual sonlu tiimlenmis modiilleri tanimlamis ve sagladigi 6zellikleri
burada vermislerdir. Daha sonra R. Alizade ve E. Biiyiikasik, 2003’de yayinladiklar
“Cofinitely weakly supplemented modules” adli makalede dual sonlu zayif
tiimlenmis modiil kavramini tanimlamis ve bazi1 6zeliklerini vermiglerdir. Y. Wang
ve N. Ding 2006’da yayinladiklar1 “Generalized supplemented modules” adl

calismada daha 6nce W. Xue tarafindan verilen genellestirilmis tiimleyen kavramini

3



kullanarak literatiire Rad-tiimleyen olarak gecen ve bizim de ¢alismalarimizda Rad-
tiimleyen olarak kullandigimiz genellestirilmis tiimlenmis (Radikal tiimlenmis veya
kisaca Rad-tiimlenmis) modiiller lizerine ¢alismiglardir. Bunun yaninda zayif Rad-
timlenmis modiil kavramini tanimlayip, bir halkanin yar1 lokal olmasi i¢in gerek ve
yeter kosulun her devirli modiiliin zayif Rad-tiimlenmis modiil olmas1 oldugunu
ispatlamiglardir. E. Tiirkmen 2007’ deki “Radikal Tiimlenmis Modiiller” adl1 yiiksek

lisans tezinde Rad-tiimlenmis modiiller ile ilgili baz1 6zellikleri vermistir.



3. GENEL BiLGIiLER

3.1 Halkalar

Tamm 3.1.1. R bos kiimeden farkli bir kiime ve R iizerinde taniml iki ikili islem

"+" ve "s" olsun. Asagidaki aksiyomlar saglayan (R,+,) cebirsel yapisina halka

denir:
H1) (R,+) bir degismeli gruptur,
H2) "+" isleminin R de birlesme 6zelligi vardir,

H3) "s" isleminin "+" islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma o6zelligi vardir

(Hungerford, 1973).

Bu tezde (R,+,) halkast R ile gosterilecektir.

Tanmm 3.1.2. R halkasimin "+" islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir

"nn
.

elemam denir ve 0, ile gosterilir. Halkanin islemine gore etkisiz elemam

olmayabilir eger varsa bu halkaya birimli halka denir ve bu etkisiz eleman 1, ile
gosterilir. R birimli bir halka olmak tizere r€ R sifirdan farkli bir eleman olsun.
rs =1, (sr =1;) olacak sekilde bir s€ R mevcut ise r elemanmna R halkasinin sag

(sol) terslenebilir elemam denir. Eger r hem sag hem de sol terslenebilir ise
terslenebilirdir denir. Ayrica, halka ikinci isleme gore degisme 6zelligine sahipse

halkaya degismeli halka denir (Hungerford, 1973).

Tammm 3.1.3. R halkasinda 0, # re R eleman: i¢in rs=0, (veya sr=0,) olacak

sekilde en az bir 0, # s€ R elemam bulunabiliyorsa r€ R elemanina sol (sag) sifir

bolen eleman denir. R halkasi sol (sag) sifir bolen igcermiyorsa R halkasma sol
(sag) sifir bolensiz halka denir. Sol ve sag sifir bolensiz halkaya sifir bolensiz

halka denir (Hungerford, 1973).

Tanmm 3.1.4. Birimli ve sifir bdlensiz bir R halkasina bolge denir (Sharpe ve
Vamos, 1972).
Degismeli R bolgesine de tamlik bolgesi denir (Hungerford, 1973).



Tamm 3.1.5. R bir halka ve @ # S c R olsun. R deki iglemlere gore S alt kiimesi

kendi basma bir halka ise, S ye R halkasinin bir alt halkas1 denir (Hungerford,
1973).

Tamm 3.1.6. R bir halka ve & # I < R olsun.

(i) Her a,be I i¢in a—be I ve

(ii) Her ae I ve her re R icin rae I (are ) ise, I ya R nin bir sol (sag )
ideali denir. Hem sol hem sag ideal sartim saglayan ideale iki tarafl ideal veya
kisaca ideal denir. Bir R halkasimin sifinn ve kendisi birer ideal yapisina sahiptir.

Bunlara R nin asikar idealleri denir. R halkasinin kendinden farkli her idealine R

halkasinin bir 6z (has) ideali denir (Hungerford, 1973).
Tamm 3.1.7. A, Rhalkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A y1 kapsayan biitiin

ideallerinin arakesitine A min iirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Eger A ={a}

seklinde tek elemanhi bir kiime ise A nin iirettigi ideale esas (temel) ideal denir ve

(a) ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tamm 3.1.8. Her ideali esas (temel) ideal olan bir tamlik bolgesine bir esas (temel)

ideal bolgesi denir (Hungerford, 1973).

Tamm 3.1.9. R bir halka, & # S < R olsun. Eger her a,be S igin abe § ise S
kiimesine R nin carpimsal alt kiimesi denir. R degismeli bir halka ve S, R nin

carpimsal alt kiimesi olsun. Bu durumda RXS iizerinde her (r,s),(r',s')e RxS ve
s, € S icin (r,s)~(r'.s') e s (rs'—r's)=0 seklinde tamimlanan "~" bagintisi bir
denklik bagmtisidir. Eger R sifir bolensiz ve 0,¢ S ise bu durumda

(r,s)~(r.s')e rs'=r's=0 olup bu baginti da RxS iizerinde bir denklik

n

bagmtisidir. (r,s)e RXS nin denklik siifi ~ ile "~" bagintisina gore RXS nin

s

tim denklik siuflarinin kiimesi de S'R ile gosterilir. Ayrica S™'R, her

rr' .. ror' ors'tr's (r\(r') rr' )
—,—€S 'R icin —+—= , [—j[—j:—‘ seklinde tanimlanan toplama

s s s s ss' s)Us' ss

ve carpma islemlerine gore birimli ve degismeli bir halkadir. S™'R halkasina R nin
S ye gore kesirler halkasi veya bdoliimler halkasi denir. Eger R bir tamlik bolgesi

ve S de R nin sifirdan farkli biitiin elemanlarinin kiimesi ise S'R bir cisimdir. Bu



cisme R tamhk bolgesinin kesir cismi veya boliim cismi denir ve K(R) ile
gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanmm 3.1.10. R bir degismeli halka ve P, R halkasimin 6z ideali olsun. a,be R

olmak iizere abe P iken ae P veya be Poluyorsa, P idealine R halkasinin asal

ideali denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

3.2. Modiiller

Tamm 3.2.1. R bir halka ve (M,+) bir Abel grup olmak iizere
o RXM —->M
(r,m) = rem
dis islemi her 1,1, € R ve her m;,m,e M i¢in
@) rie(m, +m, ) = riem +rem,
(i) (1, +r,)om =r,om +r,om,
(i) (rir; )orm, = rie(ryom,)
kosullarini saglarsa M ye "o" dis islemine gore bir sol R —modiil denir. R birimli
bir halka ve M bir sol R —modiil olsun. Eger her me M icin
(iv) Ipem=m
ise M ye iiniter sol R —modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Birimli bir R halkas: kendisi {izerinde bir iiniter sol R —modiil yapisina

sahiptir. Bu modiil ,R ile gosterilir.

Tamm 3.2.2. M bir R—modiil ve & #U < M olsun. U ,M nin bir alt grubu ve her
me U, her re R igcin rme U ise U ya M nin bir alt modiilii denir ve U <M ile

gosterilir (Hungerford, 1973).

Bir M R —modiiliiniin sifir1 ve kendisi birer alt modiil yapisina sahiptir. Bu
alt modiillere asikar alt modiil denir ve {0 M} alt modiilii kisaca O ile gosterilir. M
modiiliiniin kendisinden farkli alt modiiline M nin 6z alt modiilii denir ve U <M
ile gosterilir.
Tanmm 3.2.3. M bir R—modill ve X € M olsun. M nin X alt kiimesini kapsayan

biitiin alt modiillerinin arakesitine X tarafindan iiretilen alt modiil denir ve <X > ile



gosterilir. Burada X kiimesinin elemanlart <X> alt modiiliiniin iiretecleri olarak
adlandirilir. X sonlu ise <X > modiiliine sonlu iiretilmis alt modiil denir.

Ozel olarak X tek elemanli ise <X > modiiline devirli modiil denir. M :<X >
olacak sekilde X ={x,x,,...,x,} sonlu alt kiimesi varsa, M ye sonlu iiretilmis

modiil denir. M sonlu tiretilmis bir modiil ise

M =<{xl,x2,...,xn}>:{r1xl+...+rnxn r.€ R, 1<i<n} seklindedir. Yani M nin her

bir m elemam i¢in m=rx, +...+rx, olacak sekilde e R,i=1,2,...,n vardir.
Kisaligi icin X ={x,x,,...,x,} in trettigi modiil M =(x,x,,...,x,) ile gosterilir
(Hungerford, 1973).

R sol R—modiilii birim eleman tarafindan iiretilen devirli bir modiildiir.
Tamm 3.2.4. M bir R—modill ve U <M olsun. Bu takdirde M/U boliim grubu
her re R, her m+Ue M/U igin r(m+U)=rm+U ile tammh dis isleme gore bir

sol R—modiil yapisina sahiptir ve bu modiile, M nin U alt modiiliine gore boliim

modiilii denir (Wisbauer, 1991).
Teorem 3.2.5. Sonlu iiretilmis modiillerin bolim modiilleri de sonlu iiretilmistir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: M sonlu iiretilmis bir R —modiil ise M :<x1,x2,...,xn> olup her me M i¢in

m=rx, +---+rx, olacak sekilde re R,i=12,...,n vardir. N<M keyfi olmak

n-n

izere her m+NeM/N elemani i¢in m+N=(rx +rx, ++rx)+N=
(rx,+N)+-+(rx, +N)=r(x,+N)+---+r,(x,+ N) yazlabileceginden M/N =

n-n

(x,+N,...,x,+N) olup M/N sonlu iiretilmistir.

Tamm 3.2.6. M bir R—modiil ve N <M olsun. M/N bolim modiilii sonlu
iretilmis ise, N alt modiiliine M nin dual sonlu alt modiilii denir (Alizade ve ark.,

2001).

Tamm 3.2.7. M bir R—modiil ve N <M olsun. M nin N yi kapsayan M ve N
den farkli bir alt modiilii yoksa N ye M nin maksimal alt modiilii denir
(Wisbauer, 1991).



Tanmm 3.2.8. R bir halka olsun. Sifirdan farkli her sol R—modiil bir maksimal alt
modiile sahip ise R halkasina sol Bass halka denir (Clark ve ark., 2006).

Teorem 3.2.9. M bir R—modiil ve¢ N<M olsun. Bu takdirde K — K/N ile
tammli M nin N yi kapsayan alt modiilleri ile M/N nin alt modiilleri arasinda
birebir bir esleme yapilabilir. Boylece M/N nin her alt modiili, K, M nin N yi
kapsayan alt modiilii olmak iizere K/N seklindedir. Ayrica N yiiceren K <M alt
modiiliiniin M de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K/N nin M/N de
maksimal alt modiil olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 3.2.10. M sonlu iretilmis bir R—modiil ise M modiiliiniin her 6z alt

modiilii bir maksimal alt modiil tarafindan kapsanir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: N, M nin keyfi bir 6z alt modiilii olsun. Q ile M nin N yi iceren biitiin 6z

alt modiillerinin ailesini gosterelim. N € Q oldugundan Q #J olur. Q kiimelerdeki
kapsama bagintisina gore kismen sirali bir kiimedir. A, € nin bos kiimeden farkli

bir zinciri olsun. N, ile A nn biitiin elemanlarinin birlesimini gosterelim. A tam
sirali oldugundan A mnin elemanlan1 kiimelerdeki kapsama bagintisina gore
karsilagtirilabilir olup N,, M nin N yi kapsayan bir alt modiiliidiir. M sonlu

tiretilmis oldugundan M = Rm, + Rm, +---+ Rm, olacak sekilde m,,m,,....m e M

elemanlar1 vardir. Eger Ny =M olursa her i=1,2,...,n i¢in m, € N, = U L yazlr.
LeA

Buradan 6yle bir Le A vardir ki her i =1,2,...,n i¢in m,e L olup M =L olur. Bu
ise Le Q olmasiyla celisir. Boylece N,, M nin N yi kapsayan bir 6z alt
modiiliidiir, yani Nje Q dir. Ayrica N € N, oldugundan N, A kiimesinin bir {iist

stniridir. O halde Zorn Lemmas: geregi Q bir maksimal elemana sahiptir. Bu

maksimal eleman M nin N 0z alt modiiliinii kapsayan bir maksimal alt modiiliidiir.

Sonug 3.2.11. M bir R—modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olmak iizere M /N
sonlu iiretilmis ise N, M nin bir maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir.
Ispat: Teorem 3.2.10 ile M/N, P/N maksimal alt modiiliine sahiptir. Teorem 3.2.9

dan P, M nin N alt modiiliinii kapsayan bir maksimal alt modiiliidiir.



Teorem 3.2.12. (Modiiler Kural) M bir R —modiil olmak lizere N,K, L M nin
alt modiilleri ve N <L olsun. Bu takdirde (N+K)NL=N+(KNL) dir (Alizade

ve Pancar, 1999).

ispat: ae N, be K ve ce L olmak iizere, c=a+be(N+K)NL olsun. N<L
oldugundan b=c—ae K NL oldugu goriiliir. Bu durumda a+be N+(K ML) olup
(N+K)NLcN+(KNL) olur. Tersine ae N ve be KNL olmak iizere
a+be N+(KNL) igin a+be N+K oldugu agiktir. N <L oldugundan a+be L
elde edilir. Dolayisiyla a+be (N+K)NL oldugundan N+(KNL)c(N+K)NL

olur. Sonug olarak (N+K)NL=N+(K NL) bulunur.

Tamm 3.2.13. R bir tamlik bolgesi ve K(R), R nin kesir cismi olmak iizere

F, K(R) R-modiiliiniin alt modiilii olsun. Eger F , 0,#re R igin rF <R

kosulunu sagliyorsa F alt modiiliine kesirsel ideal denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

3.3. Homomorfizmalar ve izomorfizma Teoremleri

Tamm 3.3.1. M ve N iki R—modil ve f:M — N bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu her m,, m,e M ve her re R icin f(m +m,)=f(m)+f(m,) ve
f(rm)=rf(m,) kosullarim saglarsa, f ye bir R —modiil homomorfizmasi veya
homomorfizma denir. f bire-bir ise f ye monomorfizma, orten ise epimorfizma
ve hem bire-bir hem de oOrten ise izomorfizma denir. f:M —>M
homomorfizmasina M modiiliiniin endomorfizmasi1 denir. M modiiliiniin tim
endomorfizmalarinin kiimesi End (M) ile gosterilir.

Her meM igin f(m)=0, ile tammli f:M — N fonksiyonu bir
homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya sifir homomeorfizma denir ve 0 ile
gosterilir.

Her meM icin f(m)=m ile tammh f:M — M fonksiyonu bir

homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya birim homomorfizma denir ve /,, veya

1,, ile gosterilir (Hungerford, 1973).
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Tanmm 3.3.2. f: M — N bir R —modiil homomorfizmasi olsun. Bu takdirde;

@) f(M)={f(m)|me M} Kimesi N nin bir alt modiliidir ve bu alt
modiile f homomorfizmasimn goriintii kiimesi denir ve Gor(f) ile gosterilir.

(i) {me M | f(m)=0,} kiimesi M nin bir alt modiiliidiir ve bu alt modiile
f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Cek(f) ile gosterilir (Hungerford,
1973).
Teorem 3.3.3. M bir R—modiil vee N <M olsun. Bu takdirde 7:M — M/N,
m—7x(m)=m+N doniisimii bir epimorfizmadir ve Cek(7)=N dir. Bu
epimorfizmaya dogal homomorfizma denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 3.3.4. (Esas Homomorfizma Teoremi veya 1. izomorfizma Teoremi)

M ve N iki R-—modill olmak iizere her f:M — N homomorfizmas: icin
o:M —M/Cek(f) dogal epimorfizma olsun. Bu takdirde f=foc olacak
sekilde  bir M / Cek(f)—>N monomorfizmas1  vardir. Ayrica,
M/Cek(f)=Gor(f) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Sonu¢ 3.3.5. M, N birer R—modil ve f:M — N bir epimorfizma ise,

M/Cek(f)=N olur (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 3.3.6. (2. izomorfizma Teoremi) M bir R —modiil ve N, K <M olsun.

Bu takdirde (N +K ) / K = N/(N nK) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 3.3.7. (3. izomorfizma Teoremi) N,K ve M, N<K<M kosulunu

saglayan R—modiiller ise, M/K =(M/N)/(K/N) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 3.3.8. M bir R—modiil ve U <M olsun. Her fe€ End (M) igin f(U)<U

oluyorsa M nin U alt modiiliine karakteristik alt modiilii denir. Eger M
modiiliiniin her alt modiilii karakteristik alt modiil ise M modiiliine es modiil denir

(Ozcan ve ark., 2006).
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3.4. Direkt Toplamlar ve Direkt Carpimlar

Tanmm 3.4.1. R bir halka ve I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi olmak iizere,

{M,}_, R—modiillerin bir ailesi olsun.

{a| a:1-M,, Vieligin a(i)e M,}

iel
doniisiimlerinin kiimesine {M,}_ modiiller ailesinin ¢arpmm denir ve bu kiime

1

HM . ile gosterilir. Her ie I i¢in a(i)=a, ve a:=(¢, )ie[ olarak alalim. Burada

iel

o, ye o nn i-yinci bileseni denir. / indis kiimesi sayilabilir ise

a=(a)_ =(a,a,.., &,..) seklindedir.

i 1272000 M
a=(a).B=(B)e[M, olmak iizere,
iel

() a=foVielicna, =4

(i) a+f=(a+p)

iel

(iii) re R olmak iizere rOt:(rO(l.) seklinde tanimlidir. Bu cebirsel

iel

islemlere gore HMi bir sol R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {M i}ie ,
iel

modiiller ailesinin dis direkt carpimi denir. Bir & elemaninin sadece sonlu tane

bileseni sifirdan farkli ise ¢« ya sonlu desteklidir denir. HM . modiiliinde sifir

iel
eleman1 sonlu destekli kabul edilerek biitiin sonlu destekli elemanlarin kiimesi

HM . de bir alt modiil yapisina sahiptir ve bu alt modiil ®1 M., ile gosterilir. Burada
iel €

® M, alt modiiliine {M i}iel modiiller ailesinin dis direkt toplanm denir. Buna gore

iel

I kiimesi sonlu ise HM .= @IM . dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 3.4.2. M bir R—modiil ve {M i}ie ,» M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
Eger

() M=) M, ve

iel

(i) her ie I i¢in M, m(ZMjJ:O ise

J#i
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M ye {M,}_, alt modiillerinin bir i¢ direkt toplamm veya sadece direkt toplamu

denir.

M :gM,. ise her me M icin m=m, +m, +---+m, yazilisi i,,i,,....;, € I

ve meM,.m eM, ,...m €M, olacak sekilde tek tiirliidiir (Alizade ve Pancar,

1999).
Tamm 3.4.3. M = ®1M . yazilisindaki M, alt modiillerinin her birine M nin direkt

toplam terimleri denir. M =M ®©0 oldugundan M ve O alt modiillerine M nin
asikar direkt toplam terimleri denir. M nin agikar direkt toplam terimlerinden
baska direkt toplam terimi yoksa M modiiliine parcalanamaz modiil, M nin asikar
direkt toplam terimleri disginda direkt toplam terimi mevcut ise M modiiliine

parcalanabilir modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.4.4. M her alt modiilii direkt toplam terimi olan bir R-—modiil ve
M, <M olsun. Bu takdirde M, in her alt modiilii M, de bir direkt toplam terimidir
(Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: A<M, <M olsun. M =A®B olacak sekilde B<M vardir. Modiiler
kuraldan M, = A+(BNM,) olur. Diger taraftan AN(BNM,)=ANB=0 olup A,

M, in bir direkt toplam terimidir.

Tammm 3.4.5. M bir R—modiil olsun. M =U +V olacak sekildeki her U,V <M
icin U, <U ve M =U,+V olacak sekilde M nin bir U, direkt toplam terimi varsa
M ye arttilabilir modiil denir (Clark ve ark., 2006).

Tanim 3.4.6. R bir halka ve M bir R —modiil olsun. Tanim 3.4.1 deki her bir ie [

icin M, =M alnirsa @ M dis direkt toplamma M nin kopyalarmn toplam denir
iel

ve MY ile gosterilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 3.4.7. M ve N iki R—modiil ve I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi
olsun. f:M ) 5 N bir epimorfizma ise N ye bir M —iiretilmis modiil denir. /

indis kiimesi sonlu elemanli ise N ye sonlu M — iiretilmis modiil denir (Wisbauer,

1991).
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m, i=
Tamm 3.4.8. je I olmak iizere m ;e M, keyfi elemam icin I, (ml.):{ 0’ .7&]'
, LF]

ile tammh /,: M ; — HM , doniisiimil bir monomorfizma ve (m, )l_el € HM . keyfi

iel iel

eleman icin pj((mt.)l_el):mj

ile tanimh pj:HMl. — M, dontsimi bir

iel

epimorfizma yapisina sahiptir. Bunlara sirasiyla j-yinci gomme homomorfizmasi ve
j-yinci izdiisiim homomorfizmasi denir. (Hungerford, 1973).

Teorem 3.4.9. M sifirdan farkli bir R—-modiil ve N, M nin karakteristik alt
modiilii olsun. Eger M =M, ®M, iss N=(NnM,)®(NnM,) dir (Idelhadj ve
Tribak, 2003).

Ispat: i=1,2 igin p,: M — M, izdiisim homomorfizmasini ele alahm. xe N igin
M=M,®M, oldugundan x=p, (x)+p,(x) seklindedir. Her i=12 icin
p.(N)c N oldugundan p,(x)e NNM, yazlir. Dolayisiyla Nc(NNM,)®

(NAM,) olup N=(NNM,)®(NNM,) elde edilir.

3.5. Basit ve Yar1 Basit Modiiller

Tanmm 3.5.1. M sifirdan farkli bir R —modiil olsun. M nin sifirdan ve kendisinden

baska hicbir alt modiilii yoksa M modiiliine basit modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.5.2. M basit bir R —modiil ise 0, M nin maksimal alt modiiliidiir ve M

devirlidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: M basit modiil oldugundan 0 alt modiiliinii A den bagka kapsayan alt modiil
yoktur. Dolayisiyla tanim geregi 0, M nin maksimal alt modiilidir. O =me M
olmak iizere Rm<M dir. 0#Rm ve M basit oldugundan Rm=M olup M

devirlidir.

Teorem 3.5.3. M bir R—modill ve N <M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir:

(i) N, M nin bir maksimal alt modiiliidiir.
(ii) M/N bolim modiilii basittir.
(iii) Her me M — N icin N+Rm =M dir (Anderson ve Fuller, 1974).
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Ispat:

(i)=(ii) U/N <M/N keyfi bir alt modiilii icin N<U ve N, M nin maksimal alt
modilli oldugundan U =N veya U=M olur. Buradan U/N={N} veya
U/N=M/N olup, M/N bdliim modiilii basittir.

(ii))=>({) NcUcM sartim saglayan M nin U alt modiiliinii alalim. Buradan
{N}cU/NcM/N yazilir. M/N basit oldugundan U/N=M/N veya
U / N={N} olur. O halde U=M veya U=N olup N, M nin maksimal alt

modiliidiir.

(i)= (iii) Her me M —N i¢cin N<N+Rm ve N, M nin maksimal alt modiilii

oldugundan maksimal alt modiil tanim1 geregi N + Rm =M olur.

(iii)= (i) N <K £M olacak sekilde herhangi bir K alt modiiliinii ele alahm. Eger
K =M oldugunu gosterirsek istenen elde edili. N # K oldugundan en az
me K- N vardir. Bu durumda me M —N olup hipotez geregi N+ Rm=M olur.
Aymt zamanda me K oldugundan Rmc K olup M =N+Rmc K olur.
Dolayisiyla M = K elde edilir.

Yardimei Teorem 3.5.4. M bir R—modiil olsun. Eger M nin her alt modiilii bir
direkt toplam terimi ise M nin sifirdan farkli her alt modiilii bir basit alt modiil icerir

(Kasch, 1982).

Yardimcr Teorem 3.5.5. M = ZM ; basit alt modiillerin toplami ve U <M olsun.

iel

Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir:

O)M=U®® ( ®M l,) olacak sekilde J < I alt kiimesi vardir.

ieJ

(i) U = (?{ M. olacak sekilde K < I alt kiimesi vardir (Kasch, 1982).

Teorem 3.5.6. M bir R —modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
(i) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamidir.
(ii) M basit alt modiillerin toplamidir.
(iii) M basit alt modiillerin direkt toplamidir.
(iv) M nin her alt modiilii bir direkt toplam terimidir (Kasch, 1982).
Ispat:
(i)= (ii) Agiktir.
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(ii) = (iii) Yardimc1 Teorem 3.5.5 (i) seceneginde U =0 alinirsa istenen elde edilir.

(iii) = (iv) Hipotez geregi M = ®1M . olacak sekilde M, basit alt modiilleri vardir.

Kabul edelim ki U <M olsun. M = ZM . oldugundan Yardimci Teorem 3.5.5 (i)

iel
seceneginden istenen elde edilir.

(iv)= (@) Her iel icin M, alt modilleri basit ve M,<U <M olmak iizere

U, :ZM . olsun. U, <U oldugundan U,, M nin direkt toplam terimi olup

iel
M =U,®N olacak sekilde N <M vardir. Buradan U =U, ®(N NU) elde edilir.
Eger NNU =0 ise U =U, olup istenen elde edilir. Kabul edelim ki NNU #0

olsun. Yardimci Teorem 3.5.4 den B<NNU olacak sekilde M nin B basit alt

modiilli  vardi. B<NNU<U oldugundan B<U, olur. Sonu¢ olarak
B<U,N(NNU)=0 olur ki bu bir celiskidir. O halde kabuliimiiz yanlis olup
NNU =0 olur.

Tamm 3.5.7. M bir R—modiil olsun. Teorem 3.5.6 nin denk kosullarindan birini
saglayan M modiiliine yar1 basit modiil denir. R halkasi sol R —modiil olarak yari

basit ise R halkasina yar1 basit halka denir (Kasch, 1982).
Sonug 3.5.8. Yar1 basit bir modiiliin her alt modiilii yar1 basittir.

Teorem 3.5.9. Yar basit modiillerin homomorf goriintiileri de yar basittir (Sharpe
ve Vamos, 1972).
Ispat: M, M, birer R—modill ve M yar basit olmak iizere f:M — M,

epimorfizmasim  alalim.  Cek(f)<M ve M yan basit oldugundan
M =Cek(f)®K olacak sekilde K <M vardir. Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.6
kullanihirsa K =M / Cek(f)=M, elde edilir. Sonug 3.5.8 geregi K yar basit olup

M, yan basittir.

Teorem 3.5.10. Yan basit modiillerin direkt toplamlar da yar basittir (Sharpe ve
Vamos, 1972).
Ispat: Her yar1 basit modiil basit alt modiillerin direkt toplami oldugundan yar1 basit

modiillerin direkt toplami1 da yar basittir.
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Tanmm 3.5.11. Bir M modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplamma M

modiiliiniin destegi denir ve Des(M ) ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

3.6. Projektif ve injektif Modiiller

Tamm 3.6.1. {M

ne 7} R—modiiller toplulugundan ve bunlarin f, M, > M,

homomorfizmalarindan olusan .... — M b s M —L M —.... dizisinde her

n+l n n—1

ne 7 i¢in Gor(f,, )< Cek(f,) ise diziye kompleks, Gor(f,,,)=Cek(f,) ise
diziye tam dizi denir. Ayrica K,L,M  R-modiller olmak {iizere
0— K - L—>M — 0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir (Alizade ve Pancar,
1999).

Tanmm 3.6.2. M,N ve K R—modiiller olsun. Her f:M — N monomorfizmasi ve
g:M — K homomorfizmast icin ho f =g olacak sekilde bir h:N —>K

homomorfizmasi bulunabilirse, K modiiliine injektif modiil denir. Diger bir

ifadeyle, tam satirh her

]
o
Niii\
-

ey
N

diyagrami bir ~: N — K homomorfizmas: ile degismeli licgene tamamlanabilirse,

K modiiliine injektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanmm 3.6.3. M bir R—modiil olsun. Sag sifir bélen olmayan her r elemamn igin

m=rm, olacak sekilde m, e M elemam varsa me M elemanma béliinebilirdir

denir. Eger M nin her eleman1 bdliinebilir ise M ye boliinebilir modiil denir. Bir
baska deyisle R nin sag sifir bolen olmayan her r elemani icin M =rM oluyorsa

M ye boliinebilir modiil denir. (Sharpe ve Vamos, 1972).

Onerme 3.6.4. Her injektif modiil boliinebilirdir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: M bir injektif R—modiil olsun. 0, #re R sag sifir bolen olmayan eleman

ve meM keyfi olmak iizere s€ R igin f(sr)=sm ile tammh f:Rr—>M
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homomorfizmasini ele alalim. M injektif oldugundan f: Rr — M homomorfizmasi

ve i:Rr — R monomorfizmasi yardimiyla kurulan

M Rr - R

M
diyagrami degismelidir. Buradan s=1, i¢in m= f(r)=(gei)(r)=g(r)=rg(1;)
olup M bdliinebilirdir.

Teorem 3.6.5. Her injektif modiil, kendisini iceren modiil i¢inde bir direkt toplam
terimidir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Ispat: M bir injektif R—modil ve M <M, olsun. Bu takdirde i gémme

homomorfizmast ve [, birim doniisim olmak {iizere asagidaki diyagram

degismelidir.

meM, keyfi olmak iizere g(m)eM olup goi=1, oldugundan
g(m)=g(g(m)) yazilir. Buradan m, —g(m)e Cek(g) olup
my, =g (m)+(m —g(m))e M +Cek(g) oldugundan M, <M +Cek(g)<M, yani
M =M +Cek(g) elde edilir. Diger taraftan m, e M mCek(g) keyfi eleman: icin
goi=1, oldugundan m, = g(m)=0 bulunur. Dolayisiyla M, =M ® Cek(g) olur.
Tanm 3.6.6. M,N ve P R—modiller olsun. Her f:M — N epimorfizmas1 ve

g:P—> N homomorfizmast icin foh=g olacak sekilde bir h:P—>M

homomorfizmas1 bulunabilirse P modiiliine projektif modiil denir. Diger bir

ifadeyle, tam satirli her
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L=
S
v
I~
<
v
D

diyagrami bir h: P — M homomorfizmasi ile degismeli {icgene tamamlanabilirse,

P modiiliine projektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 3.6.7. {Pj} y R —modiillerin bir ailesi olsun. P = ®, P, modiiltintin
JE JjE

projektif olmasi igin gerek ve yeter kosul her je J igin P, modiillerinin projektif
olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (=) P projektif olmak iizere f:A— B epimorfizmasini ve g: P, — B
homomorfizmasimt alahm. p,:P— P,, j-yinci izdisim homomorfizmasi ve
i;:P,— P, j-yinci gébmme homomorfizmasi olsun. P projektif oldugundan
gop;:P— B homomorfizmasi i¢in gop,=foh olacak sekilde bir 7:P— A

homomorfizmas: vardir. e: P/ — A homomorfizmasini e=hoi ; alalim.

4 > i > 0
A& A
»
N \\59 g
\ [
AN
\ N
AY N
\ N
\ N
n Sp
[N 'y
\ A
\
\ »
K Py
\
\
\
P

Bu durumda foee=fohoi,=gop, oi :8"11; =g olup her jeJ igin P,
modiilleri projektiftir.

() Her jeJ igin P, R—modiilleri projektif olmak tizere f:A— B
epimorfizmasint ve g : P — B homomorfizmasi alalim. Her je J icin P, modiilleri
projektif oldugundan goi :P, — B homomorfizmasi igin geoi, = foh; olacak

sekilde bir ; : P, - A homomorfizmasi bulunur.
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, » -~ .
A > B > 0
v A
| A
. 7 o
AN/ &
AN
\ N
\ N
\ AN
N
.'_\\ N
ny
\ A
\
\
\ 1
\ ]
\
\
\
N\

Diger taraftan h(mj):Zhj(mj) ile tammh h:P—> A donisimi &, =hoi,

jeJ
kosulunu gercekleyen ve tek tiirlii olarak belirli bir homomorfizmadir. Buradan her

jeJ igin goi, = foh, = fohoi, olup i; bir monomorfizma oldugundan g = foh

olur. Sonug olarak P = @ P, modiilii projektiftir.

jelJ

Tanim 3.6.8. Her basit sol R —modiilil injektif olan R halkasina sol V-halka denir.
Ayrica her yar basit sol R—modiilii injektif olan R halkasina SSI-halka denir
(Idelhadj ve Tribak, 2003).

Teorem 3.6.9. R halkasinin yar1 basit olmasi icin gerek ve yeter kosul her R-—

modiiliin injektif olmasidir (Wisbauer, 1991).

3.7. Noetherian ve Artinian Modiiller

Tamm 3.7.1. S ={M.,}_, bir R—modiiliin alt modiillerinin bos kiimeden farkl: bir
kiimesi olsun. Eger § artan zincir sartin1 sagliyorsa, yani i,i,,...€ I olmak iizere
her M, cM, c...cM, cM, c... zinciriigin M, =M, =... olacak sekilde en

az bir ke N varsa § kiimesine noetherian denir. E§er S azalan zincir sartim

sagliyorsa, yani i,i,,...€ I olmak iizere her M,.] oM, 2...2M, QM,.H D...
zinciri igin M, =M, =... olacak sekilde en az bir ke N varsa § kiimesine
artinian denir (Wisbauer, 1991).

Tamm 3.7.2. M bir R—modiil olsun. Eger M nin biitiin alt modiillerinin kiimesi

noetherian ise M modiiliine noetherian modiil denir. Ayrica R halkasi sol R-—
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modiil olarak noetherian ise R halkasina sol noetherian halka denir (Wisbauer,
1991).

Tanmm 3.7.3. M bir R—modiil olsun. Eger M nin biitiin alt modiillerinin kiimesi
artinian ise M modiiliine artinian modiil denir. R halkas1 sol R—modiil olarak

artinian ise R halkasina sol artinian halka denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.7.4. R halkasinin noetherian (artinian) olmasi icin gerek ve yeter kosul
her sonlu iiretilmis R —modiiliin noetherian (artinian) olmasidir (Sharpe ve Vamos,

1972).

Teorem 3.7.5. M bir R—modiil olsun. M modiiliiniin noetherian olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M nin her alt modiiliiniin sonlu {iiretilmis olmasidir (Sharpe ve

Vamos, 1972).

Ispat: (=) K <M olsun. Q ile K mn tiim sonlu iiretilmis alt modiillerinin ailesini
gosterelim. Sifir alt modiilii Q nin elemani oldugundan Q # < olur. M noetherian
oldugundan Q bir K, maksimal elemanina sahiptir. K sonlu tiretilmis oldugundan
K, =Rk, + Rk, +---+ Rk, olacak sekilde k,k,,...,k, € K elemanlan vardir. K, # K
oldugunu kabul edelim. Bu durumda k¢ K olacak sekilde ke K vardir. O halde
K,+ Rk = Rk, + Rk, +---+ Rk, + Rk, Q nmin K alt modiiliinii kapsayan bir elemani
olur. Bu ise K, 1n maksimal eleman olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla K, = K olup K
sonlu iiretilmistir.

(&) M nin her alt modiilii sonlu iiretilmis olsun. M nin alt modiillerinin keyfi bir

K cK,c..cK,cK, c.. artan zincirini ele alalim. K:UKi diyelim.

m = m+l =
i=1

K<M olup kabulimiiz geregi K sonlu firetilmistir. Bu durumda

K =Rk, + Rk, +---+ Rk, olacak sekilde k,k,,...,k, € M elemanlarn vardir. Diger

taraftan K = UKi oldugundan her bir & j» K nm K, alt modiillerinden en az birine
i=1

aittir. K, c K, c...c K, cK,,, ... oldugundan en az bir re Z" i¢in k,,k,,....k

m+l = r

elemanlart K, ye aittir. Buradan K = K, bulunur. O halde her n>t i¢in K, =K,

olup M modiilii noetheriandir.

Tanmm 3.7.6. M bir R —modiil olsun. M nin biitiin sonlu iiretilmis alt modiillerinin

kiimesi noetherian ise M ye lokal noetherian modiil denir (Wisbauer, 1991).
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Yardimci Teorem 3.7.7. R halkasinin sol noetherian V-halka olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul SSI-halka olmasidir (Byrd, 1972).

Sonug 3.7.8. Her degismeli SSI-halka yarn basit artinian halkadir (Byrd, 1972).

3.8. Biiyiik ve Kiiciik Alt Modiiller

Tamm 3.8.1. M bir R—modiil ve N <M olsun. N alt modiiliiniin M nin sifirdan
farklr her alt modiilii ile kesisimi sifirdan farkli ise (diger bir ifadeyle her U < M i¢in
NNU =0 olmast U =0 olmasi ile miimkiinse) N alt modiiline M modiiliiniin
biiyiik (veya onemli) alt modiilii denir ve N <M ile gosterilir (Alizade ve Pancar,

1999).

Teorem 3.8.2.

(i) AKB<M <N ve A, N nin biiyiik alt modiilii ise, B de M nin biiyiik
alt modiiliidiir.

(ii) Sonlu sayida biiyiik alt modiiliin kesisimi de biiyiiktiir

(iii) Biiyiik alt modiiliin homomorfizma altindaki ters goriintiisii de biiytiktiir.

(iv) A, B de ve B, C de biiyiik alt modiil ise, A, C de biiyiik alt modiildiir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat:

(i) UM icin BNU=0 ise USN ve A<B oldugundan ANU <BNU =0
olur. ANU =0 ve A< N oldugundan U =0 olup B<IM elde edilir.

(i) k=12,...,n i¢cin A, M nin biiyiikk alt modiilii olsun. Tiimevarimla her

k
k=12,...,n icin ﬂA, nin M nin bilyiik alt modiilii oldugunu gosterelim. k =1

i=1
icin iddiamin dogru oldugu agiktir. Iddianin k icin dogru oldugunu kabul edip & +1

k+1
icin dogru oldugunu gosterelim. Keyfi U <M icin (HAJOU =0 olsun. O halde

i=1
k
(ﬂ Aij N(A,, NU)=0 yazilir. Kabulden A, NU =0 olur. Hipotez geregince
i=1

k+1
A, <M oldugundan U =0 olup () A <M elde edilir.

i=1
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(iii) f:M — N homomorfizma ve B<IN olsun. f~'(B)nU =0 olacak sekilde
keyfi bir U<M alalim. Bu durumda keyfi xe BN f(U) igin x= f(u) olacak
sekilde ueU vardir. Buradan ue f™ (B)NU olup u=0 bulunur. Dolayisiyla
x=0 olup BNf(U)=0 olur. B<N oldugundan f(U)=0 olup
U<Cek(f)=f"(0)< f"(B) elde edilir. Yani U = f™'(B)nU =0 olup f'(B),
M modiiliiniin biiyiik alt modiiluidiir.

(iv) U <C olmak iizere ANU =0 olsun. O halde AN(UNB)<ANU=0 ve
A< B oldugundan U B =0 elde edilir. BJIC oldugundan U =0 olup AJC
elde edilir.

Teorem 3.8.3. M bir R—modiil ve N <M olsun. N alt modiiliiniin biiyiik alt

modiil olmas: icin gerek ve yeter kosul her O0#me M icin O#rme N olacak

sekilde bir r€ R elemaninin bulunmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

ispat:(:>) N<IM olsun. O0#me M keyfi elemant icin Rm#0 oldugundan

NN Rm#0 olur. O halde 0#rme N olacak sekilde bir r€ R elemani vardir.
(&)0#U <M olsun. Bu durumda en az bir 0#me U vardir. Hipotez geregince
O0#rme N olacak sekilde bir re R elemam vardir. meU iken rmeU

oldugundan O0#rme NNU yazilir. Sonug olarak N U #0 oldugundan N <M

olur.

Tanmm 3.8.4. M bir R—modill ve N <M olsun. N nin sadece M ile toplamu M
ye esitse, yani bir K <M icin N+ K =M olmasit K =M olmasin gerektiriyorsa,
N ye M nin kiiciik alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. Her modiiliin sifirt
kiiciik alt modiildiir (Wisbauer, 1991).

Kiigiik alt modiiller ile kullanacagimiz belli 6zellikleri asagidaki teorem

altinda toplayabiliriz.
Teorem 3.8.5.
(i) M bir R—modiil, K ve N, M nin K <N sartin1 saglayan alt modiilleri

olsun. Bu takdirde N <M ise K < M dir.
(ii) M bir R—modill, K ve N, M nin K <N sartim saglayan alt modiilleri

olsun. K < N ise, K,M nin N yi kapsayan her alt modiiliinde de kiiciiktiir.
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(i) M bir R—modiil, K,,K,,....K

n’

M M,,....M, M nin alt modiileri
veher i=12,...,n i¢cin K, < M, olsun. Bu takdirde

K+K,++K <M +M,+---+M,
dir.

(iv) M ve N birer R—modiil ve f:M — N bir homomorfizma olsun. Bu
takdirde K < M ise f(K)< N dir.

(v) M bir R—modiill, K ve N, M nin K <N sartin1 saglayan alt modiilleri,
ve N, M nin bir direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde K << N olmasi icin gerek
ve yeter kosul K <« M olmasidir.

(vi) M bir R—modiill, K <M olsun. Eger K, M nin direkt toplam terimi

ve K< M ise K =0 dir (Wisbauer, 1991).

Ispat:

(i) K+L=M olacak sekilde herhangi bir L alt modiiliinii alalim. Bu takdirde
K<N oldugundan N+L=M ve N<M oldugundan L=M bulunur.
Dolayisiyla K < M elde edilir.

(i) L, M nin N yi kapsayan bir alt modiilii ve K << N olsun. K+U =L olacak

sekilde bir U <L alt modilinii alalim. Buradan (K+U)NN =N ve modiiler

kuralindan K+(U NN)=N bulunur. K <N oldugundan U "N =N ve buradan
N<U elde edilir KSN<U ve K+U=L oldugundan U =L elde edilir.
Dolayisiyla K < L olur.

(iii) n=2 icin ispat1 yapalim. K, +K,+L =M, +M, olacak sekildeki herhangi bir
L alt modiiliinii alahm. K, < M, oldugundan ve (ii) den K,+L=M +M, olur.
Benzer sekilde K, < M, oldugundan ve (ii) den L=M +M, elde edilir. Boylece
K, +K, <M, +M, bulunur. Benzer sekilde sonlu sayidaki toplam i¢in de ispat
yapilabilir.

(iv) f(K)+L=f(M) olacak sekildeki herhangi bir L< f(M) alt modiiliini
alahm. Bu takdirde f7'(f(K)+L)=M ve buradan K+ f"'(L)=M elde edilir.
K <M oldugundan f™'(L)=M ve bdylece L= f(M) oldugu goriiliir. O halde

f(K)< f(M) olup (ii)den f(K)< N olur.
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(v) (=) K< N ise (ii)den K <M olur.

(&) K< Molsun. K+L=N olacak sekilde herhangi bir L< N alt modiiliinii ele
alalm. N, M nin direkt toplam terimi oldugundan M =N @®U olacak sekilde
U<M vardir. O haldle K+L+U=M ve K< M oldugundan L+U =M olur.
Modiiler kuralindan N = L+(NNU)=L olur. Sonug olarak K < N dir.

(vi) K bir direkt toplam terimi oldugundan M = K @ N olacak sekilde bir N alt

modiilii vardir. K < M oldugundan N =M olur. Ayrica KN N =0 oldugundan
K=KnNnM = KnNN =0 bulunur.

Teorem 3.8.6. P biitiin asal tam sayilar kiimesi olmak {izere paydalar1 kare ¢arpansiz

olan biitiin rasyonel sayilar1 iceren M :Z:Zl Z —modiili verilsin. Bu takdirde
geP q

M 7 -modiili, Q 7Z—modiliiniin kiiciik alt modiiliidiir (Alizade ve Biiyiikasik,
2003).

3.9. Bir Modiiliin Radikali

Tammm 3.9.1. Bir M R — modiiliiniin biitiin maksimal alt modiillerinin kesisimine
M modiiliiniin radikali denir ve Rad (M) ile gosterilir. M nin maksimal alt modiilii

yoksa Rad(M)= M olarak tanimlanir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.9.2. M bir R—modiil olsun. Bu takdirde Rad(M )= Z{L | LM} dir

(Wisbauer, 1991).
Ispat: Herhangi bir L < M alt modiiliinii ele alalim. Eger M nin herhangi bir K
maksimal alt modiilii L yi icermezse Teorem 3.5.3 den K+L=M olup K=M

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla L, M nin biitiin maksimal alt modiilleri tarafindan
icerilir. Buradan L < Rad(M) ve boylece Z{LI L<M}c Rad(M) olur. Simdi
ters kapsamay1 gosterelim. Her me Rad (M ) keyfi elemant icin Rm < M oldugu

gosterilirse istenen elde edilir. Rm nin M de kiicliik olmadigin1 kabul edelim. Bu

durumda Rm+L=M olacak sekilde en az bir L# M alt modilii vardir. Bu

durumda S={L<M |L#M, Rm+L=M} kiimesi bos kiimeden farkhdir. ¥, S

kiimesinin bir zinciri ve A= U T olsun. A<M olup A#M dir. Cinkii A=M

Te¥
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olsa me A icin meT olacak sekilde en az Te ¥ S mevcuttur. Buradan
T=Rm+T=M olur ki bu TeS olmasiyla ¢elisir. Rm+A=M oldugu aciktir.

Boylece Ae Sdir. A, ¥ kiimesinin bir iist stniridir. Zorn Lemmasi geregi S, P gibi

bir maksimal eleman icerir. Bu maksimal eleman M modiiliiniin bir maksimal alt

modiiliidiir. O halde me Rad(M )< P olmalidir. Ancak bu Pe S olmasiyla celisir.

Sonug olarak Rm <« M olmaldir.

Teorem 3.9.3. M yari basit R—modiil ise Rad (M )=0 dir (Kasch, 1982).

Ispat: M yan basit oldugundan her alt modiilii bir direkt toplam terimi olup M nin

kiigiik alt modiilii yalnizca 0 olur. O halde Rad (M ) =0 oldugu goriiliir.

Tanmm 3.9.4. M R-modiliiniin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde

kapsaniyorsa M modiiliine es-atomik modiil denir (Kasch, 1982).

Teorem 3.9.5. M es-atomik bir R —modiil olsun. Bu takdirde Rad(M)< M dir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: Rad(M)+L=M olacak sekildeki herhangi bir L alt modiilii icin eger
L#M ise hipotez geregi L bir K maksimal alt modiilt tarafindan kapsanir.

Buradan da L<K ve Rad(M)<K oldugundan M =Rad(M)+L<K c¢eliskisi
elde edilir. Dolayisiyla L =M olup Rad(M) < M olur.

Sonug 3.9.6. M sonlu iiretilmis bir R —modiil ise Rad(M )< M dir.

Teorem 3.9.7. (Villamayor) R halkasinin sol V-halka olmasi icin gerek ve yeter

kosul Rad (M) =0 olmasidir (Byrd, 1972).

Teorem 3.98. M bir R-modil ve K<L<M olsun. Bu takdirde
Rad(K) < Rad(L) dir (Kasch, 1982).

Ispat: me Rad(K) olsun. Bu durumda Rm < K olur. K <L oldugundan Teorem
3.8.5(i1) den Rm <« L olup me Rad(L) olur.

Teorem 3.99. M ve N iki R-modil ve f:M — N bir R-—modiil
homomorfizmasi olsun. Bu takdirde f(Rad(M))<Rad(N) olur. Eger f

epimorfizma ve Cek(f)<Rad(M) ise f(Rad(M))=Rad(N) dir. Ozel olarak

Rad (M /Rad (M ))=0 dir ( Anderson ve Fuller, 1974).
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Teorem 3.9.10. M bir R —modiil, N<M olmak lizere
(N+Rad(M))/N<Rad(M/N) ve N<Rad(M) olsun. Bu takdirde

Rad (M/N)= Rad (M)/N olur.
Ispat: 7:M — M /N dogal homomorfizmasini alalim. Teorem 3.9.9 geregi
7(Rad(M))=(Rad(M)+N)/N <Rad(M/N) olur. Cek(x)=N<Rad(M)
oldugundan tekrar Teorem 3.9.9 kullanilirsa

Rad (M /N)=7z(Rad (M ))=(Rad (M )+N)/N = Rad (M )/N
elde edilir.

Teorem 3.9.11. M bir R-modiill olmak iizere U, M nin radikali tarafindan

kapsanan sonlu iiretilmis bir alt modiilii olsun. Bu takdirde U << M olur (Anderson

ve Fuller, 1974).
Teorem 3.9.12. Her i€ I i¢in M, ler M nin alt modiilleri olmak lizere M =® M,

iel

olsun. Bu takdirde Rad (M )=® Rad (M,) ve M[Rad(M)=®(M,/Rad (M,)) dir

(Wisbauer, 1991).

Teorem 3.9.13. R halkasinin sol Bass halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sifirdan

farkli her M R —modiilii igin Rad (M )< M olmasidir (Clark ve ark., 2006).
Ispat: (=) R sol Bass halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun.
M =Rad (M )+U olacak sekilde U <M alt modiiliinii ele alahm. M/U bolim

modiilii maksimal alt modiile sahip degildir. Ciinkii K/U, M /U béliim modiiliiniin
maksimal alt modiilii olsa Teorem 3.2.9 dan K, M nin maksimal alt modiilii olup

Rad (M )< K ve U <K oldugundan M = Rad (M )+U <K celiskisi elde edilir. O
halde Rad(M/U)=M/U olup R sol Bass halka oldugundan M/U =0 yani
U =M elde edilir. Sonug olarak Rad (M )< M olur.

(&) Agikur.

Tamm 3.9.14. M ve N R—modiiller olmak iizere, f: M — N bir epimorfizma ve

Cek( f ) <M ise f epimorfizmasina kiiciik epimorfizma denir. Bu durumda M
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modiiline f:M — N Kkiicik epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin kiiciik
ortiisii denir. Eger M projektif ise M modiiline f:M — N kiiciik epimorfizmasi
ile birlikte N modiiliiniin projektif ortiisii denir (Clark ve ark., 2006).

Tamm 3.9.15. M ve N R-modiiller olmak iizere, f: M — N bir epimorfizma ve
Cek(f)<Rad(M) ise M modiliine f:M — N epimorfizmasi ile birlikte N

modiiliiniin bir genellestirilmis ortiisii denir (Azumaya, 1992).

Tanm 3.9.16. M bir R-modil olsun. M modiiliiniin her boliim modiilii bir
projektif ortiiye sahip ise M modiiliine yar1 miikemmel modiil denir (Wisbauer,
1991).

Tanm 3.9.17. R bir halka olsun. ;R sol R-modiilii yar1 miikemmel ise R

R

halkasina yar1 miikkemmel halka denir (Wisbauer, 1991).

3.10. Dedekind Bolgeleri

Tamm 3.10.1. R degismeli bir halka, M bir R—modiil ve & #J <M olsun. Bu

takdirde {re R|Vxe J igin rx=0} kiimesi R halkasimn bir idealidir. Bu ideale J

nin sifirlayam (annihilatérii) denir ve Ann(J) ile gosterilir. Ozel olarak J =M

alinirsa,
Ann(M)={re R| VYme M igin rm =0}

idealine M modiiliiniin sifirlayam (annihilatorii) denir. Ayrica bir me M ig¢in

J ={m} alrsa
Ann(m)={re R1 rm=0}

idealine ise m elemanminin sifirlayamn denir. M sol R-modilii me M igin

M = Rm seklinde ise Ann(M )= Ann(m) oldugu acgiktir (Sharp, 2000).

Tanmm 3.10.2. R degismeli bir bolge olsun. R esas ideal bolgesi ve sifirdan farkll
bir tek asal (maksimal) ideale sahip ise R halkasina ayrik degerlendirme bolgesi

denir (Hungerford, 1973).

Tanmmm 3.10.3. R degismeli bir bolge ve M bir R—modiil olsun. me M olmak

izere, sifirdan farkli bir € R icin rm =0 ise, m elemanina M modiiliiniin torsion
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(burulmal) elemam denir. Eger boyle bir r elemam1 mevcut degil ise bu m

elemanina M modiiliiniin burulmasiz elemam denir. M nin torsion (burulmali)

elemanlarinin kiimesini T(M ) ile gosterirsek 7(M ), M nin alt modiiliidiir. Burada
T(M), M nin torsion (burulma) kismudir. 7(M)=M ise M modiiliine torsion

(burulmah) modiil ve 7(M)=0 ise M modiiliine serbest torsion (burulmasiz)
modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Tamm 3.10.4. R degismeli bir bolge olsun. R halkasinin her 6z ideali sonlu sayida

asal ideallerin carpimi seklinde tek tiirlii olarak yazilabiliyorsa R halkasina

Dedekind bdlgesi denir (Hungerford, 1973).

Teorem 3.10.5. R bir Dedekind bolgesi ve M bir R —modiil olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir:

(i) M injektiftir.

(ii) M boliinebilirdir.

(iii) R halkasinin her P maksimal ideali icin M = PM olur.

(iv) M maksimal alt modiil icermez (Alizade ve ark., 2001).

Teorem 3.10.6. R bir Dedekind bdlgesi, K (R), R halkasinn kesir cismi ve {Pi}iel

R nin sonsuz coklukta farkli maksimal ideallerinin bir ailesi olmak iizere

M =T](R/P) her biri basit olan R/P, R—modiillerinin bir direkt carpim ve

iel
T(M), M nin burulma alt modiilii olsun. Bu takdirde, M / T(M) bolim modiilii

bolinebilir olup bir J indis kimesi icin M/T(M)=K(R)"

dir. Ayrica
Rad (M ) =0 dir (Alizade ve Biiyiikasik, 2008).

Ispat: P, R halkasinin keyfi bir maksimal ideali olsun. Eger P, {Pi}fez maksimal

ideallerinin ailesine ait degil ise PM = P(H(R/ P )j =[17(Rr/R) olup

iel iel

M =PM+T(M) elde edilir. Buradan P(M/T(M))=(PM+T (M /T
M / T(M) oldugundan M /T ) boliinebilirdir. Eger Pe {P} _, 1se benzer sekilde
P(M/T(M))=(PM +T(M))/T(M):M/T (M) oldugu gosterilebilir. Dolayistyla

Teorem 3.10.5 den M / T(M) boliinebilirdir. M / T(M) burulmasiz ve béliinebilir
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oldugundan, M modili K (R) kesir cisminin kopyalarinin bir direkt toplamina
izomorftur. O halde bos kiimeden farkli bir J indis kiimesi igin
M /T(M )EK (R)(J) bulunur. Ayrica M basit R—modiillerinin alt direkt carpimi

oldugundan Rad (M )=0 oldugu agiktr.

Tamm 3.10.7. R bir Dedekind bolgesi ve M bir R —modiil olsun. Q, R halkasinin

maksimal ideallerinin kiimesi ve P e Q olmak tizere

T,(M)={me M| P'm=0,n>1}

kiimesi M nin bir alt modilidiir. 7, (M) alt modiline M modiilinin P —asil
bileseni denir (Cohn, 1989).

Teorem 3.10.8. R bir Dedekind bolgesi ve M bir torsion R —modiil olsun. O
zaman M, P—asil bilesenlerinin direkt toplami olarak tek tiirli yazilir. Yani

M = P(-DQ T, (M) dir (Cohn, 1989).

Teorem 3.10.9. R bir Dedekind bolgesi olsun. R deki sifirdan farkli her asal ideal
maksimal idealdir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.10.10. R bir Dedekind bolgesi ve M torsion R-modiil olsun. Bu
takdirde M / Rad (M ) yar1 basittir (Alizade ve Biiyiikasik, 2008).

Teorem 3.10.11. R bir Dedekind bolgesi olsun. Bu takdirde R noetheriandir
(Wisbauer, 1991).

3.11. Lokal Modiiller

Tamm 3.11.1. M bir R—modil olsun. Eger M, kendisinden farkli biitiin alt

modiillerini igeren bir 6z alt modiile sahipse M modiiliine lokal modiil denir. R
halkas1 sol R —modiil olarak lokal ise R halkasina lokal halka denir (Wisbauer,
1991).

Tanmm 3.11.2. R degismeli bir bolge olmak iizere, R nin sifirdan farkl her ideali R

nin sadece sonlu sayida maksimal ideali tarafindan iceriliyor ve R nin sifirdan farkli
her P asal ideali icin R/P lokal halka ise R degismeli bolgesine h-lokal bolge
denir (Matlis, 1966).
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Tamm 3.11.3. M bir R-modiil olsun. Eger M/Rad(M) yan basit ise M
modiiliine yar1 lokal modiil denir. R halkasi sol R—modiil olarak yar lokal ise R

halkasina yari lokal halka denir (Facchini, 1998).

Tanimm 3.11.4. R degismeli bir bolge olmak iizere R nin sifirdan farkli her 7 ideali

R nin sadece sonlu sayida maksimal ideali tarafindan kapsaniyorsa yani R/I yar

lokal halka ise R degismeli bolgesine h-yar1 lokal bolge denir (Matlis, 1966).
Dedekind bolgeleri ve h-lokal bolgeler birer h-yar1 lokal bolgelerdir.

Teorem 3.11.5. Bir R halkasinin yar1 lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sol
R —modiiliin yar1 lokal olmasidir (Lomp, 1999, Clark ve ark., 2006).
Ispat: R yan lokal halka ve M bir sol R—modiil olsun. M, R —iiretilmis

oldugundan I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi olmak {iizere f:R(I) - M

epimorfizmast mevcuttur. Teorem 3.9.9 ve Teorem 3.9.12 kullanilirsa

Rad(R")=(Rad (R))"

olup, f((Rad(R))(I))SRad(M) oldugu gorillir. Bu
takdirde  herhangi  bir (r+Rad(R))_ < (R/Rad(R))" icin
f((;; +Rad(R))i€1): £((r)_,)+Rad(M) ile tanimli
f:(R/ Rad(R))(I) —M/Rad(M) doniisimii  epimorfizmadir. R yan lokal
oldugundan R/ Rad (R) yar basit olup Teorem 3.5.10 dan (R/ Rad(R))(l) yarl

basittir. Teorem 3.5.9 geregi M / Rad (M) yari basit olup M yar lokaldir. Tersi igin

M yerine R sol R—modiilii alinirsa ispat agiktir.

Tanim 3.11.6. Tek maksimal alt modiile sahip olan modiile zayif lokal modiil denir

(Biiyiikasik ve Lomp, 2008).
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4. MATERYAL VE YONTEM

4.1. Tiimlenmis Modiiller

Tammm 4.1.1. M bir R—modiill ve U,V <M olsun. M =U +V olmak iizere V bu
kosulu saglayan minimal alt modiil ise yani bir K<V icin M =U+K olmasi
K =V olmasim gerektiriyorsa V ye U nun toplamaya gore bir tiimleyeni veya
kisaca tiimleyeni denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 4.1.2. M bir R—modill ve U,V <M olsun. V nin U nun bir tiimleyeni

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M =U+V ve U NV <V olmasidir (Wisbauer,
1991).

Ispat: (=) V,U nun bir timleyeni olsun. O halde V, M =U +V kosulunu
saglayan minimal alt modiildiir. Bir K<V igin V=(UNV)+K olsun. Modiiler

kuralindan V =Vﬁ(U+K) yani V<U +K olur. Buradan M =U +V =U +K ve
V' nin minimalliginden K =V olur. Buradan U NV <V elde edilir.

() Bir L<V  i¢gin M=U+L olsun. Modiler kuralindan

V=VnM=(U mV)—f-L ve UNV «V oldugundan L=V elde edilir.

Teorem 4.1.3. M sonlu iiretilmis bir R —modiil olsun. Bu takdirde M nin her
tiimleyen alt modiilii de sonlu iiretilmistir (Clark ve ark., 2006).

Ispat: M sonlu iiretilmis bir modiil ve V, M nin bir tiimleyen alt modiilii olsun. Bu
takdirde M = <ml,m2,. . .,mn> olacak sekilde m,m,,...,m € M elemanlar1 ve

M =U +V olacak sekilde U <M alt modiilii vardir. Buradan her i=1,2,...,n icin

m,=u,+v, olacak sekildle w,eU ve v,eV elemanlann vardir. Dolayisiyla
M =U+<vl,v2,...,vn> olup V alt modiiliiniin minimalliginden V=<vl,v2,... v >

>"n

elde edilir. Sonug olarak V' sonlu iiretilmistir.
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Teorem 4.1.4. M bir R—modiil ve V, U alt modiiliiniin bir tiimleyeni olsun. Eger
W <U alt modiilii icin M =W +V ise V, W nin da bir tiimleyenidir (Clark ve ark.,
2006).

Ispat: X <V alt modiilii icin M =W +X ise W <U oldugundan M =U + X olur.

Buradan V, U nun bir tiimleyeni oldugundan X =V olmak zorundadir.

Teorem 4.1.5. M bir R—modiil, V M de U nun bir tiimleyeni ve K < M olsun.
Bu takdirde V, U + K nin da bir tiimleyenidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M =U +V oldugundan M =U +K+V olur. M =U + K + X olacak sekilde
X <V alt modiliinii alalim. Boylece K «< M oldugundan M =U+ X bulunur.
X<V ve V,U nun bir timleyeni oldugundan X =V bulunur. Dolayisiyla

V, U + K nn bir tiimleyenidir.

Teorem 4.1.6. M bir R—modiil V M de U nun bir tiimleyeni ve K <« M olsun.
Bu takdirde K NV <V dir (Zoschinger, 1974).
Ispat: V,U nun bir tiimleyeni oldugundan M =U+V ve UNV <V dir. Bir

S<V igin V=(KNV)+S olsun. O halde M=U+V=U+(KNV)+S

gerceklenir. K << M oldugundan Teorem 3.8.5(1)den KNV <M olup M =U +S§

yazilabilir. V' nin minimalliginden S =V olup KNV «V elde edilir.

Teorem 4.1.7. M bir R—modill, V M de U nun bir tiimleyeni ve L<U olsun.
Bu takdirde (V +L) / L,U/L nin M/L de bir timleyenidir (Z6schinger, 1974).

Ispat: M/L=(U+V)/L=(V+U+L)/L=((V+L)/L)+(U/L) oldugu agikur.
(U/L)A((V+L)/L)=((U"V)+L)/L oldugundan ((UV)+L)/L<(V+L)/L

oldugunu gostermek igin K/L<(V +L) / L alt modiiliinii alalim. Bu durumda
[(UAV)+L)/L)+[K/L]=((UAV)+K)/L=(V+L)/L

olup (UNV)+K=V+L elde edilir. Son esitlikte her iki tarafin V ile arakesiti
alimirsa (U NV)+K)nV =(UNV)+(KNV)=(V+L)"V =V olur. UNV <V
oldugundan KNV =V olup V <K yazilabilir. Dolaysiyla (V+L)/L<K/L olup

K/L=(V+L)/L olur. Béylece ((UNV)+L)/L<(V+L)/L elde edilir.
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Tamm 4.1.8. Bir M modiiliiniin her alt modiili bir tiimleyene sahipse M ye
tilmlenmis modiil denir. Boylece M tiimlenmis bir modiil ise, her U <M igin
M =U+V, UNV «V olacak sekilde bir V < M vardir (Wisbauer, 1991).

Yardimcr Teorem 4.1.9. M bir R—modill olmak ilizere M,,U<M ve M,

timlenmis olsun. Eger M, +U nun M de bir tiimleyeni varsa U nun da M de bir
tiimleyeni vardir (Zoschinger, 1974).

Ispat: M, +U nun M igindeki timleyeni X ve M, N (U + X) alt modiiliiniin M,

i¢indeki tiimleyeni Y olsun. Bu takdirde M =M, +U+X , (M,+U)NnX <X ve

M, =(M,N(U+X))+Y, (M,n(U+X))NY <Y yazlabilir. Buradan
M=M+U+X

=(M,N(U+X))+Y+U +X
=U+X+Y

ve

UN(X+Y)SXN(U+Y)+YN(U+X)SXN(U+M)+YNn(U+X)< X +Y
olur. Boylece X +Y,U nun M ig¢indeki tiimleyenidir.

Teorem 4.1.10. M, ve M, birer R—modiil olmak iizere M =M, +M, olsun. M,
ve M, tiimlenmis ise M tiimlenmistir (Zoschinger, 1974).

ispat: U<M olsun. M = (M U )+M ,» M de 0 asikar tiimleyenine sahiptir. X ,
(M,+U)NM, nin M, de bir tiimleyeni ise Yardimci Teorem 4.1.9 dan 0+ X , M
de M,+U nun bir tiimleyenidir. Yine M, "(U + X ) mn M, de bir tiimleyeni Y ise

Yardimci Teorem 4.1.9 dan X +Y, U nun M de bir tiimleyenidir. Sonug¢ olarak M

tiimlenmistir.

4.2. ®— Tiimlenmis Modiiller

Tanmm 4.2.1. M bir R—modiill ve U <M olsun. Eger M =U+V, UNV KV ve
M =V ®V, kosullarim1 saglayan M nin V,V, alt modiilleri mevcut ise U alt

modiiline M modiilinde bir ©—tiimleyene sahiptir denir. Eger M modiiliiniin
her alt modiili M de @ — tiimleyene sahipse, M modiiliine @ — tiimlenmistir denir

(Mohamed ve Miiller, 1990).
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Teorem 4.2.2. Sonlu sayida ®@—tiimlenmis R —modiiliin direkt toplami1 da @ —

tiimlenmistir (Harmanci ve ark., 1999).

Yardimar Teorem 4.2.3. M, Rad (M )=0 olacak sekilde bir R —modiil olsun. M

nin @ —tiimlenmis olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul M nin yar1 basit olmasidir

(Idelhadj ve Tribak, 2003).

Teorem 4.2.4. R bir halka olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(i) Her ®—tiimlenmis R —modiil injektiftir.
(ii) R sol noetherian V-halkadir (Idelhadj ve Tribak, 2003).

4.3. Bol Tiimlenmis Modiiller

Tanmm 4.3.1. M bir R—modiil, U <M olsun. M =U +V kosulunu gercekleyen
M nin her V' alt modiilii U nun M de bir tiimleyenini kapsiyor ise U alt modiiliine
M de bol tiimleyene sahiptir denir. M nin her alt modiilii bol tiimleyene sahip ise

M modiiliine bol tiimlenmistir denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 4.3.2. Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir:
(i) R yart miikemmeldir.
(ii) R timlenmistir.
(iii) Her sonlu iiretilmis R —modiil yar1t mitkemmeldir.
(iv) Her sonlu iiretilmis R —modiil (bol) tiimlenmistir.

(v) R yan lokaldir (Wisbauer, 1991).

Tanim 4.3.3. M bir R—modiill, me M, N<M ve m+N={m+xI X€e N} kiimesi
M nin bir yan sinift olmak iizere {Ci|ie I}, M nin yan smiflarimin bos kiimeden

farklr bir ailesi olsun. Eger I nin bos kiimeden farkli her sonlu F alt kiimesi i¢in

ﬂCi bos kiimeden farkli ise {C,lie I} yan smiflarmin ailesi sonlu kesisim
el

ozelligine sahiptir denir. Yan smiflarimin sonlu kesisim 6zelligine sahip bos

kiimeden farkli her {C, | i€ I} ailesi i¢in ﬂCi bos kiimeden farkli ise M modiiliine

iel

lineer kompakttir denir (Smith, 2000).
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Teorem 4.3.4. M bir R—modill ve N <M olsun. Bu takdirde M modiiliiniin
lineer kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N ve M/N nin lineer kompakt

olmasidir (Wisbauer, 1991).
Teorem 4.3.5. M bir R—modiil ve U, M nin lineer kompakt bir alt modiilii olsun.

Bu takdirde U, M de bol tiimleyene sahiptir (Wisbauer, 1991).

Teorem 4.3.6. M lineer kompakt bir R —modiil olsun. Bu takdirde
(i) M bol tiimlenmistir.
(ii) M nin noetherian olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her U alt

modiilil icin Rad(U) #U olmasidir (Wisbauer, 1991).

4.4. Zayif Tiimlenmis Modiiller

Tanmm 4.4.1. M bir R—modil, USM olsun. M=U+V ve UNVM
kosulunu saglayan M nin V alt modiiline U nun M deki zayif tiimleyeni denir.
Eger M nin her alt modiili M de bir zayif tiimleyene sahipse M ye zayif
tiimlenmis modiil denir (Clark ve ark., 2006).

Yardimcr Teorem 4.4.2. M bir R—modill ve M,, K <M olmak iizere M, zayif
timlenmis olsun. Bu takdirde M,+ K, M de bir zayif tiimleyene sahip ise K, M

de bir zayif tiimleyene sahiptir (Clark ve ark., 2006).
Ispat: Hipotez geregi M,+K nin M de bir N zayif tiimleyeni vardir. Bu durumda

M=M,+K+N ve (K+M,)NN<M olur. M, zayif tiimlenmis oldugundan
(K+N)NM, alt modiliinin M, iginde bir L zayif tiimleyeni vardir. Yani
M,=((K+N)AM,)+L (K+N)AL<M,  yaulabili. =~ Bu  durumda
M=M+K+N=((K+N)nM,)+L+K+N=K+N+L olur. Diger taraftan
(K+M,)NN <M oldugundan Teorem 3.8.5(i) kullamlirsa (K+L)NN <M
elde edilir. Yine (K+N)NL< M, oldugu goz 6niinde tutulursa Teorem 3.8.5(ii)

den (K+N)NL<M olup KN(L+N)<(K+L)YNN+(K+N)NL<M olur.

Dolayisiyla L+ N, K alt modiiliiniin M de bir zayif tiimleyenidir.
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Teorem 4.4.3. M, ve M, birer R—modiil olmak lizere M =M, +M, olsun. Eger
M, ve M, zayif timlenmisise M zayif tiimlenmistir (Clark ve ark., 2006).

Ispat: N, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. M,+(M,+N) nin M de sifir
agikar zayif tiimleyeni mevcuttur ve M, zayif tiimlenmis oldugundan Yardimci
Teorem 4.4.2 geregi M,+N, M de bir zayif tiimleyene sahiptir. M, zayif
timlenmis oldugundan yine Yardimci Teorem 4.4.2 geregi N, M de bir zayif
timleyene sahiptir. Sonug olarak M zayif timlenmistir.

Sonu¢ 4.4.4. Zayif timlenmis modiillerin sonlu toplamlar1 da zayif tiimlenmistir

(Clark ve ark., 2006).

Teorem 4.4.5. {M i}ie , zayif timlenmig R-—modiillerin bir ailesi olmak iizere

M :ZMI. olsun. Eger Rad(M)< M ise M zayif tiimlenmistir (Bilyiikasik,

iel
2009).
Teorem 4.4.6. Bir R halkasinin yar1 lokal olmas i¢in gerek ve yeter kosul R sol

R —modiiliiniin zayif timlenmis olmasidir (Lomp, 1999).

4.5. Dual Sonlu Tiimlenmis ve Dual Sonlu Zayif Tiimlenmis Modiiller

Tanmmm 4.5.1. M R-modiiliiniin dual sonlu her alt modiilii bir (zayif) tiimleyene

sahip ise M modiiline dual sonlu (zayif) tiimlenmis modiil denir (Alizade ve
Biiyiikasik, 2003, Alizade ve ark., 2001).

Teorem 4.5.2.

(i) Dual sonlu tiimlenmis modiillerin boliim modiilleri de dual sonlu
tiimlenmistir.

(ii) Keyfi sayidaki dual sonlu tiimlenmis modiillerin toplami1 da dual sonlu
tiimlenmistir.

(iii) Bir M R —modiiliiniin dual sonlu tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her maksimal alt modiiliiniin bir tiimleyene sahip olmasidir (Alizade ve ark.,

2001).
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Teorem 4.5.3.

(i) Dual sonlu zayif tiimlenmis modiillerin boliim modiilleri de dual sonlu
zayif timlenmistir.

(i) Keyfi sayidaki dual sonlu zayif tiimlenmis modiillerin toplami da dual

sonlu zayif tiimlenmistir.

(iii) M bir R—modiil olmak ilizere M / Rad (M) dual sonlu zayif tiimlenmis
olsun. Bu takdirde M / Rad(M') nin dual sonlu her alt modiilii bir direkt toplam
terimidir (Alizade ve Biiyiikasik, 2003).

Teorem 4.5.4. M bir R—modiil ve Rad(M) < M olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir:

(i) M dual sonlu zayif tiimlenmistir.

(i) M / Rad(M) dual sonlu zayif tiimlenmistir.

(iii) M / Rad (M) nin dual sonlu her alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
(iv) M/Rad (M) nin her maksimal alt modiilii bir direkt toplam terimidir.

(v) M nin her maksimal alt modiilii bir zayif tiimleyene sahiptir (Alizade ve
Biiyiikasik, 2003).
Teorem 4.5.5. M bir lokal noetherian R-modiil ve N <Rad(M) olsun. Bu

takdirde M nin dual sonlu zayif tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul M/N
nin dual sonlu zayif tiimlenmis olmasidir (Biiyiikasik, 2009).

Ispat: (=) Teorem 4.5.3(i) den goriiliir.

(&) K,M nin maksimal alt modiilii olsun. Buradan N <Rad(M)<K olup
Teorem 3.2.9 dan K/N <M /N maksimaldir. Her maksimal alt modiil dual sonlu
oldugundan hipotez geregi K/N, M/N de bir zayif tiimleyene sahiptir. Bu takdirde
(K/N)+(U/N)=M/N ve (K/N)n(U/N)=(KNU)/N<M/N olacak sekilde
U/N<M/N vardir. Teorem 3.9.2 geregi (K NU)/N <Rad(M/N)=Rad(M)/N
olup KNU < Rad (M ) olur. Alizade ve Biiyiikagik (2003)" a gore U/N alt

modiiliinii devirli alabiliriz. Boylece U =Rx+ N olacak sekilde xeU vardir.

Dolayisiyla M =K+U =K+Rx+N=K+Rx ve KNRx<KNU <Rad(M) olur.

M lokal noetherian modiil ve K N Rx < Rx oldugundan Teorem 3.7.5 ile K NRx
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sonlu {iiretilmistir ve Teorem 3.9.11 den K " Rx <« M olur. Dolayisiyla Rx, M de
K maksimal alt modiiliiniin zayif tiimleyenidir. Teorem 4.5.4 den M dual sonlu
zayif timlenmis modiildiir.

Sonu¢ 4.5.6. M bir lokal noetherian R —modiil olsun. Bu takdirde M nin dual
sonlu zayif tiimlenmig modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M/Rad(M) nin her

maksimal alt modiiliiniin bir direkt toplam terimi olmasidir (Biiyiikasik, 2009).

Sonug 4.5.7. M bir lokal noetherian R —modiil olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler
denktir:

(i) M dual sonlu zayif tiimlenmistir.

(ii) N <Rad (M) olmak iizere M/N dual sonlu zayif tiimlenmistir.

(iii) M/Rad(M) dual sonlu zayif tiimlenmistir.

(iv) M / Rad (M) nin dual sonlu her alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
(v) M/Rad(M) nin her maksimal alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
(vi) M / Rad (M) nin her maksimal alt modiilii bir zayif tiimleyendir.

(vil) M nin her maksimal alt modiilii bir zayif tiimleyendir (Biiylikasik,

2009).

Teorem 4.5.8. Lokal noetherian bir M R —modiiliiniin yar1 basit olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M nin devirli her alt modiiliiniin bir direkt toplam terimi olmasidir
(Biyiikasik, 2009).
Ispat: (=) Agikur.
(&) M nin yan basit olmadigim kabul edelim. me M —Des(M ) alahm. M lokal

noetherian modiil oldugundan Rm noetheriandir. Hipotez geregi M nin sonlu
tiretilmis her alt modiiliiniin bir direkt toplam terimi oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Rm nin bir direkt toplam terimidir. Rm nin her alt modiilii bir direkt toplam terimi

oldugundan yarn basit modiil tanim1 geregi Rm yar1 basittir. Des(M ) nin tanimi géz

oniinde tutulursa me Des(M ) olur ki bu ise me M —Des(M ) olmasiyla gelisir. O

halde kabuliimiiz yanlis olup M yar basittir.
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4.6. Zayif Rad-Tiimlenmis Modiiller

Tamm 4.6.1. M bir R—modill ve U<M olsun. M =U+V ve UNV < Rad(V)

olacak sekilde M nin bir V alt modiilii varsa V ye U nun M de Rad-tiimleyeni
denir. M modiiliiniin her alt modiilii bir Rad-tiimleyene sahip ise, M modiiliine

Rad-tiimlenmis modiil denir (Wang ve Ding, 2006).

Tanmm 4.6.2. M bir R—modiil ve U<M olsun. M =U+V ve UNV < Rad(M)

olacak sekilde M modiiliiniin bir V alt modiili varsa V alt modiiline U alt
modiilinin M de zayif Rad-tiimleyeni denir. A modiiliiniin her alt modiilii bir
zaylf Rad-tiimleyene sahip ise M modiiline zayif Rad-tiimlenmis modiil denir

(Wang ve Ding, 2006).

Teorem 4.6.3. M bir R—modiill ve U,V <M olmak tizere V,U nun M de bir
zaylf Rad-tiimleyeni olsun. Eger V', M nin bir direkt toplam terimi ise V, U nun

Rad-tiimleyenidir (Tiirkmen, 2007).
Yardimc1 Teorem 4.6.4. M bir R—modil ve U, V<M olmak iizere V, U alt
modiiliinin M de bir zayif Rad-tiimleyeni olsun. O zaman her LcU igin
(V+L)/L, M/L de U/L nin bir zayif Rad-tiimleyenidir (Wang ve Ding, 2006).
Ispat: V.U nun M de zayif Rad-timleyeni oldugundan M =U+V ve
UNV<Rad(M) yaznlabilir. M=U+V esitliginden M =U+V+L olup
M/L=(U/L)+((V+L)/L) elde edilir. 7:M — M/L dogal homomorfizmas icin
Teorem 3.9.9 ile

(U/L) N ((V+L)/L)=(Un(V+L))/L=((U~V)+L)/L

=7(UNV)<7z(Rad(M))<Rad(M/L)

yazilabilir. Bdylece (V+L)/L, M/L de U/L nin bir zayif Rad-tiimleyenidir.

Teorem 4.6.5. Zayif Rad-tiimlenmis modiillerin sonlu toplamlar1 da zayif Rad-

tiimlenmistir (Wang ve Ding, 2006).

Teorem 4.6.6. Zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin boliim modiilii de zayif Rad-

tiimlenmistir (Wang ve Ding, 2006).
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Ispat: M zayif Rad-timlenmis bir R-modiil ve© N<L<M olmak iizere
L/INSM/N alahm. M zayif Rad-timlenmis oldugundan M =L+K ve

LNK<Rad(M) olacak sekilde K<M vardi. 7:M —M/N dogal

homomorfizmast igin Yardimei Teorem 4.6.4 den (K +N )/ N,M/N de L/N nin

bir zayif Rad-tiimleyenidir.

Sonug 4.6.7. Zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin homomorf goriintiisii de zayif Rad-

timlenmistir (Wang ve Ding, 2006).

Teorem 4.6.8. M bir R —modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(i) M/Rad(M) yan basittir.

(ii) M zayif Rad-tiimlenmistir (Clark ve ark., 2006).
Ispat:
(i)=(@i) U<M olsun. Hipotez geregi M/Rad(M) yar basit oldugundan
(U +Rad (M / Rad .M / Rad (M) nin bir direkt toplam terimidir ve bundan
dolayr M/Rad (M )= ((U +Rad (M / )/Rad (M )(—B(K /Rad(M)) olacak sekilde

K <M alt modiilli vardir. Buradan M =U+K ve UNK<Rad(M) olur.

Dolayisiyla M zayif Rad-tiimlenmistir.
(i))= (i) U/Rad (M) <M /Rad (M) olsun. Bu durumda U <M olup hipotez geregi

M=K+U ve KNU<Rad(M) olacak sekilde K <M mevcuttur. Buradan
M/Rad (M) =((K +Rad (M))/Rad (M))+(U/Rad (M )) olup KU <Rad (M)
oldugu goz oniinde tutulursa  ((K+Rad (M ))/Rad(M))~(U/Rad (M))=
(KNU)+Rad(M))/Rad (M)=0 olur. Boylece U/Rad (M), M/Rad(M) nin

bir direkt toplam terimi olup M /Rad (M) yart basittir.

4.7. Dual Sonlu Rad-Tiimlenmis Modiiller

Tanmm 4.7.1. M bir R —modiil olsun. M modiiliiniin dual sonlu her alt modiilii bir
Rad-tiimleyene sahip ise M modiiline dual sonlu Rad-tiimlenmis modiil denir

(Biiyiikasik ve Lomp, 2008).

42



Yardimc1 Teorem 4.7.2. M bir R —modiil olmak iizere N, M nin dual sonlu Rad-

U, M N+U, M

tiimlenmis bir alt modiilii ve nin dual sonlu bir alt modiilii olsun.

U

de bir Rad-tiimleyene sahip ise ~ da M de bir Rad-tiimleyene sahiptir (Biiyiikasik

ve Lomp, 2008).

Teorem 4.7.3.

(i) Dual sonlu Rad-tiimlenmis modiillerin boliim modiilleri de dual sonlu
Rad-tiimlenmistir.

(ii) Keyfi sayidaki dual sonlu Rad-tiimlenmis modiillerin toplami da dual

sonlu Rad-tiimlenmistir (Biiyiikasik ve Lomp, 2008).

Tamm 4.7.4. M bir R —modiil olsun. M modiiliiniin dual sonlu her alt modiilii M
de direkt toplam terimi olacak sekilde bir Rad-tiimleyene sahip ise M modiiliine

@ — dual sonlu Rad-tiimlenmis modiil denir (Kosan, 2009).
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S. BULGULAR VE TARTISMA

5.1. Dual Sonlu Zayif Rad-Tiimlenmis Modiiller

Tamm 5.1.1. M bir R—modiil olsun. M modiiliiniin dual sonlu her alt modiilii bir
zayif Rad-timleyene sahip ise M modiiline dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis
modiil denir.

Her yar1 basit, lokal ve artinian modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Yine zayif Rad-tiimlenmis her modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Fakat

bunun tersinin her zaman dogru olmadig ileride gosterilecektir.

Yardimc1 Teorem 5.1.2. M bir R—modiil olmak iizere U, M nin bir dual sonlu
(maksimal) alt modiilii ve V, M de U nun zayif Rad-tiimleyeni olsun. Bu takdirde
U,M de V tarafindan icerilen sonlu iiretilmis (devirli) bir zayif Rad-tiimleyene
sahiptir.

ispat: U,M nin dual sonlu bir alt modili olmak iizere ¢@:V —>M / U
epimorfizmasini goz Gniine alalim. Teorem 3.3.6 dan V/(UNV)=M/U olup
V/(U nV) sonlu iiretilmistir. V/(U V) bslim modiiliiniin x,,x,,....x, €V olmak
tizere x, +UNV,x,+UNV,.,x, +UNV elemanlan tarafindan iiretildigini kabul
edelim. Bu takdirde her v+UNVeV/(UnV) i¢in
v+UNV =5 (x,+UNV)+-+r,(x,+UNV) olacak sekilde reR, i=1,...,n
vardir. Buradan v—(rx +:-+rx )eUNV yazlabili. W =Rx, +Rx,+---+Rx,

alinirsa ve (rx, +-+rx,)+UNV cW+U NV olur. Boylece V=W+UNV ve
buradan M =U+V =U+W+U NV =U+W yazlir. Diger taraftan V,M de U
nun zayif Rad-timleyeni oldugundan U NV <Rad(M) olup buradan
UNW cUNV<Rad(M) elde edilir. O halde W, M de U alt modiiliiniin V

tarafindan icerilen sonlu iiretilmis bir zayif Rad-tiimleyenidir.
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Eger U maksimal ise M/U basit dolayistyla V/ (U mV) basittir. Her basit

modiil devirli oldugundan V/(U nV)=(x+U NV) olacak sekilde bir xe V vardir.

Bu durumda V nin W =Rx devirli alt modiilii U maksimal alt modiiliiniin zayif
Rad-tiimleyeni olur.

Yukaridaki yardime1 teorem ile genelligi bozmadan dual sonlu alt modiillerin
zayif Rad-tlimleyenlerinin sonlu {iiretilmis alinabilecegi soylenebilir. Ancak dual
sonlu alt modiillerin zayif Rad-tiimleyenleri her zaman sonlu {iiretilmis olmak

zorunda degildir.
Ornek 5.1.3. peP icin Q®Z, Z-modilini alalm. 7Z  basit ve

z,=(Q®z,)/(Q®0) oldugundan Q®0, Q®Z, nin bir maksimal dolaystyla

dual sonlu alt modiiliidir. MzzZl olsun. (M ®Z,)+(Q®0)=Q®Z, ve

eip 4

Teorem 3.9.12 den (M@Zp)m(@@O)=M®OS Q@OzRad(Q@Zp) olup
M ®Z, alt modili, Q®Z, de Q®0 dual sonlu alt modiiliiniin zayif Rad-

timleyenidir. Ancak M/Z, <l+Z> devirli gruplarmin bir direkt toplamu
q

oldugundan sonlu tiretilmis degildir. O halde M sonlu iiretilmis degildir. Dolayisiyla

M @7, sonlu iiretilmis degildir.

Teorem 5.1.4. M bir R—modiil olsun. Eger M nin her U dual sonlu alt modiilii

icinh M =U+V ve UNV,V de bir zayif timleyene sahip olacak sekilde M nin bir

V' alt modiilii varsa M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

ispat: U, M modiliiniin dual sonlu bir alt modiilii, M =U+V ve N ise V de
UNV nin zayif timleyeni, yani V =(U ﬁV)+N, (U mV)mN=UﬁN <V
olsun. Teorem 3.8.5(i1) geregi U NN <M olur. Sonu¢ olarak M =U+V =
U+(UNV)+N=U+N ve UNN<Rad(M) olup M dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir.

Yardimal Teorem 5.1.5. M bir R—modiil ve U, M nin dual sonlu bir alt modiilii

olsun. Eger U, M de bir V' zayif Rad-tiimleyene sahip ve V nin sonlu iiretilmis her
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K alt modiilii i¢in Rad(K)=KNRad(M) ise U, M de sonlu iiretilmis bir Rad-
tiimleyene sahiptir.

Ispat: V,U nun M de bir zayif Rad-timleyeni oldugundan M =U+V ve
UNV <Rad(M) yazlabilir. U, M modiliiniin dual sonlu bir alt modiili
oldugundan Yardimci Teorem 5.1.2 den U, M de V tarafindan icerilen sonlu
tretilmis bir K zayif Rad-tiimleyenine sahiptir. Yani M =U+K ve
UNK<Rad(M) olacak sekilde K <V vardir. Ote yandan kabuliimiiz geregi
UNK<KnNRad(M)=Rad(K) oldugundan K, U dual sonlu alt modiiliiniin Rad-
tiimleyenidir.

Teorem 5.1.6. M bir R—modiil olmak {izere, M nin sonlu iiretilmis her K alt
modiilii icin Rad(K)=K N Rad(M) olsun. Bu takdirde M nin dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu Rad-tiimlenmis

olmasidir.

ispat: (:>) U, M modiiliiniin dual sonlu bir alt modiilii olsun. M dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmis modiil oldugundan M =U +V ve U NV < Rad (M) olacak sekilde

bir V<M vardir. Yardimci Teorem 5.1.2 den U, M modiiliinde V tarafindan
icerilen sonlu iiretilmis bir K zayif Rad-tiimleyenine sahiptir. Yardimci Teorem
5.1.5den K, U dual sonlu alt modiiliiniin Rad-tiimleyeni olup M dual sonlu Rad-
tiimlenmis bir modiildiir.

(&) M dual sonlu Rad-tiimlenmis bir modiil olsun. Bu takdirde U, M nin dual

sonlu bir alt modiilii olmak tizere M =U+V ve U NV < Rad(V) olacak sekilde
V<M vardir. Teorem 3.9.8 den U NV <Rad(V)< Rad(M) olup M dual sonlu

zay1f Rad-tiimlenmistir.

Sonu¢ 5.1.7. M her sonlu iiretilmis K alt modiilii i¢cin Rad(K)=K N Rad(M)
kosulunu saglayan sonlu iiretilmis bir R —modiil olsun. Bu takdirde M nin zayif
Rad-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin Rad-tiimlenmis olmasidir.

Ispat: Sonlu iiretilmis bir modiiliin her alt modiilii dual sonlu oldugundan Teorem

5.1.6 dan istenen gerceklenir.

Teorem 5.1.8. Sol Bass halka {iizerindeki sifirdan farkli dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmis her modiil dual sonlu zayif tiimlenmistir.
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Ispat: R bir sol Bass halka, M sifirdan farkli dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir
modiil ve U, M nin dual sonlu bir alt modiilii olsun. Bu durumda M =U+V ve
U NV < Rad (M) olacak sekilde V <M vardir. Teorem 3.9.13 den Rad (M )< M
olup M dual sonlu zayif tiimlenmistir.

Teorem 5.1.9. Zayif lokal her modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: M zayif lokal bir R —modiil ve U, M nin dual sonlu bir 6z alt modiilii olsun.
M/U sonlu iiretilmis oldugundan, Sonug 3.2.11 ile M nin U yu kapsayan bir P

maksimal alt modiilii vardir. M zayif lokal oldugundan Rad (M )= P olur. O halde

M=U+M ve UNnM=UcP=Rad(M) olup M, U nun bir zayif Rad-
tiimleyenidir. Sonug olarak M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Ornek 5.1.3 deki M =Q®Z, Z—modiiliinii ele alahm. Rad(M)=Q®0

M nin tek maksimal alt modiilii oldugundan M zayif lokal modiildiir. Dolayisiyla

M dual sonlu zayif Rad-tlimlenmistir.

Teorem 5.1.10. M bir aritilabilir R —modiil olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(i) M ®— dual sonlu Rad-tiimlenmistir.
(ii) M dual sonlu Rad-tiimlenmistir.
(iii) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat:

(i) = (ii) = (iii) Agiktir.

(iii) = (i) M dual sonlu zayif Rad-tlimlenmis R —modiil ve N, M nin dual sonlu alt

modiilii olsun. Bu takdirde M = N+K ve N NK < Rad (M) olacak sekilde K <M
vardir. M artilabilir modiil oldugundan L < K ve M = N + L olacak sekilde M nin
bir L direkt toplam terimi vardir. NNLSNNK<Rad(M) ve M=N+L
oldugundan L, N nin zayif Rad-tiimleyeni olup Teorem 4.6.3 geregi L, N nin Rad-

timleyenidir. Sonug olarak M nin her N dual sonlu alt modiilii M de direkt toplam
terimi olan L Rad-tiimleyenine sahip oldugundan M @—dual sonlu Rad-

tiimlenmistir.

Teorem 5.1.11. M bir R —modiil ve Rad (M )< M olsun. Bu takdirde M nin dual

sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu zayif

tiimlenmis olmasidir.
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Ispat: (:>) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiil ve U, M nin dual sonlu
bir alt modiilii olsun. Bu takdirde M =U +V ve U NV <Rad (M) olacak sekilde

V<M vardir. Rad(M)<M oldugundan Teorem 3.8.5(i) den U NV <M olup

M dual sonlu zayif tiimlenmis modiildiir.

(&) M dual sonlu zayif tiimlenmis bir modiil ve U, M nin dual sonlu bir alt
modiilii olsun. Bu takdirde M =U+V,U NV <« M olacak sekilde V <M vardir.

Teorem 3.9.2 den U NV < Rad (M ) olup M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Sonug 5.1.12. M bir es-atomik modiil olsun. Bu takdirde M nin dual sonlu zayif
Rad-tiimlenmis olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu zayif tiimlenmis
olmasidir.

Ispat: Teorem 3.9.5 den goriiliir.

Sonug 5.1.13. M sonlu iiretilmis bir R —modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir:
(i) M zayif Rad-tiimlenmistir.
(i) M zayif timlenmistir.
Ispat:
(i)=(ii) M zayif Rad-tiimlenmis oldugundan dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

M sonlu iiretilmis oldugundan Sonug 3.9.6 ile Rad (M )< M olup Teorem 5.1.11

den M dual sonlu zayif tiimlenmistir. Yine M sonlu iiretilmis oldugundan her alt
modiilii dual sonlu olup M zayif tiimlenmistir.

(ii) = (i) Agiktir.

Teorem 5.1.14. Dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin her boliim modiili de
dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir

Ispat : M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir R —modiil ve L, M nin keyfi bir alt
modiilii olmak tizere M/L boliim modiiliinii alalm. U/L, M/L nin dual sonlu alt

modiilii olsun. Teorem 3.3.7 den (M/L)/(U/L)=M/U sonlu iiretilmistir. Boylece

U, M nin dual sonlu bir alt modiili olup M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis

oldugundan M =U +V ve U NV < Rad(M) olacak sekilde V <M vardir. Yardimci

Teorem 4.6.4 den (V +L)/L,U/L nin M/L de bir zayif Rad- timleyenidir.
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Sonug 5.1.15. Dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin homomorf goriintiisii de

dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.1.16. M bir R—modill ve N <M olsun. Eger M modiiliiniin N alt
modiiliinii kapsayan her dual sonlu alt modiilii zayif Rad-tiimleyene sahip ise M/N
dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: U/N, M/N nin dual sonlu bir alt modiilii olsun. Bu takdirde Teorem 3.3.7
geregi (M/N) / (U/N)=M/U olup U, M nin N alt modiiliinii kapsayan dual sonlu
alt modiilii olur. Hipotez geregi M =U+V ve UNV <Rad(M) olacak sekilde
V <M vardir. Yardimc1 Teorem 4.6.4 geregi (V +N) / N,U/N nin M/N de zayif

Rad-tiimleyeni olup M/N dual sonlu zayif Rad-timlenmistir.

Bir modiiliin bir alt modiiliine gore boliim modiilii dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmis ise kendisi dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmak zorunda degildir.

Ornek 5.1.17. pe P olmak iizere < p> <Z igin Z/ < p> boliim modiiliinii gbz Oniine

alahm. 7, EZ/ < p> bolim modiili basit oldugundan dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir.

N ve K, 7Z nin 0z alt modiilleri olsun. Bu takdirde N = <n>, K =<m> olacak
sekilde Ove *1 den farkli n,me Z vardir. Ayrica O#nme N NK #0 dir. O halde
N i¢in Z=N+K, NNnK <Rad(Z)=0 olacak sekilde K alt modiilii yoktur. ,Z
dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis degildir.

Teorem 5.1.18. M bir R—modiil ve N<M olsun. N<Rad(M) ve M/N dual
sonlu zay1f Rad-tiimlenmis bir modiil ise M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

ispat: U, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. O halde M /U sonlu iiretilmistir.
Teorem 3.3.7 den

(M/U)/(U+N)/U) = MJ(U +N) = (M/N)/(U + N)/N)

sonlu iiretilmis olup, (U+N)/N, M/N nin dual sonlu alt modiiliidiir. Hipotez

geregi

MIN =((U-+N)/N)+(X/N)
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(U+N)/N)(X/N)=((UNX)+N)/N <Rad(M/N)

olacak sekilde X/N <M/N alt modiilii vardir. Burada N <Rad(M) oldugundan

Teorem  3.9.10  geregi  Rad(M/N)=Rad(M)/N  dir. O  halde
((UﬁX)+N)/NSRad(M)/N olup UNX<Rad(M) olur. Ayrca

M/N=((U+N)/N)+(X/N) oldugundan M =U +X olur. Sonug olarak X , U
nun M de zayif Rad-tiimleyenidir.

Sonu¢ 5.1.19. Dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin her genellestirilmis

ortiisii de dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Onerme 5.1.20. M dual sonlu zayif Rad-timlenmis bir R—modiil olsun. Bu
takdirde M deki her Rad-tiimleyen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Ispat: V,M de U nun Rad-timleyeni olsun. Bu durumda M =U+V ve

UNV <Rad (V) oldugundan Teorem 3.3.6 dan M /U =(U +V)/U = V/(U NV)
yazilabilir. Teorem 5.1.14 den V/ (U ﬁV) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Diger

taraftan U NV < Rad (V) oldugundan Teorem 5.1.18 den V dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir.

Keyfi sayida dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiliin toplaminin da dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil oldugunu gostermek i¢in 6nce asagidaki yardimci
teoremi verelim.

Yardimcr Teorem 5.1.21. M bir R—modiil olmak {izere N, M nin dual sonlu
zayif Rad-tiimlenmis bir alt modiilii ve U, M nin dual sonlu bir alt modiilii olsun.
N+U,M de bir zayif Rad-tiimleyene sahip ise, U da M de bir zayif Rad-

tiimleyene sahiptir.

Ispat: X, N+U nun M de bir zayif Rad-tiimleyeni olsun. Yani M =X + N+U ve

Xﬁ(N +U )SRad(M ) olsun. Teorem 3.3.6 ve Teorem 3.3.7 kullanilirsa
[N/(NN(X+U)] =[(X +N+U)/(X +)]=M/(X+U)=[(M/U)/(X +U)/U)]
bolim modiili sonlu iiretilmis olup NN (X+U), N nin bir dual sonlu alt

modiiliidiir. N dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis oldugundan N =(N (X +U))+Y
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ve (Nm(X +U))mY=(X +U)NY <Rad(N) olacak sekilde bir Y <N vardur.

Buradan M =X+N+U=X+(NN(X+U)+Y)+U=U+X+Y elde edilir.

Ayrica

UN(X+Y)<XN(U+Y)+YN(X+U)
SXN(U+N)+YN(X+U)
<Rad (M )+ Rad(N)< Rad (M)

oldugundan X +Y, U nun M de bir zayif Rad-tiimleyenidir.

Teorem 5.1.22. Keyfi sayida dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiliin toplami da
dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: Her ie I igin M, dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiller olmak iizere

M = ZM , ve N, M nin dual sonlu bir alt modiilii olsun. Bu takdirde M/N sonlu

iel
iiretilmis olup M/N =<x1 +N,...,x,+N > olacak sekilde x,x,,...,x,€ M vardir.

Her i=12,..,n i¢cin x;€ M oldugundan x,=m, +m, teetmy olacak sekilde

nel, meM,, k=1,...,s(i) vardir. m+Ne M/N keyfi elemam i¢in m+N =

n(x+N)+-+r,(x,+N) olacak sekilde ne R ve i=1,2,...,n vardir. Buradan

te N olmak lizere m:rl(mll+-~-+ml(1))+-~+rn(mnl+-~+mn())+t yazilabilir.

Boylece J z{ll,...,15(1),21,...,25(2),...,nl,...,ns(n)} olmak lizere
M:ZM].+N=M11+ 2 M;+N dir. M, + z M ;+N modilu sifir agikar
Jed jes-{u} jes—{u}

zayif Rad-timleyenine sahiptir. M, dual sonlu zayif Rad-timlenmis oldugundan

Yardimci Teorem 5.1.21 den z M ;+N modilii M de bir zayif Rad-timleyene

jel-{u}
sahiptir. Benzer sekilde devam edilirse Yardimci Teorem 5.1.21 yardimiyla sonlu bir
adim sonunda N nin M de bir zayif Rad-tiimleyene sahip oldugu goriiliir. Boylece
M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Sonu¢ 5.1.15 ve Teorem 5.1.22 nin bir sonucu olarak asagidaki ifadeyi

verebiliriz.
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Sonug 5.1.23. M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir R —modiil olsun. Bu takdirde

her M — iiretilmis modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Her maksimal alt modiilii bir zayif Rad-tiimleyene sahip olan modiiliin dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmis oldugunu gostermeden once asagidaki yardimci teoremi

verelim.

Yardimci Teorem 5.1.24. M bir R —modiil ve N, M nin bir maksimal alt modiilii

olmak tizere K <M , N nin bir zayif Rad-tiimleyeni olsun. M nin U alt modiilii

icin K+U, M de bir zayif Rad-tiimleyene sahip ise U alt modiili de M de bir

zayif Rad-tiimleyene sahiptir.

Ispat: X, K+U nun M deki bir zayif Rad-tiimleyeni, yani M =X +K+U ve
X N(K+U)<Rad(M) olsun. Diger taraftan K, N nin bir zayif Rad-timleyeni
oldugundan M =K+N ve KN N <Rad(M) dir.

KN (X+U)cRad(M) ise
(K+X)nU<[KN(X+U)]+[ X n(K+U)]<Rad(M)

olur. Dolayisiyla M =X +K+U , (K+X)NU <Rad(M) oldugundan K + X, M

de U nun bir zayif Rad-tiimleyeni olur.

KN(X+U)z Rad(M) ise KNN <Rad(M) oldugundan K N (X +U)z KNN

yazilabilir. Teorem 3.3.6 dan K/(KNN) =(K+N)/N=M/N dir ve N, M nin bir

maksimal alt modiili oldugundan KN N, K mnin bir maksimal alt modiilidiir.

Teorem 3.5.3 den (K NN)+(K N (X +U))=K olup
M=U+K+X=U+(KNN)+(KN(X+U)+X=U+(KNN)+X
yazilabilir. Boylece

(Un((KAN)+X))<[(KAN)A(U+X) ][+ X n((KAN)+U) |
<(KNN)+(XN(K+U))
<Rad(M)

olur. O halde M =U+(KNN)+X, (UN[(KNN)+X ])<Rad(M) oldugundan

(KNN)+X, M de U nun zayif Rad-tiimleyenidir.
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M bir R—modiil ve

Q={K<M|K, M de bir maksimal alt modiiliin zayif Rad-tiimleyeni}

olsun. Q daki biitiin alt modiillerin toplami olan R-modiiliinii mzr(M) ile

gosterelim.

Teorem 5.1.25. Bir M R —modiilll i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

(i) M nin her maksimal alt modiilii bir zayif Rad-tiimleyene sahiptir.

(iii) M / mzr (M) bolim modiilii maksimal alt modiil icermez.
Ispat:
(i) = (ii) Her maksimal alt modiil dual sonlu oldugundan ispat agiktir.
(ii)= (iii) Kabul edelim ki M / mzr(M ) nin N / mzr(M ) gibi bir maksimal alt
modiilii olsun. Bu takdirde Teorem 3.2.9 dan N, M nin bir maksimal alt modiiliidiir.
Hipotezden M =N+K, NNK <Rad (M) olacak sekilde bir K <M vardir. Q
kiimesinin tanimindan K € Q dir. Dolayisiyla K <mzr(M)< N <M olur. Buradan

N=N+K=M olur ki buise N nin maksimal alt modiil olmasiyla celisir. O halde

kabuliimiiz yanls olup M / mzr (M ) boliim modiilii maksimal alt modiil igcermez.

(iii)=>@{) U, M nin dual sonlu bir alt modiilii olsun. O halde M /U sonlu

iretilmistir. Teorem 3.3.7 den
[(M/U)/((U+mzr(M))/U)] E[M/(U+mzr(M))]

sonlu iiretilmistir. Yani U+mzr(M), M nin dual sonlu alt modiiliidiir. Eger
M #U+mzr(M) olsa Sonug¢ 3.2.11 den M nin U+mzr(M) alt modiiliini
kapsayan bir N maksimal alt modiilii vardir. Buradan Teorem 3.2.9 ile N / mzr(M )
, M / mzr(M ) nin bir maksimal alt modiilii olur. Bu ise hipotez ile gelisir. O halde
M =U+mzr(M) dir. Diger taraftan M/U sonlu iiretilmis oldugundan
MU :<x1 +U,...,x, +U> olacak sekilde x,x,,....,x,€ M vardir. Buradan

M =Rx,+Rx,+---+Rx,+U elde edilir. Ayrica M =U +mzr(M) oldugundan her
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i=1L2,...,m i¢cin x,=u,+c, olacak sekilde u,eU, ce mzr(M) vardir. Her
i=12,..,m ic¢in ¢;,  daki alt modiillerin sonlu bir toplam: tarafindan icerilir. Bu
sonlu toplam1 olusturan Q daki alt modiiller K, K,,...,K, ise M =U +K, +---+ K,
yazilabilir. M =(U +K,+---+K, )+ K, modiilii sifir asikar zayif Rad-tiimleyenine

sahiptir. Yardimc1 Teorem 5.1.24 den U +K,+---+K, ;,, M de bir zayif Rad-

timleyenine sahip olur. Benzer sekilde devam edilirse Yardimci Teorem 5.1.24 ile
U nun M de bir zayif Rad-tiimleyene sahip oldugu goriiliir. Sonug olarak M dual

sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.1.26. M bir R—modiil ve Rad(M)< N <M olsun. M dual sonlu zayif
Rad-tiimlenmis bir modiil ise M/N bélim modiiliiniin dual sonlu her alt modiilii bir

direkt toplam terimidir.

Ispat: U/N, M/N boliim modiiliiniin dual sonlu bir alt modiilii olsun. Teorem 3.3.7
den (M/N)/(U/N)=M/U sonlu iiretilmis olup U, M nin dual sonlu bir alt
modiiliidiir. M dual sonlu zayif Rad-timlenmis oldugundan M =U+V,

U NV < Rad(M) olacak sekilde bir V <M vardir. Yardimc1 Teorem 4.6.4 geregi

(V+N)/N, U/N nin M/N de bir zayif Rad-tiimleyenidir. Yani
M/N=((V+N)/N)+(U/N) ve
(V+N)/N)n(U/N)=((VnU)+N)/N < Rad(M/N)

yazilabilir. Buradan VNU<Rad(M)<N oldugu gbéz Oniinde tutulursa

(V+N)/N)A(U/N)=((VnU)+N)/N=0 olup U/N, M/N nin bir direkt

toplam terimi olur.

Sonug 5.1.27. M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir R —modiil olsun. Bu takdirde

M /Rad (M) bélim modiiliiniin dual sonlu her alt modiilii bir direkt toplam terimidir.

Teorem 5.1.28. 0 L—L5sM—3N 0 kisa tam dizisi verilsin. L ve N
dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiller olmak iizere; f (L), M de bir zayif

tiimleyene sahip olsun. Bu takdirde M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
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Ispat: f (L) = L oldugundan genelligi bozmadan L <M alabiliriz. S, M de L nin
zayif tlimleyeni olsun. Yani M =S+L ve SNL<M olsun. Buradan

M/(SNL)= [S/(S mL)]@[L/(S mL)] yazilabilir. Teorem 5.1.14 den L/(SNL)

dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiildiir. Diger taraftan Teorem 3.3.6 geregi
S/(SNL)=(S+L)/L=M/L=N oldugundan S/(SNL) bolim modiili de dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmis olup Teorem 5.1.22 den M/(SNL) dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmistir. Sonug¢ 5.1.19 dan M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.1.29. M bir R—modiill ve K, M nin bir lineer kompakt alt modiilii
olsun. M nin dual sonlu zayif Rad-timlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M/K boliim modiiliiniin dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmasidir.
Ispat: (=) Teorem 5.1.14 den goriiliir.

() 05K—>M —>M/K—0 kisa tam dizisini alahm. K lineer kompakt

oldugundan Teorem 4.3.6 geregi dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Teorem 4.3.5
den K, M de bol tiimleyene sahip oldugundan K, M de zayif tiimleyene sahiptir.

Teorem 5.1.28 den M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.1.30. M bir R —modiil olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(i) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

(i) M / Rad (M) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
(iii) M / Rad (M ) nin dual sonlu her alt modiilii bir direkt toplam terimidir.

(iv) M / Rad (M) nin her maksimal alt modiilii bir direkt toplam terimidir.

(¥v) M nin her maksimal alt modiilii bir zayif Rad-tiimleyene sahiptir.
Ispat:
(i)= (ii) Teorem 5.1.14 den agiktir.
(ii)= (iii) N/Rad (M), M/Rad(M) nin dual sonlu bir alt modiili olmak iizere

hipotez geregi
M/Rad (M )=(N/Rad (M ))+(K/Rad (M)) ve
(N/Rad (M ))~(K/Rad(M))< Rad (M /Rad (M ))=0

olacak sekilde K/Rad (M )< M/Rad (M) vardir. Buradan
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M/Rad (M )=(N/Rad (M ))®(K/Rad (M ))
yani N/Rad (M), M/Rad (M) nin bir direkt toplam terimidir.

(iii) = (iv) Her maksimal alt modiil dual sonlu oldugundan istenilen elde edilir.

(iv)=(v) U, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. O halde Teorem 3.2.9 dan

U / Rad (M), M / Rad (M) maksimal alt modiiliidiir. Hipotez geregi
M/Rad (M )=(U/Rad (M))®(K/Rad (M))

olacak sekilde K/Rad(M)<M/Rad(M) vardir. Buradan M =U+K ve

UNK<Rad(M) olup K, M de U nun bir zayif Rad-tiimleyenidir.

(v)= (i) Teorem 5.1.25 den aciktir.

Sonug 5.1.31. Rad(M), M R — modiiliiniin dual sonlu alt modiilii olsun. Bu takdirde
M nin dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin yari
lokal olmasidir.

Ispat: (:>) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiil olsun. Rad(M), M nin
dual sonlu alt modiilii oldugundan, M / Rad (M) sonlu iiretilmistir. Teorem 3.2.5 den
M /Rad(M) nin her alt modiilii dual sonlu olup Sonug 5.1.27 den M /Rad(M) yar
basittir. Yani M yari lokaldir.

(&) M yan lokal oldugundan M / Rad (M) yan basit olup her alt modiilii bir

direkt toplam terimi oldugundan Teorem 5.1.30 den M dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmistir.

Asagidaki 6rnek her dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiliin bir zayif Rad-
tiimlenmis modiil olmadigimi gostermektedir.
Ornek 5.1.32. R=7Z icin Teorem 3.10.6 daki M R-modilinii alahm ve
T(M )=_C-BI(Z/E) olsun. Bu takdirde M /T(M)=Q"’ yazlabilir. M modiiliiniin

NIT(M)=Q olacak sekilde T(M)<N <M alt modiilinii alirsak Rad(Q)=Q
oldugundan N nin T (M) torsion alt modiiliinii iceren bir maksimal alt modiilii
mevcut degildir. P, N nin keyfi bir maksimal alt modiilii olsun. T(M)z P

oldugundan Teorem 3.5.3 ile P+T(M)= N yazlabilir. Diger taraftan 7(M) yar
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basit oldugundan (PNT(M))® X =T(M) olacak sekilde X <T(M) vardir.

Buradan
PAX=Pn(T(M)nX)=(PNT(M))nX =0
olup,
N=P+T(M)=P+[(PAT(M))®X |= P+X =P®X
bulunur. Dolayistyla Teorem 5.1.30 dan N dual sonlu zayif Rad-timlenmistir. N

nin zayif Rad-timlenmis oldugunu kabul edelim. Rad(N)<Rad(M)=0

oldugundan Rad (N ) =0 olup Teorem 4.6.8 ile N yarn basittir. Bu takdirde Teorem

3.5.9 dan N/T(M) yan basit olup Q R-—modiilii yar1 basit bulunur. Bu ise bir

celigkidir. Sonug¢ olarak N dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir fakat N zayif Rad-

tiimlenmis degildir.

5.2. Noetherian Halkalar Uzerinde Dual Sonlu Zayif Rad-Tiimlenmis Modiiller

Teorem 5.2.1. R bir Dedekind bolgesi, M/Rad(M) sonlu iiretilmis ve

Rad (M )< M olsun. Eger Rad (M) dual sonlu zayif Rad-timlenmis ise M dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: M / Rad (M ) sonlu tiretilmis oldugundan 1<i<n icin
M/Rad (M )= <ml +Rad(M),...,m,+ Rad (M )> olacak sekilde m, € M elemanlar
vardir. Buradan M nin K = Rm, + Rm, +---+ Rm, sonlu iiretilmis alt modiilii i¢in
M =Rad (M )+K yazilir. Ayrica Teorem 3.10.11 den R noetherian halka olup,
Teorem 3.7.4 den K noetheriandir. Teorem 3.7.5 geregi K NRad(M) sonlu
iiretilmis olup K NRad(M)<Rad(M) oldugundan Teorem 3.9.11 den
K NRad(M)< M olur. Dolaysiyla M =Rad(M)+K ve KNRad(M)<M
oldugundan K, Rad (M) nin M de bir zayif tiimleyenidir. Simdi Rad (M )< M
iken M / Rad(M) nin  bir torsion modil oldugunu  gdsterelim.

m+Rad(M)e M/Rad(M) alalm. Eger m+ Rad(M)=Rad (M) ise her 0#re R
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icin r(m+Rad(M))=Rad (M) oldugu agiktr. Eger m+ Rad(M)# Rad (M) ise
0#meM dir. Rad(M)<M oldugundan Teorem 3.8.3 den O+ rme Rad(M)
olacak sekilde bir sifirdan farkli re R vardir. Buradan
r(m+Rad(M))=rm+Rad(M)=Rad(M) yazihr. Bdylece M/Rad(M)
torsiondur. Teorem 3.9.9 ve Teorem 3.10.10 kullanilirsa
(M /Rad (M ))/Rad (M/Rad (M ))=(M/Rad (M ))/O =M /Rad (M) yar basit olup
dual sonlu zayif Rad-timlenmistir. 0— Rad(M)—M — M /Rad(M)—0 kisa

tam dizisi alinirsa Teorem 5.1.28 den M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Sonug¢ 5.2.2. Bir Dedekind bolgesi iizerindeki her torsion modiil dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmistir.
Ispat: Teorem 3.10.10 geregi M / Rad (M) yan basit olup her alt modiilii bir direkt

toplam terimi oldugundan Teorem 5.1.30 dan M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.2.3. R bir halka olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(i) R sol noetherian V-halkadir.
(ii) Her zayif Rad-tiimlenmis R —modiil injektiftir.
Ispat:
(i)=(ii) M zayif Rad-tiimlenmis bir R —modiil olsun. R sol V-halka oldugundan
Villamayor Teoremi geregi Rad (M ) =0 olup Teorem 4.6.8 ile M yar basittir. O

halde M @ —tiimlenmis olup Teorem 4.2.4 den M injektiftir.
(ii))=(@{) M ®—tiimlenmis R—modiil olsun. M zayif Rad-tiimlenmis modiil olup

hipotez geregi M injektiftir. Dolayisiyla Teorem 4.2.4 den R sol noetherian V-
halkadir.

Sonug 5.2.4. R degismeli bir halka olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(i) Her zayif Rad-tiimlenmis R —modiil injektiftir.

(ii) R yar basittir.
Ispat:
(i)=(ii) M zayif Rad-tiimlenmis R —modiilii injektif olsun. Teorem 5.2.3 den R
noetherian V-halkadir. Yardimci Teorem 3.7.7 ve Sonug 3.7.8 den R yar1 basittir.
(ii)= (i) R yar basit olsun. Teorem 3.6.9 dan her zayif Rad-tiimlenmis R —modiil

injektiftir.
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Teorem 5.2.5. M lokal noetherian bir R —modiil olsun. M modiiliiniin dual sonlu
zay1f Rad-tlimlenmis modiil olmas1 icin gerek ve yeter kosul dual sonlu zayif

tiimlenmis olmasidir.

Ispat: (<) Agikur.
(=) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olmak iizere U, M nin keyfi bir dual

sonlu alt modiilii olsun. Bu takdirde M =U +V , U NV < Rad (M ) olacak sekilde
V<M vardir. Yardimcr Teorem 5.1.2 den U, M de V tarafindan icerilen sonlu
tiretilmis bir W <V zayif Rad-tiimleyenine sahiptir. W sonlu iiretilmis oldugundan
W = Rm, + Rm, +---+ Rm, olacak sekilde m, eV, i=1,2,...,n vardir. Aynica W, U
nun zayif Rad-timleyeni oldugundan M =U+W, U "W <Rad (M) yazlabilir.

M lokal noetherian modiil oldugundan W noetherian olup Teorem 3.7.5 ile U "W

sonlu iretilmistir. Boylece U "W, M nin Rad(M) tarafindan kapsanan sonlu

tiretilmis bir alt modiiliidiir ve Teorem 3.9.11 geregi U "W < M olur. Sonug olarak

M dual sonlu zayif tiimlenmistir.

Sonug 5.2.6. R bir Dedekind bolgesi olsun. Bu takdirde her dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmis modiil dual sonlu zayif tiimlenmistir.

Teorem 5.2.7. M lokal noetherian bir R-—modiil ve N <Rad(M) olsun. Bu
takdirde M nin dual sonlu zayif tiimlenmis modiil olmas icin gerek ve yeter kosul
M/N bélim modiiliiniin dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olmasidir.

Ispat: (=) Teorem 5.1.14 den bu ispat agiktir.

(<) K, M nin maksimal alt modiilii olmak iizere N < Rad (M )<K olup Teorem
3.2.9dan K/N, M/N nin bir maksimal alt modiiliidiir. Her maksimal alt modiil dual
sonlu oldugundan hipotez geregi M/N =(K/N)+(U/N) ve (K/N)n(U/N)=
(KNU)/N <Rad(M/N)=Rad(M)/N olacak sekilde U/N<M/N vardur.
Buradan K MU < Rad (M) yazilabilir. Genelligi bozmadan Yardimci Teorem 5.1.2

geregi U/N alt modiiliinii devirli alabiliriz. Boylece U = Rx+ N olacak sekilde
xeU vardir. Buradan M =K+U=K+Rx+N=K+Rx ve KNRx<KnNnU=<

Rad (M) olur. M lokal noetherian modiil ve K NRx<Rx oldugundan Teorem

3.7.5 ile KNRx sonlu iiretilmistir ve Teorem 3.9.11 den KNRx<« M olur.
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Dolayisiyla Rx, M de K maksimal alt modiiliiniin zayif tiimleyenidir. Teorem
4.5.4 den M dual sonlu zayif timlenmis modiildiir.
R bir halka ve I, R halkasimin bir ideali olsun. M bir R—modiil olmak

tizere 1 < Ann(M) ise her me M ve her r+1e R/1 icin (r+1)m=rm ile taniml

isleme gére M bir (R/I)—modiildiir ve M modiiliiniin her R —alt modiilii (R/1)-

alt moduldiir.

Tersine, M bir (R/I)—modiil ise her me M ve her re R elemanlan icin
rm=(r+1)m ile tanimh isleme gére M bir R—modiil yapisina sahiptir ve M nin

her (R/I)—alt modiilii R—alt modiildiir. Ayrica bu durumda I < Ann(M) olur
(Sharpe ve Vamos, 1972).

Teorem 5.2.8. R degismeli bolgesi icin agsagidaki ifadeler denktir:
(i) R h-yar lokaldir.
(ii) Her devirli torsion R —modiil zayif Rad-tiimlenmistir.
(iii) Kiiciik radikale sahip olan her torsion R —modiil zayif Rad-tiimlenmistir.
(iv) Her torsion M R—modiilii icin M nin her maksimal alt modiilii M de
bir zayif Rad-tiimleyene sahiptir.
(v) Her torsion R —modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Ispat:
(i)= (i) R h-yan lokal bir bolge ve M devirli torsion R —modiil olsun. Bu
durumda M = Rm olacak sekilde bir me M vardir. Ayrica M torsion oldugundan

I =Ann(m)=0 ve M =Rm oldugundan Ann(m)= Ann(M) elde edilir. Her re R

icin @(r)=rm seklinde tamimli ¢:R — Rm doniisiimii bir epimorfizmadir ve
Cek (@) =1 olur. Homomorfizma Teoreminden R/I =M = Rm olup R h-yari lokal

oldugundan R/ yan lokal halkadir. Dolayisiyla R/ yari lokal R/I—modiil olup
R/1 yari lokal R—modiildiir. Boylece M yari lokal R—modiildiir ve Teorem 4.6.8
den M zayif Rad-tiimlenmistir.

(ii)= (iii) M kiiciik radikale sahip bir torsion R —modiil olsun. Torsion bir modiiliin
her alt modiilii de torsion oldugundan hipotez geregi her me M icin Rm zayif Rad-

timlenmistir. Rad (Rm) < Rm oldugundan her me M icin Rm zayif timlenmistir.

Rad (M) < M oldugundan Teorem 4.4.5 den M zayif tiimlenmistir.
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(iii)= (@{iv) M torsion R—modiil olsun. Torsion bir modiiliin her alt modiilii de
torsion oldugundan her me M icin Rm torsion olup Sonu¢ 3.9.6 ve hipotez geregi

Rm zayif Rad-tiimlenmistir. Dolayisiyla Rm dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.1.22 den M = Z Rm dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

meM
(iv)=(v) Teorem 5.1.30 dan goriiliir.

(v)=(@{) I, R nin sifirdan farkli bir ideali olmak {iizere her a+1¢ R/ I ve her
0#relcR igin r(a+1)=1 oldugundan R/ torsion R—modiildiir. Hipotezden

R/I dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Diger taraftan R/I sonlu iiretilmig
oldugundan R/I zayif timlenmis R —modiildiir. O zaman R/[I zayif tiimlenmis
R/I —modiildiir. Boylece Teorem 4.4.6 dan R/I yar lokal halkadir. Sonug olarak
R h-yar lokaldir.

Sonug¢ 5.2.9. R h-yan lokal bir bolge ve M bir R—modiil olmak iizere T(M ), M
de bir zayif tiimleyene sahip olsun. Eger M /T (M) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis

bir modiil ise M dual sonlu zayi1f Rad-tiimlenmistir.

Ispat: Teorem 528 den T7T(M) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
0>TM)>M ->M/T(M)—0 kisa tam dizisini goéz Oniine alalim. Teorem
5.1.28 den M dual sonlu zay1f Rad-tiimlenmistir.

R bir Dedekind bolgesi olsun. D(M) ile M nin bdliinebilir kismim
gosterelim. Onerme 3.6.4 ile her injektif modiiliin béliinebilir oldugunu biliyoruz.
Ayrica Teorem 3.10.5 ile Dedekind bolgesinde injektiflik ve boliinebilirlik
cakistigindan D(M) injektiftir. Teorem 3.6.5 geregi M = D(M )@ N olacak sekilde

N <M vardir. Burada N alt modiiline M modiiliiniin indirgenmis kismm denir.

D(M) injektif oldugundan Teorem 3.10.5 geregi D(M ) hicbir maksimal alt modiil
icermez. Sonug¢ 3.2.11 den D(M) nin dual sonlu 6z alt modiili yoktur. Boylece
D(M) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiildiir. Bu durumda M =DM )@ N
oldugundan M nin dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul M nin indirgenmis kisminin dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olmasidir.
Sonu¢ 5.2.10. R bir Dedekind bolgesi, M bir R—modiil ve N, M modiiliiniin

indirgenmis kismi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(i) M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

62



(ii) N dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

(iii) N/ Rad (N) nin her maksimal alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
Ispat:
(i) & (ii) Agiktir.
(ii) & (iii) Teorem 5.1.30 den agiktir.

Sonug 5.2.11. R bir Dedekind bolgesi ve M bir R —modiil olsun. Ayrica N, M
modiiliiniin indirgenmis kismi olmak {lizere N torsion R —modiil olsun. Bu takdirde
M dual sonlu zayif Rad-tlimlenmistir.

Ispat: R Dedekind bolgesi oldugundan h-yar1 lokal bolgedir. Teorem 5.2.8 den N
dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olup Sonug 5.2.10 geregi M dual sonlu zay1if

Rad-tiimlenmistir.

5.3.Tamamen Dual Sonlu Zayif Rad-Tiimlenmis Modiiller

Tamm 5.3.1. M bir R—modiil olsun. M nin her alt modiilii dual sonlu zayif Rad-
timlenmis ise M modiiliine tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil
denir.

Artinian ve yar1 basit modiiller tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ornek 5.3.2. Tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiliin dual sonlu zayif
Rad-tiimlenmis oldugu aciktir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani dual
sonlu zayif Rad-timlenmis bir modiiliin her alt modiilii dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmis olmak zorunda degildir.

@Q Z—modiiliinii g6z ontine alalim. @Q hi¢cbir maksimal alt modiile sahip
olmadigindan Q@ nun dual sonlu alt modiilii yalmizca kendisidir. O halde @ dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

@Q Z—-modiiliiniin Z 7Z —alt modiiliiniin dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmadigini
Ornek 5.1.17 den biliyoruz. O halde Q Z — modiilii tamamen dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmis degildir.

Yardimci Teorem 5.3.3. Tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin her
alt modiilii de tamamen dual sonlu zay1f Rad-tiimlenmistir.

Ispat: N<U <M olsun. M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis oldugundan
N dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Dolayisiyla U tamamen dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmistir.
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Teorem 5.3.4. Tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin her boliim
modiilii de tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olsun. L <M olmak
tizere M /L bdlim modiiliiniin N/L alt modiiliinii alaim. K/L, N/L nin dual sonlu
alt modiilii olsun. Teorem 3.3.7 den (N/L)/(K/L)=N/K olup K, N nin dual
sonlu alt modiiliidiir. M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil

oldugundan N dual sonlu zayif Rad-timlenmis modiil olup N=K+V ve

KNV <Rad (N ) olacak sekilde V <N vardir. Boylece Yardimci1 Teorem 4.6.4
geregi (V+L)/L, K/L nin N/L de zayif Rad-timleyenidir. Sonug olarak N/L

dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil olup M/L tamamen dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir.

Sonug¢ 5.3.5. Tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir modiiliin homomorf

goriintiisii de tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.3.6. M bir R—modiil olsun. N, M nin tamamen dual sonlu zayif Rad-
timlenmis bir alt modiilii ve N nin her bir alt modiilii kendisini kapsayan her alt
modiilde bir zayif tiimleyene sahip olsun. Bu takdirde M nin tamamen dual sonlu
zay1f Rad-timlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M/N nin tamamen dual sonlu

zay1f Rad-tiimlenmis modiil olmasidir.

Ispat: (=) Teorem 5.3.4 den agiktr.

(&) K <M olsun. Eger K <N ise N tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis bir

modiil oldugundan Yardimci Teorem 5.3.3 geregi K dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir.
Eger K, N nin bir alt modiilii degil ise (K+N)/N, M/N nin bir alt
modiiliidiir. 0—>NmK—>K—>K/(NﬁK)—>0 kisa tam dizisini alalm. M/N

tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis oldugundan Teorem 3.3.6 geregi

(K+N) / N EK/ (NNK) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Ayrica hipotezden

NN K, K da bir zayif tiimleyene sahip ve N M K dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis
oldugundan Teorem 5.1.28 den K dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Dolayisiyla

M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
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Teorem 5.3.7. M =M ®M,, M, yan basit olacak sekildle M, ve M, alt

modiillerinin direkt toplami olsun. Bu takdirde M nin tamamen dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M, in tamamen dual sonlu zayif
Rad-tiimlenmis olmasidir.

Ispat: (=) M =M, ®M, olsun. M, =M /M, ve M tamamen dual sonlu zayif
Rad-tiimlenmis oldugundan Teorem 5.3.4 ile M, tamamen dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir.

(<) Tersine M, tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil ve N <M olsun.
M, yan basit oldugundan M,=(NNM,)®L olacak sekilde L<M, vardir.
N=NNM=Nn(M,®L)Y®(NNM,)) oldugundan modiiler kuraldan
N=(NNM,®L)S(NNM,) olur. M, ®L nin H=NnN(M,®L) alt modiiliinii
gbz oniine alam. HNL=(Nn(M,®L))nL<NNL=0 oldugundan H, M,
icine gomiilebilir. Ciinkii

HAM,=(NN(M,@L)NM,=Nn((M,nM,)+L)=0

dir. 7, : M — M, izdiisim homomorfizmasi i¢in H = 7rl| , (H)< M, dir. Dolayisiyla
H dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Diger taraftan M, yar1 basit oldugundan
Sonug 3.5.8 den N "M, yar basit olup dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Boylece
Teorem 5.1.22 den N=H®(NNM,) modilli de dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmistir. Sonug olarak M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Onerme 5.3.8. M her (devirli) sonlu iiretilmis alt modiilii dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmis olan bir R —modiil olsun. Bu takdirde M tamamen dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmistir.

Ispat: N <M olsun. Hipotez geregi her xe N icin Rx dual sonlu zayif Rad-

timlenmistir. Teorem 5.1.22 den N = ZRx dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olup
xeN

M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
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Teorem 5.3.9. R bir halka, M = ®1 M, her ie I i¢in tamamen dual sonlu zayif Rad-

timlenmis M, alt modiillerinin direkt toplami olsun. Eger M nin her U alt modiilii
icin U = G?(U NM,) ise M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
ispat: U, M nin bir alt modilii ve V, U nun dual sonlu bir alt modiilii olsun.
Kabuliimiiz geregi U =®U NM,) ve V=&V nM,) oldugundan
iel iel
% =[®I(U mMi)}/[Q(V mM,.)J = ®[(U AM,)/(V A M,)]

sonlu iiretilmistir. O halde

V) @ ((UnM,)/(VvaM,))=(UnM,)/(VaM,)

Jel. i%]
sonlu iiretilmis olup her ie I i¢cin VM,, U "M, nin dual sonlu alt modiiliidiir.
M ler tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiiller oldugundan U N M, dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Bu takdirde her i€ I i¢cin VM, UM, de bir K,

zayif Rad-tiimleyenine sahiptir. K = @1 K, olsun. Boylece

U =eaI(UmM,.)=@[(VmMi)+K,.]=G3(VmMi)+(&3Ki)=v+K
olur. Diger taraftan her iel igcin (VNM,)NK,=VNK,<Rad({UNM,)
oldugundan Teorem 3.9.12 ile

VK= @I(VmKi) < (JDIRad(U NM,;)= Rad(@I(U NM,;))=Rad(U)
elde edilir. Sonu¢ olarak U dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis oldugundan M
tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Sonuc¢ 5.3.10. M = @IM ;»her i=1,2,...,n i¢cin M, tamamen dual sonlu zayif Rad-

tiimlenmis alt modiillerinin direkt toplami1 olan bir es modiil olsun. Bu takdirde M
tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: M es modiil oldugundan her alt modiilii karakteristik alt modiil olup Teorem

3.4.9 geregi her N<M i¢in N=@(NNM,) olur. Teorem 5.3.9 dan M tamamen

i=1

dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
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Teorem 5.3.11. M bir R—modiil ve K, M nin lineer kompakt alt modiilii olsun.
M nin tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M/K nin tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmasidur.

Ispat: (=) Teorem 5.3.4 den gbriiliir.

(<:) K, M nin lineer kompakt alt modiilii olmak iizere M / K tamamen dual sonlu

zayif Rad-tiimlenmis modiil ve N <M olsun.
Eger N <K ise Teorem 4.3.4 den N lineer kompakttir. Teorem 4.3.6 dan
N dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Eger N, K nin alt modiilii degil ise NN K <K oldugundan Teorem 4.3.4
den NNK lineer kompakttir. Hipotezden (N+K)/K dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmis olup (N +K)/K = N/N N K dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Boylece

Teorem 5.1.29 dan N dual sonlu zay1f Rad-tiimlenmistir. Boylece M tamamen dual

sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.3.12. Bir R halkas1 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) R halkas1 yar1 lokaldir.

(ii) Her sol R —modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

(iii) Her sol R —modiil tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Ispat: (i) = (ii) R halkasi yar1 lokal olsun. Teorem 3.11.5 den her sol R —modiil
yar1 lokaldir. Teorem 4.6.8 ile her sol R —modiil zayif Rad-tiimlenmis oldugundan
her sol R —modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
(ii)= (iii) M bir sol R—modiill olsun. Hipotez geregi M dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmistir. Her sol R —modiil dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis oldugundan 6zel
olarak M nin her alt modiilii de dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Dolayisiyla M
tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
(iii) = (i) Hipotezden R sol R-modiilii dual sonlu zayif Rad-timlenmistir. R
sonlu iiretilmis sol R —modiil oldugundan R zayif Rad-tiimlenmistir. Teorem 4.6.8

den R halkasi yar1 lokaldir.

Sonug 5.3.13. R yar1 milkemmel bir halka ise her R —modiil (tamamen) dual sonlu
zayif Rad-tiimlenmistir.

Ispat: R yari miikemmel ise Teorem 4.3.2 den R yar1 lokaldir.
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Sonu¢ 5.3.14. R ayrik degerlendirme halkasi ise her R—modiil (tamamen) dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.
Ispat: R ayrik degerlendirme halkasi oldugundan R lokal halkadir. Her lokal halka

yart lokal olup Teorem 5.3.12 den goriiliir.

Teorem 5.3.15. R yar lokal olmayan degismeli bir bolge ve M bir R —modiil
olsun. Eger M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis ise M torsiondur.

Ispat: Bir me M igin Ann(m)=0, oldugunu kabul edelim. Bu durumda R = Rm
olup Rm dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. O zaman izomorfizmadan dolay1 ,R

sol R-modiilli dual sonlu zayif Rad-tlimlenmis olup zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 4.6.8 den R yar lokal olup bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla her me M i¢in

Ann(m)#0, olup M torsiondur.

Teorem 5.3.16. R yari lokal olmayan Dedekind bolgesi ve M bir R —modiil olsun.
M modiiliiniin tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olmasi icin gerek ve yeter
kosul M modiiliiniin torsion ve her P —asil bileseninin tamamen dual sonlu zayif

Rad-tiimlenmis olmasidir.

Ispat: (=)Teorem 5.3.15 den M modiilii torsion olup Yardimci Teorem 5.3.3 den
her Pe Q icin T, (M) tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

()M torsion modiill oldugundan Teorem 3.10.8 geregi M = oT, (M)
yazilabilir. N <M alalim. Torsion bir modiiliin her alt modiilii de torsion
oldugundan N torsion olup Teorem 3.10.8 den N = p(?g T, (N ) yazilabilir.
Kabuliimiiz geregi her Pe Q i¢in T, (M ) tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis

ve N= @ T,(N)= ® (NNT,(M)) oldugundan Teorem 5.3.9 dan M tamamen

Pe Q Pe Q

dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

Teorem 5.3.17. Bir Dedekind bolgesi iizerindeki her torsion modiil tamamen dual
sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

ispat: R bir Dedekind bolgesi, M bir torsion R—modiil ve N <M olsun. N

torsion olup Teorem 3.10.10 dan N/ Rad(N ) yari basittir. Dolayisiyla Teorem

5.1.30 dan N / Rad (N) dual sonlu zayif Rad-tiimlenmistir. Sonug 5.1.19 dan N dual

sonlu zayif Rad-tiimlenmis olup M tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde dual sonlu zayif tiimlenmis modiiller genellestirilerek dual sonlu
zayif Rad-tiimlenmis modiiller tanimlandi. Bu modiillerin Dedekind bolgeleri ve
noetherian halkalar iizerindeki yapisi incelendi. Ayrica tamamen dual sonlu zayif
Rad-tiimlenmis modiiller ¢alisildi. Keyfi ya da sonlu sayida tamamen dual sonlu
zay1f Rad-tiimlenmis modiillerin direkt toplamimin tamamen dual sonlu zayif Rad-
tiimlenmis olmasi i¢in bazi kosullar verildi.

Tamamen dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiillerin toplamimin tamamen
dual sonlu zayif Rad-timlenmis modiil olup olmadigi, eger degilse hangi sartlar
altinda bunun saglanacag arastirilabilir.

Bu tezde kullanilan kiigiik alt modiil kavramindan daha genel olan J—
kiigiikliik kavrami kullanilarak elde edilen radikal yardimiyla genellestirilmis dual
sonlu O —tiimlenmis (zayif tiimlenmis) modiiller tanimlanabilir ve benzer dzellikler
incelenebilir. Ayrica bu tanimlar yardimiyla dual sonlu yar1 miikkemmel modiiller

genellestirilebilir.
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