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Yiiksek Lisans Tezi

AYRIK DUHAMEL CARPIMI VE BAZI OPERATORLERIN
SPEKTRAL KATLILIGI

Teviik KUNT

Siilleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Suna SALTAN

Bazi simf operatorlerin direkt toplamimin spektral katimi hesaplamak, ope-
ratorlerin genel karakteristik 6zelliklerinin belirlenmesini sagladigindan oldukca
onemlidir. Tezin amaci, A ve B bazi sinif iki operator olmak iizere, literatiirde
iyi bilinen max {u(A), (B)} < u(A® B) < u(A)+ p(B) esitsizliginin ne zaman
esitlige doniistiigiinii aragtirmaktir.

Bu sonuca ulagmak amaciyla u(7T'|x, @ A) < u(T|x,) + p(A) formiiliiniin dogru-
lugu ayrik Duhamel carpiminin 6zellikleri ve Banach cebiri teknikleri kullanilarak
hesaplanacaktir. Ayrica, hesaplamalar1 yapmak i¢in analiz ve fonksiyonel anali-

zin metodlar1 kullanmilacaktir.
Anahtar Kelimeler: Duhamel carpimi, Ayrik Duhamel ¢arpimi, spektral katli-

lik, Agirlikli kaydirma operatorii, Direkt toplam, invaryant altuzay.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

DISCRETE DUHAMEL PRODUCT AND SPECTRAL
MULTIPLICITIES OF SOME OPERATORS

Teviik KUNT

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Suna SALTAN

Computing the spectral multiplicities of direct sum of the some class of operators
is very important because it provides identification of the general characteristic
properties. The aim of our project is to investigate, two operators A and B as
some class, when inequality well-known in the literature max {p(A), u(B)} <
w(A@ B) < u(A) + p(B), is written into an equation.

In order to achieve this result, the accuracy of formula, u(T'|x, ®A) < u(T|x,)+
p(A), shall be calculated by using the techniques of Banach algebras and pro-
perties of discrete Duhamel product. In addition, the analysis and functional
analysis methods shall be used for calculation.

Keywords: Duhamel product, Discrete Duhamel product, spectral multiplici-

ties, Weighted shift operators, Direct sum, invariant subspace.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Borel doniigiimii

Kompleks sayilar kiimesi

A operatoriiniin devirli vektorleri
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f nin Taylor katsayis

Birim disk iizerindeki Hardy uzay1
Holomorfik fonksiyonlar uzay1
Volterra integral operatorii

X deki tiim sinirh lineer operatorlerin kiimesi
Analitik fonksiyonlar uzayi
Konvoliisyon ¢arpimi

Duhamel ¢arpimi

Ayrik Duhamel ¢arpimi

A operatoriiniin - spektral kati



1. GIRIS

C komleks diizlemde D = {z € C: |z| < 1} birim disk olsun. f ve g, D birim

diskinde iki analitik fonksiyon olmak iizere,
d | I
(F©9)) = 1 [ £ gttt = [ =gt + FO)g(:)
0 0

ifadesine f ve g fonksiyonlarimin Duhamel ¢arpimi denir (Wigley, 1974).

Duhamel ¢arpimi son yillarda operator teorinin bircok aktiiel probleminde uygu-
lamalar1 vardir. Ornegin, adi diferensiyel denklemler teorisinde, operatorlerin
invaryant altuzayimin belirlenmesinde, devirli vektorlerin incelenmesinde, ope-
ratorlerin direkt toplaminin spektral katinin hesaplanmasinda Duhamel ¢arpimin-

dan yararlanilmigtir.

X Banach uzay: tizerinde tiim sinirl lineer operatorlerin kiimesi £ (X) ile tanim-

lansin. A € £(X) sabitlenmig bir operatér ve £ C X olsun. O halde,
span {A"E :n >0} = X

ise F uzayma A operatoriiniin devirli altuzay1 denir ve A operatoriiniin devirli
altuzaylarinin kiimesi C'yc (A) ile gosterilir (Abramovich and Aliprantis, 2002).

A operatoriiniin spektral kathilig: ise
p(A) =min{dimE : E € Cyc(A)}
seklinde ifade edilen oo veya negatif olmayan tamsayidir.

Bir operatoriin spektral kathiligini bilmek, operator teorinin problemlerinde ve
uygulamalarinda oldukca énemlidir. Ornegin, Hilbert uzayinda iki normal ope-
ratoriin (A normal operator ise AA* = A*A dir) spektral katlar esit ise bu iki
operator {initer denktir. Yani y(A) = u(B) = A =U"'BU = A~ B
dir. Ayrica iki operatoriin direkt toplaminin spektral katinin 6grenilmesi, ope-
ratoriin kendisinin spektral katinin 6grenilmesi i¢in énemlidir. Operator teori-

den bilindigi gibi bazi durumlarda bir operator, iki operatoriin direkt toplamina



tiniter denk olabilir. Ornegin , Hilbert uzayinda bir A operatorii A = A; @ A,

A
seklinde ifade edilebiliyorsa A = ' seklinde yazilabilir ve iglemler ko-

0 A
laylagir.

A ve B sinirhi lineer operatorlerinin direkt toplaminin spektral katliligi igin,

max {4 (A), 1 (B)} < u(A @ B) < u(A) + (B)

esitsizligi mevcuttur. Belirli kogullar altinda, Nikolski ve 6grencisi Vasjunin

tarafindan esitsizligin birinci kisminin
max {11 (4) 11 (B)} = u(A & B)
esitlige doniistiigii ifade edilmistir.

Bu tez calismasinin amaci yukaridaki esitsizligin sag tarafinin belirli kogullar

altinda ,

w(A® B) =pn(A)+p(B)

seklinde ifade edilebildigini gostermektir. Calismamizda ayrik Duhamel carpimi
metodu ve Banach cebiri teknikleri kullanmlarak, T'|x, agirlikll kaydirma ope-

ratorii ve Banach uzayinda uygun bir A operatorii igin,

W(Tlx, ® A) = 1+ 1 (A)

formiiliiniin dogru oldugu ispatlanmigtir.



2. KAYNAK OZETLERI

f ve g analitik fonksiyonlar1 i¢cin Duhamel ¢carpiminin tanimi 1974-1975 yillarinda

Wigley tarafindan
(F®.9)() =4 [ 1z = g(o)it = [ £z~ g0yt + 50)g()

seklinde ifade edilmigtir (Wigley, 1974; 1975).

Duhamel carpimi, analizin gesitli problemlerinde bir¢ok uygulamaya sahiptir.

Adi diferansiyel denklemler teorisinde ve matematiksel fizigin simir deger prob-

lemlerinde rol oynar. Son yillarda Duhamel ¢arpiminin operatorler teorisinin

bircok aktiiel problemlerinde uygulamalar: vardir. Banach cebiri teorisi, ope-

ratorlerin invaryant altuzaylarinin resmedilmesi, devirli vektorlerin belirlenmesi

ve operatorlerin komutantinin incelenmesi Duhamel ¢arpimi metodunun uygu-

lanmas ile aragtirilmigtir (Bozhinov, 1988; Cartan, 1963; Dimovski, 1990; Giirdal,
2009; Karaev, 2005(a); Karaev, 2005(b); Karaev, 2005(c); Karaev ve Saltan,

2005; Karaev ve Giirdal, 2011).

X Banach uzay1 ve A : X — X lineer simmirlh bir operatoér olsun.
span{A"E :n >0} = X ise, E C X uzayma A operatoriiniin devirli altuzay:

denir. A operatoriiniin spektral kat1 ise
p(A) = min {dim £ : span {A"E :n > 0}}

esitligi ile ifade edilir. Nikolski ve 6grencileri Vasjunin, Solomyak iki operatoriin
direkt toplami olarak yazilabilen bazi operatorlerin spektral ozelliklerini in-
celemiglerdir (Nikolski, 1986; 1989; Nikolski ve Vasjunin, 1981; Solomyak, 1988).
A @ B direkt toplam operatorlerinin spektral kati igin,

max {p (A) , 1 (B)} < p(A® B) < p(A) + u(B)

bilinen esitsizlikten yola ¢ikan Nikolski belirli kosullar altinda

max {u (A), u(B)} = (A ® B)



oldugunu gostermistir (Nikolski, 1986). u(A®B) = p(A)+u(B) oldugu problemi
ise yenidir ve son yillarda galigilmaktadir. Karaev; Karaev ve Giirdal bu egitligin
mevcut oldugunu gosterirken birim diskteki analitik fonksiyonlar icin ifade edilen

Duhamel garpimi metodunu kullanmiglardir (Karaev, 2006; Karaev ve Giirdal,

2011; Karaev, 2012). Saltan ve Giirdal tarafindan, Jf(z) = /f(t)dt Volterra

integral operatorii olmak iizere J @ A direkt toplam operati)'riir(itin spektral kati
icin u(J®A) = u(J)+p(A) = 1+pu(A) toplam formiiliiniin dogrulugu ispatlan-
mistir. Ispat metodu, Duhamel carpimi kullanarak verilen uzayin Banach cebiri
oldugunu gostermeye ve banach cebiri tekniklerine dayanir. Bu metod pek ¢ok
matematik¢i tarafindan kullamilmaktadir (Karaev, 2012; Merryfield ve Watson,
1991; Saltan ve Giirdal, 2011; Sz-Nagy ve Foias, 1970).

Bu calismadaki esas yontem ise klasik Duhamel carpiminin genellestirilmesi olan
ayrik Duhamel ¢arpimi metodunu kullnarak 7'|x, kisitlanmig agirhikl kaydirma

operatorii ile direkt toplam olarak ifade edilen @ lineer siirli operatériiniin

spektral kat1 icin u(7T'|x, ® Q) = 1 4 p(Q) ifadesinin dogrulugunu gostermeye

dayanir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, caligmada kullanilacak olan gerekli baz1 kavramlar ve bu kavram-

larla ilgili tanim, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tanim 3.1. X ve Y iki vektor uzaylari olmak tizere T' : X — Y operatorii

verilsin. Her o, 8 € C ve f,g € X igin

T(af + Bg) = oT(f) + BT (g)

esitligi saglaniyorsa T" operatoriine lineer operator denir (Dunford and Schwartz,

1958).

Teorem 3.2. X ve Y normlu uzaylar ve D(T") C X olmak iizere T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin sinirhi olmasi icin gerek ve yeter kosul

T nin siirekli olmasidir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.3. X normlu vektor uzay: olmak tizere X uzayi tam, yani X de alinan
her Cauchy dizisi yakinsak ve yakinsadigi deger X in bir elemani ise X uzayina

Banach uzay1 denir (Kreyszig, 1989).

Tanmim 3.4. X kompleks (veya reel) vektor uzay: olsun. Her x,y,2 € X ve her
a kompleks (veya reel) sayisi i¢in X iizerinde agagidaki ozellikleri saglayan bir

garpma iglemi varsa bu uzaya kompleks (reel) cebir denir.

i) a(z.y) = (az).y = z.(oy)
i) x(y+z)=xy+zxzve(x+y)lz=x2+y.z

Eger X bir cebir ve her z,y € X igin z.y = y.z oluyorsa, X e degismeli veya
komiitatif cebir denir. X in ¢arpma iglemine gore etkisiz elemani varsa, yani her

r € X igin

olacak sekilde e € X varsa X e birimli cebir ve e ye de X in birim elemani



(etkisiz elemani) denir (Rudin, 1991).

Tanmim 3.5. X cebiri iizerinde tanimlanan norm her z,y € X igin

lzyll < Nzl fy]

esitsizligini sagliyorsa (alt ¢arpimsallik ©zelligi) ve X cebirinin birim elemanl

olmasi halinde,
le]l =1
ise X e normlu cebir denir.

(X, ]].]]|) normlu cebiri tam ise bu normlu cebire Banach cebiri denir (Rudin,

1991).

Tanim 3.6. X degigmeli bir Banach cebiri ve 7, X in lineer alt uzay1 olsun. Her

x € X igin ol C I ise I ya X in ideali denir (Meise and Vogt, 1997).

Tanmim 3.7. X degismeli bir Banach cebiri olsun. X in higbir ideali tarafindan
icerilmeyen ve X cebirinden farkh olan I idealine maksimal ideal denir (Meise

and Vogt, 1997).

Teorem 3.8. (Weierstrass Yaklagim Teoremi) f(z), [a,b] arahginda reel
degerli siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman [a, b] araligl {izerinde f(x) e diizgiin
olarak yakinsayan bir P,(x) polinomlar dizisi vardir. Diger bir deyisle keyfi
f € Cla,b] olmak iizere, her ¢ > 0 igin |f(z) — p(z)| < € olacak sekilde bir
p(x) € P,(x) mevcuttur (Stoll, 2000).

Tanim 3.9. X lineer bir uzay ve S C X olsun. S nin vektorlerinin lineer
kombinasyonlarinin ciimlesine S nin lineer hulu veya S nin gereni denir ve

lin.hullS = spansS ile gosterilir (Maddox 1970).

Tanim 3.10. X bir Banach uzay1 ve T': X — X lineer sinirli bir operator olsun.
r € X olmak iizere span{z, Tz, T?z,T3z,...} = X ise z e T nin devirli vektérii

denir (Abramovich and Aliprantis, 2002).



Tamim 3.11. (Devirli Altuzay) X Banach uzay1 ve 7' : X — X lineer sinirh

bir operator olsun. £ C X olmak iizere
span{T"E :n >0} = X

ise E ye T" operatoriiniin devirli altuzay:1 denir ve T" operatoriiniin devirli altu-

zaylarinin kiimesi Cyc (7T') ile gosterilir.

Tanim 3.12.(Spektral Kathilik) X Banach uzayi, T : X — X lineer sinirh

bir operator ve EF C X olsun. E, T operatoriiniin devirli alt uzay1 olmak iizere
p(T)=min{dim F : £ € Cyc(T)}

ifadesine T' operatoriiniin spektral kat1 denir. u(7) negatif olmayan tamsayi

veya oo dur. u(7T) = 1ise T ya devirli operator denir.

Ornegin, X = C'[0,1] uzay, T = Jf(x) = /f(t)dt integralleme operatorii ve
0

M,f (z) = xf () carpim operatorii olmak iizere Weierstrass yaklagim teore-

minden
span{J"1:n >0} =C[0,1],
span {M2>1:n >0} = C|0,1]

olup u(J) = u(M,) = 1 dir. Boylece J ve M, operatorleri devirli operatorlerdir.

Simdi, direkt toplam olarak yazilabilen iki operatoriin spektral kati ile ilgili esit-

sizligi ifade edelim:

X, Y Banach uzay1 ve A : X — Y, B: X — Y iki simirh operator olsun. X
Banach uzay1 iizerindeki siirh lineer operatorlerin kiimesi £ (X)) olmak iizere,
A€ L(X)ve B e L(Y) operatorlerinin direkt toplami A & B ile gosterilir.
rPyeXdY icin,

(A@ B)(x®y) = Az & By



dir. 1986 yilinda Nikolski, iki operatoriin direkt toplami olarak ifade edilen ope-
ratoriin spektral katinin A® B € L(X @Y) igin,

p(A® B) < p(A)+pu(B)
esitsizliginin saglandigini gostermistir (Nikolski, 1986).

Tamim 3.13. (Invaryant Altuzay) T bir operatér ve M bir altuzay olsun.
Eger TM C M ise M ye T nin invaryant altuzayir denir. Yani f € M iken
Tf C M ise M ye T altinda invaryanttir denir. (Kreyszig, 1989).

{0} ve H (Hilbert uzay) trivial altuzaylar1 her operator altinda invaryanttir.
Analizde ¢oziilmemis en iinlii problemlerden biri (invaryant altuzay problemi)
”sonsuz boyutlu Hilbert uzay:1 iizerinde her simirli operatoriin nontrivial in-

varyant altuzaya” sahip olup olamiyacagi sorusudur.

f vektorii ve T sinirli lineer operatorii verildiginde f tarafindan iiretilen in-

varyant altuzay

U {17} = span {17}
altuzayidir. Eger

M = nf:jo {T"g} = span{T"g}

olacak sekilde g vektorii mevcut ise T nin M invaryant altuzaymma devirlidir

denir. Eger
U {T"g} = span {T"g} =
n=0

ise g ye T igin devirli vektor denir. Buradan invaryant aluzay problemi tekrar
ifade edilebilir. ”Hilbert uzay iizerinde her sinirh lineer operator sifirdan bagka

bir devirli olmayan vektore sahip midir?”

Tanim 3.14. (Direkt Toplam) X bir vektor uzay1, Y ve Z uzaylari, X in iki

altuzay1 olsun. Her x € X elemani, y € Y ve z € Z olmak {izere



r=y+z

seklinde bir tek gosterime sahip ise X vektor uzayr Y ve Z alt uzaylarinin direkt

toplamidir denir ve
X=YaZ

olarak yazilir. Y ye Z nin (Z ye Y nin) cebirsel tiimleyeni denir (Kreyszig,
1989).

Tanim 3.15. (Shauder Bazi) X normlu uzayi, her z € X igin,

|z — (are1 + ... + anen)|| — 0, (n — o0)

olacak gekilde bir tek («v,) skaler dizisi var olmak iizere, bir (e,,) dizisi igeriyorsa,

(e,) dizisine, X uzaymin Shauder bazi denir.

Tanim 3.16. S C C olmak iizere f : S — C kompleks fonksiyon ve z5 € S

olsun. f kompleks fonksiyonu zy noktasinin bir
D(zo,7) ={2€C:|z—2| <r}

komgulugunun biitiin noktalarinda tiirevlenebilir ise f, zg noktasinda analitiktir

denir.

Eger f kompleks fonksiyonu bir S bolgesinin biitiin noktalarinda analitik ise
f fonksiyonuna S kiimesi tizerinde analitiktir denir. f kompleks fonksiyonu C
nin tiim noktalarinda analitik ise f fonksiyonuna tam fonksiyon denir (Rudin,

1991).

Teorem 3.17. f fonksiyonu zy noktasinda analitik ise fonksiyonun her mertebe-

den tiirevi de o noktada analitiktir (Rudin, 1991).

Teorem 3.18. f fonksiyonu 2y noktasinda analitik olsun. 2, noktasimin komsu-

lugundaki z ler i¢in f fonksiyonu

) =Y (e =20 = YL




Taylor agilimina sahiptir. Bu kuvvet serisi bir D(zg,r) diski iizerinde mutlak
yakinsak ve bu diskin kompakt alt kiimeleri tizerinde diizgiin yakinsaktir (Rudin,

1987).

Tamim 3.19. D = {z € C: |2| < 1} birim disk olmak {izere,

T |

kiimesine birim disk iizerinde tek degerli analitik fonksiyonlarin (holomorfik

HOKD%:{f@):f()

||M8

fonksiyonlarin) uzay: denir. Burada f(n), f fonksiyonunun n. Taylor katsayisidir

~ () (0
ve f(n) = /(0) seklinde ifade edilir (Lavrent’ev and Shabat, 1973).
n!

Tanim 3.20. Hol(D) birim disk tizerinde holomorfik fonksiyonlarin uzay: olmak

iizere f,g € Hol(D) igin,

— [ 1= gty

ifadesine f ve g fonksiyonlarimin konvolisyon ¢arpymi denir (Mikusinski 1956;

Krabbe, 1970).

Tamim 3.21. (Duhamel Garpimi) f,g € Hol(D) igin,
(o9 = / f(z =19

:/fz_tg@ﬁ+fwmw>

ifadesine f ve g fonksiyonlarinin Duhamel ¢arpima denir (Wigley, 1974).

f(z)= Z Fn)z"veg(z) = Z g (n) 2" € Hol(D) iki analitik fonksiyon olmak

iizere, kla81k Duhamel garplml

(f @ g)(z =—/fz—t

00 oo n!m/! —~ =N -
= L G my ME

seklinde de ifade edilir. Yani,

10



z

=>fn) X g /n — )"t
0

bulunur. Bu integralde (z — ¢)"~! = u ve t™dt = dv denilip (n — 1) kez kismi

integral alinirsa,

nlm! 7

fog=> >

n=0m= O<n+m)

f(n)g (m)z"m
elde edilir. Hol(D) uzayr Duhamel ¢arpimina gore birimli cebirdir.
Duhamel Carpimimn Ozellikleri :

f, g, h analitik fonksiyonlar olmak iizere;

i)(f®g)=(g®f)
i) (f®g ®h=[f®(g®h)

i11) f (z) = 1 Duhamel ¢arpimina gore birim elemandir.

w) f®(g+h)=(f®g)+(f®h).

Tanim 3.22. (Ayrik Duhamel Garpimi) X, (e,),., Shauder bazina sahip bir
Banach uzay1 olsun. (\,),-, C C siirh bir dizi olmak tizere w, := Ao, A1, ..., An1,

wp := 1 geklinde ifade edilsin.
X, :=spaniex: k >i},i=0,1,2,...,

olmak iizere x = > xnen, Yy = Y ynen € X; vektorleri i¢in ayrik Duhamel
carpimi -

z®y - Z Z n+m7ixnyn6n+m—i-

nzmzwnm

ifadesine = ve y nin ayrik Duhamel ¢arpim (genellestirilmis Duhamel garpimi)

11



denir (Karaev, 2005(a), Karaev and Giirdal, 2011). Ayrik Duhamel ¢arpim

degismeli ve birlesmelidir.

Yukaridaki ifadenin ¢ = 0 ve A, := HLH, n > 0 alindiginda klasik Duhamel

carpimina karsilik geldigi kolayca goriiliir.

Simdi X Banach uzay: tizerinde tanimlanan agirlikli kaydirma operatériiniin

tanmimini verelim.

Tanmim 3.23. (Agirhkh kaydirma operatérii) X, (e,),., Shauder bazina
sahip bir Banach uzay1 olsun. (\,),., komleks sayilarin smirl bir dizisi olmak

uzere
Te, = eni1, n=0,1,2, ...,
formiilii ile tanimlanan 7" operatoriine agirlikhi kaydirma operatorii denir

Tanim 3.24. (H? Hardy Uzay1) 1 < p < oo igin D birim diski iizerindeki

<r<

27 %
11, = 0sup1 (% { |f (re) [P dt>

normu sonlu olacak sekilde tiim analitik f fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya

yani,

hSAl

Hp(]]))):{fEHol(]D)): sup (%}W]f(re“)\pdt) <+oo}

0<r<1 0

uzayina HP Hardy uzay1 denir.

p =2 igin H? (D) uzay1 ¢, uzayma izomorftur. Yani H? (D) = ¢, dir.
Boylece, f € H? (D) ise f (z) = f(n) 2 olmak {izere
n=0

1fllae = 171, = sup ( f!f( o) dt>

0<r<1

- (Z[Ff

dir.
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Tanim 3.25. f € Hol (D) olmak iizere,
B: Hol (D) — CI[Z]]

(BF) (2) = io

ifadesine f nin Borel doniigiimii denir. Burada C[[Z]] = {Z an 2" ay € C}

n=0
formal kuvvet serilerinin halkasidir.

> a, 00 bm
Boylece f = > a—z € Hol(D) ve g = > %zm € Hol(D) olmak iizere
n=0 T m=0 .
(f®g)(z ff z—t)g(t)dt
Z%0
A —t)” < tF
= — n———— > bp—dt
dzgnzoa n! k;) MRl
dzx a  (z—t) ek
= — n by dt
dz{ Z@,;)a n! "in=k)!
oo n 1
Z: Z_:CL kmz =f(2)g(2)

n

dir. Yani Duhamel carpimi Cauchy carpimi olarak ifade edilir.

Bu durumda,

B(/©9)(Z) =X 3 abi2"
(L) (S nz)

n=0

= (Bf) (%) (Bg) (%)

seklinde yazilabilir.

Simdi A @ B operatoriiniin spektral kat1 igin bilinen

max {4 (4), 11 (B)} < j1(A® B) < ju(A) + u(B) (3.1)

esitsizliginin hangi durumda esitlige doniigtiigiinii aragtirahm. (3.1) ifadesinin
birinci tarafi Nikolski tarafindan verilmigtir (Nikolski, 1986; 1989). Jf (z) =
j f(t)dt Volterra integral operatorii olmak iizere J @ A direkt toplam o-
peratoriiniin spektral katinin, operatorlerin spektral katlarimin toplamina esit

oldugunu gosteren,
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p(JeA) < p(])+p(A)

formiiliiniin dogrulugunu ispatlayalim. Once, iizerinde calisacagimiz C’ﬁlm) (D)

uzayini ifade edelim.

Tamim 3.26. D = {z € C: |2| < 1} kompleks diizlemde birim disk olmak {izere,
D da m. mertebeden tiirevleri siirekli ve ) de holomorfik olan fonksiyonlarm

uzaymi C™ (D) ile gosterelim. O halde,

c{ () = ¢t (D) N Hol(D)
= {f(z)  f(2) e 0™ (ﬁ) ve f (z) € Hol(D)}

olarak ifade edilir.
C’Xn) (D) uzay,

11, = el (] max] (2] 709 (2}

zeD zeD zeD

normu ile Banach uzayidir.
H? (D) Hardy uzayn,

H?>(D) = {f € Hol(D): f(z) = i f(n)z" ve sup > 7|f(re“)\2dt < oo}

n=0 0<r<1 0
:{feHol(I[D): ioj F(n 2<c>o}
n=0

seklinde ifade edilebilir (Hoffmann, 1962; Duren, 1970).

Boylece C™ (D) ¢ H? (D) dir ve buradan || f|| . < || ]|, olarak ifade edilir.

Simdi Teorem 3.29 un ispatinm1 yaparken kullanacagimiz Karaev (2005(a)) ve

Karaev, Tuna (2004) tarafindan ifade edilen Yardimc: teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 3.27. f, g € Hol(D) olmak iizere, agagidaki ifadeler saglanir.

a)f@gzi';éf(k)a(n—mwzn

n!
b) f@g=(Bf)(J)g=(Bg)(J)[f
burada
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(Bf)(J) g =X nlf (n) (J"9) (2)

n>0
dir.

Yardimc: Teorem 3.28. f ,g € Cﬁ{”’ (D) olmak iizere f ® g € Cﬁlm) (D) dir ve

If ® gl < (m+2) [ f]] gl

egitsizligi saglanir. f € C'I(L‘m) (D) olmak iizere f ® g = 1 olacak sekilde g €
C’gm) (D) olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul f (0) # 0 olmasidir.

Yardimecr Teorem 3.28 den Cgm) (D) uzaymin Duhamel ¢arpimina gore bir Ba-
nach cebiri oldugunu soyleyebiliriz. Buradan (Cﬁlm) (D) ,@) cebirinin maksimal

ideali { fe C'I(le) (D): f(0) = 0} seklinde ifade edilir.

Teorem 3.29. X ayrilabilir Banach uzay1 iizerindeki sinirli lineer operatorlerin

cebiri £(X) olsun. Jf(z) = / fdt, C’I(le) (D) uzayinda integralleme operatorii
0

olmak tizere A € L(X) operatorii her € X (z #0) icin, ) -, [ntAnz||? =

C, < 400 kogulunu saglar ise,

p(J @A) =p(J)+p(A) =14 up(A)
dir.

Ispat : J @ A operatoriiniin spektral kat1 icin bilinen

max {11 (J) 11 (A)} < 1 (J & A) < p(J) + p (A) (3.2)
esitsizliklerini gozoniine alalim.

p(A) = +oo ise, X in sonlu boyutlu devirli altuzay1 yoktur. Devirli altuzay
sonlu degilse uzay da sonlu boyutlu degildir ve dolaywsiyla u(J & A) = u(J) +
i (A) oldugu asikardir.

O halde p (A) = n oldugunu kabul edelim. J integralleme operatoriiniin spek-
tral kat1 p (J) = 1 oldugundan, (3.2) esitsizligi

n<u(J®A) <n+1
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seklinde yazilir. Amacimiz

p(J®A) =pn(J)+p(A)=1+n
oldugunu gostermektir.

Oncelikle p(J @ A) = pu(A) = n oldugunu kabul edelim. {f; ® z;}}_, kiimesi

J @& A operatoriiniin devirli kiimesidir. Yani
span {(J @ A (f; ®x;) i =1,2,..,m;k=0,00} = Cﬁ,m) (D)o X

dir. Buradan {f;};_, € Cyc(J) oldugu agikca goriiliir. Karaev ve Tuna (2004)
nin ¢aligmasindan, f € Cyc(J) olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun f (0) # 0
oldugunu biliyoruz. Bu ifade goz 6niinde bulunduruldugunda, f;, (0) # 0 olacak
sekilde iy € {1,2,...,n} says1 vardir.

Genelligi bozmadan iy = 1 alalim, yani f;(0) # 0 olsun. Yardimci teorem
3.28 den, (Cﬁlm) (D), ®) Banach cebirinde f; elemani Duhamel ¢arpimina gore
tersinebilir oldugundan F; ® f; = 1 olacak sekilde F; (0) # 0 vardur.

Simdi agagidaki gekilde ifade edilen M (Z) matrisini gozoniine alalim.

P 00 ... 0
—fo®F 1 0 ... 0
—fa®F 0 0 .. 1
fi

> 2
o=
In

olmak tizere Yardimci teorem 3.27 kulanilarak,

16



BF)(J) 00 .. 0
B—fh®FR)(J) I 0 .. 0 h
BMY(N)f =| B(-fr®@F)(J) 0 I .. 0 sz
B(—fo,@F)(J) 0 0 .. I In
(BF1) (J) fr
(B(=f2® F1))(J) fi + f2
= | B(—fs®F))(J) fi+ fs

(B(=fo®F1))(J) fr + fa

Fi® fi 1
(—,®F)® fi+ f 0

=| fs@F)®fi+fs [=] 0
(—fn®F)® fi+fn 0

elde edilir.

®-det (BM) (0) = (BF) (0) # 0 oldugundan, (cgm (m))” = O (D) x ... x
C’ﬁ,m) (D) ve X" := X x ... x X olmak iizere, (BF') (J) operatorii <C’I(4m) (]D)))n
de ve (BF) (A) operatorii de X™ de Duhamel garpimina gore tersinebilirdir.

Buradan,

{(BM) (J) f); @ (BM) (A)x);} :i=1,2,..,n}

kiimesinin J @& A operatorii i¢in devirli kiimesi oldugu goriiliir. Boylece yeni

devirli kiimemiz {1 ® y1,0 ® v, ...,0 ® y,, } seklinde olacaktir. Yani

span {(J & A (10 p), (T A 0@ 1),.(J & A 0@y } = (D)o X
dir. Bu durumda, her g € C{™ (D) ve her z € X igin,

g@x=lim Y p;;i (J©A)(fi ©ys)

olacak sekilde {p;;};_, polinomlar ailesi vardir. Ozel olarak, g = 0 segildiginde,

]
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0@z = lim Zp”(J@A)(f,@yz)

Jj—oo
= ]lggo me( ) fi ® lim ;pj,i (A) yi

seklinde yazilabilir. Buradan lim Zpﬂ( ) fi = 0 ve lim me( Jy = x

Jj—oo,; Jj—oo

oldugu goriiliir.

lim Z pi1 (J) fi = 0 ifadesini acgik yazip diizenledigimizde

Jj—oo

jlinolo(PjJ (J) fi+pi2(J) fot o+ 0jx (J) fi)

= g’li—%o(pj’l (J) 1+pjo (J) O+ ... +pjr (J) 0) =0

elde edilir.  Boylece, limp;;(J)1 = 0 degeri, C{™ (D) uzaymda ve
j—00

lim Z pji (A)y; = x degeri ise, X uzayinda bulunur.

Jj—o0

Borel doniisiimiin 6zelliklerinin verildigi Yardimei teorem 3.27 (b) yi kullanarak

lpja (A) y1]| ifadesini hesaplayalim.

pja = B (B~ 'p;1)
olarak ifade edilebildiginden,

61 (2) = (B7p3) (2) = 3 b () 2

k>0

olmak iizere,

pia (J)1 = (Bg;ja) ()1 =gja ®1 = gja

bulunur. Boylece

]lggo pi1(J)1= jlir?o g1 = 0 degeri, CU™ (D) uzaymda

olur.

C’gm) (D) c H? (D) ifadesinden dolay1 || f|| ;= < || f]],,, oldugunu ve teoremin kogu-
lundan Y |[nlA"z||> = C, < +oo oldugunu biliyoruz. Bu ifadeler goz oniinde

n>0
bulunduruldugunda,
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Ipia Ayl = [1Baji Al

blginom)

= (Zﬁj,l (k) Aklh) ||
k>0
I GIEEA|
< (S ) (Soley)

= (4, (Z 1G5.1 (k‘)ll2>
k>0

1
=0y ”%’JHH?(D)

1 .
S O;l HQj,IHm - O’ (] - OO)

olarak hesaplanir. Boylece ¢ = 1 icin p;; (A)y; = 0 oldugunu hesapladik.
Dolayisiyla
lim Y p;i (A)yr =2, X de

)00 =2

bulunur. x keyfi bir vektor oldugundan {y;};_, kiimesi A operatorii igin devirli

kiimedir. Yani
span{A"y; :n>0,i=2,3,4,..} =X
dir. Buradan A operatoriiniin spektral katinin p (A) < n — 1 oldugu goriiliir.

Bu da p (A) = n olmasi ile geligir. O halde p(J & A) = pu(A) = n kabuliimiiz
yanlig olup u (J @ A) = n+ 1 dir. Buradan da

p(J&A) =p(J)+p(A)=1+n

dir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Ayrik Duhamel Carpimlari ve Bazi Operatorlerin Spektral Katlilig:

Bu kisimda, bazi operatorlerin direkt toplamlarinin spektral katini ayrik Duhamel

carpimi metodunu uygulayarak hesaplayacagiz.

X Banach uzay1, X; C X ve T agirlikh kaydirma operatorii olmak tizere T' ope-

ratoriiniin X; uzay iizerinde kisitlanms sekli 7’| x, i¢in

i(Tlx, ® A) = 1+ p(A)

egitliginin saglandigini dogrulayacagiz. Burada A, X Banach uzayinda bir ope-

ratordiir.

Hatirlandig: gibi iki analitik fonksiyon f (2) = > F(n)z"veg (2)=>.7g(n)z" e
n>0 n>0

Hol(D) igin klasik Duhamel ¢arpim

dir. (4.1) olarak ifade edilen aligilmig Duhamel ¢arpiminin bir genellegtirilmesini
diistinerek, yani ayrik Duhamel carpimini kullanarak, operatorlerin direkt toplam-

larinin spektral katini inceleyecegiz.
X Banach uzay1 ve A € £ (X) olmak iizere E C X altuzay1 i¢in
span{A"E :n=0,1,2,...} = X

ise F altuzaymin A operatoriiniin devirli altuzay1 oldugu ifade edilmisti. A ope-

ratoriiniin spektral katlihg pu(A) ise,
p(A) = min{dim E : span {A"E :n >0} = X}

negatif olmayan tamsayi veya sonsuzdur. A € L (X) ve B € L(Y) operator-
lerinin direkt toplam operatorii A@ B olmak iizere, (A @ B) (x ® y) = Az ® By,
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r@y € X @Y dir. Operatorlerin direkt toplaminin spektral katini ifade eden

n(A® B) < p(A) + u(B)

esitsizligini biliyoruz. Burada amacimiz pu(A @ B) = u(A) + u(B) esitligini

aragtirmaktir.

X, (€n),>o Shauder bazina sahip bir Banach uzay1 olsun. (A,),,>o C C; A, #0

sinirht bir dizi olmak iizere w, := Ao, \1, ..., \n_1, wp := 1 geklinde ifade edilsin.
X;:=spanier:k=id,i+1,..},i=0,1,2, ..

olmak iizere X; deki © = > zne, ve y = > yne, (1 = 0,1,2,...) vektorleri igin

ayrik Duhamel carpimi - -

~ 2R Wntm—i
l’@?y = Z Z w+ xnynenanfi (42)
ile tanimlamr. (4.2) ifadesinde i = 0 ve A, := =5, n > 0 almrsa 6zdesligin

klasik Duhamel carpimina karsilik geldigi kolayca goriilebilir.

T, X iizerinde agirlikli kaydirma operatorii olmak iizere
Te, = Meni1, n=0,1,2,...

seklinde ifade edilmektedir. X; (i > 0) altuzaylar1 7" uzaylarinin invaryant alt-
uzaylaridir (T-invaryant altuzaylarnidir). Yani TX; C X, i > 0 dir. Boylece
kisitlanmig agirlikhi kaydirma operatorleri T'|x, (i > 0), X; nin iyi tanimli ope-

ratorleridir.

Bu tez calismasinda ki amacimiz, bazi operatorlerin spektral kathiliklarinin bu-
lunmast ile ilgili olan metodumuzu geligtirmek ve Y Banach uzay: iizerindeki
A smurh lineer operatorleri igin T'|x, @ A direkt toplam operatoriiniin spektral
katinin aragtirilmasidir. Simdi Teorem 4.1.4 ve Sonug 4.1.5 de kullanacagimiz
genellestirilmis Borel doniisiimii, ¢ (w,,) analitik fonksiyonlar uzayi, 7 (w,,) say1

dizileri uzayi tanimlarini ve yardimci teoremleri verelim.

Tamim 4.1.1. B, : X — C|[[Z]] olmak iizere,
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B, (i xnen) = i anen
n=0

n=0 Wn

ifadesine genellegtirilmis Borel doniigiimii denir.

Burada w,, = Ao, \1, ..., \p_1, n > 0 dir. Ters Borel doniisiimii ise
l o0 o0
B, (Z xnen> =) wpTpe,
n=0 n=0

seklinde tanimlanir.

Acik olarak Hol (D) analitik fonksiyonlar uzaymdan C [[Z]] formal kuvvet seri-

1

N > 0 secilmesi ile

leri iizerine tamimlanan klasik Borel doniisiimii A\, =

elde edilir.
5 (wy,) ve P (wy,) uzaylarimn tanimlarim verelim.

wy, > 0,n <0 ve p> 1 olmak iizere ¢/ (w,,) analitik fonksiyonlar uzay:
o |~ Ip 1/p
) = € ol O) sy = (5 [Flf uz) <0

, n F™(0)
seklinde tanmimlanir. Burada f (n) := s f(z2)=

' J?(n) 2" fonsiyonunun
n! i

8

Y4

0
n. Taylor katsayisidir.

(a) X Banach uzay1 iizerinde her simirh lineer C' operatorii igin, f € ¢4 (|[C™|)

olmak tiizere

O S Fmyen
dir. Boylece
17 @) =||Z Fo el < 3 [F 107 = 1l gony-

(b) Her C' € L (X) operatorii, Y. ||C"||* < +o0 kogulunu saglandiginda

n=0

S ~ p
£= 6, = {1 € Hot(0): 11, = 55 [P < 4o}
olarak ifade edilir. Burada % + % =1, p > 1 dir. Gergekten de,
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S Fmyc

n=

IF Oy =

£(X)

0
> |F o] 1C L

IN

© |~  p\/P / 1/q
() (Sheine)
= 1fllg, M (C.q)
seklindedir. Burada M (C,q) > 0 bir sabittir.
{wn}, o bir komleks say1 dizisi olmak iizere , z = {z;},,, dizilerinin uzay

e (wn)a

1
p
|z| := (Z |2, |wn|p) < +o00, p>1i¢in

n>0

||| == sup |z, |w,| < +o00, p= 400 i¢in
n>0

kogullarini saglar.

Yardimci Teorem 4.1.2. X, (e,),,-, Shauder bazma sahip bir Banach uzay
olsun. z, y € X; = span{e, :n=1d,i+1,..}, i > 0 uzgaymmn iki eleman
Te, = Méni1, Ao # 0, n >0, X iizerinde siirh ()‘n)nzo dizisine sahip siirekli

agirlikli kaydirma operatorii olmak {izere

= Wn4-m—i
1Oy = % Tan = enimei = (But) (Tx)y = (Bug) (TIx) = (43)
dir. Burada T'|y, kisitlanmig agirhikh kaydirma operatorii ve
o | n
(Bua) (Tlx)y = Y- —a (T]x,)"v. (4.4)

dir.

Yardimci Teorem 4.1.3. X, p > 1 olmak {izere (7 de gomiilii stirekli (e,),,~
Shauder bazina sahip bir Banach uzay1 olsun. T'e,, = \,e,.1, n > 0, X iizerinde
siirekli agirhikh kaydirma operatorii icin w,, = Ao, A1, ..., A1, wo := 1 ve i > 1,
N > i olmak iizere,

q

Wy fm—i -
nm ,p>11icin

Wy Wy,

n,m>N
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ve

Wn4m—i
Wy Wy,

,p=11icin

n,m>N

dir. Burada %—l—é = 1dir. Hern,m > ive M; > 0igin ||eprm_1| < M; |len] ||em]]
oldugu kabul edilirse,

(a) Her z,y € X; ve C; > 0

T®y
tollx;

dir. Yani (Xi, @:)) birim eleman1 w;e; olan birimli Banach cebiridir.

(b) € X, i¢in ®-tersinebilir olmas igin gerekli ve yeterli kosul z; # 0 olmasidur.

Teorem 4.1.4. X, (¥ de gomiili (e,),>, Shauder bazina sahip Banach uzay
olsun. p > 1, Te,, = Aeni1, n > 0 X uzay iizerindeki agirhikh kaydirma ope-

ratorii olmak iizere w,, = Ao, A1, ..., An_1, Wo := 1 ve ¢ > 1, N > ¢ tamsayisi igin,

q
w s
n+m-—1u . p > 1 (46)
n,m>N WnpWm
ve
w i
ety =1 (4.7)
n,m>N W Wy,

kosullar1 saglansin. Her n,m > ¢ ve M; > 0 icin ||e,4m—1]] < M; |len|| |lem]] dir.
@M1’

< 400 kogulunu
|wil

Y Banach uzayi olmak {izere Q) : ¥ — Y, Z <|

saglayan bir operator olsun. Buna gore

w(Tx, ® Q) < u(Tx,) + (@) =1+ u(Q)

dur.

Ispat: Ilk olarak, su(

Xi) =

> 1 igin devirli operatér oldugunu styleyebiliriz. Diger taraftan, T'|x, © Q

x, kisitlanmig operatoriiniin her
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operatoriiniin spektral katr ile ilgili

Xi) + M(Q) (48)

esitsizligini biliyoruz. u(Q) = 400 ise , Y nin sonlu boyutlu devirli altuzay:

yoktur ve dolayisiyla

p(Tlx, ® Q) = u(Tx,) + Q)

=1+u(Q)

dur. u(Q) = n < +oo oldugunu kabul edelim. u(7T|x,) = 1 oldugundan (4.8)

esitsizligi,

n < u(T

x®Q)<n+1
seklinde yazilir.

Teoremin ispat1 igin geligki yontemini kullanalim. Yani, u(T|x, & Q) # n + 1
x; © Q) =

x, @ @ operatorii icin n-boyutlu devirli altuzaymn kiimesi

oldugunu kabul edelim. Bu durumda p(7'|x, ® Q) < n+ 1 veya u(T
w(Q) = n olur. T
{x(l) @y, 2@ @ y® Mg y(”)} olsun. Boylece {x(l), . x(")} kiimesi

T|x, kisitlanmig agirhklh kaydirma operatoriiniin devirli altuzay kiimesidir.

Yardimer Teorem 4.1.3 i gozoniinde bulundurdugumuzda (4.6) ve (4.7) kosullar
altinda (XZ-, @)) bir Banach cebiridir. Boylece her z € X, i¢in "ayrik Duhamel
operatorii” D; olmak tizere y € X i¢in, D,y := 2@y, y € X;, seklinde ifade edilir
ve (4.5) esitsizligi || D, || < C; [|z]|y, olur. Diger tazraftan (4.2) esitligi m > 0 igin,

(T|X1)m Y= wi-i—mei-i-m@y (49)
oldugunu gosterir. O halde
span {(T|x,)" y : m > 0} = closDyspan {wime€iim : m > 0}

dir. Yaniy € Cyc (T

x;) olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul D, X; = X; olmasidir.

Bu durumda D, X; = X, olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun y; # 0 oldugunu
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ispatlamak zor olmayacaktir. Yani y, (Xi, (:B) Banach cebirinin tersinebilir bir
elemani olup bu da ayrik Duhamel operatéjlru D, nin tersinebilirligine karsilik
gelir. Boylece {91:(1), HAC x(”)} devirli kiimesi igin , wgio) # 0 ozelligini saglayan
ip € {1,...,n} sayis1 vardir. Genel olarak iy = 1 oldugunda mz(»l) # 0 dir.
Yukarida bahsettigimiz kogullar altinda (1), <Xi, (i@) de tersinebilirdir. Boylece

(Xi, ®) Banach cebirinde zM@z") = w;e; olacak sekilde z(!) elemani meveut-

tur. (z(1)®x(1)) = V2" oldugundan 2" # 0 dir. Bu durumda M matrisini
gozoniinde bululfdurup, Yardimer Teorem 4.1.1 deki (4.3) ve (4.4) esitliklerini

ve (4.9) ifadesini kullanarak, agagidaki ifadeleri elde ederiz.

2 0O 0 ... 0

—x(2)®z(1) wie; 0 ... 0

M=|-2®&: 0 we ... 0
—zM@zM 0 0 ... we

i
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(1) (BuzV) (T'x,) 0 0

T
o B, (—2@:0) ) (T1x) Iy, 0
T i

(BuM)(Tlx,) | 2@ | = | {Bu (—2@@z ) ) (Tlx,) 0 Iy,
(M) ~

(Bw MO
xu)ézm

EVES _x@)Z@Z(l)

— | 205 [ —2®5.0

x(l)é.@ (—x(")éz(l)
w;€;

— 2@ (20

(2

= | —2®& (200

A e O - - g

g <x<1>@z<1)

wi€;
— 2P @w,e; + 2

= —x(3)®wi6i + z®

—r™M@w,e; + 2™
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wW;€; W;€;
_x(2) + x(Z) 0
= _l'(3) —+ x(3) = 0

dir. Boylece

A w;e;
@ 0
(BuM)(Tlx,) | ® [ =1 0
(™) 0
olup buradan da
B,zW 0 0 0
By | —2®@®z) ¢ 0 ... 0
B,M=| B, -2®®:1 ] 0 ¢ 0
B., (—x(")®Z(1)> 0 0 ... ¢

elde edilir.

~ -~ - 1
® — det (B,M) = B,zWM@e;®...%e; = ﬁsz(l)
i ii i w;
) - 1L 1 o_1 .4
boylece | ® — det (B,M) | = ——=—2 " = —2WU # 0 olur. (B,M) (T|x,) ve
i Cwl T W, w}

(B,M) (Q) sirasiyla X" Xk Xk x X veY" =Y xY k. %Y uzaylarinda
N ~~ 7/ e e

tersinebilirdir. Karaev’in 2012 deki ¢alismasinda elde ettigi sonuglara gore

{(BuaD) (T]x)2), @ (BM) (Q)y), 5 = 1.2, m}

kiimesi 7’| x, ® () operatorii i¢in devirli altuzay kiimesidir. Boylece yeni devirli

altuzay kiimesi {w;e; ® 41,0 ® ¥, ...,0 & g, } seklinde olacaktir. Bu nedenle her
y € Y icin agsagidaki ozellikleri saglayan {P,, }?:1 bir vektor polinomlar: ailesi

vardir.
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lim P, (T|x,)wie; = 0, X; uzaymda (4.10)

m

ve
n

WP—I»I;O > P j (Q)y; =y,Y uzaymda (4.11)

J

gm,1 ifadesini,

dm,1 ‘= B;lpm,l = Z Wi (Pm,l)k €k
k>0

seklinde yazabiliriz. Agikca goriiliir ki P, 1 (T'|x,) wie; = > wi (Pm1), €k = @m,1
k>0
dir. (4.9) daki form ile X uzayinda lim g¢,,; = 0 yazilabilir.

o0
Q"]
kz::i |wy|

kosulu gozoniinde bulundurulursa

Hpm,l (Q)Hg(y) Z (Pm,l)k Qk

k>0

q
=(C <+

L(Y)
< Z ‘(val)k‘ HQkHc(Y)
k>0

1
= kXZIO |wy| |(Pm71)k| m ||QkH£(Y)

v Q"l,y a\
() a2

= C|lgmll
elde edilir. X C 7 oldugundan, ||gm.1||,, < C'||gm,1] ve boylece

lgmt @l < CC lgmally
olur. X uzaymda ¢,,1 — 0 (m — o0) oldugundan, bu esitsizlikten lim ¢, (Q) =

0 elde edilir ve boylece lim ¢y, (Q) 71 = 0 dir. Sonug olarak (4.10) esitliginden

m—00

lim ;Pm,j (@Q)yj =y

sonum;u gormek kolaydir. y € Y keyfi oldugundan bu esitlik bize {72, 73, ..., Un} €
Cyc(Q) sonucunu verir ve boylece u(Q) < n — 1 elde edilir. Bu da bizim
(@) = n kabuliimiizle geligir. Buradan u(7T|x, ® Q) = 1 + n dir. Boylece teo-
rem ispatlanmig olur.

Sonug 4.1.5. J operatorii 4 (D), 1 < p < oo, uzaymda Jf (z) = jf (t)dt ile
tanimlanan Volterra integral operatorii ve () operatorii ’

S (R Q)" < 00, p > 1
k=1
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ve

=0 (). p=1

kosullarim1 saglayan Y ayrilabilir Banach uzay1 iizerinde sinirh operator olsun.
Burada % + % =1 dir. O zaman

pJ®Q) =1+p(Q)
dur.
Bu sonucu ispatlamak igin Teorem 4.1.4 de X = %, A\, = n+r1 (n>0), e, =2"
(n >0), i =0, yazmak yeterlidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez caligmasinda, operatorlerin direkt toplaminin
spektral katim1 hesaplamak, operatorlerin genel karakteristik 6zelliklerinin be-
lirlenmesini sagladigindan operatorler teorisinin ve fonksiyonlar teorisinin aktif
ve rekabetci konular1 arasinda yer almaktadir. Az sayida ¢aligmanin olusu, tez
sonuclarim literatiir ve paydaglar1 icin oldukca ¢nemli hale getirmektedir. Bu
yiizden, bu calismada analiz ve fonksiyonel analiz metotlarin karsilagtirilmasi
ve ozelliklerin ortaya cikartilmasi literatiire biiyiik olgiide katk: saglayacaktir.
T|x, ® @ direkt toplam operatorlerinin spektral kati i¢in ifade edilen

w(Tx, ® Q) = u(Tx,) + 1 (Q)

formiiliiniin dogrulugu ayrik Duhamel ¢arpiminin 6zellikleri ve Banach cebiri

teknikleri kullanilarak hesaplanmigtir. Bahsedilen bu problemin ¢oziimii baz
sinif operatorlerin direkt toplami iizerine ¢alisan bircok matematikci tarafindan
kullanilabilecegi gibi, diger bilimlerde ortaya cikan operatorlerle ilgili problem-
lerin ¢oziimlerinde de yardimci olacaktir. Diger taraftan iilkemizde bu konuda
yapilan caligmalar sinirh kaldigi i¢in tez kapsaminda, bu konuda uluslararasi kon-
feranslarda ve dergilerde yaymlanabilecek makaleler ile iilkemizin adimin duyu-

rulmasina katki saglanacaktir.
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