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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

AYRIK DUHAMEL ÇARPIMI VE BAZI OPERATÖRLER·IN
SPEKTRAL KATLILI¼GI

Tev�k KUNT

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Suna SALTAN

Baz¬ s¬n¬f operatörlerin direkt toplam¬n¬n spektral kat¬n¬ hesaplamak, ope-
ratörlerin genel karakteristik özelliklerinin belirlenmesini sa¼glad¬¼g¬ndan oldukça
önemlidir. Tezin amac¬, A ve B baz¬s¬n¬f iki operatör olmak üzere, literatürde
iyi bilinen max f�(A); �(B)g � �(A�B) � �(A)+�(B) eşitsizli¼ginin ne zaman
eşitli¼ge dönüştü¼günü araşt¬rmakt¬r.

Bu sonuca ulaşmak amac¬yla �(T jXi �A) � �(T jXi) + �(A) formülünün do¼gru-
lu¼gu ayr¬k Duhamel çarp¬m¬n¬n özellikleri ve Banach cebiri teknikleri kullan¬larak
hesaplanacakt¬r. Ayr¬ca, hesaplamalar¬yapmak için analiz ve fonksiyonel anali-
zin metodlar¬kullan¬lacakt¬r.

Anahtar Kelimeler: Duhamel çarp¬m¬, Ayr¬k Duhamel çarp¬m¬, spektral katl¬-
l¬k, A¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü, Direkt toplam, invaryant altuzay.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

DISCRETE DUHAMEL PRODUCT AND SPECTRAL
MULTIPLICITIES OF SOME OPERATORS

Tev�k KUNT

Süleyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Suna SALTAN

Computing the spectral multiplicities of direct sum of the some class of operators
is very important because it provides identi�cation of the general characteristic
properties. The aim of our project is to investigate, two operators A and B as
some class, when inequality well-known in the literature max f�(A); �(B)g �
�(A�B) � �(A) + �(B), is written into an equation.

In order to achieve this result, the accuracy of formula, �(T jXi�A) � �(T jXi)+
�(A), shall be calculated by using the techniques of Banach algebras and pro-
perties of discrete Duhamel product. In addition, the analysis and functional
analysis methods shall be used for calculation.

Keywords: Duhamel product, Discrete Duhamel product, spectral multiplici-
ties, Weighted shift operators, Direct sum, invariant subspace.

2013, 35 pages
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

B Borel dönüşümü
C Kompleks say¬lar kümesi
Cyc(A) A operatörünün devirli vektörleri
D Birim diskbf f nin Taylor katsay¬s¬
H2 (D) Birim disk üzerindeki Hardy uzay¬
Hol(D) Holomor�k fonksiyonlar uzay¬
J Volterra integral operatörü
L (X) X deki tüm s¬n¬rl¬lineer operatörlerin kümesi
`pA (D) Analitik fonksiyonlar uzay¬
� Konvolüsyon çarp¬m¬
~ Duhamel çarp¬m¬
~~
i

Ayr¬k Duhamel çarp¬m¬

� (A) A operatörünün spektral kat¬
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1: G·IR·IŞ

C komleks düzlemde D = fz 2 C : jzj < 1g birim disk olsun. f ve g, D birim

diskinde iki analitik fonksiyon olmak üzere,

(f ~ g)(z) = d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt =
zZ
0

f
0
(z � t)g(t)dt+ f(0)g(z)

ifadesine f ve g fonksiyonlar¬n¬n Duhamel çarp¬m¬denir (Wigley, 1974).

Duhamel çarp¬m¬son y¬llarda operatör teorinin birçok aktüel probleminde uygu-

lamalar¬vard¬r. Örne¼gin, adi diferensiyel denklemler teorisinde, operatörlerin

invaryant altuzay¬n¬n belirlenmesinde, devirli vektörlerin incelenmesinde, ope-

ratörlerin direkt toplam¬n¬n spektral kat¬n¬n hesaplanmas¬nda Duhamel çarp¬m¬n-

dan yararlan¬lm¬̧st¬r.

X Banach uzay¬üzerinde tüm s¬n¬rl¬lineer operatörlerin kümesi L (X) ile tan¬m-

lans¬n. A 2 L (X) sabitlenmi̧s bir operatör ve E � X olsun. O halde,

span fAnE : n � 0g = X

ise E uzay¬na A operatörünün devirli altuzay¬denir ve A operatörünün devirli

altuzaylar¬n¬n kümesi Cyc (A) ile gösterilir (Abramovich and Aliprantis, 2002).

A operatörünün spektral katl¬l¬¼g¬ise

� (A) = min fdimE : E 2 Cyc (A)g

şeklinde ifade edilen 1 veya negatif olmayan tamsay¬d¬r.

Bir operatörün spektral katl¬l¬¼g¬n¬bilmek, operatör teorinin problemlerinde ve

uygulamalar¬nda oldukça önemlidir. Örne¼gin, Hilbert uzay¬nda iki normal ope-

ratörün (A normal operatör ise AA� = A�A d¬r) spektral katlar¬eşit ise bu iki

operatör üniter denktir. Yani � (A) = � (B) =) A = U�1BU =) A �= B

dir. Ayr¬ca iki operatörün direkt toplam¬n¬n spektral kat¬n¬n ö¼grenilmesi, ope-

ratörün kendisinin spektral kat¬n¬n ö¼grenilmesi için önemlidir. Operatör teori-

den bilindi¼gi gibi baz¬durumlarda bir operatör, iki operatörün direkt toplam¬na
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üniter denk olabilir. Örne¼gin , Hilbert uzay¬nda bir A operatörü A �= A1 � A2

şeklinde ifade edilebiliyorsa A �=

0@A1 0

0 A2

1A şeklinde yaz¬labilir ve i̧slemler ko-

laylaş¬r.

A ve B s¬n¬rl¬lineer operatörlerinin direkt toplam¬n¬n spektral katl¬l¬¼g¬için,

max f� (A) ; � (B)g � �(A�B) � �(A) + �(B)

eşitsizli¼gi mevcuttur. Belirli koşullar alt¬nda, Nikolski ve ö¼grencisi Vasjunin

taraf¬ndan eşitsizli¼gin birinci k¬sm¬n¬n

max f� (A) ; � (B)g = �(A�B)

eşitli¼ge dönüştü¼gü ifade edilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n amac¬yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n belirli koşullar

alt¬nda ,

�(A�B) = � (A) + � (B)

şeklinde ifade edilebildi¼gini göstermektir. Çal¬̧smam¬zda ayr¬k Duhamel çarp¬m¬

metodu ve Banach cebiri teknikleri kullan¬larak, T jXi a¼g¬rl¬kl¬ kayd¬rma ope-

ratörü ve Banach uzay¬nda uygun bir A operatörü için,

�(T jXi � A) = 1 + � (A)

formülünün do¼gru oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.
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2: KAYNAK ÖZETLER·I

f ve g analitik fonksiyonlar¬için Duhamel çarp¬m¬n¬n tan¬m¬1974-1975 y¬llar¬nda

Wigley taraf¬ndan

(f ~ g)(z) = d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt =
zZ
0

f
0
(z � t)g(t)dt+ f(0)g(z)

şeklinde ifade edilmi̧stir (Wigley, 1974; 1975).

Duhamel çarp¬m¬, analizin çeşitli problemlerinde birçok uygulamaya sahiptir.

Adi diferansiyel denklemler teorisinde ve matematiksel �zi¼gin s¬n¬r de¼ger prob-

lemlerinde rol oynar. Son y¬llarda Duhamel çarp¬m¬n¬n operatörler teorisinin

birçok aktüel problemlerinde uygulamalar¬vard¬r. Banach cebiri teorisi, ope-

ratörlerin invaryant altuzaylar¬n¬n resmedilmesi, devirli vektörlerin belirlenmesi

ve operatörlerin komutant¬n¬n incelenmesi Duhamel çarp¬m¬metodunun uygu-

lanmas¬ile araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Bozhinov, 1988; Cartan, 1963; Dimovski, 1990; Gürdal,

2009; Karaev, 2005(a); Karaev, 2005(b); Karaev, 2005(c); Karaev ve Saltan,

2005; Karaev ve Gürdal, 2011).

X Banach uzay¬ ve A : X ! X lineer s¬n¬rl¬ bir operatör olsun.

span fAnE : n � 0g = X ise, E � X uzay¬na A operatörünün devirli altuzay¬

denir. A operatörünün spektral kat¬ise

� (A) = min fdimE : span fAnE : n � 0gg

eşitli¼gi ile ifade edilir. Nikolski ve ö¼grencileri Vasjunin, Solomyak iki operatörün

direkt toplam¬ olarak yaz¬labilen baz¬ operatörlerin spektral özelliklerini in-

celemi̧slerdir (Nikolski, 1986; 1989; Nikolski ve Vasjunin, 1981; Solomyak, 1988).

A�B direkt toplam operatörlerinin spektral kat¬için,

max f� (A) ; � (B)g � �(A�B) � �(A) + �(B)

bilinen eşitsizlikten yola ç¬kan Nikolski belirli koşullar alt¬nda

max f� (A) ; � (B)g = �(A�B)
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oldu¼gunu göstermi̧stir (Nikolski, 1986). �(A�B) = �(A)+�(B) oldu¼gu problemi

ise yenidir ve son y¬llarda çal¬̧s¬lmaktad¬r. Karaev; Karaev ve Gürdal bu eşitli¼gin

mevcut oldu¼gunu gösterirken birim diskteki analitik fonksiyonlar için ifade edilen

Duhamel çarp¬m¬metodunu kullanm¬̧slard¬r (Karaev, 2006; Karaev ve Gürdal,

2011; Karaev, 2012). Saltan ve Gürdal taraf¬ndan, Jf(z) =

zZ
0

f(t)dt Volterra

integral operatörü olmak üzere J �A direkt toplam operatörünün spektral kat¬

için �(J�A) = � (J)+� (A) = 1+� (A) toplam formülünün do¼grulu¼gu ispatlan-

m¬̧st¬r. ·Ispat metodu, Duhamel çarp¬m¬kullanarak verilen uzay¬n Banach cebiri

oldu¼gunu göstermeye ve banach cebiri tekniklerine dayan¬r. Bu metod pek çok

matematikçi taraf¬ndan kullan¬lmaktad¬r (Karaev, 2012; Merry�eld ve Watson,

1991; Saltan ve Gürdal, 2011; Sz-Nagy ve Foias, 1970).

Bu çal¬̧smadaki esas yöntem ise klasik Duhamel çarp¬m¬n¬n genelleştirilmesi olan

ayr¬k Duhamel çarp¬m¬metodunu kullnarak T jXi k¬s¬tlanm¬̧s a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma

operatörü ile direkt toplam olarak ifade edilen Q lineer s¬n¬rl¬ operatörünün

spektral kat¬için �(T jXi � Q) = 1 + � (Q) ifadesinin do¼grulu¼gunu göstermeye

dayan¬r.
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3: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smada kullan¬lacak olan gerekli baz¬kavramlar ve bu kavram-

larla ilgili tan¬m, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 3:1: X ve Y iki vektör uzaylar¬ olmak üzere T : X ! Y operatörü

verilsin. Her �; � 2 C ve f; g 2 X için

T (�f + �g) = �T (f) + �T (g)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa T operatörüne lineer operatör denir (Dunford and Schwartz,

1958).

Teorem 3:2: X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) � X olmak üzere T : D(T )! Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

T nin sürekli olmas¬d¬r (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:3: X normlu vektör uzay¬olmak üzere X uzay¬tam, yani X de al¬nan

her Cauchy dizisi yak¬nsak ve yak¬nsad¬¼g¬de¼ger X in bir eleman¬ise X uzay¬na

Banach uzay¬denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:4: X kompleks (veya reel) vektör uzay¬olsun. Her x; y; z 2 X ve her

� kompleks (veya reel) say¬s¬için X üzerinde aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir

çarpma i̧slemi varsa bu uzaya kompleks (reel) cebir denir.

i) �(x:y) = (�x):y = x:(�y)

ii) x:(y + z) = x:y + x:z ve (x+ y):z = x:z + y:z

iii) x:(y:z) = (x:y):z

E¼ger X bir cebir ve her x; y 2 X için x:y = y:x oluyorsa, X e de¼gişmeli veya

komütatif cebir denir. X in çarpma i̧slemine göre etkisiz eleman¬varsa, yani her

x 2 X için

x:e = e:x = x

olacak şekilde e 2 X varsa X e birimli cebir ve e ye de X in birim eleman¬
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(etkisiz eleman¬) denir (Rudin, 1991).

Tan¬m 3:5: X cebiri üzerinde tan¬mlanan norm her x; y 2 X için

kxyk � kxk kyk

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa (alt çarp¬msall¬k özelli¼gi) ve X cebirinin birim elemanl¬

olmas¬halinde,

kek = 1

ise X e normlu cebir denir.

(X; k:k) normlu cebiri tam ise bu normlu cebire Banach cebiri denir (Rudin,

1991).

Tan¬m 3:6: X de¼gi̧smeli bir Banach cebiri ve I; X in lineer alt uzay¬olsun. Her

x 2 X için xI � I ise I ya X in ideali denir (Meise and Vogt, 1997).

Tan¬m 3:7: X de¼gi̧smeli bir Banach cebiri olsun. X in hiçbir ideali taraf¬ndan

içerilmeyen ve X cebirinden farkl¬olan I idealine maksimal ideal denir (Meise

and Vogt, 1997).

Teorem 3:8: (Weierstrass Yaklaş¬m Teoremi) f(x); [a; b] aral¬¼g¬nda reel

de¼gerli sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman [a; b] aral¬¼g¬üzerinde f(x) e düzgün

olarak yak¬nsayan bir Pn(x) polinomlar dizisi vard¬r. Di¼ger bir deyi̧sle key�

f 2 C [a; b] olmak üzere, her " > 0 için jf(x)� p(x)j < " olacak şekilde bir

p(x) 2 Pn(x) mevcuttur (Stoll, 2000).

Tan¬m 3:9: X lineer bir uzay ve S � X olsun. S nin vektörlerinin lineer

kombinasyonlar¬n¬n cümlesine S nin lineer hulu veya S nin gereni denir ve

lin:hullS = spanS ile gösterilir (Maddox 1970).

Tan¬m 3:10: X bir Banach uzay¬ve T : X ! X lineer s¬n¬rl¬bir operatör olsun.

x 2 X olmak üzere spanfx; Tx; T 2x; T 3x; :::g = X ise x e T nin devirli vektörü

denir (Abramovich and Aliprantis, 2002).
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Tan¬m 3:11: (Devirli Altuzay) X Banach uzay¬ve T : X ! X lineer s¬n¬rl¬

bir operatör olsun. E � X olmak üzere

span fT nE : n � 0g = X

ise E ye T operatörünün devirli altuzay¬denir ve T operatörünün devirli altu-

zaylar¬n¬n kümesi Cyc (T ) ile gösterilir.

Tan¬m 3:12:(Spektral Katl¬l¬k) X Banach uzay¬, T : X ! X lineer s¬n¬rl¬

bir operatör ve E � X olsun. E, T operatörünün devirli alt uzay¬olmak üzere

� (T ) = min fdimE : E 2 Cyc (T )g

ifadesine T operatörünün spektral kat¬denir. � (T ) negatif olmayan tamsay¬

veya 1 dur. � (T ) = 1 ise T ya devirli operatör denir.

Örne¼gin, X = C [0; 1] uzay¬, T = Jf(x) =

xZ
0

f(t)dt integralleme operatörü ve

Mxf (x) = xf (x) çarp¬m operatörü olmak üzere Weierstrass yaklaş¬m teore-

minden

span fJn1 : n � 0g = C [0; 1] ;

span fMn
x 1 : n � 0g = C [0; 1]

olup �(J) = �(Mx) = 1 dir. Böylece J veMx operatörleri devirli operatörlerdir.

Şimdi, direkt toplam olarak yaz¬labilen iki operatörün spektral kat¬ile ilgili eşit-

sizli¼gi ifade edelim:

X, Y Banach uzay¬ve A : X ! Y , B : X ! Y iki s¬n¬rl¬operatör olsun. X

Banach uzay¬üzerindeki s¬n¬rl¬lineer operatörlerin kümesi L (X) olmak üzere,

A 2 L (X) ve B 2 L (Y ) operatörlerinin direkt toplam¬A � B ile gösterilir.

x� y 2 X � Y için,

(A�B) (x� y) = Ax�By

7



dir. 1986 y¬l¬nda Nikolski, iki operatörün direkt toplam¬olarak ifade edilen ope-

ratörün spektral kat¬n¬n A�B 2 L (X � Y ) için,

� (A�B) � � (A) + � (B)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stir (Nikolski, 1986).

Tan¬m 3:13: (·Invaryant Altuzay) T bir operatör ve M bir altuzay olsun.

E¼ger TM � M ise M ye T nin invaryant altuzay¬denir. Yani f 2 M iken

Tf �M ise M ye T alt¬nda invaryantt¬r denir. (Kreyszig, 1989).

f0g ve H (Hilbert uzay) trivial altuzaylar¬ her operatör alt¬nda invaryantt¬r.

Analizde çözülmemi̧s en ünlü problemlerden biri (invaryant altuzay problemi)

�sonsuz boyutlu Hilbert uzay¬ üzerinde her s¬n¬rl¬ operatörün nontrivial in-

varyant altuzaya�sahip olup olam¬yaca¼g¬sorusudur.

f vektörü ve T s¬n¬rl¬ lineer operatörü verildi¼ginde f taraf¬ndan üretilen in-

varyant altuzay

1S
n=0

fT nfg = span fT nfg

altuzay¬d¬r. E¼ger

M =
1S
n=0

fT ngg = span fT ngg

olacak şekilde g vektörü mevcut ise T nin M invaryant altuzay¬na devirlidir

denir. E¼ger

1S
n=0

fT ngg = span fT ngg = H

ise g ye T için devirli vektör denir. Buradan invaryant aluzay problemi tekrar

ifade edilebilir. �Hilbert uzay üzerinde her s¬n¬rl¬lineer operatör s¬f¬rdan başka

bir devirli olmayan vektöre sahip midir?�

Tan¬m 3:14: (Direkt Toplam) X bir vektör uzay¬, Y ve Z uzaylar¬, X in iki

altuzay¬olsun. Her x 2 X eleman¬, y 2 Y ve z 2 Z olmak üzere
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x = y + z

şeklinde bir tek gösterime sahip ise X vektör uzay¬Y ve Z alt uzaylar¬n¬n direkt

toplam¬d¬r denir ve

X = Y � Z

olarak yaz¬l¬r. Y ye Z nin (Z ye Y nin) cebirsel tümleyeni denir (Kreyszig,

1989).

Tan¬m 3:15: (Shauder Baz¬) X normlu uzay¬, her x 2 X için,

kx� (�1e1 + :::+ �nen)k ! 0; (n!1)

olacak şekilde bir tek (�n) skaler dizisi var olmak üzere, bir (en) dizisi içeriyorsa,

(en) dizisine, X uzay¬n¬n Shauder baz¬denir.

Tan¬m 3:16: S � C olmak üzere f : S ! C kompleks fonksiyon ve z0 2 S

olsun. f kompleks fonksiyonu z0 noktas¬n¬n bir

D(z0; r) = fz 2 C : jz � z0j < rg

komşulu¼gunun bütün noktalar¬nda türevlenebilir ise f , z0 noktas¬nda analitiktir

denir.

E¼ger f kompleks fonksiyonu bir S bölgesinin bütün noktalar¬nda analitik ise

f fonksiyonuna S kümesi üzerinde analitiktir denir. f kompleks fonksiyonu C

nin tüm noktalar¬nda analitik ise f fonksiyonuna tam fonksiyon denir (Rudin,

1991).

Teorem 3:17: f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitik ise fonksiyonun her mertebe-

den türevi de o noktada analitiktir (Rudin, 1991).

Teorem 3:18: f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitik olsun. z0 noktas¬n¬n komşu-

lu¼gundaki z ler için f fonksiyonu

f(z) =
1X
n=0

an(z � z0)n =
1X
n=0

f (n)(z0)

n!
(z � z0)n

9



Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. Bu kuvvet serisi bir D(z0; r) diski üzerinde mutlak

yak¬nsak ve bu diskin kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r (Rudin,

1987).

Tan¬m 3:19: D = fz 2 C : jzj < 1g birim disk olmak üzere,

Hol(D)=
�
f(z) : f(z) =

1P
n=0

bf(n)zn�
kümesine birim disk üzerinde tek de¼gerli analitik fonksiyonlar¬n (holomor�k

fonksiyonlar¬n) uzay¬denir. Burada bf(n), f fonksiyonunun n: Taylor katsay¬s¬d¬r
ve bf(n) = f (n)(0)

n!
şeklinde ifade edilir (Lavrent�ev and Shabat, 1973).

Tan¬m 3:20: Hol(D) birim disk üzerinde holomor�k fonksiyonlar¬n uzay¬olmak

üzere f; g 2 Hol(D) için,

(f � g)(z) =
zZ
0

f(z � t)g(t)dt

ifadesine f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyon çarp¬m¬ denir (Mikusinski 1956;

Krabbe, 1970).

Tan¬m 3:21: (Duhamel Çarp¬m¬) f; g 2 Hol(D) için,

(f ~ g)(z) =
d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt

=

zZ
0

f
0
(z � t)g(t)dt+ f(0)g(z)

ifadesine f ve g fonksiyonlar¬n¬n Duhamel çarp¬m¬denir (Wigley, 1974).

f (z) =
P
n�0

bf (n) zn ve g (z) = P
n�0
bg (n) zn 2 Hol(D) iki analitik fonksiyon olmak

üzere, klasik Duhamel çarp¬m¬

(f ~ g)(z) =
d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt

=
1P
n=0

1P
m=0

n!m!

(n+m)!
bf (n) bg (m) zn+m;

şeklinde de ifade edilir. Yani,
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(f ~ g)(z) =
1P
n=0

bf (n) zn ~ 1P
m=0

bg (m) zm
=
d

dz

zZ
0

1P
n=0

bf (n) (z � t)n 1P
m=0

bg (m) tmdt
=

1P
n=0

bf (n) 1P
m=0

bg (m) d
dz

zZ
0

(z � t)ntmdt

=
1P
n=0

bf (n) 1P
m=0

bg (m) zZ
0

n(z � t)n�1tmdt

bulunur. Bu integralde (z � t)n�1 = u ve tmdt = dv denilip (n� 1) kez k¬smi

integral al¬n¬rsa,

(f ~ g)(z) =
1P
n=0

1P
m=0

n!m!

(n+m)!
bf (n) bg (m) zn+m

elde edilir. Hol(D) uzay¬Duhamel çarp¬m¬na göre birimli cebirdir.

Duhamel Çarp¬m¬n¬n Özellikleri :

f; g; h analitik fonksiyonlar olmak üzere;

i) (f ~ g) = (g ~ f)
ii) (f ~ g)~ h = f ~ (g ~ h)
iii)f (z) � 1 Duhamel çarp¬m¬na göre birim elemand¬r.

iv)f ~ (g + h) = (f ~ g) + (f ~ h) :

Tan¬m 3:22: (Ayr¬k Duhamel Çarp¬m¬)X, (en)n>0 Shauder baz¬na sahip bir

Banach uzay¬olsun. (�n)n>0 � C s¬n¬rl¬bir dizi olmak üzerewn := �0; �1; :::; �n�1;

w0 := 1 şeklinde ifade edilsin.

Xi := span fek : k > ig ; i = 0; 1; 2; :::;

olmak üzere x =
1P
n=i

xnen, y =
1P
n=i

ynen 2 Xi vektörleri için ayr¬k Duhamel

çarp¬m¬

x~~
i
y :=

1P
n=i

1P
m=i

wn+m�i
wnwm

xnynen+m�i:

ifadesine x ve y nin ayr¬k Duhamel çarp¬m¬(genelleştirilmi̧s Duhamel çarp¬m¬)
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denir (Karaev, 2005(a), Karaev and Gürdal, 2011). Ayr¬k Duhamel çarp¬m¬

de¼gi̧smeli ve birleşmelidir.

Yukar¬daki ifadenin i = 0 ve �n := 1
n+1
; n � 0 al¬nd¬¼g¬nda klasik Duhamel

çarp¬m¬na kaŗs¬l¬k geldi¼gi kolayca görülür.

Şimdi X Banach uzay¬ üzerinde tan¬mlanan a¼g¬rl¬kl¬ kayd¬rma operatörünün

tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 3:23: (A¼g¬rl¬kl¬ kayd¬rma operatörü) X, (en)n>0 Shauder baz¬na

sahip bir Banach uzay¬olsun. (�n)n>0 komleks say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi olmak

üzere

Ten = �nen+1; n = 0; 1; 2; :::;

formülü ile tan¬mlanan T operatörüne a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü denir

Tan¬m 3:24: (Hp Hardy Uzay¬) 1 � p <1 için D birim diski üzerindeki

kfkp = sup
0<r<1

�
1
2�

2�R
0

jf (reit)jp dt
� 1

p

normu sonlu olacak şekilde tüm analitik f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu uzaya

yani,

Hp (D) =

(
f 2 Hol (D) : sup

0<r<1

�
1
2�

2�R
0

jf (reit)jp dt
� 1

p

< +1
)

uzay¬na Hp Hardy uzay¬denir.

p = 2 için H2 (D) uzay¬`2 uzay¬na izomorftur. Yani H2 (D) �= `2 dir.

Böylece, f 2 H2 (D) ise f (z) =
1P
n=0

bf (n) zn olmak üzere
kfkH2 = kfk2 = sup

0<r<1

�
1
2�

2�R
0

jf (reit)j2 dt
� 1

2

=

� 1P
n=0

��� bf (n)���2� 1
2

dir.
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Tan¬m 3:25: f 2 Hol (D) olmak üzere,

B : Hol (D)! C [[Z]]

(Bf) (z) =
1P
n=0

anz
n

ifadesine f nin Borel dönüşümü denir. Burada C [[Z]] =
� 1P
n=0

anZ
n : an 2 C

�
formal kuvvet serilerinin halkas¬d¬r.

Böylece f =
1P
n=0

an
n!
zn 2 Hol(D) ve g =

1P
m=0

bm
m!
zm 2 Hol(D) olmak üzere

(f ~ g) (z) =
d

dz

zR
0

f (z � t) g (t) dt

=
d

dz

zR
0

1P
n=0

an
(z � t)n

n!

1P
k=0

bk
tk

k!
dt

=
d

dz

zR
0

1P
n=0

nP
k=0

an
(z � t)n

n!
bn�k

tn�k

(n� k)!dt

=
1P
n=0

nP
k=0

anbn�k
1

n!
zn = f (z) g (z)

dir. Yani Duhamel çarp¬m¬Cauchy çarp¬m¬olarak ifade edilir.

Bu durumda,

B (f ~ g) (Z) =
1P
n=0

nP
k=0

anbn�kZ
n

=

� 1P
n=0

anZ
n

�� 1P
n=0

bnZ
n

�
= (Bf) (Z) (Bg) (Z)

şeklinde yaz¬labilir.

Şimdi A�B operatörünün spektral kat¬için bilinen

max f� (A) ; � (B)g � � (A�B) � � (A) + � (B) (3:1)

eşitsizli¼ginin hangi durumda eşitli¼ge dönüştü¼günü araşt¬ral¬m. (3:1) ifadesinin

birinci taraf¬Nikolski taraf¬ndan verilmi̧stir (Nikolski, 1986; 1989). Jf (z) =
zR
o

f (t) dt Volterra integral operatörü olmak üzere J � A direkt toplam o-

peratörünün spektral kat¬n¬n, operatörlerin spektral katlar¬n¬n toplam¬na eşit

oldu¼gunu gösteren,
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� (J � A) � � (J) + � (A)

formülünün do¼grulu¼gunu ispatlayal¬m. Önce, üzerinde çal¬̧saca¼g¬m¬z C(m)A (D)

uzay¬n¬ifade edelim.

Tan¬m 3:26: D = fz 2 C : jzj < 1g kompleks düzlemde birim disk olmak üzere,

D da m: mertebeden türevleri sürekli ve D de holomor�k olan fonksiyonlar¬n

uzay¬n¬C(m)A (D) ile gösterelim. O halde,

C
(m)
A (D) = C(m)

�
D
�
\Hol(D)

=
�
f (z) : f (z) 2 C(m)

�
D
�
ve f (z) 2 Hol(D)

	
olarak ifade edilir.

C
(m)
A (D) uzay¬,

kfkm = max
�
max
z2D

jf (z)j ;max
z2D

��f 0 (z)�� ; :::;max
z2D

��f (m) (z)���
normu ile Banach uzay¬d¬r.

H2 (D) Hardy uzay¬,

H2 (D) =

�
f 2 Hol (D) : f (z) =

1P
n=0

bf (n) zn ve sup
0<r<1

1
2�

2�R
0

jf (reit)j2 dt <1
�

=

�
f 2 Hol (D) :

1P
n=0

��� bf (n)���2 <1�
şeklinde ifade edilebilir (Ho¤mann, 1962; Duren, 1970).

Böylece C(m)A (D) � H2 (D) dir ve buradan kfkH2 � kfkm olarak ifade edilir.

Şimdi Teorem 3:29 un ispat¬n¬ yaparken kullanaca¼g¬m¬z Karaev (2005(a)) ve

Karaev, Tuna (2004) taraf¬ndan ifade edilen Yard¬mc¬teoremleri verelim.

Yard¬mc¬Teorem 3:27: f; g 2 Hol(D) olmak üzere, aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

a) f ~ g =
1P
n=0

nP
k=0

bf (k) bg (n� k) k! (n� k)!
n!

zn

b) f ~ g = (Bf) (J) g = (Bg) (J) f

burada
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(Bf) (J) g =
P
n�0

n! bf (n) (Jng) (z)
dir.

Yard¬mc¬Teorem 3:28: f ; g 2 C(m)A (D) olmak üzere f ~ g 2 C(m)A (D) dir ve

kf ~ gkm � (m+ 2) kfkm kgkm

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. f 2 C
(m)
A (D) olmak üzere f ~ g = 1 olacak şekilde g 2

C
(m)
A (D) olmas¬için gerekli ve yeterli koşul f (0) 6= 0 olmas¬d¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3:28 den C(m)A (D) uzay¬n¬n Duhamel çarp¬m¬na göre bir Ba-

nach cebiri oldu¼gunu söyleyebiliriz. Buradan
�
C
(m)
A (D) ;~

�
cebirinin maksimal

ideali
n
f 2 C(m)A (D) : f (0) = 0

o
şeklinde ifade edilir.

Teorem 3:29: X ayr¬labilir Banach uzay¬üzerindeki s¬n¬rl¬lineer operatörlerin

cebiri L(X) olsun. Jf(z) =
zZ
0

f(t)dt, C(m)A (D) uzay¬nda integralleme operatörü

olmak üzere A 2 L(X) operatörü her x 2 X (x 6= 0) için,
P

n�0 kn!Anxk
2 =

Cx < +1 koşulunu sa¼glar ise,

�(J � A) = � (J) + � (A) = 1 + � (A)

d¬r.

·Ispat : J � A operatörünün spektral kat¬için bilinen

max f� (J) ; � (A)g � � (J � A) � � (J) + � (A) (3:2)

eşitsizliklerini gözönüne alal¬m.

� (A) = +1 ise, X in sonlu boyutlu devirli altuzay¬yoktur. Devirli altuzay

sonlu de¼gilse uzay da sonlu boyutlu de¼gildir ve dolay¬s¬yla �(J � A) = � (J) +

� (A) oldu¼gu aşikard¬r.

O halde � (A) = n oldu¼gunu kabul edelim. J integralleme operatörünün spek-

tral kat¬� (J) = 1 oldu¼gundan, (3:2) eşitsizli¼gi

n � � (J � A) � n+ 1
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şeklinde yaz¬l¬r. Amac¬m¬z

�(J � A) = � (J) + � (A) = 1 + n

oldu¼gunu göstermektir.

Öncelikle �(J � A) = � (A) = n oldu¼gunu kabul edelim. ffi � xigni=1 kümesi

J � A operatörünün devirli kümesidir. Yani

span
�
(J � A)k (fi � xi) : i = 1; 2; :::; n; k = 0;1

	
= C

(m)
A (D)�X

dir. Buradan ffigni=1 2 Cyc (J) oldu¼gu aç¬kca görülür. Karaev ve Tuna (2004)

n¬n çal¬̧smas¬ndan, f 2 Cyc (J) olmas¬için gerekli ve yeterli koşulun f (0) 6= 0

oldu¼gunu biliyoruz. Bu ifade göz önünde bulunduruldu¼gunda, fi0 (0) 6= 0 olacak

şekilde i0 2 f1; 2; :::; ng say¬s¬vard¬r.

Genelli¼gi bozmadan i0 = 1 alal¬m, yani f1 (0) 6= 0 olsun. Yard¬mc¬ teorem

3:28 den, (C(m)A (D) ;~) Banach cebirinde f1 eleman¬Duhamel çarp¬m¬na göre
tersinebilir oldu¼gundan F1 ~ f1 = 1 olacak şekilde F1 (0) 6= 0 vard¬r.
Şimdi aşa¼g¬daki şekilde ifade edilen M (Z) matrisini gözönüne alal¬m.

M (Z) =

0BBBBBBBBB@

F1 0 0 ::: 0

�f2 ~ F1 1 0 ::: 0

�f3 ~ F1 0 1 ::: 0
...

...
...
. . .

...

�fn ~ F1 0 0 ::: 1

1CCCCCCCCCA

~f =

0BBBBBB@
f1

f2
...

fn

1CCCCCCA
olmak üzere Yard¬mc¬teorem 3:27 kulan¬larak,
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(BM) (J) ~f =

0BBBBBBBBB@

(BF1) (J) 0 0 ::: 0

B (�f2 ~ F1) (J) I 0 ::: 0

B (�f3 ~ F1) (J) 0 I ::: 0
...

...
...
. . .

...

B (�fn ~ F1) (J) 0 0 ::: I

1CCCCCCCCCA

0BBBBBB@
f1

f2
...

fn

1CCCCCCA

=

0BBBBBBBBB@

(BF1) (J) f1
(B (�f2 ~ F1)) (J) f1 + f2
(B (�f3 ~ F1)) (J) f1 + f3

...

(B (�fn ~ F1)) (J) f1 + fn

1CCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBB@

F1 ~ f1
(�f2 ~ F1)~ f1 + f2
(�f3 ~ F1)~ f1 + f3

...

(�fn ~ F1)~ f1 + fn

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

1

0

0
...

0

1CCCCCCCCCA
elde edilir.

~-det (BM) (0) = (BF1) (0) 6= 0 oldu¼gundan,
�
C
(m)
A (D)

�n
:= C

(m)
A (D) � ::: �

C
(m)
A (D) ve Xn := X � ::: � X olmak üzere, (BF ) (J) operatörü

�
C
(m)
A (D)

�n
de ve (BF ) (A) operatörü de Xn de Duhamel çarp¬m¬na göre tersinebilirdir.

Buradan,

f((BM) (J) f)i � ((BM) (A)x)ig : i = 1; 2; :::; ng

kümesinin J � A operatörü için devirli kümesi oldu¼gu görülür. Böylece yeni

devirli kümemiz f1� y1; 0� y2; :::; 0� yng şeklinde olacakt¬r. Yani

span
n
(J � A)k (1� y1) ; (J � A)k (0� y2) ; :::; (J � A)k (0� yn)

o
= C

(m)
A (D)�X

dir. Bu durumda, her g 2 C(m)A (D) ve her x 2 X için,

g � x = lim
j!1

nP
i=1

pj;i (J � A) (fi � yi)

olacak şekilde fpj;igni=1 polinomlar ailesi vard¬r. Özel olarak, g = 0 seçildi¼ginde,
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0� x = lim
j!1

nP
i=1

pj;i (J � A) (fi � yi)

= lim
j!1

nP
i=1

pj;i (J) fi � lim
j!1

nP
i=1

pj;i (A) yi

şeklinde yaz¬labilir. Buradan lim
j!1

nP
i=1

pj;i (J) fi = 0 ve lim
j!1

nP
i=1

pj;i (A) yi = x

oldu¼gu görülür.

lim
j!1

nP
i=1

pj;1 (J) fi = 0 ifadesini aç¬k yaz¬p düzenledi¼gimizde

lim
j!1

(pj;1 (J) f1 + pj;2 (J) f2 + :::+ pj;k (J) fk)

= lim
j!1

(pj;1 (J) 1 + pj;2 (J) 0 + :::+ pj;k (J) 0) = 0

elde edilir. Böylece, lim
j!1

pj;1 (J) 1 = 0 de¼geri, C(m)A (D) uzay¬nda ve

lim
j!1

nP
i=1

pj;i (A) yi = x de¼geri ise, X uzay¬nda bulunur.

Borel dönüşümün özelliklerinin verildi¼gi Yard¬mc¬teorem 3:27 (b) yi kullanarak

kpj;1 (A) y1k ifadesini hesaplayal¬m.

pj;1 = B (B�1pj;1)

olarak ifade edilebildi¼ginden,

qj;1 (z) = (B�1pj;1) (z) =
X
k�0

1

k!
p̂j;1 (k) z

k

olmak üzere,

pj;1 (J) 1 = (Bqj;1) (J) 1 = qj;1 ~ 1 = qj;1

bulunur. Böylece

lim
j!1

pj;1 (J) 1 = lim
j!1

qj;1 = 0 de¼geri, C
(m)
A (D) uzay¬nda

olur.

C
(m)
A (D) � H2 (D) ifadesinden dolay¬kfkH2 � kfkm oldu¼gunu ve teoremin koşu-

lundan
P
n�0

kn!Anxk2 = Cx � +1 oldu¼gunu biliyoruz. Bu ifadeler göz önünde

bulunduruldu¼gunda,
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kpj;1Ay1kH2 = kBqj;1Ay1k

=






B
 X
k�0

1

k!
p̂j;1 (k)A

ky1

!





=







 X
k�0

p̂j;1 (k)A
ky1

!





�
X
k�0

jp̂j;1 (k)j


Aky1



�
 X
k�0

1

k!
(jp̂j;1 (k)j)2

! 1
2
 X
k�0

�
k!


Aky1

�2!

1
2

= C
1
2
y1

 P
k�0
kq̂j;1 (k)k2

! 1
2

= C
1
2
y1 kqj;1kH2(D)

� C
1
2
y1 kqj;1km ! 0; (j !1)

olarak hesaplan¬r. Böylece i = 1 için pj;1 (A) y1 = 0 oldu¼gunu hesaplad¬k.

Dolay¬s¬yla

lim
j!1

1P
i=2

pj;i (A) y1 = x;X de

bulunur. x key� bir vektör oldu¼gundan fyigni=2 kümesi A operatörü için devirli

kümedir. Yani

span fAnyi : n � 0; i = 2; 3; 4; :::g = X

dir. Buradan A operatörünün spektral kat¬n¬n � (A) � n� 1 oldu¼gu görülür.

Bu da � (A) = n olmas¬ile çeli̧sir. O halde � (J � A) = � (A) = n kabulümüz

yanl¬̧s olup � (J � A) = n+ 1 dir. Buradan da

� (J � A) = � (J) + �(A) = 1 + n

dir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1. Ayr¬k Duhamel Çarp¬mlar¬ve Baz¬Operatörlerin Spektral Katl¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda, baz¬operatörlerin direkt toplamlar¬n¬n spektral kat¬n¬ayr¬k Duhamel

çarp¬m¬metodunu uygulayarak hesaplayaca¼g¬z.

X Banach uzay¬, Xi � X ve T a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü olmak üzere T ope-

ratörünün Xi uzay¬üzerinde k¬s¬tlanm¬̧s şekli T jXi için

� (T jXi � A) = 1 + �(A)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬do¼grulayaca¼g¬z. Burada A, X Banach uzay¬nda bir ope-

ratördür.

Hat¬rland¬¼g¬gibi iki analitik fonksiyon f (z) =
P
n�0

bf (n) zn ve g (z) = P
n�0
bg (n) zn 2

Hol(D) için klasik Duhamel çarp¬m¬

(f ~ g)(z) =
d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt

=
zR
0

f 0 (z � t) g(t)dt+ f(0)g(z)

=
1P
n=0

1P
m=0

n!m!

(n+m)!
bf (n) bg (m) zn+m

(4:1)

dir. (4:1) olarak ifade edilen al¬̧s¬lm¬̧s Duhamel çarp¬m¬n¬n bir genelleştirilmesini

düşünerek, yani ayr¬k Duhamel çarp¬m¬n¬kullanarak, operatörlerin direkt toplam-

lar¬n¬n spektral kat¬n¬inceleyece¼giz.

X Banach uzay¬ve A 2 L (X) olmak üzere E � X altuzay¬için

span fAnE : n = 0; 1; 2; :::g = X

ise E altuzay¬n¬n A operatörünün devirli altuzay¬oldu¼gu ifade edilmi̧sti. A ope-

ratörünün spektral katl¬l¬¼g¬�(A) ise,

�(A) = min fdimE : span fAnE : n � 0g = Xg

negatif olmayan tamsay¬veya sonsuzdur. A 2 L (X) ve B 2 L (Y ) operatör-

lerinin direkt toplam operatörü A�B olmak üzere, (A�B) (x� y) = Ax�By,
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x� y 2 X � Y dir. Operatörlerin direkt toplam¬n¬n spektral kat¬n¬ifade eden

�(A�B) � �(A) + �(B)

eşitsizli¼gini biliyoruz. Burada amac¬m¬z �(A � B) = �(A) + �(B) eşitli¼gini

araşt¬rmakt¬r.

X, (en)n�0 Shauder baz¬na sahip bir Banach uzay¬olsun. (�n)n�0 � C; �n 6= 0

s¬n¬rl¬bir dizi olmak üzere wn := �0; �1; :::; �n�1; w0 := 1 şeklinde ifade edilsin.

Xi := span fek : k = i; i+ 1; :::g ; i = 0; 1; 2; :::

olmak üzere Xi deki x =
1P
n=i

xnen ve y =
1P
n=i

ynen (i = 0; 1; 2; :::) vektörleri için

ayr¬k Duhamel çarp¬m¬

x~~
i
y =

1P
n=i

1P
m=i

wn+m�i
wnwm

xnynen+m�i (4:2)

ile tan¬mlan¬r. (4:2) ifadesinde i = 0 ve �n := 1
n+1
; n � 0 al¬n¬rsa özdeşli¼gin

klasik Duhamel çarp¬m¬na kaŗs¬l¬k geldi¼gi kolayca görülebilir.

T , X üzerinde a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü olmak üzere

Ten = �nen+1; n = 0; 1; 2; :::

şeklinde ifade edilmektedir. Xi (i � 0) altuzaylar¬T uzaylar¬n¬n invaryant alt-

uzaylar¬d¬r (T -invaryant altuzaylar¬d¬r). Yani TXi � Xi; i � 0 dir. Böylece

k¬s¬tlanm¬̧s a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörleri T jXi (i � 0), Xi nin iyi tan¬ml¬ope-

ratörleridir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ki amac¬m¬z, baz¬operatörlerin spektral katl¬l¬klar¬n¬n bu-

lunmas¬ ile ilgili olan metodumuzu geli̧stirmek ve Y Banach uzay¬üzerindeki

A s¬n¬rl¬lineer operatörleri için T jXi � A direkt toplam operatörünün spektral

kat¬n¬n araşt¬r¬lmas¬d¬r. Şimdi Teorem 4:1:4 ve Sonuç 4:1:5 de kullanaca¼g¬m¬z

genelleştirilmi̧s Borel dönüşümü, `pA (wn) analitik fonksiyonlar uzay¬, `
p (wn) say¬

dizileri uzay¬tan¬mlar¬n¬ve yard¬mc¬teoremleri verelim.

Tan¬m 4:1:1: Bw : X ! C [[Z]] olmak üzere,
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Bw
� 1P
n=0

xnen

�
:=

1P
n=0

1

wn
xnen

ifadesine genelleştirilmi̧s Borel dönüşümü denir.

Burada wn = �0; �1; :::; �n�1; n � 0 d¬r. Ters Borel dönüşümü ise

B�1w
� 1P
n=0

xnen

�
:=

1P
n=0

wnxnen

şeklinde tan¬mlan¬r.

Aç¬k olarak Hol (D) analitik fonksiyonlar uzay¬ndan C [[Z]] formal kuvvet seri-

leri üzerine tan¬mlanan klasik Borel dönüşümü �n = 1
n+1
; n � 0 seçilmesi ile

elde edilir.

`pA (wn) ve `
p (wn) uzaylar¬n¬n tan¬mlar¬n¬verelim.

wn � 0; n � 0 ve p � 1 olmak üzere `pA (wn) analitik fonksiyonlar uzay¬

`pA (wn) :=

(
f 2 Hol (D) : kfk`pA(wn) :=

� 1P
n=0

��� bf (n)���pwpn�1=p < +1
)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada bf (n) := f (n) (0)

n!
, f (z) =

1P
n�0

bf (n) zn fonsiyonunun
n: Taylor katsay¬s¬d¬r.

(a) X Banach uzay¬üzerinde her s¬n¬rl¬lineer C operatörü için, f 2 `1A (kCnk)

olmak üzere

f (C)
def
=

1P
n�0

bf (n)Cn
dir. Böylece

kf (C)k =




 1P
n=0

bf (n)Cn



 � 1P
n=0

��� bf (n)��� kCnk = kfk`1A(kCnk) :
(b) Her C 2 L (X) operatörü,

1P
n=0

kCnkq < +1 koşulunu sa¼gland¬¼g¬nda

`pA := `
p
A (D) =

�
f 2 Hol (D) : kfkp

`pA
=

1P
n=0

��� bf (n)���p < +1�
olarak ifade edilir. Burada 1

p
+ 1

q
= 1; p � 1 dir. Gerçekten de,
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kf (C)kL(X) =





 1P
n=0

bf (n)Cn




L(X)

�
1P
n=0

��� bf (n)��� kCnkL(X)
�
� 1P
n=0

��� bf (n)���p�1=p� 1P
n=0

kCnkqL(X)
�1=q

= kfk`pAM (C; q)

şeklindedir. Burada M (C; q) > 0 bir sabittir.

fwngn�0 bir komleks say¬ dizisi olmak üzere , x = fxigi�0 dizilerinin uzay¬

`p (wn),

kxk :=
�P
n�0

jxnj jwnjp
� 1

p

< +1; p � 1 için

kxk := sup
n�0

jxnj jwnj < +1; p = +1 için

koşullar¬n¬sa¼glar.

Yard¬mc¬Teorem 4:1:2: X , (en)n�0 Shauder baz¬na sahip bir Banach uzay¬

olsun. x, y 2 Xi = span fen : n = i; i+ 1; :::g ; i � 0 uzay¬n¬n iki eleman¬

Ten = �nen+1; �n 6= 0; n � 0, X üzerinde s¬n¬rl¬(�n)n�0 dizisine sahip sürekli

a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü olmak üzere

x~~
i
y =

P
n;m�i

xnym
wn+m�i
wnwm

en+m�i = (Bwx) (T jXi) y = (Bwg) (T jXi)x (4:3)

dir. Burada T jXi k¬s¬tlanm¬̧s a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü ve

(Bwx) (T jXi) y =
1P
n=i

1

wn
xn (T jXi)

n y: (4:4)

dir.

Yard¬mc¬Teorem 4:1:3: X, p > 1 olmak üzere `p de gömülü sürekli (en)n�0
Shauder baz¬na sahip bir Banach uzay¬olsun. Ten = �nen+1; n � 0, X üzerinde

sürekli a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü için wn = �0; �1; :::; �n�1; w0 := 1 ve i > 1,
N > i olmak üzere,

P
n;m�N

����wn+m�iwnwm

����q ; p > 1 için
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ve

P
n;m�N

����wn+m�iwnwm

���� ; p = 1 için
dir. Burada 1

p
+ 1
q
= 1 dir. Her n;m � i veMi > 0 için ken+m�1k �Mi kenk kemk

oldu¼gu kabul edilirse,

(a) Her x; y 2 Xi ve Ci > 0



x~~
i
y






Xi

� Ci kxkXi kykXi (4:5)

dir. Yani
�
Xi; ~~

i

�
birim eleman¬wiei olan birimli Banach cebiridir.

(b) x 2 Xi için ~~
i
-tersinebilir olmas¬için gerekli ve yeterli koşul xi 6= 0 olmas¬d¬r.

Teorem 4:1:4: X, `p de gömülü (en)n�0 Shauder baz¬na sahip Banach uzay¬

olsun. p > 1, Ten = �nen+1; n � 0 X uzay¬üzerindeki a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma ope-

ratörü olmak üzere wn = �0; �1; :::; �n�1; w0 := 1 ve i > 1; N > i tamsay¬s¬için,

P
n;m�N

����wn+m�iwnwm

����q , p > 1 (4:6)

ve

P
n;m�N

����wn+m�iwnwm

���� , p = 1 (4:7)

koşullar¬sa¼glans¬n. Her n;m � i ve Mi > 0 için ken+m�1k � Mi kenk kemk dir.

Y Banach uzay¬ olmak üzere Q : Y ! Y ,
1P
k=1

 

Qk


jwkj

!q
< +1 koşulunu

sa¼glayan bir operatör olsun. Buna göre

�(T jXi �Q) � �(T jXi) + �(Q) = 1 + �(Q)

dur.

·Ispat: ·Ilk olarak, �(T jXi) = 1 oldu¼gundan T jXi k¬s¬tlanm¬̧s operatörünün her

i > 1 için devirli operatör oldu¼gunu söyleyebiliriz. Di¼ger taraftan, T jXi � Q
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operatörünün spektral kat¬ile ilgili

max f�(T jXi); �(Q)g � �(T jXi �Q) � �(T jXi) + �(Q) (4:8)

eşitsizli¼gini biliyoruz. �(Q) = +1 ise , Y nin sonlu boyutlu devirli altuzay¬

yoktur ve dolay¬s¬yla

�(T jXi �Q) = �(T jXi) + �(Q)

= 1 + �(Q)

dur. �(Q) = n < +1 oldu¼gunu kabul edelim. �(T jXi) = 1 oldu¼gundan (4:8)

eşitsizli¼gi,

n � �(T jXi �Q) � n+ 1

şeklinde yaz¬l¬r.

Teoremin ispat¬için çeli̧ski yöntemini kullanal¬m. Yani, �(T jXi � Q) 6= n + 1

oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda �(T jXi �Q) < n+ 1 veya �(T jXi �Q) =

�(Q) = n olur. T jXi � Q operatörü için n-boyutlu devirli altuzay¬n kümesi�
x(1) � y(1); x(2) � y(2); :::; x(n) � y(n)

	
olsun. Böylece

�
x(1); x(2); :::; x(n)

	
kümesi

T jXi k¬s¬tlanm¬̧s a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörünün devirli altuzay kümesidir.

Yard¬mc¬Teorem 4:1:3 ü gözönünde bulundurdu¼gumuzda (4:6) ve (4:7) koşullar¬

alt¬nda
�
Xi; ~~

i

�
bir Banach cebiridir. Böylece her x 2 Xi için �ayr¬k Duhamel

operatörü�Dx olmak üzere y 2 X için; Dxy := x~~
i
y; y 2 Xi, şeklinde ifade edilir

ve (4:5) eşitsizli¼gi kDxk � Ci kxkXi olur. Di¼ger taraftan (4:2) eşitli¼gi m � 0 için,

(T jXi)
m y = wi+mei+m ~~

i
y (4:9)

oldu¼gunu gösterir. O halde

span f(T jXi)
m y : m � 0g = closDyspan fwi+mei+m : m � 0g

d¬r. Yani y 2 Cyc (T jXi) olmas¬için gerekli ve yeterli koşulDyXi = Xi olmas¬d¬r.

Bu durumda DyXi = Xi olmas¬için gerekli ve yeterli koşulun yi 6= 0 oldu¼gunu
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ispatlamak zor olmayacakt¬r. Yani y,
�
Xi; ~~

i

�
Banach cebirinin tersinebilir bir

eleman¬olup bu da ayr¬k Duhamel operatörü Dy nin tersinebilirli¼gine kaŗs¬l¬k

gelir. Böylece
�
x(1); x(2); :::; x(n)

	
devirli kümesi için , x(i0)i 6= 0 özelli¼gini sa¼glayan

i0 2 f1; :::; ng say¬s¬ vard¬r. Genel olarak i0 = 1 oldu¼gunda x(1)i 6= 0 d¬r.

Yukar¬da bahsetti¼gimiz koşullar alt¬nda x(1),
�
Xi; ~~

i

�
de tersinebilirdir. Böylece�

Xi; ~~
i

�
Banach cebirinde z(1) ~~

i
x(1) = wiei olacak şekilde z(1) eleman¬mevcut-

tur.
�
z(1) ~~

i
x(1)
�
i

= z
(1)
i x

(1)
i oldu¼gundan z(1)i 6= 0 d¬r. Bu durumda M matrisini

gözönünde bulundurup, Yard¬mc¬Teorem 4:1:1 deki (4:3) ve (4:4) eşitliklerini

ve (4:9) ifadesini kullanarak, aşa¼g¬daki ifadeleri elde ederiz.

M =

0BBBBBBBBBB@

z(1) 0 0 : : : 0

�x(2) ~~
i
z(1) wiei 0 : : : 0

�x(3) ~~
i
z(1) 0 wiei : : : 0

...
...

...
. . .

...

�x(n) ~~
i
z(1) 0 0 : : : wiei

1CCCCCCCCCCA
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(BwM) (T jXi)

0BBBBBBBBB@

x(1)

x(2)

x(3)

...

x(n)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

�
Bwz(1)

�
(T jXi) 0 0 : : : 0�

Bw
�
�x(2) ~~

i
z(1)
��

(T jXi) IXi 0 : : : 0�
Bw
�
�x(3) ~~

i
z(1)
��

(T jXi) 0 IXi : : : 0

...
...

...
. . .

...�
Bw
�
�x(n) ~~

i
z(1)
��

(T jXi) 0 0 : : : IXi

1CCCCCCCCCCCCA
:

0BBBBBBBBB@

x(1)

x(2)

x(3)

...

x(n)

1CCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBBBB@

�
Bwz(1)

�
(T jXi)x(1)�

Bw
�
�x(2) ~~

i
z(1)
��

(T jXi)x(1) + x(2)�
Bw
�
�x(3) ~~

i
z(1)
��

(T jXi)x(1) + x(3)

...�
Bw
�
�x(n) ~~

i
z(1)
��

(T jXi)x(1) + x(n)

1CCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBBBB@

x(1) ~~
i
z(1)

x(1) ~~
i

�
�x(2) ~~

i
z(1)
�
+ x(2)

x(1) ~~
i

�
�x(3) ~~

i
z(1)
�
+ x(3)

...

x(1) ~~
i

�
�x(n) ~~

i
z(1)
�
+ x(n)

1CCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBBBB@

wiei

�x(2) ~~
i

�
x(1) ~~

i
z(1)
�
+ x(2)

�x(3) ~~
i

�
x(1) ~~

i
z(1)
�
+ x(3)

...

�x(n) ~~
i

�
x(1) ~~

i
z(1)
�
+ x(n)

1CCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBB@

wiei

�x(2) ~~
i
wiei + x

(2)

�x(3) ~~
i
wiei + x

(3)

...

�x(n) ~~
i
wiei + x

(n)

1CCCCCCCCCCA
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=

0BBBBBBBBB@

wiei

�x(2) + x(2)

�x(3) + x(3)
...

�x(n) + x(n)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

wiei

0

0
...

0

1CCCCCCCCCA
dir. Böylece

(BwM) (T jXi)

0BBBBBBBBB@

x(1)

x(2)

x(3)

...

x(n)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

wiei

0

0
...

0

1CCCCCCCCCA
olup buradan da

BwM =

0BBBBBBBBBBBB@

Bwz(1) 0 0 : : : 0

Bw
�
�x(2) ~~

i
z(1)
�

ei 0 : : : 0

Bw
�
�x(3) ~~

i
z(1)
�

0 ei : : : 0

...
...

...
. . .

...

Bw
�
�x(n) ~~

i
z(1)
�

0 0 : : : ei

1CCCCCCCCCCCCA
elde edilir.

~~
i
� det (BwM) = Bwz(1) ~~

i
ei ~~

i
:::~~

i
ei =

1

wn�1i

Bwz(1)

böylece
�
~~
i
� det (BwM)

�
i

=
1

wn�1i

1

wi
z
(1)
i =

1

wni
z(1) 6= 0 olur. (BwM) (T jXi) ve

(BwM) (Q) s¬ras¬yla Xn := X �X � ::: �X| {z }
n

ve Y n := Y � Y � ::: � Y| {z }
n

uzaylar¬nda

tersinebilirdir. Karaev�in 2012 deki çal¬̧smas¬nda elde etti¼gi sonuçlara gören
((BwM) (T jXi)x)j � ((BwM) (Q) y)j : j = 1; 2; :::; n

o
kümesi T jXi � Q operatörü için devirli altuzay kümesidir. Böylece yeni devirli

altuzay kümesi fwiei � �y1; 0� �y2; :::; 0� �yng şeklinde olacakt¬r. Bu nedenle her

y 2 Y için aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan fPm;jgnj=1 bir vektör polinomlar¬ailesi

vard¬r.
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lim
m!1

Pm;1 (T jXi)wiei = 0; Xi uzay¬nda (4:10)

ve

lim
m!1

nP
j=i

Pm;j (Q) �yj = y; Y uzay¬nda (4:11)

qm;1 ifadesini,

qm;1 := B�1w Pm;1 =
P
k�0
wk (Pm;1)k ek

şeklinde yazabiliriz. Aç¬kca görülür ki Pm;1 (T jXi)wiei =
P
k�0
wk (Pm;1)k ek = qm;1

dir. (4:9) daki form ile X uzay¬nda lim
m!1

qm;1 = 0 yaz¬labilir.

1P
k=i

 

Qk


jwkj

!q
= C < +1

koşulu gözönünde bulundurulursa

kPm;1 (Q)kL(Y ) =






Pk�0 (Pm;1)kQk






L(Y )

�
P
k�0

��(Pm;1)k�� 

Qk

L(Y )
=
P
k�0
jwkj

��(Pm;1)k�� 1

jwkj


Qk

L(Y )

�
 P
k�0

��wk (Pm;1)k��p
! 1

p
 P
k�0

 

Qk

L(Y )
jwkj

!q! 1
q

= C kqm;1k`p
elde edilir. X � `p oldu¼gundan, kqm;1k`p � ~C kqm;1kX ve böylece

kqm;1 (Q)kL(Y ) � C ~C kqm;1kX
olur. X uzay¬nda qm;1 ! 0 (m!1) oldu¼gundan, bu eşitsizlikten lim

m!1
qm;1 (Q)�

0 elde edilir ve böylece lim
m!1

qm;1 (Q) �y1 = 0 d¬r. Sonuç olarak (4:10) eşitli¼ginden

lim
m!1

P
j=2

Pm;j (Q) �yj = y

sonucunu görmek kolayd¬r. y 2 Y key�oldu¼gundan bu eşitlik bize f�y2; �y3; :::; �yng 2

Cyc (Q) sonucunu verir ve böylece �(Q) � n � 1 elde edilir. Bu da bizim

�(Q) = n kabulümüzle çeli̧sir. Buradan �(T jXi � Q) = 1 + n dir. Böylece teo-

rem ispatlanm¬̧s olur.

Sonuç 4:1:5: J operatörü `pA (D), 1 � p < 1; uzay¬nda Jf (z) =
zR
0

f (t) dt ile

tan¬mlanan Volterra integral operatörü ve Q operatörü
1P
k=1

�
k!


Qk

�q < +1, p > 1
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ve

Qk

 = O� 1
k!

�
, p = 1

koşullar¬n¬sa¼glayan Y ayr¬labilir Banach uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬operatör olsun.

Burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir. O zaman

�(J �Q) = 1 + � (Q)
dur.

Bu sonucu ispatlamak için Teorem 4:1:4 de X = `pA, �n =
1
n+1

(n � 0), en = zn

(n � 0) ; i = 0, yazmak yeterlidir.
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5: SONUÇ VE ÖNER·ILER

Haz¬rlanan bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda, operatörlerin direkt toplam¬n¬n

spektral kat¬n¬hesaplamak, operatörlerin genel karakteristik özelliklerinin be-

lirlenmesini sa¼glad¬¼g¬ndan operatörler teorisinin ve fonksiyonlar teorisinin aktif

ve rekabetçi konular¬aras¬nda yer almaktad¬r. Az say¬da çal¬̧sman¬n oluşu, tez

sonuçlar¬n¬literatür ve paydaşlar¬ için oldukça önemli hale getirmektedir. Bu

yüzden, bu çal¬̧smada analiz ve fonksiyonel analiz metotlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

ve özelliklerin ortaya ç¬kart¬lmas¬ literatüre büyük ölçüde katk¬ sa¼glayacakt¬r.

T jXi �Q direkt toplam operatörlerinin spektral kat¬için ifade edilen

�(T jXi �Q) = �(T jXi) + � (Q)
formülünün do¼grulu¼gu ayr¬k Duhamel çarp¬m¬n¬n özellikleri ve Banach cebiri

teknikleri kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r. Bahsedilen bu problemin çözümü baz¬

s¬n¬f operatörlerin direkt toplam¬üzerine çal¬̧san birçok matematikçi taraf¬ndan

kullan¬labilece¼gi gibi, di¼ger bilimlerde ortaya ç¬kan operatörlerle ilgili problem-

lerin çözümlerinde de yard¬mc¬olacakt¬r. Di¼ger taraftan ülkemizde bu konuda

yap¬lan çal¬̧smalar s¬n¬rl¬kald¬¼g¬için tez kapsam¬nda, bu konuda uluslararas¬kon-

feranslarda ve dergilerde yay¬nlanabilecek makaleler ile ülkemizin ad¬n¬n duyu-

rulmas¬na katk¬sa¼glanacakt¬r.
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