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Danigman: Yrd. Do¢. Dr. Murat CANDAN

Bu ¢aligma beg boltimden olugsmaktadir. Girig boliimiinde; Orlicz dizi uzaylarinin
geligim siireci ozetlendi.

Ikinci boliimde; sonraki boliimlerde kullamlacak temel tanim, kavram, teorem
ve ornekler verildi.

Uciincii boliimde; en genel vektor degerli dizi uzayi olan s (X) tamtild: ve baz
tanim ve onermeler verildi. Ayrica, vektor degerli dizi uzaylarinin Kothe-Toeplitz
dualleri, normalligi, monotonlugu, perfectligi tanitildi ve bunlarla ilgili onerme,
teorem ve sonuclar verildi.

Dordiincii boliimde; skaler degerli Orlicz dizi uzaylari ve vektor degerli Orlicz
dizi uzaylar verildi ve bu uzaylarin bazi 6zellikleri incelendi.

Son boliimde; vektor degerli Orlicz dizi uzaylar: iizerine bazi sonuclar verildi
ve bir baz ile aym igleve sahip bir teorem ispatlandi. Ayrica, bu uzaylar iizerinde
taniml operatorleri karakterize eden onemli bir teorem ispatlandi ve bu teoremin
sonuclar1 orneklerle incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Vektor degerli dizi uzaylar, Orlicz dizi uzaylar,
Orlicz fonksiyonu, Operatorlerin karakterizasyonu, Operatorlerin temsilleri.
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This work consists of five chapters. In the introduction, the Orlicz sequence
spaces are summarized in the development process.

In the second chapter, the basic definitions, concepts, theorems and examples
which will be useful in the next chapters have been given.

In the third chapter, s(X) which is the most common vector-valued sequence
space is introduced, and some the definitions and propositions have been given.
Further, Kéthe-Toeplitz duals, normality, monotony, perfectness of the vector-valued
sequence spaces have been introduced and related to these propositions, theorems,
and the results have been given.

In the fourth chapter, the scalar-valued and vector-valued Orlicz sequence
spaces Orlicz sequence spaces have been given and some properties of these spaces
have been examined.

In the last chapter, some results on vector-valued Orlicz sequence spaces have
been given and a theorem which has the same function with a basis have been
proved. In addition, a significant theorem which characterizes operators defined on
these spaces have been proved and the results of this theorem have been examined
with examples.

KEY WORDS: Vector-valued sequence spaces, Orlicz sequence spaces, Orlicz
function, Characterization of The Operators, Representations of The Operators.
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BOLUM 1
GIRIS

Konveks fonksiyonlar teorisinin temeli, 1906’da J. Jensen tarafindan olusturulmus-
tur. 1934’te G. Hardy & J. Littlewood & G. Polya, ” Inequalities” adli eserde konveks
fonksiyonlar1 ayrintili olarak incelediler. 1931’de Z. W. Birnbaum & W. Orlicz,
»Uber die Verallgemeinerung des Begriffes der zueinander konjugierten Potenzen”
isimli caligmayla konveks fonksiyonlarin 6zel bir sinifinda yer alan N-fonksiyonlar:
tanitmiglardir. N-fonksiyonlarin ayrintili bir incelemesi, 1961’de M. A. Krasnosel’skii
&Y. B. Rutickii [1] tarafindan ” Convex Functions and Orlicz Spaces” adh galigmayla
yapilmigtir.

M (a) = 0 kogulunu saglayan her konveks fonksiyonun

seklinde bir integral gosterimine sahip olmasi, bu konveks fonksiyonun sahip oldugu
ozelliklerin p(t) fonksiyonu ile incelenmesine imkén verir. Ornegin, bir M (z) N-fonk-

siyonunun integral temsili, M nin tamamlayani denilen ve ¢ekirdegi

q(s) = sup{t: p(t) < s}

ile elde edilebilen y
y
N = [ as
N-fonksiyonunun belirlenmesinde énemli bir rol oynar. Bir N-fonksiyonu ile onun

tamamlayani arasinda Young esitsizligi denilen bir bagint1 vardir. Bu esitsizlik

yardimiyla, M nin tamamlayani, her y € R icin,
N(y) = sup {z[y| — M(x) : x > 0}

ile tanimlanabilir.

W. Orlicz, £, uzaymin ingasinda t? fonksiyonunun rol oynamasindan esinlenerek,

t? yerine daha genel bir M fonksiyonu alip, ZM (lax|) serisi yakinsak olacak sekilde
k=1



tiim (ax) dizilerinin ciimlesinde caligilabilecegi fikrini dogal bularak, bu sekildeki
dizilerin ciimlesinin bir Banach uzay1 yapisina sahip olmasi i¢in M tizerinde ne gibi
kisitlamalar yapilmasi gerektigini aragtirmigtir. Bu yiizden, s6z konusu fonksiyon,
Orlicz fonksiyonu ve bu fonksiyon ile tanmimlanan uzay, Orlicz dizi uzay1 olarak
adlandirilmigtar.

Bir Orlicz fonksiyonu, Sonug 4.1.2’deki gibi segilisi ile £, (1 < p < 00)’ye izomorf,
teorem 4.1.8’de belirtilen iki limit durumu ile, ¢, ¢, ve ¢y uzaylarina izomorf Orlicz
dizi uzaylar tiretir.

Bir N-fonksiyonu ile bir Orlicz fonksiyonu arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir.
Bir N-fonksiyonu,

M (z)

M
lim (z) =0, lim —~ =
z—0 €T T—00 T

sartlari saglayan bir Orlicz fonksiyonudur. Orlicz dizi uzaylarinda As-gartinin
onemli bir yeri vardir. M Orlicz fonksiyonu sifirda As-gsartin1 sagladiginda, ¢,
ayrilabilirdir ve £, nin kapali bir alt uzay1 olan h,; uzay, £, ile gakigir.

1999’da D. Ghosh & P.D. Srivastava [2], Orlicz dizi uzay1 tartigmasimi vektor
degerli dizi uzaylarina tasiyarak, yeni ve oldukca genel bir dizi uzay1 tanimladilar.
Normlu uzaylarin bir dizisi ve Bolum 4’te belirtilen ozelliklere sahip bir normal
dizi uzayr yardimiyla elde ettikleri bu dizi uzayini, normlu uzay yapisina sahip
olacak sgekilde bir norm ile donattilar. F(Xy, M) ile gosterdikleri bu dizi uzayinda,
F = {1 ve her bir k i¢in, X, = C alinirsa, skaler degerli ¢,,; dizi uzay1 elde edilir.
F (X, M)'de F = ¢y ve her bir k igin, X = X alinirsa, vektor degerli £,,(X) dizi
uzayi elde edilir.

Bu calismayi, 2005te yayinlanmig olan ” Operators on Some Vector-Valued Orlicz
Sequence Spaces” [3] adli galigmanin bir incelemesini yaparak tamamladik. Bu
caligmada, bazi vektor degerli Orlicz dizi uzaylari icin bir baz ile ayni igleve sahip olan
bir operator dizisi tanimlanmigtir. Ayrica, bundan faydalanarak, hy; (X) uzaymdan
bir Y Banach uzayma siirekli operatorlerin B (hys (X),Y) uzay: karakterize edilmis-
tir. Aslinda, tam olarak, baz sartlar altinda her bir T' € B (hy, (X),Y’) operatorii-
nin her bir k£ € N icin, A, € B (X,Y) operatorlerinin bir A = (A);-, dizisine denk

oldugu sonucuna ulagilmigtir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Fonksiyonel Analizin Temel Kavramlari

Bu boliimde, ilerideki boltimlerde kullanacagimiz bazi temel bilgilere yer verilmistir.

Bu galigmada vektor uzaylarmin cismi olarak F = C (ya da R) aliacaktir.

Tanim 2.1.1. X bostan farklr bir kiime olsun. X dzerinde toplama ve skalerle

carma islemleri

+: X x X=X OFxX =X
ve

(r,y) >z +y (A x) = Az

seklinde tanimlansin. Eger her x,y,z € X ve her A\, u € F ig¢in,

(1) x+y=y+x
(i) (z4+y)+z=z+(y+=2)
(ii) x4+ 60 =z olacak sekilde bir @ € X vardur
(iv) Herx € X icin, x + 2 = 0 olacak sekilde bir ' € X vardur
(v) laoz=x
(vi) A(r+y)=Az+ Ay
(vii) (A+p).x = x+ p.x
(viti) M. (p.x) = (A.p) .
kosullar saglanwyorsa, bu taktirde, X ’e, F cismi tizerinde bir lineer uzay veya vektor

uwzayr denir. F cisminin C kompleks sayilar cismi ya da R reel sayilar cismi olmasina

bagl olarak X ’e kompleks ya da reel lineer uzay denir [4-7].

Tanim 2.1.2. X ve Y iki lineer uzay olsun. Eger her A, p € F ve her xy, vo € X
¢,

[z + pag) = Mf (21) + puf (z2)



1se, bu taktirde, f : X — 'Y fonksiyonuna bir lineer operator veya lineer donisim
denir. X ’den Y igine bitin lineer operatorlerin kimesi L(X,Y) ile gdsterilir.

L(X,)Y) kiimesi, f, g€ L(X,Y), A € F vex € X igin,

(f+9)(x)=f(z)+g(x) ve (Af)(z) =Af (2)
iglemleri altinda bir lineer uzaydir [4-17].

Tanim 2.1.3. X bir lineer uzay olsun. Eger f : X — F bir lineer operator ise,

fye X dizerinde bir lineer fonksiyoneldir denir [4-7].

Tanim 2.1.4. X ve Y iki lineer uzay ve f € L(X,Y) olsun. Bu taktirde,
Ker(f)={z e X : f(z) =0}

kimesine f operatérinin cekirdegi denir. Ker (f), X ’in bir altuzaypdur. Ayrica,

Ker (f) = {0} olmasi, f’nin birebir olmas: i¢in gerek ve yeter kosuldur [4,5]

Agagida tanimini verecegimiz metrik uzay kavram ilk olarak Fréchet tarafindan
1906’da ortaya atilmigtir. Ancak metrik uzay deyimini ilk kullanan Hausdorff olmus-

tur.

Tanim 2.1.5. X bostan farkl bir kiime olsun. Her x,y,z € X i¢in,

(i) d
(1) d(
(iii) d(z,
(iv) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

dzelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir
metrik uzay denir. (i), (i), (iv) sartlarne saglayan d fonksiyonuna bir yarimetrik,

(X, d) ikilisine de yarimetrik uzay denir [4-8].
Tanim 2.1.6. (X, d) bir metrik uzay ve (z,), X 'te bir dizi olsun. Eger

lim d(z,,z) =0

n—o0

olacak sekilde bir x € X noktasi varsa, (z,) dizisine x’e yakinsaktir denir. Bu x

noktasina, (x,) dizisinin limiti de denir ve lim z,, = x veya x, — x (n — 00)
n—oo

gosterimlerinden birisi ile gosterilir [4-7].



Tanmim 2.1.7. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

Eger her € > 0 i¢in, d(z,x¢) < 0 oldugunda

p(f(x), [(x0)) <e

olacak sekilde € ve xy’a bagh bir § > 0 sayisi varsa, fyexg € X noktasinda sureklidir
denir. Eger f, her x € X noktasinda strekli ise, f’ye X ’te sureklidir veya kisaca
sureklidir denir. Eger f, strekli ve her bir v € X i¢in bulunan 6 > 0 sayist sadece

e’na baglh ise, f’ye X tzerinde dizgin sireklidir denir [4,5].

Tamim 2.1.8. (X,d) bir metrik uzay ve (z,), X 'te bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0
icin, n,m > N oldugunda

d(xp, xm) < €
olacak sekilde bir N = N(e) € N sayst varsa, (x,,) dizisine, X 'te bir Cauchy dizisi
denir [4-7].

Tamim 2.1.9. Bir (X,d) metrik uzayinda her (x,) Cauchy dizisi metrik uzaymn
bir noktasina yakinswyorsa, bu metrik uzaya tamdir denir. Daha agik bir ifadeyle,

d(xp, Tm) — 0 (n,m — 00) oldugunda

lim d(z,,z) =0

n—o0

olacak sekilde bir v € X wvarsa, bu metrik uzaya tamdur denir [4-7].

Tanmim 2.1.10. (X,d) metrik uzay ve S C X olsun. Eger S = X ise, S'ye X ‘te
yogundur denir [4-7].
Tanim 2.1.11. Sayilabilir yogun bir alt kiime iceren bir (X,d) metrik uzayina
ayrilabilirdir denir [4-17].
Tanim 2.1.12. X bostan farkl bir kume ve 7, X in alt kumelerinin bir sinify olsun.
Eger T,

(i) ODertveXer

(ii) 7 ’daki kiimelerin herhangi bir birlesimi T dadur

(i4i) 7 ’daki kiimelerin herhangi bir sonlu sayida kesigimi T 'dadwr

kosullariny saglworsa, 7’'daki kumelere acgik kimeler ve 7’ya X i¢in bir topoloji,

(X, 1) ikilisine de bir topolojik uzay denir [{-6,9,10].



Bir metrik uzayin, tizerindeki metrik ile olusturulan acik kiimelerle bir topolojik
uzay oldugunu biliyoruz. Yani, bir metrik uzay 6zel bir topolojik uzaydir. Herhangi

bir topolojik uzayin bir metrik ile olugturulabilmesi bizim i¢in 6nemlidir.

Tanmim 2.1.13. (X, 7) bir topolojik uzay, d, X dzerinde bir metrik ve 14, d metrigi
tarafindan olusturulan ac¢ik kimelerin bir sinifi olsun. Eger 7q4 = 7 ise, bu durumda,

(X, 7) topolojik uzayina metriklenebilirdir denir [4-7,10].

Tanim 2.1.14. X, Y topolojik uzaylar, f : X —'Y olsun. Eger, X te yakinsak her
(x) dizisi igin,

ise, fye X te dizisel sireklidir denir [4-7,10].

Teorem 2.1.1. X, Y topolojik uzaylar, f: X — 'Y olsun.

(1) f, X dzerinde sirekli ise, bu durumda f, X izerinde dizisel sireklidir, fakat
genelde tersi dogru degildir.

(i) Eger X ve Y metrik uzaylar ise, bu durumda X dzerinde dizisel streklilik

ile X dzerinde sireklilik denktir [4-7,10].

Uyar1 2.1.1. Topolojik uzaylarda dizisel stireklilik genelde surekliligi gerektirmez.

Ornegin, R reel sayilar kiimesi tizerinde
7={0} U{A C R | R\A saylabilir}

topolojisini géz onine alalim. (x,), R’de bir dizi ve x,, - x € R (n — 00) olsun.
Bu taktirde, her n > k i¢in, x, = x olacak sekilde bir k € N sayisr vardir. Buna
gore, (x,) dizisi,

(1, T2, X3, ., T, T, T, ...)

seklindedir. v, R dzerindeki aligilmis topolojgi olmak tzere, I : (R,7) — (R, v) birim

fonksiyonunu ele alalim. x, — x (n — o0) iken
I(zp) =2z, > 2x=1(x) (n— )

oldugundan

I(z,) = I(x) (n— o)



dur, yani, I, fonksiyonu dizisel sireklidir. Fakat, (0,1) € v ig¢in,
I"'[0,D)]=(0,1)CcR
kiimesi, T topolojisine gore agik kime degildir. Cunkii,
R —(0,1) = (—00,0] U[1,00)
kiimesi, sayilamaz bir kimedir. O halde, I fonksiyonu stirekli degildir [10)].

Tanim 2.1.15. X bir vektor uzayr ve 7, X tzerinde bir topoloji olsun. Bu taktirde,
eger
+: X xX =X O FxX =X
(v,y) > x+y " (N z) = Az
dontigtimleri sirekli ise, bu durumda (X, T) topolojik uzayina bir topolojik vektor

uzayr (kisaca TVU) denir. (X, 1) topolojik vektor uzayr tzerindeki topolojiye lineer
ya da vektor topoloji denir [4-7,9,11].

Tanim 2.1.16. X bir lineer uzay olsun. Her x,y € X i¢in,

(i) p0)=0

(ii) p(z) = p(—z)

(iir) p(z+y) < p(x)+p(y)

(iv) Eger A\, Ao € F igin, A, — Ao (n — 00) ve x,, x9 € X i¢in,

p(x, —x9) = 0 (n — 00) tken p(A,z, — Aoxo) — 0 (n — 00)

sartlariny saglayan p : X — R fonksiyonuna bir paranorm, (X,p) ikilisine de bir
paranormlu uzay denir. Ayrica p(xz) = 0 = x = 0 sartv da saglanyorsa, p’ye bir

total paranorm, (X, p) ikilisine de bir total paranormlu uzay denir [4-8]
Uyar1 2.1.2. Eger X bir lineer uzay ve p bir paranorm ise, bu durumda
d(z,y) = plz —y)

esitligi ile tanimlanan d fonksiyonu bir yarimetriktir. Sayet p total ise, d fonksiyonu

metrik olur [4-17].



Tanim 2.1.17. Yarimetrigi bir paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer
yarimetrik uzay ve yarimetrigi bir total paranormdan elde edilebilen lineer uzaya

lineer metrik uzay denir [4-7].

Uyar1 2.1.3. Bu tanimdan bir lineer metrik uzay ve bir total paranormlu uzayn
ashinda ayni sey oldugu anlasilir. Benzer sekilde, bir yarimetrik lineer uzay, bir

paranormlu uzaya denktir [4].

Tanim 2.1.18. X bir lineer uzay olsun. Her \ € F ve her x,y € X i¢in,

(i) q(0)=0
(ii) q(Ar) =[N q(x)
(i) q(xr+y) < q(z) +q(y)

sartlarma saglayan q © X — R fonksiyonuna bir yarimorm, (X, q) ikilisine de bir
yarmormlu uzay denir. (i) ve (ii) sartlarimn yaminda q(x) = 0 = x = 0 sart da
saglamyorsa, ¢ = ||.|| fonksiyonuna norm, (X,|.||) ikilisine de normlu uzay denir.

Yarmormun tanmvmindan her © € X igin, q(z) > 0 dur [4-8].

Bir yarinormun bir paranorm oldugu kolayca goriilebilir. Boylece, her yarinormlu
uzay bir paranormlu uzaydir. Benzer gekilde, her normlu uzayin bir total paranormlu
uzay oldugu kolayca goriiliir. Fakat, her paranorm bir yarinorm ve her total paranorm
bir norm degildir. Ornegin, (px), tam olarak pozitif reel sayilarin siirh bir dizisi ve

0 <pr <suppy = H < oo olsun. M = max (1, H) olmak iizere

t(p) = {x = (z) €5 E|$k|pk}

k=1

~ 1/M
g(x) = (Z kalp’“>

seklinde tanimlanan g total paranormu ile bir total paranormlu uzaydir. Eger her

uzayl,

k € Nicin, pp = 1/k ahmrsa,0<%Ssup%:1:H<ooveM:max(l,H)zl

olacagindan

g(x) =" |ax|"*
k=1



seklinde tanmimlanan g fonksiyonu bir total paranorm (dolayisiyla paranorm) olur.

Fakat, z = (0,1,0,...,0,...) € ¢(p) igin,

9(27) = V2g (z) < 2¢ (z)
oldugundan g bir norm (dolayisiyla yarmorm) degildir.
Tanim 2.1.19. (X, ||.||) bir normlu uzay olmak zere

d: X xX =R, d(z,y) =z — vy

seklinde tanimlanan fonksiyon X tzerinde bir metrik ve (X, d) bir metrik uzaydor.

Bu metrige ||.| normundan tiretilen metrik veya norm metrigi denir [4-7].

Tanmim 2.1.20. (X, ||.||) bir normlu uzay olsun. Eger X, d(x,y) = ||z — y|| norm

metrigine gore tam ise, bu uzaya tam normlu uzay ya da Banach uzay. denir [4-7].

Tanim 2.1.21. Bir metriklenebilir ve tam topolojik vektor uzayina bir Fréchet uzay

denir [4,11].
Her Banach uzay1 bir Fréchet uzayidir. Fakat tersi dogru degildir.

Tamm 2.1.22. X bir lineer uzay ve ||.||, ve ||.||,, X tzerinde iki norm olsun. Bu

taktirde, her x € X i¢in,
kulllly < llzlly < ke [l
olacak sekilde ky, ko > 0 saylar varsa, ||.||, ve ||.||, normlarna denktir denir [4-17].

Tanim 2.1.23. X, Y topolojik uzaylar ve f : X — Y fonksiyonu birebir, orten,

stirekli ve f=1 de siirekli ise, fye X ve Y wuzaylar arasinda bir homeomorfizm denir
[4-17].
Tanim 2.1.24. (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve f : X =Y, drten bir fonksiyon

olsun. Eger her x1,x9 € X ic¢in,

p(f (x1), f(22)) = d (21, 72)

bagintise saglanyorsa, f’ye bir izometri ve (X,d) ve (Y, p) metrik uzaylarina da

izometrik uzaylar denir [4-17].



f, bir izometri olsun. Eger keyfi x1,xo € X igin, f (z1) = f (z2) ise,

0=p(f (1), f(z2)) = d(21,72)

egitliginden x; = x5 olur. Boylece, f, birebirdir. Ayrica, her € > 0 ve her x1, 25 € X

i¢in, d (x1,x2) < 0 oldugunda

p(fla1), [ (22)) <e=20

olacak sekilde €’a baglh bir 6 > 0 sayis1 varoldugundan, f, siireklidir. Benzer sekilde,

her € > 0 ve her x1, 75 € X icin, p(f (z1), f (72)) < § oldugunda

/

d(zy, ) =d (f7 (f(@0), [ ([ (22)) <e=6

olacak sekilde €’a bagli bir 6 > 0 sayis1 varoldugundan, £, siireklidir. Dolayisiyla,
her izometri bir homeomorfizmdir. Fakat bunun karsit1 dogru degildir. Ornegin, R

ve (0,00) C R kiimeleri iizerine R'nin mutlak deger metrigini koyalim.
f:(0,00) > R, f(z)=Inzx
fonksiyonu birebir, 6rten ve siireklidir. Ayrica,
1R = (0,00), fH(x) =¢"

fonksiyonu da birebir, 6rten ve stireklidir. Bu taktirde, f, bir homeomorfizmdir.
Fakat,

d(Inz,Iny) = |lnx —Iny| =

In (g)‘ -y =d(z,y)

oldugundan f, bir izometri degildir [5].

Tanim 2.1.25. X ve Y iki lineer uzay olsun. Eger f : X — Y dontusima, lineer,
birebir, orten dontsum ise, f’ye X ’ten Y 'ye bir izomorfizm, X wve Y wuzaylarina
da izomorf uzaylar denir ve X =Y ile gosterilir. Eger (X,|.||y) ve (Y,|.|ly) ki
normlu uzay ve f : X — Y icine bir lineer izomorfizm olmak tzere her x € X
icin, ||f(2)|ly = ||zl x ise, f dénisimine bir lineer izometri denir. Eger X ten Y
tuzerine bir lineer izometri varsa, X ve 'Y wuzaylarina izometrik olarak izomorf veya

esdeger uzaylar denir ve X =Y ile gésterilir [4,6,12].
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Tanim 2.1.26. X ve Y iki normlu uzay ve f : X — 'Y bir izomorfizm olsun. Eger
f ve f=1 dondisiimleri strekli ise, f’ye bir topolojik izomorfizm ve X, Y uzaylarina

da topolojik olarak izomorf uzaylar denir [5]

Bu tamimda, f, aym1 zamanda bir lineer homeomorfizmdir. Bunun i¢in bazen
topolojik izomorf yerine lineer homeomorf deyimi kullanilir. Eger f bir izometri ve
ayni zamanda izomorfizm ise, bu durumda X, Y uzaylarina izometrik olarak izomorf
veya esdegerdir denir. Iki uzay topolojik olarak izomorf olduklari halde esdeger

olmayabilirler, fakat egdeger uzaylar her zaman topolojik olarak izomorfturlar [5].

Teorem 2.1.2. X wve Y iki normlu uzay olsun. Bu taktirde, X wve Y normlu
uzaylarina denktir denir ancak ve ancak bu uzaylar izometrik izomorfik uzaylar ise.

Bu, T : X — Y seklinde uzerine bir lineer izometrinin var oldugu anlamina gelir
[4.13].

Tanim 2.1.27. (X, g) bir paranormlu uzay olsun. Her bir x € X igin,

k
g(x—Zanxn> — 0 (k— )

n=1
olacak sekilde skalerlerin bir tek (a,) dizisi varsa, (x,) dizisine X i¢in bir Schauder

baze denir [4,13].

Bir (z,) Schauder bazina sahip bir X uzayi, (a,) katsayilar dizisi yardimiyla tek
tiirli yazilabilen z = i anx, dizilerin uzay1 olarak diigtiniilebilir. Her normlu uzay
bir paranormlu uzay gl:dlugundan bu tanim normlu uzaylar icin de gecerlidir.

X sonlu boyutlu Vi B = (b, bs,...,b), X igin bir Hamel bazi ise, her bir x € X

tek tirlii olarak x = >_ a,b, seklinde yazlabilir.

n=1

b, , n<k
0 , n>k

Tpn =

ile tanimh (x,,) dizisi X igin bir Schauder bazidir. O halde, sonlu boyutlu uzaylarda
bir Hamel baz1 ayni1 zamanda bir Schauder bazidir. Her lineer uzayin bir Hamel baz
olmasina ragmen, sonsuz boyutlu normlu lineer uzaylarin bazilarinin Schauder bazi
olmayabilir [5].

Bu ¢aligmada bazen ”Schauder bazi” yerine kisaca "baz” ifadesini kullanacagiz.
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Ornek 2.1.1. (i) Sifira yakinsayan dizilerin

coz{m:(xk)ES:l}imxk:0}

— 00

uzayL

)] = sup ||
k

normu ile bir normlu lineer uzaydir. ey, k-inci terimi 1 diger terimler: O olan diziyi
gostersin. Her bir k € N igin, ey € co’dwr. Simdi, (e) dizisinin ¢ i¢in bir Schauder

bazi oldugunu gdsterelim. x = (x1) € ¢y ise,

n
xr — E LK€
k=1

== ||(07 O, ey a1, Tpt2, )”

= sup |zg] = 0 (n — o0)
k>n+1

oldugundan
o0
r = E TLEL
k=1

seklinde yazilabilir.

[e.9]

Tr = E arCr

k=1
yazhsinan x icin baska bir yazihs oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

n n n
E (o, — ag) ex|| = g Trep — E akek
=1 k=1 k=1
n n
= E xkek—g ager — T +x
=1 k=1
n n
< x—g rrenl|l + a:—E ager|| = 0 (n — o0)
k=1 k=1
esitsizliginden
n
(x) —ag)eg|| = sup |zr —ax| = 0 (n — o0)
— 1<k<n

olur. Buradan, her k € N i¢in, xp = ag bulunur ki bu, xin yazilisinin tek turli

oldugunu gosterir [5,7,13].
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(i1) (px), tam olarak pozitif reel sayilarin sinirly bir dizisi ve 0 < p, < suppx =

H < 00 olsun. M = max (1, H) olmak 1izere

((p) = {x: () € s Z|$k|p’“}

k=1

~ 1/M
g(x) = (Z kalp’“>

seklinde tamimlanan g total paranormu ile bir total paranormlu uzaydur. (i)’de

uzayt,

tanmvmlanan (eg) dizisi, £ (p) uzayr i¢in bir Schauder bazdir. v = (xx) € £ (p) olsun.
Her n € N i¢in,

n
Yp =T — 5 e = (0,0, ..., Tpi1, Tngo, --)
k=1

oo
yazalm. > |xp|"* serisi yakinsak oldugundan
k=1

9™ = 3 fan =0 (n - o0)

olur. x i¢in,
o0
xr = E TLCL
k=1

yazilisy tektir. x’in bir baska yazilis

[e.e]
r = E /\kek
k=1

olsun. Bu durumda,

’)\1 — 131|p1 -+ |)\2 — I‘lez “+ ...+ ‘)\n — l’n|pn — 0 (n — OO)

oldugundan
g (Z(Ak —xk)ek> <g (x—Zxkek> +g (x—ZAkek> — 0 (n — o0)
k=1 k=1 k=1

bulunur ki bu, her k € N icin, xp, = A\, demektir. Yani, xin yazlise tek tiurlidir

[4,5,7,13].
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Yukaridaki 6rnekte cq ve £ (p) uzaylari i¢in verilen birim vektorlerden olusan (ey)

bazina birim vektor baz denir.

Tanim 2.1.28. X ve Y Banach uzaylar, (x,), X i¢in bir baz ve (y,), Y i¢in bir

Z anTy Yyakinsak < Z anYn yakinsak

n=1 n=1

ise, (xy,) ve (yn) bazlarina denktir denir [14).

Bu tanima gore, (z,,) ve (y,) bazlarmin denk olmasi, her n € N i¢in, T (x,) = y,
olacak sekilde bir T': X — Y topolojik izomorfizmin var olmasina denktir. Boylece,

topolojik olarak izomorf uzaylarin bazlarimin birbirlerine denk olacagi anlagilir.

Teorem 2.1.3. X bir normlu lineer uzay olsun. Eger X, bir Schauder bazina

sahipse, X ayrilabilirdir [5,7].

Tanim 2.1.29. X, Y normlu uzaylar ve A € L (X,Y) olsun. Bu taktirde, herx € X
icin, ||A(x)|| < M ||z|| olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa A’ya bir sinirly lineer
operator denir. X ’den'Y igine tim sinurly lineer operatorlerin kimesi B (X,Y) ile

gosterilir ve B(X,Y), L(X,Y) nin bir alt uzaydur [4,5,7,13].

Teorem 2.1.4. X, Y normlu uzaylar ve A € L(X,Y) olsun.
(1) A, 0 € X de siirekli ise A, X 'de diizgiin sireklidir.
(i) A, X de sireklidir < A simrldor [4,5,7,13].

Tanim 2.1.30. A € B(X,Y) olsun. Bu taktirde, A’nin normu

Az
4] — sup 1A

w0 |7

< 00 (2.1.1)
olarak tamimlamir. Ayrica, A’nin normu
[All = sup{[[A (z)[| - =] < 1} ve [|A]l = sup{[[A (2)] : [[«]| = 1}

bigimlerinde de gosterilebilir. B (X,Y), (2.1.1) normu ile bir normlu uzaydir. Eger
Y bir Banach uzay olursa B (X,Y) de Banach uzayr olur [4,5,7,15].
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Teorem 2.1.5. XY, Z normlu uzaylar ve Ay : X =Y, Ay . Y — Z birer sinirh
lineer operator olsun. Bu taktirde, her x € X ig¢in, As(A1(z)) = (A241)(x) olmak

tzere

(i) AsA, € B(X,Z)

(it) A2 A < [[ Az [[ A4l
dir [7].

Teorem 2.1.6. (Banach-Steinhaus) Eger (A,), bir X Banach uzayindan bir Y

normlu uzayr i¢ine tanwmlb sinwrly lineer operatorlerin bir dizisi ve X tzerinde
limsup || 4, (z)]| < o0
n
ise, bu durumda, sup ||A,|| < oo , yani, (||A,l|) dizisi sinarbder [4,5,7,13].
n

Sonug 2.1.1. X bir Banach uzay, Y bir normlu uzay ve (A,), B (X,Y) de bir dizi

olsun. Eger her bir x € X i¢in,
limA, (z)=A(x) €Y
ise, bu durumda, A € B(X,Y) dir [4,5,7,13].

Tanim 2.1.31. X bir lineer uzay olsun. X dizerinde tanwmlanan bitin lineer
fonksiyonellerin kimesi XT = L (X,C) ile gosterilir. X' = L(X,C) uzaymma X ’in
cebirsel duali denir. X* = B(X,C) C L(X,C) alt uzayina ise X ’in topolojik
(stiirekli) duali denir. Cogu zaman topolojik duale kisaca dual denir. X*, (2.1.1)
normu tle bir Banach uzaydir. X* in dualt X in ikinct duali olarak adlandirilir ve

X** ile gasterilir [4,5,7,13].
Ornek 2.1.2. ¢t = ¢, = {, ve €5 = Lo, dur [4,5,8].

Tanim 2.1.32. Bir X wvektor uzay tuzerinde reel degerli bir p fonksiyoneli verilmis

olsun. Eger p fonksiyoneli alt toplamsal, yani, her x,y € X i¢in,

plz+y) <p(x)+p)
ve pozitif-homojen, yani, R’deki her o > 0 ve her x € X i¢in,
p(ax) = ap(x)

ise, p fonksiyoneline, alt lineer fonksiyoneldir denir [7].
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Norm fonksiyonun alt lineer fonksiyonel oldugu tanimdan hemen goriilebilir [7].

Teorem 2.1.7. (Hahn-Banach teoremi) X, bir reel vektor uzay, ve p, X dzerinde
bir alt lineer fonksiyonel olsun. Ayrica, f nin, X ’in bir S alt uzayr tizerinde taniml

olup, her x € S i¢in,
f(x) <p(2)

kosulunu gercekleyen lineer bir fonksiyonel oldugunu kabul edelim. Bu durumda, f
fonksiyoneli, her x € X i¢in,
F(z) <p(x)

olacak sekilde X tzerinde taniml bir F lineer fonksiyoneline genisletilebilir ve her

x €8 igin, F(x) = f(x)’dir [4,5,7,13].

Bu teorem reel vektor uzaylara iligkin olup, bu teoremin kompleks vektor uzayla-
rin1 da igeren bir genellegtirilmesi H. F. Bohnenblust ve A. Sobczyk (1938) tarafindan
elde edilmigtir.

Teorem 2.1.8. (Genellestirilmis Hahn-Banach teoremi) X, reel ya da kompleks bir

vektor uzayr ve p, X tzerinde alt toplamsal olan, yani, her x,y € X i¢in,
plz+y) <p(@)+py)
esitsizligini ve her o skaleri icin,
p(ax) = |alp (z)

esitligini saglayan reel degerli bir fonksiyonel olsun. Ayrica, f, X ’in bir S alt uzay

tzerinde tanmymlanan ve her x € S i¢in,

()] < p(x)

esitsizligini saglayan bir lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda, f,
|F ()] < p(x)

esitsizligini saglayan X tzerinde tanimiy bir F' lineer fonksiyoneline genisletilebilir

7.
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Sonug 2.1.2. X bir normlu reel lineer uzay, S C X bir alt vektor uzayr ve f €
S* olsun. Bu durumda, f fonksiyoneli, ||f|| = ||F| olacak sekilde bir F' € X*
fonsiyoneline genigletilebilir [4-7,13].

Sonug 2.1.3. X # {6} bir normlu uzay ve 0 # vy € X olsun. Bu taktirde, || f] =1
ve f(xg) = ||zo|| olacak sekilde bir f € X* vardwr [{-7,15].

X ve Y aymi F cismi tizerinde normlu uzaylar, A € B (X,Y) ve g € Y* olsun.

f(x)=(g0A)(x) =g (A(x))

bigiminde bir f : X — F fonksiyonelini tanmimlayalim. Burada, g ve A, siirhi ve
lineer olduklarindan f, sinirli ve lineer olacaktir. ¢ € Y* verildiginde buna kars:
yukaridaki gibi tanimlanan f fonksiyonelinin tek oldugu aciktir. Bu nedenle, bir

A€ B(X,Y) igin, f = g o A olmak tizere,
A Y 5 XY g A (g)=goA=f
bigiminde bir A* operatorii tanimlanabilir [7,12,13].

Tamim 2.1.33. X ve Y birer normiu uzay ve A € B(X,Y) olsun. g € Y* olmak
uzere
A Y 5 X", g > A" (g) =go A

bigiminde tanimlanan A* operatérine A’nan adjoint operatori denir [7,12,13].

Lemma 2.1.1. X ve Y birer normlu uzay ve A € B(X,Y) olsun. Bu taktirde,
A* € B(Y*, X*) ve | A*|| = || A|| 'der [7,12,13].

X, Y, Z birer normlu uzay ve A € B(X,Y) ve B € B(Y, Z) olsun. Bu durumda,
i) (BA)* = A*B*

it) (A+ B)* = A* + B*

i11) o € F igin, (aA)* = aA*

dur [7,12].

Tanim 2.1.34. X bir lineer uzay ve E, X in bostan farkly bir alt kiimesi olsun.
Eger A\, p >0 i¢in, A+ p =1 olmak tizere her x,y € E icin, \x + py € E ise, E'ye
konvekstir denir [4,5].
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Tanim 2.1.35. X bir lineer uzay, E, X in konveks bir alt kumesi ve f : E — R
olsun. Eger A, p >0 i¢in, A+ p = 1 olmak dzere her x,y € E i¢in, f (Ax + py) <
M (x) 4+ wnf (y) ise, fye, E dzerinde bir konveks fonksiyondur denir [4,5].

2.2 Dizi Uzaylari

Kompleks terimli tiim dizilerin kiimesi s ile gosterilir. z = (x),y = (yx) € s ve

a € F olmak tizere s kiimesi,

z+y = (ze) + () = (xx + 1) ve ax = o (zx) = (azp)

ile tanimlanan dizilerin koordinatsal toplami ve skaler carpmimi iglemleri ile birlikte
F cismi iizerinde bir vektor uzayidir. s'nin bir alt vektor uzayia bir dizi uzay1 denir
8,11,15].

s’de e = <e,(€n)>, (n € N) ve e = (e) dizileri, her n, k € N igin,

0 , n#kise

1 , n=kise

Kronecker delta olmak tizere

ve her k € N i¢in, e, = 1 olmak fizere
e=(1,1,1,..,1,..)

olarak tammlanir. ™ = (eé")>, (n € N) ve e = (e) dizilerine, sirasiyla, s'nin
n-inci birim vektorii ve birimi denir.

0 < p < oo olmak tizere kompleks sayilarin tiim sinirh, yakinsak, sifir ve mutlak
p-toplanabilir dizilerinin klasik dizi uzaylari, sirasiyla, (o, ¢, co ve £, ile gosterilir.
¢ = sp {e(") ‘n > 1} ile sonlu sayida elemani sifirdan farkli olan dizilerin uzay:
gosterilir.  Ayrica, bs ve cs ile, sirasiyla, tim smirh ve yakinsak serilerin uzaylar:
gosterilir.  bv; ve bu, sirasiyla, (rx — zx_1) € {1 ve () — xpy1) € ¢ olmak lizere
tim z = (zj) dizilerinden olugan smirh salimmh dizilerin uzaylaridir ve bug, bv ve

co uzaylariin kesigimidir.
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Aksi belirtilmedigi siirece bundan boyle, 1 < p < 0o ve ¢, p’nin eslenigi, yani,
eger p = lise, ¢ = oo ve 1 < p < oo igin, ¢ = p/ (p — 1) oldugunu kabul edelim
[8,11].

s Uzay1. Kompleks terimli tiim dizilerin kiimesi s,
s={zx = (zy):2x € F, her k € N igin} (2.2.1)

ile gosterilir. s kiimesi,

oo

_ e =yl B

seklinde tanimlanan metrik ile birlikte bir metrik uzaydir [8,11,15].

(s Uzay1. Sinirh dizilerin /., uzay,

loo = {x: () € s :sup |zg] < oo}

keN

seklinde tanimlanir. /., uzay: tizerindeki dogal metrik,

doo (x,y) = sup|zr — Ykl = (k) , ¥y = (Yk) € loo
keN

ile tanimhdir [8,11,15].
c ve ¢ Uzaylari. Yakinsak ve sifir dizilerinin ¢ ve ¢y uzaylari,
c= {w:(:vk) Es:klim |z, — 1 =0, en az birlE(Ci(;in}
—00

COI{Z':(l'k)ES: limxk:O}

k—o0

seklinde tanimlanir. d., metrigi, c ve ¢y uzaylari i¢in de bir metriktir. ¢ ve ¢y uzaylari

tizerinde supremum ve maksimum denk oldugundan d., metrigi, ¢y uzay1 tizerinde

do (z,y) :I?g§<|xk —yl; 2= (1), = () € o

ile taniml dp metrigine indirgenir [8,11,15].
¢, Uzay1. Mutlak p-toplanabilir dizilerin ¢, uzay,
k=1

Ep—{x—(xk)63:2|xk\p<oo}, 0<p<oo

19



olarak tanimlanir. 1 < p < oo durumunda, ¢, tizerinde d, metrigi,

o 1/p
dy (v,y) = (Z |7k — ?/k|p> ;o= (v),y = (y) €4,
k=1

ile verilir. Ayrica, 0 < p < 1 durumunda, ¢, iizerinde dp metrigi,

dy (,9) =Y lew—wl”; 2 = (1) .y = () € 4,

k=1
ile verilir [8,11,15].

bs Uzay1. Siirh serilerin bs uzayi,

> a

keN 1o

bs:{x:(xk)Eszsup

s

;v = (z1),y = (y) € bs

seklinde tanimlanir. bs uzay: lizerindeki dogal metrik,

n

Z (Tr — Yr)

k=0

d(z,y) = sup
keN

ile tanimhdir [8,11,15].
cs ve csp Uzaylari. Yakinsak serilerin cs uzayi ve sifira yakinsak serilerin csg

uzayl,

CSI{SKI(QZHESIJI_}I’{)IO Zxk—l :0,enazb1rl€(C1(;1n}

k=0
_ 0}

;o= (7x),y = (y&) € bs

n
csy = {x: () Gs:nlLIEO kz_%xk

seklinde tanimlanir.

d(x,y) = sup
keN

Z (Tr — Yk)

metrigi, cs ve sy uzaylan tizerindeki dogal metriktir [8,11,15].

bv; Uzay1. Sinirh salinimhi dizilerin bv, uzayn,

bv, = {:1:: (k) ES:Z]wk—xk,ll < oo}

k=1

seklinde tamimlanir. u_; = 0 ile her £ € N igin, (A(l)u) = up — up_q ile ANy =

k
((A(l)u) k) fark dizisini tanimlayalim. bv; uzay: tizerindeki dogal metrik,

d(z,y) = Z }A(l) (zx — k)5 o= (2%),y = (y) € by
k=1
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ile tanimhdir [8,11,15].
mgy Uzay1.

A={zx=(xx) €s:ax, €{0,1}, k> 1}
sifirlar ve birlerden olugan tiim dizilerin kiimesi olmak tizere mq uzayi,
mo = sp{A} = {z = (zx) € s: {zx : k € N} sonlu bir kiime}
ile tammlanir. dy, metrigi, mg uzay1 i¢in de bir metriktir [11,15].
Tanim 2.2.1. Eger M C N ise, Sy : s — s lineer donustimi

x;, , 1€ M ise
(S (2)); = , |
0 , i¢M ise

ile tanwmlanar. Eger M = {1,2,3,...,n} ise, Sy i¢in, S, yazariz. S, (x) djesine
x € s'nin n-inci kisma ade verilir; bazen S, (x) igin, 2™ sembolii de kullamilir. Yani,

T1,To, T3, ... ler xin koordinatlar: ise,

S, (z) = 2™ = {z1, 29, ..., 2,0,0, ...} = Zmiei
i=1
dir [11].

Tanim 2.2.2. \ bir dizi uzay ve y € s olsun.

(i) Eger Vu € A = {x = (x,) € s: 2, €{0,1} ,n > 1} ve Vo € X igin, ux € A
1se, A’ya monoton dizi uzayr denir.

(i) Eger en az bir x € X igin, |y,| < |zn|,n > 1 oldugunda y € X\ olursa \’ya
normal (ya da solid) dizi uzayr denir [8,11,15].

Her bir normal dizi uzayimin bir monoton dizi uzay1 oldugu aciktir.
Onerme 2.2.1. \ bir dizi uzayr ve y € s olsun. Bu taktirde,

(i) X\ monotondur < moA C A

(it) X normaldir < En az bir x € X i¢in, |y,| = |z,|,n > 1 isey € X'dwr [11].
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Tanim 2.2.3. \ bir dizi uzay olsun.

(i) A = Sz=(x,) €s: §1 |T0yn| < 00, hery € X igin

(ii) N = Sax=(z,) €s: Ool TplYn| < 00, hery € A igz’n}

(i5i) NV = <Sx=(x,) € s:sup, il TnYn| < 00, hery € A igm}

(iv) N = dx=(1,) €s: il |ZnYpny| < 00, hery € X ve p €11 ig:in}

cumlelert verilsin. Burada 11, N’nin tum permiitasyonlarinin cimlesidir. Bu ciimle-
lere suraswyla \'mn o, B, v ve d-dualleri denir. X*, N°, XV ve X° birer dizi uzayider
ve d C X C A C N C NVdwr. Bax kaynaklarda \* yerine \* kullanaler. \* ve \°
uzaylar:

A = {x=(x,) €s:xy €y, hery € X igin}

M = {x=(x,) €s:ay € cs, hery € X igin}
seklinde de yazilabilir.

Herhangi bir X dizi uzayr i¢in, X C ()\5)E =X E=aq, 8,7, 6'dwr [11].

Ornek 2.2.1. 1 < p < 00 ve q, p’'nin eslenigi olmak tzere

Dizi Uzayn a-dual  [-dual ~y-dual
Co 2 0 2
c 0 0 2
l, (1<p<oo) { l, >
loo 0 2 2
0 loo loo loo

b, (0<p<l) /I los loo
dur [8,11,15].
Uyar:1 2.2.1. £ = «, B, v, 0 olsun. Bu durumda, I bir indis kiimesi olmak tizere

(i) Eger X C p ise, u& C M.
(ii) Ejer A= U{\ :i €I} ise, X =N {Af i€ J} [11].

Tanim 2.2.4. \ bir dizi uzay olsun. Egder A\ = \¢ ise \'ya bir E-uzay (€ = a, S,

v, 0) denir. Ozel olarak bir a-uzayina bir Kothe uzayr ya da perfect dizi uzayr denir

[11].
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Ornek 2.2.2. (i) @, s, b, {1 dizi uzaylary birer perfect dizi uzayidr.
(11) ¢ monoton dizi uzayr degildir ve bundan dolayr normal dizi uzay: da degildir.
(111) co normal dizi uzayrder, fakat perfect dizi uzayr degildir.

(iv) mg monoton dizi uzaydr, fakat normal dizi uzayr degildir [11].

Onerme 2.2.2. \ bir dizi uzayr olsun. Bu taktirde,
(i) A monoton ise, \* = \°
(it) X\ normal ise, \* = X7 [11].

Teorem 2.2.1. \ bir dizi uzayr olsun.

(a) X perfect dizi uzayr ise, X normal dizi uzayidor.

(b) X\ normal dizi uzay ise, \* = \P = X7

(c) \ perfect dizi uzay ise, A bir a-uzayi, f-uzayi, y-uzayidir

(d) X normal dizi uzay ve e = (1,1,1,...) € N ise, loo CAve A\ =N =XV C /)
[8,15].

Onerme 2.2.3. \ bir dizi uzayr olsun. Bu taktirde, N = X%, € = a, B, v ya da
§ dur; 6zel olarak, \*(\) bir Kithe uzay, NP bir B-uzay, NV bir y-uzayrdir. Bundan
dolayr, \*(\*) dual uzayina, X dizi uzayimin Kothe duali de denir. Ayrica, bir X dizi
uzays 1¢in,

perfectlik = normallik = monotonluk
saglanur [11].
Tanim 2.2.5. Eger her i € N ic¢in, p; (x) = xz; ile tanvmlanan p; : X\ — F

dontustumlerinin her biri surekli ise, bir lineer topoloji ile birlikte bir A\ dizi uzayina

K-uzayr denir [8,11].

Tanim 2.2.6. A, bir K-uzay: olsun. Eger A\ K-uzay, bir Fréchet uzayr (bir Banach
uzayn) ise, yani, bir tam lineer metrik uzay ise, A\ K-uzayina bir FK-uzay (BK-uzay)

denir [8,11].

Ornek 2.2.3. ¢o,c, ls uzaylar x|, = supy, |zk| normu ile Banach uzay: ve her bir

k icin, |zg| < ||z|, oldugundan bu uzaylarin koordinat projeksiyonlar: sireklidir.
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Bu nedenle, cy,c ve o uzaylarinin her biri BK-uzaidir. Bundan baska, 1 < p < 0o

0o 1/p
Iz, = (Z !xklp)

k=1

ise, £, uzayr

normu ile bir BK-uzayidir [4].

Tanim 2.2.7. (X, 1) bir K-uzay, ve x = (v3) € (X, 7) olsun. Bu taktirde, eger,

™ = Zxkek —z e (X,7)
k=1

ise, v, AK-dzelligine sahiptir denir. Eger (X, T) uzayinan her x elemany AK-dzelligi-

ne sahipse, (X, 1) uzayma AK-uzayr denir [8,15].
Ornek 2.2.4. (¢, |.1l,) ve her p € [1,00) igin, (EP, ||||p> birer AK-uzayidur [15].

Lemma 2.2.1. X D ¢ bir FK-uzay ve a = (ay), C’de bir dizi olsun. Eger her

o0
= (zx) € X igin, Y arry yakinsak ise,
k=1

[e.9]

fal@) =) aray

k=1
seklinde tanimlan f, : X — C lineer fonksiyoneli her v = (xy) € X i¢in stureklidir

/s].

Teorem 2.2.2. X D ¢ bir FK-uzay olsun. Bu taktirde, X*, X in surekly duali
olmak tizere
(i) Bir g : X — X* lineer, birebir doniisiimii vardar.

(ii) Ejer X, AK-uzay ise, g : XP — X* déndigiimii bir izomorfizmdir [8].

Teorem 2.2.3. Asaqidaki ifadeler saglanir:

(1)1 < p < o0 ve % —I—é = 1 olsun. Bu taktirde, {, nin l; sirekli duali, £, ya
norm izomorfiktir; bu, f € £ olmasy igin gerek ve yeter sart bazi a = (ag),ey € 4y
1¢in,

f(x)= Zakxk (x €l,)

ve ||f|| = ||a|| olmasi demektir.

(1) coin ¢ stirekli duali 1 °e norm izomorfiktir [8].
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Tanim 2.2.8. (), q) yarmormlu bir dizi uzays olsun. Her x = (x), y = (yx) € A
ve k > 1 i¢in, |yx| < |zk| oldugunda q(y) < q(z) oluyorsa, q’ya mutlak monoton

yarmorm denir [11].

Ornek 2.2.5. (co, ||.ll)s (boos |I-]l) ve her p € [1,00) igin, (fp, HHp> normlu

uzaylary tzerindeki normlar birer mutlak monoton yarimormdur.

Yukaridaki tanim ve ornek ile mutlak monoton ya da kisaca monoton normun
tanimlanabilecegi aciktir. Gergekten, (X, ||.||) herhangi bir normlu uzay olmak tizere,
eger her x = (zy), y = (yx) € X ve k > 1 igin, |yx| < |zx| oldugunda ||y| < ||zl

oluyorsa, ||.|| normuna monoton norm denir.

Tamim 2.2.9. Bir (X, 7) topolojik vektér uzaymda N'nin herbir o permitasyonu
icin, Y T serisi (X, 1) 'da yakinsak ise, Y xy serisine kosulsuz (unconditionally)
=1

= k=1
yakinsaktur denir [11].

Tanim 2.2.10. (X, 1), bir topolojik vektor uzay ve Y xy, (X, 7)’da bir seri olsun.

k=1
Eger N’deki herhangi bir artan J dizisi i¢in, Y xz; serisi (X, 7)’da yakinsak ise,
i€
> xy serisine altseri yakinsaktvr denir [11].
k=1
Tanim 2.2.11. Bir Y xp serisinin terimlerinin mutlak degerinden tegkil edilen

k=1

o0 o0
> |xg| serisi yakinsak ise, Y xyp serisine mutlak yakinsaktir denir [4].
k=1 k=1

Onerme 2.2.4. Bir Fréchet uzayinda tanimiy serilerin altsert yakinsaklhgr ile kosul-

suz yakinsakligr denktir ([11]).

Teorem 2.2.4. (Dvoretsky -Rogers Teoremi) X bir Banach uzay: olsun. Bu taktirde,

herbir kosulsuz yakinsak seri mutlak yakinsaktir ancak ve ancak X sonlu boyutludur

[11].

2.3 Matris Doniisumleri

Matris dontigiimlerinin genel teorisi Cesaro, Borel, Norlund, Riesz ve digerleri

tarafindan elde edilen toplanabilme teorisindeki 6zel ve klasik sonuclardan dogmustur.
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Diger yandan, bir dizi uzayindan bir bagka dizi uzayimna bir lineer operator aslinda
¢ogu zaman bir sonsuz matris ile verilir. Bu ytlizden, matris dontigiimleri teorisi, dizi
uzaylarinin incelenmesinde biiytk ilgi ¢eker. Lineer uzay teorisinin tekniklerinin
matris doniigtimlerini karakterize etmek icin kullanilabilecegini 1911°de ilk olarak
tinli Alman matematik¢i O. Toeplitz gozlemledi. Daha sonra, Banach-Steinhaus
teoremi ve ilgili sonuglar bu gibi problemlerle ilgilenenler i¢in son derece kullanigh
araclar oldular.

A = (ank), her n,k € N ve x = (x) € s igin, kompleks ya da reel a,; sayilarinin

bir sonsuz matrisi olsun. Bu taktirde, x’in A-doniigtimii,

Qoo Ap1 Qo2 -+ Qok - Zo

Q1o Az Q@12 - Q1 x

Q20 Q21 QA22 -+ Q2 - *° )
Ax =

ano Ap1 Apz - Apk - T

AooTo + Ag1x1 + Qgaxs + - - -
a10xo + a11T1 + a12T9 + -

Q200 + A21T1 + Ga%2 + - -

AnoXo + Ap1T1 + ApoXo + - - -

o0
E QoL
k=1
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olagan matris carpimu ile Az dizisi elde edilir. Bundan dolayi, bu sekilde z dizisi,
A, (z) = (Ax), = Zankxk (n € N) (2.3.1)
k=1

ile Az = ((Ax),) dizisine doniistiiriiliic. Her bir n € Nigin, (2.3.1)’in sag tarafindaki
seri yakinsaktir.

A ve p, herhangi iki dizi uzayi olsun. Eger her x = (z3) € A dizisi igin, Az
var ve p’de ise, bu durumda, A’ya, A’dan p’ye bir matris dontigiimii tanimlar denir
ve A : X\ — p ile gosterilir. A'dan p’ye tiim matris dontigiimlerinin simfi (A, p) ile
gosterilir. Boylece, A € (A, u) olmasi igin gerek ve yeter sart her bir n € N ve her
x = (zx) € A igin, (2.3.1)’in sag tarafindaki serinin yakinsak ve tiim x = (z3) € A
icin,

Az = ((Ar),,),,cn € 1 (2.3.2)
olmasidir [8,13].

Dizilerle matris doniigiimleri arasindaki ilgiyi Euler’in verdigi su yanhg ifadeyi

aktaralim: Euler,

(lI+a) ' '=1—az+22 -2+

formiiliinde = 1 yazarak,

1—1+1 _ 1
2

garip sonucunu elde etti. Bilindigi gibi, bu formiil |z| < 1 i¢in dogrudur.

()" =1—-1+1—"---

n=1

serisi veya bunun kismi toplamlar dizisi olan s = (s;) = (1,0,1,0,---) dizisi,
Cauchy anlaminda wraksaktir. Bu durumda, (e, N (¢)) yakmsaklik tanimina gore
(si) dizisinin limiti § olamaz. Euler’in yaptigi bu yanhg bagka bir limitleme fikrinin
ortaya ¢ikmasina sebep olmustur. (s;) dizisinin genel terimi

sk::%<1+(—1f)

oldugundan, dizinin terimlerinin 0 ve 1 arasinda salinmasi,

50 + 81+ -+ S
kE+1

t =
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aritmetik ortalamasinin tegkili fikrini verir. Boylece,
T+ D)+ (A + (D) +- + (1 + (—1)’“)
2(k+1)

=

(kD) + (1144 (=15
B 2(k+1)

(k+1)
11 1+ (—1)"
24 k+1
olur. Buradan,
1 1+(-DF 1
A b=l o+ | T2

elde edilir.
Yukaridaki igleme dikkat edilirse, t = (t;) dizisi, s = % (1 + (—1)k> olmak tizere
(sg) dizisinin
. 0<n<k ise

_ k+1
Ak =

0 , n>k ise
seklinde tanimlanan A = (a,;) matrisiyle (2.3.1)’de tanimladigimiz bigimde déniisii-
miinden ibarettir. Yine, (2.3.2)’de verilen gosterime gore s = (s;) € flo icin,
((Ans),) ey € ¢ oldugundan oOzel bir A matrisi, smirh fakat waksak bir diziyi,

yakinsak bir diziye dontigtiirmiig olur.

Teorem 2.3.1. A = (an;) € (co,co) matrisi igin asagidaki ozellikler saglansin.
(i)  ap — 0(n — oo, k sabit)
(i) M = Supnzk: || < o0o.

Bu taktirde, A € B (co.co) ve ||A| = M 'dir [8,16].

Teorem 2.3.2. A € B(cyco) olsun. Bu taktirde, A sinurly lineer déndsimi, her

T € ¢y i¢in,

o0
E AnkTh TL € N
k=1
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olacak sekilde bir (ank) € (co.co) matrisi tayin eder. Ayrica, bu matris igin,

(i)  an — 0(n — oo, k sabit)

(i) || All = sup,, 3 |ank| < o0
ks
sartlar saglanr [8,16].

Teorem 2.3.3. X, Y; BK-uzaylar, ve X, AK-uzay: olsun.

(i) Eger A € B(X,Y) ise, bu taktirde, her bir n € N ve her bir x € X igin,
i anxy serisi yakinsak olacak sekilde bir (ang) sonsuz matrisi vardur ve her bir
2216 X i¢in,

Az = (Z anka:k) 2% (2.3.3)
neN

k=1
dar.
(i1) Eger herhangi bir (a,x) sonsuz matrisi, her bir x € X igin,
(j{:aﬂkxk> cY
k=1 neN

sartine saglarsa, bu taktirde, (2.8.3) bagintisy bir A € B (X,Y) operatori tanimlar

[4]-

Uyar1 2.3.1. Bu teorem belirli kosullara sahip X, Y dizi uzaylar: i¢in, B (X,Y)

uzayrmin elemanlarimin sonsuz matrisler ile temsil edilebildigini gésterir [4].
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BOLUM 3
VEKTOR-DEGERLI DiZI UZAYLARI

Bu boliimde k-inc1 terimi X, yarmormlu uzayindan olan en genel vektor degerli
dizi uzay1 s (Xj) verildi ve bu uzay temel alinarak, 6zel durumda X herhangi bir
Banach uzay1 olmak tizere her bir k i¢in, X; = X segilerek X iizerinde tanimh tiim
dizilerin uzay1 olan s (X) elde edildi. Ayrica, bir 6nceki béliimde s dizi uzaymin alt
uzaylar igin verilen bazi 6zellikler s (X)) vektor degerli dizi uzayinin alt uzaylar: igin

verildi.

3.1 s(X) Dizi uzay:

(Xk, qx ), yarmormlu uzaylarim sonlu olmayan bir dizisi olsun. k-mc1 terimi X;’dan

olmak tizere tiim = = (zy,) dizilerinin

ar = (axg),a € F ve x+y= (o + yg)

koordinatsal iglemleri altinda lineer uzayi s(Xj) ile gosterilsin. x € s(Xj) ve
A = (A\g), bir skaler dizi olmak iizere Az garpimi, Ax = (Arxy) olarak tanimlansin.
Eger her bir k i¢in, X, = C almirsa s(X}), en genel skaler dizi uzay1 olan s
olur. X} larn topolojileri yardimiyla s (X} ) tizerine bir topoloji kurulabilir. s (Xy),
Xi'larin ¢arpim uzayi ve s (Xj)'nimn topolojisi de Xj’larin topolojilerinin ¢arpim
topolojisidir. Yani,
s (Xi) = L1 Xe

duir [17].

s (Xy) dizi uzaymda (X, ||.||), herhangi bir Banach uzay1 olmak tizere eger her

bir k igin, X = X ve g, = ||.|| se¢ilirse, bu durumda,
s(X)=]le, X={z=(z) | 2: N> X, n—=z(n) =2,}

kiimesi X tzerinde tamimh tim dizilerin uzay1 olur. Herhangi bir X-degerli dizi

uzayl s (X)’in bir alt vektor uzayidir. X-degerli dizilerin uzayma vektor degerli
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dizilerin uzay1 da denir. X bir Banach uzay1 oldugundan s (X)’in topolojisi total
paranormdan gelir ve s (X) tamdir. Bu nedenle, s (X), bir Fréchet uzayidir.

(X, |I]) uzaymin 6zdeslik elemanim (sifirmni) 0 ile gosterelim ve bir n € N icin,
(X)) ={x=(xx) €s(X): k>niken 2 =0}

kiimesini tanimlayalim. Agikar olarak, ¢(X) C s (X)’dir. Bu alt uzaya X {izerinde
tiim sonlu dizilerin uzay1 denir. X = F almrsa, s (X) ve ¢(X) uzaylari, iyi bilinen

skaler degerli s ve ¢ dizi uzaylar olur [17].

Tanim 3.1.1. E, bir vektor degerli dizi uzayr ve 7, E tzerinde bir lineer topoloji

olsun. Eger her bir k i¢in,

ile tamwmlanan k-inct koordinat donisumu E tuzerinde sturekli ise, E ye bir K-uzay
denir. Ayrica, eger (E,T) bir Fréchet (Banach) uzay: ise, Eye bir FK- (BK-) uzay
denir [18].

Tanim 3.1.2. 5(X)’de v € X ve k € N i¢in, e (z) ve e (z) dizileri,

k-winct yer

e®(z) = (0,0,0, .0, 7,0, ) vee(x)=(v,x,z,..)
olarak tanvmlanwr [18].

Tamim 3.1.3. E, ¢(X) % iceren bir vektor degerli K-uzayr olsun. Eger her x =
() € E igin,

Ze(k)(xk) -z €FE (n— o)
k=1

ise, E’ye AK-ézellige sahiptir denir [18].

Skaler durumda oldugu gibi s (X)’in baz1 6nemli alt uzaylar1 ve bu alt uzaylarin
baz1 ozellikleri verilebilir. Bu alt uzaylar1 su sekilde tanimlayalim. A C s bir normal

skaler degerli dizi uzayi ise s (X)’in bir A (X) alt uzay1

AX) ={z = (2) € s (X) : (lzll) € A}
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ile tanmimhdir. Buna gore, co (X), loo (X), €, (X) vektor degerli dizi uzaylar

z= X): Jim Jlai | = 0}

nf
v = () suple] < oo
X) = {a= (o) € s(x): &l < o0

k=1

seklinde tanimlanir. £, (X) (1 < p < 00),

s 1/p
zll, = (Z ||$k:||p)
k=1

normuna gore tamdir. £, (X), co (X), ¢ (X) uzaylar ise ||z||_ = sup ||zx|| normuna
k

gore tamdir. Bu durumda, bu uzaylarm hepsi Fréchet uzayidir. Ote yandan,
1P ()| = Nzl < [l]

oldugundan ¢, (X) (1 < p < 00), los (X), o (X), ¢ (X) uzaylar {izerinde projeksiyon
(koordinat) dontigiimleri siireklidir. Boylece, bu uzaylarin her biri FK-uzay1 olur.

Ayrica, bu uzaylarin topolojileri normdan elde edildiginden bu uzaylarin her biri

BK-uzayidir [17].

Tanmim 3.1.4. (X, 1) bir topolojik vektor uzayr ve {Vi}r— |, X in alt uzaylarinn bir

dizisi olsun. Her bir k € N i¢in,
M - Vk — X

bir lineer donistim olmak tizere, her bir x € X i¢in,

n

x—Z(nkoRk) () =0 (n — o0) (3.1.1)

k=1
olacak sekilde Ry : X — V. lineer donigimlerinin bir tek (Ry) dizisi varsa, (ny)
dizisine X ’in (V},) ya gore operator baz denir. Ozel olarak, (X,7), X) topolojik
vektor uzaylarimin ¢arpima veya alt uzay ve (Vi) dizisi de ¢arpanlar veya ¢arpanlarin

alt wzaylarndan tegkil edilirse, bu durumda, (n) dizisine (X, 7)’nun koordinatsal

baze denir [17].
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Ornek 3.1.1. s = CN = [1C oldugunu biliyoruz. Bu uzayin alt uzaylarindan olan
k=1
co ve ¢ i¢in koordinatsal bazlary verebiliriz.

e :C—co, nm(a) = (0,0, ...,0,’“”55 o, )

seklinde tanimlanan n, dontsumler: icerme donustimleridir ve genel olarak Iy ile
gosterilir. Tanwmda Vi, = C olarak alinarsa, (Iy) dizisinin ¢y i¢in bir koordinatsal

baz oldugu gorulir. Gergekten,
Ry =Py, (Py(z) =)

koordinat déniigimleri segilirse, bu durumda, (3.1.1) sartine saglayan bir tek (Ry)
dizisi elde edilir. Icerme donisimlerinin bu dizisi ¢, uzaylary i¢in de bir koordinatsal

bazdwr. Diger taraftan,
n:C—c, n(a)=(a,a,..a,..)

ile m déntigimini tamwmlarsak, bu durumda, (n, 1, s, ..., Ix_1,...) dizisi ¢ i¢in bir

koordinatsal bazdwr. Gercekten, x = (xy) € ¢ ig¢in, klim xr = | olmak tzere,
—00

Ry (z) = lim op =1 ve Ry () = Ppy () — 1 (k> 2)

k—o0

olarak tanymly dénisimlerin (Ry) dizisi (3.1.1) sartine saglayan aradigimaz dizidir
[17].

Ornek 3.1.2. Her bir X, birer Banach uzayr olmak tzere,
Nk - Xi — Co (Xk) » Tk ((L’) = <0707 "‘707k_m'crz yeraoa >

seklinde tanymlanan ny. icerme dontsimlerini, yani (Iy) dizisini diginelim. Bu dizi,
co (Xy) ig¢in bir koordinatsal bazdir (Vi = Xy alinmaktadir). Gergekten, her bir
k € N i¢in, Ry = Py aliirsa, bu durumda, her x € co (Xy) igin,

n

= (IyoP)(x)

k=1

= (0,0, .., Zpt1, Tpt2, ...)|| oo = 0 (R — 00)

olur. Benzer sekilde, bu dizinin £, (Xy) i¢in de bir koordinatsal baz oldugu gdsterilebi-

lir.
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¢ (Xg) ic¢in de koordinatsal baz verilebilir. Vi = NXy, Vi, = X1 (K > 2) alirsak
ve

n:Xg—c(Xg) , n(t)=(tt,....t,...)

ile n dontstimiini tansmlarsak, bu durumda, bu donisim ve yukarida tanimladigimaz
icerme dondisimleriyle teskil edilen (n, Iy, I, ..., Ixy_1, ...) dizisi c (Xy) i¢in bir koordi-

natsal bazdir. Gergekten, x = (xy) € ¢ (Xg) i¢in, klim 2, = | olmak tzere,
—00
Ry (x) =1 ve R (x) = Py_y () =1 (k> 2)
olarak tanwvmly déndsimlerin (Ry) dizisi (3.1.1) sartine saglayan dizidir [17].

Tanim 3.1.5. A (X), ¢ (X) % iceren bir FK-uzay: ve

Li: X 5 NX) , Iy (a) = (o,o, 0,5, )

icerme déontigimlerinin (I};) dizisi A (X) i¢in bir koordinatsal baz olsun. Bu taktirde,

A (X)'’e AK-uzayr veya AK-ozellige sahiptir denir [17].

(1)) dizisinin A (X)) i¢in bir koordinatsal baz olmasi, her x € A (X) i¢in,

™ = Ze(k)(a:k) —x (n— o)
k=1

olmasi ve her z € A (X)’in

T = Z(IkoPk) (x)

k=1
seklinde tek tiirlii temsil edilebilmesi denk kavramlardir [17].

3.2 Kothe-Toeplitz Dualleri

Bu kisimda s(X) uzay1 ve onun bazi alt uzaylarinin Kothe-Toeplitz duallerini
ve vektor degerli dizi uzaylar i¢in skaler durumdakine benzer olarak monotonluk,

normallik ve perfectlikle ilgili bazi tanim, teorem, énerme ve sonuglar verecegiz.

Tanmim 3.2.1. s, her k € N igin, a, kompleks sayilarimin tim sonsuz a = (ay)

dizilerinin lineer uzayr ve E, s’nin bostan farkl bir altuzayn olmak tzere,

Eﬁz{aesz

o0

§ ATy

k=1

< oo, herx e K igz’n}
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dizi uzayina E’nin Kothe-Toeplitz Duali denir. Ayrica, bu dizi uzayimin temel bir

sonucu olarak

E* = {a €s: Z lagzy| < oo, herz € E igz’n}
k=1
seklinde E 'nin a-duali tanvmlanyr. EP ve E* duallerine E nin Kothe-Toeplitz Dual-

leri denir [8,11,19).

Bu tanmimda, (a;) kompleks sayilar dizisinin yerine, X ve Y Banach uzaylar
olmak iizere, her bir k£ € N i¢in, A, : X — Y operatorleri ile olugturulan (Ay)
operator dizisi alinirsa ve s(X), tiim X- terimli dizilerin uzay1 ve E C s(X)
bostan farkli bir altuzay olmak iizere, E'nin genellestirilmis Kothe-Toeplitz Dualleri

agagidaki gekilde elde edilir:

< o0, her x € i(;in}

o
E Ay
k=1

EP = {(Ak) €s(L(X,Y)):

Y

ve
B — {(Ak) €s(L(X,Y)): Z | Agz|ly < oo, her x € E i(;in} ,
k=1
burada,
s(L(X,Y)) ={(Ax): Ar: X — Y lineer operator, her k € N i¢in}
dir [19].
Bu tanimi smirli lineer operatorlere genisgletirsek E’nin genellestirilmis £- ve
a-dualleri
EP = {(Ak) €s(B(X,Y)): ZAkxk < 00, herxGEigin}
k=1 Y
ve
E® = {(Ak) €s(B(X,Y)): > [|[Awxlly < oo, her z € E 1(;m}
k=1
dir [20].

Burada eger Y = F alinirsa, sinirh lineer fonksiyoneller i¢in £’'nin genellegtirilmis

a- ve [-dualleri

E* = {(fk) €s(X"): Z|fk (x)| < oo, her (xy) € E igin}

k=1
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ve

> fi )

k=1

EF = {(fk) €s(X"):

< o0, her (z3) € E igin}

olarak elde edilir.

Vektor degerli dizi uzaylar: i¢in verdigimiz bu tamimda X = C alirsak, C* = C
oldugundan her bir g, € C* operatorii bir y, € C kompleks sayisi ile 6zdeslestirilerek
gk (xx) = xpyx vazilir. Boylece, kompleks sayilar i¢in yukarida verilen E’nin a- ve
[-duali tanimi elde edilir.

Daima E* C E?dir. Ayrica, E'nin ikinci a- ve S-duali, sirasiyla, £ = (E*)”

ve EPB = (Eﬁ)ﬂ ile verilir. Eger £ = E** ise, E’ye perfecttir denir.

Tanim 3.2.2. E, bir X-degerli dizi uzay olsun. Eger (zy) € E ve her k € N igin,
vkl < llzg|| kosulu ile (yi) € s(X) oldugunda (yx) € E olursa, E’ye normaldir
denir [18].

Bu tanim skaler durum icin verilen normallik taniminin dogal bir genellegtirmesi-
dir. Gergekten, bu tanimda X = C alinirsa skaler durumdaki tanima ulagiriz.
Ancak, bu tanim dualiteyle uyumlu bir genellestirme degildir. Buna gore, normalligin

dualiteyle uyumlu daha yetkin bir hali asagidaki verilen operator normallik tanimidir.

Tanim 3.2.3. X, Y Banach uzaylar: ve E, bir X-degerli dizi uzayr olsun. Eger
bazr x = (xy) € E ve her (Ty) € s (B(X,Y)) i¢in,

I Teynlly < I Thwrlly

oldugunda y = (yx) € E ise, Eye operatér normaldir denir [21].

Eger bu tammda X = Y = C alirsak, bu durumda her bir 7}, € B(X,Y) =
B(C,C) = C operatorii

Tryr| < |Thww| € larye| < lapwe| < yp] < |z

olacak sekilde bir a; kompleks sayisi ile ozdeglestirilebilir. Bu, skaler diziler igin iyi
bilinen normallik tanmmidir [21].
Eger bu tamimda Y = C alirsak, operator normallik tanimini sinirh lineer fonksi-

yoneller icin agagidaki gibi elde ederiz:
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E, X-degerli dizi uzay1 ve x = (x;) € E keyfi olsun. Her (f}) € s (X*) i¢in,

e ()| < [fx (1)

oldugunda y = (yx) € E oluyorsa E’ye normaldir denir [17].

Skaler dizi uzaylar i¢in verdigimiz monotonluk tanimini hemen hemen hi¢ degis-
tirmeden s (X)’in alt uzaylan i¢in de vermek miimkiindir. ¢ = {z = (x,) € s :
x, € {0,1},n > 1} olmak iizere my = sp{(¢} dizi uzay1 verilsin. E, vektor degerli

dizi uzay1 olmak tizere, a € my ve y € E igin

moE = {z : xp = apy}
kiimesi tanimlansin.
Tanim 3.2.4. Bir E, vektor degerli dizi uzayr i¢in, moFl C E ise Eye monotondur
denir [21].
Teorem 3.2.1. E, bir X-degerli dizi uzay olsun. E, operator normal ise monoton-
dur [21].
Ispat. =z = (x,) € moE olsun. Burumda, bir a = (ax) € mgy ve bir y = (yx) € E
i¢in,

Tk = Yk

yazabiliriz. mg'in tanimindan, a = (aj) dizisinde sonlu adette birbirinden farkh

terim sonsuz defa tekrarlanir. Bu terimler o4, 09, ..., 0, olsun.
o=max{|o;|: 1 <i<n}
diyelim. Her bir & igin, |ax| < o oldugu aciktir. Diger yandan, her (g) € s (B(X,Y)
i¢in,
lgr(@i)lly = llgr(aryi)lly
= llargr(yr)lly

= lak] lgx(ye)lly

< 7 [lgk(yw)lly

olur. E, operator normal oldugundan = = (x,,) € F elde edilir. Béylece, myE C E

olur, yani, £ monotondur. O
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Onerme 3.2.1. Y, sonlu boyutlu bir Banach uzayi, X, herhangi bir Banach uzay:

ve E, bir X-degerli dizi uzay olsun. E monoton ise E* = EP dir [21].

ispat. Daima E“ C E? icermesi var oldugundan E° C E® oldugunu gostermek
yeterlidir. (T;) € E” olsun. Bu taktirde, her x = (,,) € E icin,

Z Tk(l’k)

serisi, Y'de yakinsaktir. moFE C E oldugundan
E® C (moE)"

dir. O halde, (T},) € (moE)” olup, her a = (ay) € my icin,

ZTk(akxk)
=1

serisi, Y’de yakinsaktir. Dogal sayilarin kesin artan bir (k;) dizisini ve

, k=kFk; ise
0 , k#k; ise

by, =

olacak sekilde bir b = (by) dizini tanimlayalim. Bu taktirde, b = (bx) € mg olup,
> Tilbgay) = Y Ti(a,)
k=1 i=1

serisi, Y'de yakinsaktir. Yani, > Ti(zj) serisi, Y’de altseri yakinsaktir. Bundan
k=1
dolay1, bu seri Y’de kogulsuz yakinsaktir. Diger yandan, Y sonlu boyutlu oldugundan
Dvoretzky-Rogers Teoremi'nden ) Ty(xy) serisi, Y'de mutlak yakinsaktir. Bu ise,
k=1
(Ty,) € E?, yani, EF C E* demektir. Boylece, E% = E’dir. O
Daha o6nce bir A skaler dizi uzay1 yardimiyla s(X)'in bir A(X) alt uzaym

tammmlamigtik. A normal ise, x € A\ (X)) olmasi igin gerek ve yeter kogulun (||zx||) € A

oldugunu tekrar belirtelim. Buna gore, agsagidaki onermeyi verebiliriz.

Onerme 3.2.2. \ C s normal bir dizi uzays ise, A\(X) de normaldir [17].

38



Ispat. = = (z;) € A (X) ve her (g;) € s (X*) icin,

9k (yk)| < |gr(zr)]

olsun. Hahn-Banach teoreminin (2.1.3) sonucundan her bir % igin,

Fely) = llyrll ve [lfull =1

olacak gekilde bir f; € X* vardir. Bu sekilde bulanan fy’lar ile olugturulan (fy) €
s (X™) dizisi igin de
[ fe(yr)l < [ (i)l

olur. Yani,

yrll = | fi(yx)]
< | fr(xn)
< | fell Nl

= [l
dir. (||zg]|) € A ve A normal oldugundan (||yx||) € A olur. Yani,
y = (yx) € A(X)
tir. O halde, A (X)), normaldir. O

Ornek 3.2.1. £, (X) (p > 0), Lo (X), ¢o(X), ¢(X), s(X) uzaylars, Y = C icin
operator normaldir. O halde bu uzaylar aynit zamanda monoton olup - ve a-dualleri

cakigiktur [21].
Teorem 3.2.2. Eger \ bir normal skaler dizi uzay: ise, bu taktirde
A" = A (B(X, Y))
dir, burada sag taraftaki c-dual klasik (skaler) tarzdader [21].
Ispat. (T}) € [\ (X)]* oldugunu kabul edelim. O halde, her bir z € X (X) icin,

oo
> || Thally < o0
k=1
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olur. ||Ty|'min tammmindan her bir k£ € N igin,
175l < 2| Tewelly (3.2.1)

olacak sekilde bir
yp € Bx ={ve X :|v|y <1}

bulabiliriz. Bir z = (z;) dizisini, her bir u = (uy) € A i¢in, zx = ukyx olacak sekilde

tanimlayim. Bu taktirde,

2kl x = Nluryellx = [url el x < lue| (llyellx < 1)

oldugundan z = (z;) € A (X)’tir. Boylece, (3.2.1)’den
D Tl funl < 2 el [Tl
k=1 k=1
= QZ T (ury )y
k=1

k=1
olur. Bu ise, (||Tk||) € A* demektir, yani (T}) € A\* (B (X,Y)) dir. Boylece
A (X)) Cc A (B(X,Y)) (3.2.2)

elde edilir.
Tersine olarak, (T;) € A\* (B (X,Y)), vani (||7%||) € A* oldugunu kabul edelim.

Bu taktirde, her bir u = (ug) € A i¢in,

o
D Tl Juw| < o0
k=1

olur. Buradan, her bir x = (z) € A (X)) i¢in, (||zx]|x) € A oldugundan

[Tkl Nkl x < o0

00
k=1

o
> I Thaelly <
k=1

elde ederiz. Bu ise, (T}) € [A (X)]” demektir. Boylece,

A (B(X,Y)) C [A(X)” (3.2.3)
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olur. Sonug olarak, (5.2.3) ve (3.2.3)'den

esitligi elde edilir. O

Lemma 3.2.1. E, FK-uzay olan ve ¢ (X) i iceren bir X-degerli dizi uzayr olsun.

Bu taktirde, her bir k € N i¢in,
Thx = eb(z) = (0, 0,0,...,0, " 0, )

ile tansmlanan Ty, : X — E dondisimi sireklidir [18].
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BOLUM 4
ORLICZ DIiZI UZAYLARI

Bu béliimde, konveks fonksiyonlarin 6zel bir sinifinda yer alan N-fonksiyon kisaca
tanitilarak N-fonksiyon ile yakin iligkili olan Orlicz fonksiyon verildi. Ayrica, W.
Orlicz’'in £,,1 < p < oo uzaymi Orlicz fonksiyonu yardimiyla genellestirmesi ile
baslayan ve W. Orlicz’'ten sonra K. J. Lindberg, J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, P.
K. Kamthan, M. Gupta ve daha bir ¢cok matematik¢inin katkilariyla genellegtirilen
skaler degerli Orlicz dizi uzaylari, D. Ghosh, P. D. Srivastava ve daha bir ¢ok
matematikcinin katkilariya son zamanlarda gelismekte olan vektor degerli Orlicz
dizi uzaylar1 ve bu uzaylarla ilgili olarak bazi tanim, lemma, onerme, teorem ve

sonuclar verildi.

4.1 Skaler Degerli Orlicz Dizi Uzaylari

Tanim 4.1.1. Her z1,z5 € R i¢in,

M (P52 < 10 (o) 4 M (o)

egitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konvekstir denir [1].

Teorem 4.1.1. M (a) = 0 sartine saglayan her konveks M (z) fonksiyonu

formunda temsil edilebilir, burada p(t) fonksiyonu, azalmayan, sagdan sirekli bir

fonksiyondur [1].

Tanmim 4.1.2. (ift, sirekli, konveks ve M (0) =0, M (z) — oo (x — o0) dzellikleri-
ne sahip bir M : R — [0, 00) fonksiyonuna bir Orlicz fonksiyonu denir. Eger en az
birx > 0 i¢in, M (x) = 0 ise, M (x) Orlicz fonksiyonuna, dejenere Orlicz fonksiyonu
denir [14,22].
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p(t), azalmayan, sagdan siirekli bir fonksiyon olmak tizere M (z) Orlicz fonksiyonu,

M (0) = 0 sartim sagladigindan

seklinde integral formunda gosterilebilir. Buradaki p(t) fonksiyonu, M (z)’in ¢ekirdegi
olarak bilinir [11].

Integral gosterim kullanilarak her Orlicz fonksiyonu, p (t)'nin durumuna gore {ig
farkli gruba ayrilabilir:

i) p(0) = a olacak gekilde bir a > 0 vardur.

ii) 0 <t <t icin, p(t) = 0 olacak sekilde bir ¢, > 0 vardir.

iii) p(0) =0 ve t > 0 i¢in p(t) > 0’dur.

Birinci ve ikinci gruptaki Orlicz fonksiyonu dejenere Orlicz fonksiyonudur. Uciin-

cii gruptaki Orlicz fonksiyonuna N-fonksiyon denir [22].

Tanim 4.1.3. (N-fonksiyonun birinci tanima)

||
M (z) = /0 P (1) dt (4.1.1)

gosterimine sahip bir M (z) fonksiyonuna N -fonksiyon denir, burada p (t) fonksiyonu,

t > 0 i¢in sagdan surekli, t > 0 i¢in pozitif ve

p(0) =0, p(oco) = lim p(t) =0 (4.1.2)

t—o0

kosullarim saglayan azalmayan bir fonksiyondur [1].

Bir M (x) N-fonksiyonu, baz [0, K], K € R araliklar1 tizerinde

||
M (z) :/0 (1) dt

olarak temsil edilebilen bir Orlicz fonksiyonudur [14].

Ornek 4.1.1. M, (z) = % (a > 1) ve My(z) = ** —1 fonsiyonlars birer N -fonksi-
yondurlar. Gergekten, py (t) = M, (t) = t* ve py (t) = M, (t) = 2te"”" fonksiyonlar,
t > 0 i¢in sagdan sturekli, t > 0 i¢in pozitif ve (4.1.2) sartlarne saglayan azalmayan

fonksiyonlardur [1].
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(4.1.1) gosteriminden, her N-fonksiyon ¢ift, stirekli, orjinde sifir degerini alan ve

degiskenin pozitif degerleri i¢in artan bir fonksiyondur [1].
Tanim 4.1.4. (N-fonksiyonun ikinci tanvma)
M(x)

M
limﬂzo, lim —— = o0
x—0 X r—00 €T

sartlariny saglayan ¢ift, sirekli, konveks bir M (z) fonksiyonuna, N -fonksiyon denir
[1].
N-fonksiyonun ve Orlicz fonksiyonun tanimlari dikkate alindinda, bir N-fonksiyo-

nun

hmmzo’ hmmz

x—0 €x T—>00 €x

sartlarini saglayan bir Orlicz fonksiyonu oldugu goriilebilir.
p(t), t > 0 igin pozitif, ¢ > 0 i¢in sagdan siirekli, azalmayan ve (4.1.2) sartlarini

saglayan bir fonksiyon olsun. s > 0 igin,

q(s) = sup {t: p(t) < s}

esitligi ile ¢(s) fonksiyonu tamimlansin. ¢(s) fonksiyonunun, p(t) fonksiyonu ile ayni
ozelliklere sahip oldugunu gérmek kolaydir: ¢(s), s > 0 i¢in pozitif, s > 0 i¢in sagdan

siirekli, azalmayan ve

q(0) =0, g(oc0) = lim ¢q(s) = o0 (4.1.3)

500
kogullarimi saglayan bir fonksiyondur. Eger p(¢) fonksiyonu siirekli ve monoton
artan ise bu durumda ¢(s) fonksiyonu, p(¢)'nin ters fonksiyonudur. Genellikle, ¢(s)
fonksiyonuna, p(t)'nin sag tersi denir. Aymi sekilde, p(t) fonksiyonu da, ¢(s)’'nin sag
tersidir [1].

Tanim 4.1.5. M (z),
||
M(x)—/ p(t)dt
0
integral gosterimine sahip bir N-fonksiyon ve q, p’nin sag tersi olsun. Bu durumda,
|yl
Nw) = [ alods
0
ile tanimlanan N(y) N-fonksiyonuna M (x)’in tamamlayany denir. M (x) ve N(y)

fonksiyonlarina, karsilikly tamamlayan N -fonksiyonlary denir [1].
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Ornek 4.1.2. M(x) = el — |z| — 1 N-fonksiyonunun tamamlayan N -fonksiyonunu
bulalm. p(t) = M'(t) = e' — 1 (t > 0)’dw. Buradan, q(s) = In(s+1) (s >0)
olacaktir. Boylece,
]
N = [ ats)ds = (0 DI+ s - 1y

olur [1].

Bir ¢cok durumda, tamamlayan N-fonksiyon icin acik bir formiil bulmak miimkiin
olmaz. Ornegin, M (z) = e** — 1 almrsa, p (t) = 2te’”’dir ve ¢ (s), acik formda ifade

edilemez [1].
Tanim 4.1.6. (Ay-sartr) x > xq igin,
M(2z) < kM (x) (4.1.4)

olacak sekilde k > 0, xog > 0 sabitleri varsa, M(x) N-fonksiyonu, x’in biiyik
degerleri i¢in (ya da sonsuzda) Ag-sartiny saglar denir. Eger 0 < z < zq i¢in,
(4.1.4) esitsizligi saglanarsa, M(x) N-fonksiyonu, x’in kiigik degerleri i¢in (ya da
sifirda) Ao-sartine saglar denir [1].

Onerme 4.1.1. M, N karsilikly tamamlayan Orlicz fonksiyonlar olsun. Bu taktirde,

(i)  x,y >0 igin, xy < M(z) + N(y) (YoungEsitsizligi)
(i) w0 igin, p(x) = M(z) + N(p(x))
(i) x>0 wvel<a<lign, M(ar) < aM(x)

dir [11,14].

Tanim 4.1.7. Her bir M Orlicz fonksiyonu i¢in,

EM:{J:—( k) €s:0(x; M) :ZM|xk| <oo}
k=1

ile tanamlanan 0y ciimlesine Orlicz dizi simfe denir [11].

Tanim 4.1.8. M bir Orlicz fonksiyonu olmak 1izere

by = {x—(xk €s: ZM(|Ik|> < 00, en az bir p >0 igin}

p

ile tansmlanan dizi uzayma Orlicz dizi uzayr denir [14,22].
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Acik olarak, {3y C €y dir. M ve N karsihkhi tamamlayan Orlicz fonksiyonlari

olmak iizere, ¢, nin bir bagka tanima,

ly = {:B = (zx) € s: Zxkyk yakinsak, her y € ZN igin}

k=1

bigiminde verilir [11].

Teorem 4.1.2. Her bir x € {y; i¢in,

sup{ S
k=1

Bu teorem ile ¢, tizerinde

el = sup{ S o
k=1

seklinde bir norm tamimlanabilir. ¢,; Orlicz dizi uzayi, bu norm ile bir Banach

:(5(y;N)§1}<oo

dir [11,14].

¢5(y;N)§1}

uzayidir [11].
Teorem 4.1.3. ({uy, ||-]],,) bir BK-uzayidur [11].

{y Orlicz dizi uzayi, ||z||,, normundan fakl olarak

[z (rsy = inf {p >0: ZM (M) < 1}

k=1 P

seklinde tanimlanan ve |[z|,, normuna denk olan |[z||,, normuyla da bir BK-uzay

yapilabilir [11,14].

Teorem 4.1.4. x € (), icin,

dir [11].

Onerme 4.1.2. ||z||,, < 1 olmak iizere x € £y olsun. Bu taktirde, y = {p(|zx|)} €

Un ve ZN(|yk|) <1 dir [11].

k=1
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Onerme 4.1.3. ||z||,, < 1 olmak dizere x € €y olsun. Bu taktirde, © € ly ve

f: M(|zel) < 2]y dir [11].

Teorem 4.1.5. = € {y; i¢in,

ZM< || ) <1
pat [E2v:
dir [11].
Teorem 4.1.6. = € {y; i¢in,

12l ary < l2llar < 21l ary
dir [11].
Sonug 4.1.1. <€M, ||‘||(M)> bir BK-uzayidar [11].

Tanim 4.1.9. M bir Orlicz fonksiyonu olmak vzere, €y 'nin bir alt uzayr olan ve

normu Ly nin ||-||,, normu ile verilebilen ha uzays,

hy = {x = (xx) € lyr: ZM <@> < 00, her p >0 igin}
k=1

p

ile tanimlanar [11,14).

Onerme 4.1.4. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde, (har, ||z||,,) wzays bir
AK-BK-uzaydur [11].

Bir BK-uzay1 olan (¢, ||||;,), genelde AK-uzay1 degildir. As-sartinin énemini
gosteren agagidaki 6nerme, /3, nin hangi durumlarda bir AK-uzay1 olacagini ifade

eder.

Onerme 4.1.5. M bir Orlicz fonsiyonu olsun. Bu taktirde, asagidaki sartlar denktir:
i) M, 0°da Ag-sartine saglar.
i) har = Uy

iii) Ly bir AK-uzaydwr [11].
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Teorem 4.1.7. M bir Orlicz fonsiyonu olsun. Bu taktirde, M, 0°da As-sartim

saglar ancak ve ancak €y ayrilabilirdir [11].

Tanim 4.1.10. M, ve My iki Orlicz fonksiyonu olsun. Eger 0 < x < xzy ve her x
1¢In,
M (ax) < My(xz) < M;(Bz)

olacak sekilde o, B pozitif sabitleri ve xg varsa, My ve My Orlicz fonksiyonlar denktir

denir [11].

Onerme 4.1.6. My ve My iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde, My ve Mo,
denktir ancak ve ancak ly, = Cu, ve I 2 (O, |2ly,) = (Com, |12]]yy,) Ozdestik

dontigtimi bir topolojik izomorfizmdir [11].
Teorem 4.1.8. M bir Orlicz fonksiyonu ve p, M 'nin ¢ekirdegi olsun. Bu durumda,
(1) lar = €y ancak ve ancak p(0) =a >0

(ii) Eger xzo > 0 olmak dizere 0 < x < xq i¢in, p(x) = 0 ise, bu taktirde y; =~
looy, har = co’dir ve hpy'nin birim vektor bazi, €y 'nin birim vektor bazina

denktir [11].

Sonug 4.1.2. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde, {pr = {, (1 < p < 00) olmast

icin gerek ve yeter sart M 'nin M,(z) = aP fonksiyonuna denk olmasidir [11].

Teorem 4.1.9. Her {y; Orlicz dizi uzay, en az bir p > 1 igin, £, ye izomorfik bir

alt uzay icerir [11,23].

Onerme 4.1.7. M ve N karsilikly tamamlayan Orlicz fonksiyonlary olsun. Bu

taktirde, b2, =y ve bundan dolays h%, = Cy dir [11].

Sonug 4.1.3. h§, = h], = hi, = b, = n [11].

4.2 Vektor-Degerli Orlicz Dizi Uzaylari

4.2.1 F (X, M) Dizi Uzay1

Bu kisimda, D. Ghosh & P. D. Srivastava [2] tarafindan tanimlanan F' (X, M)

vektor degerli dizi uzay1 ve bu uzayin bazi cebirsel ve topolojik ozellikleri verildi.
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X, [Illx, » (k=1,2,3,...) normu ile C kompleks sayilar cismi {izerinde Banach
uzay1; F, ||-|| monoton normu ile bir normal dizi uzay1 ve e;, (burada k-inci yerde

1ile ey = (0,0,...,0,1,0,...)), F' igin bir Schauder baz olsun. Her bir k igin,

ar = (ax), a € C ve x4y = (x+ yx)

koordinatsal iglemlerini ve x; € Xj kosulunu saglayan biitiin x = (zj) dizilerinin
lineer uzay1 s(Xy) ile gosterilir. Eger x € s(Xj) ve A = (A), bir skaler dizi ise, Az =
(Akzr) yazacagiz. Dahasi, M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde, F' (X, M)
vektor degerli dizi uzayi,

F(Xg, M) = {x = (xy) € s (Xy) : (M (%)) € I, baz1 p>0 igin}

olarak tammlanir. x = (xy) € F (X, M) i¢in, F' (X}, M) lizerinde

ol = mf{p 0. H (M (%))

normu tanimlanir [2].

< 1} (4.2.1)

Teorem 4.2.1. F (X, M), C kompleks saylar cismi izerinde bir lineer uzaydur [2].
Teorem 4.2.2. F (Xy, M), (4.2.1) normu ile bir normlu uzaydir [2].
Teorem 4.2.3. F (Xy, M), (4.2.1) normu ile bir Banach uzayidur [2].

Teorem 4.2.4.

k]| x,
p

F(Xy) = {:1: = (xy) € s (Xg) : ( ) e F, bazp>0 z’gz’n}

olmak tizere eger M, Ng-sartini saglarsa,
F(Xy) C F(Xy, M)
dir [2].
Simdi, F' (X, M) dizi uzaymin agagida tammlanan [F (X, M)] alt uzaymi ve
bu alt uzayn baz o6zelliklerini verelim.

[F (X, M)] = {:c = (z1) € 5(X},) : (]\/[ (%)) € F, her p> 0 i(;in} .

Burada, F' ve X}, icin yukaridaki verilen sartlar gegerlidir ve [F' (X}, M)] alt uzayinin
topolojisi, F' (X, M) uzaymmn (4.2.1) ile verilen norm topolojisidir [2].
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Teorem 4.2.5. [F (Xy, M)|, (4.2.1) normu ile bir Banach uzayidir [2].
Teorem 4.2.6. [F' (X, M)| bir AK-uzaydir [2].

Teorem 4.2.7. Eger her bir k i¢in Xy ayrilabilir ise [F ( Xy, M)| ayridabilirdir [2].

4.3 /{p (X) Dizi Uzay:

Bu kisimda, 6zel segimler ile F' (X, M) vektor degerli dizi uzaymdan skaler
degerli Orlicz dizi uzaymin vektor degerli bir geniglemesi elde edildi ve bu uzayin
bazi ozellikleri verildi.

Fy = {x = (x) € s: (M (lx—;‘» € F, baz1 p >0 igin} olsun. Bu durumda,
Fy(Xyg) = F (Xy, M) yazabiliriz. M, azalmayan Orlicz fonksiyonu ve F', normal
dizi uzay1 oldugundan Fj; normal dizi uzayidir [20].

Eger F’yi ¢; olarak secersek,

> x
Oy (Xy) = {x € s(Xg): ZM (m) < 00, baz1 p >0 igin}

k=1 P

elde ederiz. Bundan bagka, skaler durumdaki gibi £y, (X;)'min hy, (X}) alt uzay
tamimlanir. Bu yiizden, hy (X%), © = (z5) € s (Xg)lardan olugur 6yle ki her p > 0
icin,

S (1)

k=1 p
olur. Eger M, 0’da Ay-sartini saglarsa, hy (Xi) = €ar (X)) olur [20].

(X, []]]), C kompleks sayilar cismi tizerinde herhangi bir Banach uzay1 ve s (X),

tim X-degerli dizilerin uzay1 olmak iizere eger ¢); (Xx)'da her bir k i¢in, X = X
secilirse, bu durumda, ¢,; uzayimin vektor degerli geniglemesi

ly (X) = {x €s(X): ZM (@) < 00, baz1 p >0 i(;in}
k=1

seklinde elde edilir. £, (X),

. = Hl‘kH)
T =inf{p>0: M <— <1
][ ar) { > p

k=1

20



ile bir Banach uzayidir ve eger X = C olursa, ¢, ile £;; (X) uzaylar ¢akigir. Bundan

bagka, £5; (X)’in kapali altuzayi hys (X),

hy (X) = {:c €s(X): ZM (Hi)k”) < 00, her p >0 igin}
k=1

bigiminde tanmmlamr. Eger M, 0’da Ajp-sartim1 saglarsa, bu taktirde ¢y, (X) =
ha (X) olur [3]. has (X), bir Banach uzayr oldugundan ve teorem 4.2.6’dan bir
AK-BK-uzay1 olur.

Tanim 4.3.1. X ve Y Banach uzaylar olmak dzere €y (X)’in genellestirilmis o-

ve B-dualleri

[ (X)]* = {(Ak) €s(B(X,Y)): Z | Agzklly < oo, her x € £y (X) igz’n}

k=1

ve

[ (X)) = {(Ak) €s(B(X,Y)):

oo
E Akxk
k=1

< 00, her x € ly (X) ig:in}
Y

olarak tanimlanar.

har (X)'in genellegtirilmis a- ve S-dualleri de benzer gekilde tamimlanabilir.
Cpr ve hyy, birer normal skaler dizi uzaylandir. Gergekten, = = (xy) € £y ve

herhangi bir y = (yx) € s icin, |yx| < |zk|, & > 1 olsun. Baz1 p > 0 i¢in,

bl _ sl
p p

olur. Buradan, M, azalmayan oldugundan
o()n(2)
p p

() =2 (5) <~

bulunur. Boylece,

p
esitsizligi elde edilir. Bu ise, y = (yx) € ¢ demektir. O halde, £5; bir normal skaler
dizi uzayidir. hys, €3/ nin kapali alt uzay1 oldugundan hj; de bir normal skaler dizi

uzay1 olur. Bu taktirde, teorem 3.2.2’den
(€0 (X)) = £5,(B(X,Y)) ve [hy (X)]" = hiy(B(X,Y))

o1



olur. Burada Y = C alirsak,
[Car (X)) = £3,(X7) ve [har (X)) = R (X7)

elde ederiz.

har (X)'in genellegtirilmis a- ve S-dualleri

[P (X)) = B (B(X,Y)) = €y (B(X,Y))

f = s : su N 143/ 00, bazi icin
o (X)) —{(Awe <B<X,Y>>.f€35*;1v( 1) < oo, b p > 01 }

= Dy

dir. Burada, her bir k i¢in A}, Ax'nin adjoint operatorii ve By-, Y *'1in kapali birim
yuvaridir [20].
Eger M, 0’da As-sartini saglarsa,

[0 (X)) = 65(B(X,Y)) = €n(B(X,Y))

ve

[0 (X)) = Dy
olur. Y sonlu boyutlu oldugunda
Dy = {n(B(X,Y))

ve boylece

e (X)) = [har (X)) = Ex(B(X,Y))
dir. Eger Y sonlu boyutlu olursa ve M, 0’da As-sartini saglarsa, bu durumda
(03 (X)) = [ar (X)) = En(B(X,Y))

olur [20].
Cr, bir normal skaler dizi uzayi oldugundan Y = C i¢in, 6nerme 3.2.2’den ¢, (X)
operator normaldir. Boylece, teorem 3.2.1’den ¢); (X) bir monoton dizi uzay olur.

Bundan dolay1, 6nerme 3.2.1°den [(,; (X)]° = [£a (X)) dur.
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Skaler durumdaki gibi vektor degerli Orlicz dizi sinifim

NE

1

EM(X):{xES(X):(S(x;M): M(||xk||)<oo}

i

seklinde tanimlayabiliriz. Acik olarak, £y (X) C €5 (X) tir.

¢y bir normal skaler dizi uzay1 oldugundan ¢, (X)'i,

O (X) ={z € s(X) : (lzl)iZy € lar}

seklinde ifade edebiliriz. Eger £y, (X)'te X = X* segilirse, bu durumda

Oy (X*) = {f:(fk) GS(X*):ZM(M) < 00, ba21p>01(;in}

k=1 P

£l 1nf{p>0 ZM(IIJ/}II) }

normu ile bir Banach uzay1 olur.

olur. £y (X*),

Cpr (X)’in farkl bir tanimi, M 'nin tamamlayani olan N Orlicz fonksiyonu yardim

ile agagidaki gibi verilir:

k=1

by (X) = {x = (zx) € s(X): ka (z;) yakmsak, her f = (fi) € Iy (X*) igin}
burada
ZN(X*):{f:(fk)eS(X = > N (Il <OO}
k=1

dir. Agik olarak, £y (X*) C £y (X*)dir [3].
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BOLUM 5
BAZI VEKTOR-DEGERLI ORLICZ DIZi
UZAYLARI UZERINDEKI OPERATORLER

5.1 Vektor-Degerli Orlicz Dizi Uzaylari Uzerine Baz

Sonuglar

Bu kisimda, ¢y (X) dizi uzay1 iizerinde M’nin tamamlayan olan N Orlicz
fonksiyonu yardimi ile bagka bir norm tammlayip bu normun ||||( ary hormuna denk
oldugunu gosterecegiz. Ayrica, hys (X) icin bir baz ile aymi fonksiyona sahip bir

teoremi ve bir sonraki kisim i¢in kullanigh bir lemmanin ispatini verecegiz.

Lemma 5.1.1.  Her bir x € £y (X) i¢in,

(| 5y = sup { > i ()

k=1
ifadesi Uy (X) lineer uzayw uzerinde bir normdur [3].

:5(f;N)§1} (5.1.1)

ispat. 2 € £, (X) olsun. O halde (||lz4]|);>, € £ar'dir. Her bir f € X* igin,

Do fela)| < 3 e @)l < D el Nkl
k=1 k=1 k=1

dar. ZN, normal skaler dizi uzayi oldugundan her f = (f) € Uy (X*) i¢in, (|| fell)oey €
zN’dir. Teorem 4.1.2’den

sup{ > f ()

0 (fi N) < 1} < Sup{z [l el 0 (ClLAD s V) < 1}

o0
= sup { >l
k=1

< 00

0 (([1fxll) s N) < 1}
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olur. Boylece, (5.1.1) fonksiyonu iyi-tanimhidir. Simdi, bu fonksiyonun bir norm
oldugunu gosterelim. x, y € €y (X), 0 # (fx) € On (X*) ve a € C olsun.
Ni) |lzll,; =0 < Her k € Nigin, fj (zx) =0

< Her k € Nicgin, z, =0

S =40

No) azlly, = Sup{ Y filax)| Y N (Ifill) < 1}

= SUP{ > afi (@) > N (1l < 1}

= Ialsup{

= lalllz]ly

> fi ()

k=1

N ([Ifell) < 1}

1

No) D ety = D fu@) + D fs ()

_|_

< ka (k) ka (Yr)
k=1 k=1

esitsizligi elde edilir. Buradan, esitsizligin her iki yaninda § (f; V) < 1 i¢in supremum

alirsak
12+ yllay < lllar + lylla
esitsizligini elde ederiz.

Sonug olarak, (5.1.1) fonksiyonu £, (X) lineer uzay1 iizerinde bir norm olur. [
Lemma 5.1.2. {y (X) lineer uzay: dizerinde |||, ve ||-[| 5,y normlar tanimlansin.
Her x € ) (X) igin,

1l ary < llllar < 21{f]ap)

esitsizligi saglandigindan €y (X) lineer uzay dzerinde |||\ ve ||-|[ 5y normlare denk-

tir [3].
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Ispat. Ilk olarak |z||,, < 2 [z 5y oldugunu ispatlayahm. x € £y (X) olsun. Bu

Izl 1nf{p>0 Zzw(”“”) g1}

k=1 P

durumda,

oldugundan
> M (M> <1 (5.1.2)
1 ||95||(M)

dir. [lz[[ ;) <1 olsun. Bu taktirde, m > 1 olur ve boylece énerme 4.1.1’den

2l (s
- [E2Al
< M
=2 (nxn(M)
k=1
<1
< o0

esitsizligi bulunur ki bu ise = € £5; (X) demektir. Ayrica, T H € Uy (X) ve
| x 11l (ary
I =7 =1
||$||(M) (M) ||$||(M)
oldugundan (5.1.2) ile p— ” € (3 (X) olur.

Simdi keyfi bir z € (X) alalim. Bu taktirde, lemma 5.1.1’den

HZHM—SUP{ PACOIED IR ANES }
k=1 k=1

yazabiliriz. Her bir (f,) € fy (X*) icin, (|| fx]])52, € fx oldugundan her k € N igin,

yr = || fill kosulu ile (yx) € £y diyelim. Buna gore,

D Sz <Y1 ()]
k=1 k=1
Z [ il [l 2]
k=1
=) e llll
k=1
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olur ve Young Esitsizligi'nden

D Mallye < D M () + DN ()
k=1 k=1 k=1

esitsizligi elde edilir. Buradan,

1= —sup{ ka )| - DN (Ifl) < 1}
{Z 2kl e = DN (lyell) < 1}
k=1
<Y M|zl +
k=1

elde edilir. z € 0y (X) keyfi oldugundan son esitsizlik z = m i¢in de saglanir ve
(5.1.2)’den
SN (S oV (L I
||x|l(M) Mo k=1 ||1’||(M)
<2
elde edilir. Ayni zamanda
— Izl i
x|, =
||$||(M) ||95||(M) M
oldugu da dusiiniiliirse,
Il _
11l (ary
esitsizliginden
]l ar < 2012l ar) (5.1.3)

sonucuna ulagilir.

[zl ary < llzll5 oldugunu ispat etmek igin, p, M’nin sagdan tiirevi olmak tizere
x € Ly (X) olsun. [|(||z]l)oeylly, < 1 olmak tizere (||ax|),e; € fm ve her k € N
icin, yr = p(|lzx|) olsun. Her ¢ > 0 igin, p(t) > 0 oldugundan her k € N igin,
yr = p (||zx||) > 0 dir. Bu taktirde, 6nerme 4.1.1°den her k£ € N igin,

[zxllp (zxll) = M (Jzxll) + N (@ (lzwl)
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esitligi yazilabilir. Buradan,
Sl =DM () + DN () (5.1.4)
k=1 k=1 k=1

olur. Onerme 4.1.2°den (y;,) = (p (||lzx]])) € ln ve ZN (yx) < 1 elde ederiz.
k=1
Simdi, her bir (f) € fn (X*) icin, (||fil]);>, € £y oldugundan her k € N igin,

Uk = || fxll kosulu ile (y3) € £y diyelim. Bu durumda,
ZN(kaH) = ZN (Yx)
k=1 k=1

<1

olur.

Us (el — sup{

D llwwllye] : DN () < 1}
k=1 k=1
= SUP{Z kg = > N () < 1}
o k=1 k=1
> ) |l v
k=1

oldugundan igin (5.1.4) ile

ZM laell) < S Nl
k=1

<1

esitsizligi bulunur. Boylece,

[/l () = inf {p >0: ZM <”J;)k”) < 1}
k=1

<1
olur. Buradan, i€ Cp (X)) igin,
‘ T H =l
el llon N2l
<1
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ve boylece,

||35||(M) < llzfl5 (5.1.5)

olur. (5.1.3) ve (5.1.5) beraber diigiintildiigiinde
el ary < Nlllyy < 21l a)
esitsizligi elde edilmig olur ki bu da ispat1 tamamlar. O]

Genelde, hy (X) igin bir Schauder bazi bilinmez. Fakat, teorem 4.2.7'den X
Banach uzay1 ayrilabilir oldugunda hj; (X)’in de ayrilabilir oldugu kolayca goriiliir.
Skaler durumun bir geniglemesi olarak, X Banach uzay1 ayrilabilir olsa bile £, (X)
ayrilabilir olamaz. Ciinkii, ¢, (X) bir AK-uzay1 degildir. Genel olarak, teorem
4.1.7’den Orlicz dizi uzaylarimin ayrilabilirliginin M Orlicz fonksiyonunun sifirda
No-sartini saglayip saglamadigina baghdir. Ciinkii, M Orlicz fonksiyonunun sifirda
Ng-sarti sagladiginda £y, (X) = hyy (X) olur ki Ay (X) bir AK-uzayidir. Simdi,
har (X) igin, bir baz ile ayni fonksiyona sahip bir teorem verelim [3].

Teorem 5.1.1. k = 1,2, ... i¢in, I} : X — hyy (X) ve Py : hyy (X) — X dondgimleri,
siraswyla, Ip(u) = u®e, = (0,0, ..., 0, " o, ...) ve Py(z) = xy seklinde tanvmlan-
sin. Bu taktirde, her bir x € hy (X) igin,

i[kopk
k=1

T — zn:([k o Py)(x)

k=1

dir. Yani, — 0 (n — oo) dur [3].

(M)

Ispat. = € hy (X) olsun. Bu durumda, k = 1,2, ... igin,

(I, o Py)(x) = I;(Py(x))
=T ® e

= (0,0, ...,O,xk,(), )

olur ve buradan
n

Z(]k o Pk)(l') = (5(71,1'2, ...,xn,O, O, )

k=1
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elde edilir. Bu taktirde,

_ é (I, o Po) ()

= (0,0, .., 0, i1, T2, )y
(M)
inf{p>0 Z M( ><1}
k=n+1

olur. Her p > 0 igin, Y M (@) < o0 oldugundan >, M <”$;H> < 1 olacak
k=1 k=m+1
sekilde baz1 m = m(p) pozitif tam sayilarim bulabiliriz. Buna gore,

:inf{p>0: Z M(M> Sl}—>0 (n — 00)
(M) k=n+1 p

olur. Yani, her bir = € hy, (X) igin,

i[kopk
k=1

dir. O

n

v =Y (I o P)(x)

k=1

Bu teorem ile (I;) dizisinin hjys (X) i¢in bir koordinatsal baz oldugu anlagilir.
Boylece, hys (X), FK-uzay1 ve ¢ (X)'1 igeren bir X-degerli dizi uzay1 oldugundan
tanim 3.1.5’ten hys (X), bir AK-uzayidir.

Uyar: 5.1.1. hy, (X), FK-uzay ve ¢ (X) i iceren bir X -degerli dizi uzayr oldugun-
dan lemma 3.2.1°den her bir k € N i¢in, I}, doniigimi sireklidir. Ayrica, hy (X),

FK-uzayr oldugundan her bir k € N i¢in, P, koordinat donisumu sureklidir.

Lemma 5.1.3. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde,

Alz{:L‘ES ZM lzkll) <1} ve Agz{xES(X):HxH(M)gl}
k=1

kiimeleri 6zdestir [3].

Ispat. 2 € Ay olsun. O halde, p = 1 i¢in, 3. M (||z¢||) < 1 dir. Béylece,
k=1

]l 5y = inf{p >0: ZM (prkH) < 1}
k=1

<1
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olur, yani x € Ay dir.

Tersine, x € Ay olsun. Bu durumda,

2l ary = inf{p >0: ZM (ka”) < 1}

k=1 P

<1

olur. Bu, bazi p < 1 igin, > M(”””) < 1 demektir. Bununla birlikte, M
k=1

P
azalmayan oldugundan

o o T
Soar () < 3oor (120 <1
k=1 k=1 P
olur, yani x € A;’dir. Yani, Ay = A5 olur. O

5.2 Operatorlerin Karakterizasyonlari

Bu kisimda, Ay, (X)’ten bir bagka Y Banach uzay i¢ine tammlanan operatorlerin
temsillerini belirten bir teoremi ispat edecegiz ve bir 6rnek verecegiz. ¢ (B (X,Y)) C
E'y igermesinin var oldugunu ve bazi durumlarda bu igermenin kesin olabilecegini bir
ornekle gosterecegiz. Ayrica, Y Banach uzaymin sonlu boyutlu olmasi durumunda
En = In (B(X,Y)) esitliginin saglandigin1 gosteren bir teoremi ispat edecegiz ve

bazi sonuglara varacagiz.

Teorem 5.2.1. X wve Y Banach uzaylari, M ve N karsiikly tamamlayan Orlicz
fonksiyonlary olsun. Bu taktirde, B (hy (X),Y) uzaye

B = {4~ () € sBOLY) s[4 = sup 1AL < o
fE€Byx
Banach uzayima T — (T o Ii) doniigimi ile denktir. Burada, her bir I, teorem

5.1.17°deki gibi tamamlanar ve bir denklik ile bir birebir, orten, lineer izometri kastedi-

lir. Ayrica, By ={f € Y* : || f|| <1}, Y* dual uzaywmn kapale birim yuvaridur [3].

Ispat. Ispat: iki adimda yapacagiz. Oncelikle Ey lineer uzaymm | A|| normu ile bir
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Banach uzay1 oldugunu gosterelim. A, B € Ey, a € F keyfi olarak verilsin.

Vk € Nigin, Ay, =0

Vk € N ve Vo € X igin, Ag(x) =0

Vk e N, Vf e Y* ve Vo € X i¢in,

(Af) (x) = f (Ak (2)) = f(0) =0

VkeNveVfeY*igin, Ajf=0

[All = sup [[(Axf)iilly =0
fEBy

T 0

7

7

i) [ledll = sup [|((aAr)" )iy

JE€By~*
= sup ”(QAZJC)EO:IHN

JE€By=
= sup ||04(A2f>20=1||1v

€By«
= sup \Oé|-H(AZf)EO:1HN
EBy*
= |a|. sup [[(A5N): ]y
fEByx

= laf. 4]

iii) f € By« keyfi verilsin. Buna gore,

1((A + Bi)" £z lly = I((A% + BR) izl
I(ARS + Bif)izall v
1AL + (Bif )iy
(

< ARy + 1B )izl
esitsizligini elde ederiz. Buradan,
[A+Bll = sup [[((Ar+ Br)" f)itally
fE€Byx
< sup [[(AR)RZlly + (BRI
fE€By~
< sup [[(AL)RZlly + sup [[(BRf)itally
fE€Byx* f€Byx
= [lA[I+ 1B

olur.

Boylece, ||Al|, En tizerinde bir norm ve bu norm ile Ey bir normlu uzay olur.
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Simdi, Ex normlu uzaymm bir Banach uzay1 oldugunu gésterelim. (A, )",

En’de keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Her bir n,k € N i¢in, A,x € B (X,Y) olmak
tizere A, = (Auk)pey = (An1, Apa, ooy Apg, ...) olsun. Bu taktirde, her ¢ > 0 ve her
n, m > ng icin,

|A, — Apll <€
olacak sekilde en az bir ng = ng(e) € N sayisi vardir. Buna gore,
[An = Al = 1 (Ank)rZy — (Ami)p | (5.2.1)

= | (Ank — Apie)32, |
= sup [|[((Ank — Am)™ 1)l x

fEByx

= sup [[(Anf — AnpS)izalln
fEBy~«

= sup |[(Anf)iz — (A )isilly <c¢
fEBy«

kalir. Bu durumda, her € > 0, her n, m > ngy ve her f € By icin,

(A )Pz — (A iy < € (5.2.2)

olacak gekilde en az bir ng = ng(e) € N sayist vardir. Boylece, her & € N ve her
[ € By~ icin, (A%, f)22,, {n(X*) da bir Cauchy dizisi olur. £y (X*) bir Banach uzay1
oldugundan bu dizi {5 (X*)’da bir noktaya yakinsar. Bu noktay1, her k& € N ve her

f € By~ i¢in, lim A%, f = A f ile gosterelim. (5.2.2)’de m — oo iken limit alirsak
n—oo

[(Anef)izs — (Apf)itally <e

olur. Boylece, (5.2.1)’den A = (Ay) olmak iizere

[An = All = sup [[((Anx — Ax)" )i Il

JfEBy~

= sup |[(Anef )iz — (Af)idally <e
fEBy*

bulunur. Buradan, lim ||4, — A|| = 0 olur. Yani, (4,) dizisi A’ya yakmsaktir.
n—oo

Ayrica,
Al = ANl < [|An = Al = 0 (n — o0)
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esitsizliginden ||A,|| — ||A]| (n — o) olur. Boylece, ||A|| < oo bulunur. O halde
A € Ey’dir. Bu taktirde, Fx bir tam normlu uzay, yani Banach uzay1 olur.

T € B(hy (X),Y) ve her bir k € Nigin, Ay = T o I} olsun. Agk olarak, her bir
k € Nicin, A : X — Y operatorii lineerdir. Uyar:1 5.1.1'den [}, stirekli oldugundan
her bir £ € N i¢in, Ay, € B(X,Y) olur. Bu durumda, A = (Ax) € s(B(X,Y))dir.
Her bir £ € N i¢in, P, dontigiimii teorem 5.1.1°’deki gibi tanimlanmak tizere her

x € hy (X) igin,
1(Ax © Pr) ()] = [[Ax (z1)[| = 0 = Ay (2x) = 0

dir. Teorem 5.1.1°den her bir x € hys (X),

k=1
k=1
= (To L) (zx)
k=1
= Z Ay, ()
k=1
yazabiliriz.
Simdi,

\I’(T):A:(Ak)zozl,Ak:TO]k

ile ¥ : B(hy(X),Y) — Ey doniigiimiint tanimlayalim. Bu déniigiimiin birebir,
orten ve lineer izometri oldugunu gosterelim.

U dontigiimii lineerdir. Gergekten, aA' + A% = A, oT '+ BT =T ve ¥ (T') =
Al W (T?) = A%, U (T) = A bagmtilar saglanacak sekilde o, 3 € F, A', A%, A € Ey
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ve TV, T2, T € B (hy(X),Y) verilsin. Bu taktirde,

U (aT' + BT?) =¥ (T)
=A
= aAl + BA?
=a¥ (T") 4 BV (17)

olur. Boylece, ¥ dontistimii lineerdir.

U dontigiimii birebirdir. Gergekten, T' € B (hy (X),Y) keyfi ve ¥ (T') = 0 olsun.
Bu taktirde, her bir £ € N icin, T o I, = 0 olur. [;’min tanmimindan her bir £ € N
i¢in, I}, # 0 oldugundan 7" = 0 bulunur. 7" keyfi verildiginden Ker (T7') = {0} olur.
Boylece, W, birebirdir.

U dontigiimii ortendir.  Gergekten, keyfi bir A € Ey igin, hy (X) tlizerinde
T operatorini Tr = i Ag(xy) ile tanmimlarsak, bu taktirde, Young esitsizligini

k=1
kullanarak

:£:<Ak $k

= sup (Z Ak(xk)> '

fEBy*

= sup Zf(Ak(l’k))

fEBy«

< sup Z|f Ap(zp))]

fEBy*

= Sup Z| kf xk

fe€Byx |,

< sup ZHA FI - Tl

feB Y*
n
ALl
= Sup T7 A% oo 1
reBy = ICALS )Ry

N —_—
<o 2 [ (apa) + Mz b

ALy - [l

k=m
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= A
< o0 N () + S M ACEDE N -l
k=m

fEBy« k:f k= 1||N febB Y*
1451 >
< ZN( * E)M 1AL - el
feBy«  — (A )R 1||N

_ AL ) ( | )
= N
reb. Z; (n (AL)EAlly 1/ 4]

elde ederiz. Her bir f € By~ i¢in, (4;f)2, € fn (X*) oldugundan ve teorem

4.1.5’den
14311 ) ( Acfl )
N N 1
Z (u ANE Z Ay =

kalir. Buradan,
- A%/l )
sup N <*— <1
feBy- 2 (AL )e2

k=m

elde edilir. Boylece,

g LA
N|—F 0
S 2 () =0 twm =0

olur. Ayrica, x € hys (X) oldugundan

ZM(lunﬂn) ZM(%) <

k=m

dur. Boylece,

- [E2Al
ZM(l/HAH) — 0 (n,m — o0)

k=m

olur. Buradan,

n m—1

—0 (n,m — o0)

k=m

o0

elde ederiz. Boylece, > Ay (xy) serisi yakinsak olur. Yani, T iyi-tanimhdir. Dahasi,
k=1

T operatori keyfi A € Ey igin tanimlandigindan W dontigimii 6rtendir.

U doniigiimii bir izometridir. Gergekten, By, (x), har (X)'in kapali birim yuvari

66



olmak tizere T' € B (hy (X),Y) igin,

T = sup [Tz
2€Bny(x)
o
= sup ZAk(xk)
TE€BR () || =1

$€Bh]\/l(x) fEBy*

= Sup sup f(ZAk(JCk)>‘

= sup sup Zf(Ak<xk))

€€Bn ) (x) f€By* |

o0

= sup sup Z(AZf)(xk)

€8y, (x) FE€By* |

= sup  sup Z A f)(z)
k=1

J€By= €8y, (x)

= sup sup Z (Ax f)(xg) ZM l|lzi|]) <15, (Lemma 5.1.3 ile)
feBy~ k=1 k=1

= sup [[(Af)illly

= [lAll
= [ (D]

olur. Boylece, W dontigiimii, uzakligi koruyan bir dontigiim, yani bir izometridir. [

Ornek 5.2.1. X =Y = ¢y ve M, N karsilikly tamamlayan Orlicz fonksiyonlar:

olsun. Bu taktirde,

har(co) = { ZM <”ka ) < 00, her p >0 z'g:m}

k=1

co degerli Orlicz dizi uzayr olur.

2 0 0 0 ]
1/(2k%) 1/(2k%) 0 0
Ap = 0 1/ (2k%) 1/ (2k%) 0 | L k=12,
0 0 1/(2k%) 1/(2k?)
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sonsuz matrislert verilsin. Her bir n,k € N ve her x = (x,,) € ¢o i¢in,

e
(Ak2), = Yty
m=1

egitliginin sag tarafindaki seri yakinsak ve her k € N ve her x = (x,,) € ¢ igin,

Akl‘ = ((Akl')n) € Co

neN

oldugundan her k € N i¢in, A = (aflm) € (co,co) dur. co dizi uzayr, AK-ézellige
sahip bir BK-uzayr oldugundan teorem 2.3.3’ten B (co,co) uzayr, (co,co) sonsuz
matris sinafina denktir. Yani, B (cg,co) uzayinin her bir elemany bir sonsuz matris
ile temsil edilebilir. Bu nedenle, teorem 2.3.1 ve teorem 2.3.2°den her bir k € N i¢in,

Ay = (ak,)) matrisi,

i) Qpm — 0(n — 0o, herm € N)

ii) M = sup, i ak, | = k% <
m=1

kosullariny sagladigindan her bir k € N i¢in, Ay € B (co, co) ve ||Ag|| = M “dir.
Teorem 5.2.1°den A = (Ay,) dizisi lp (co) 'dan co i¢ine bir sinarl lineer operatéordir.

Bunun dogru oldugunu gormek i¢in teorem 5.2.1°den B (has (co) , co) uzay

En(co) = {A = (Ax) € (B (hy (@), o)) : |All = Sup (ALl < OO}

o
Banach uzayina denk oldugundan A = (Ag) € En(co) oldugunu géstermek yeterlidir.

co i birim vektor baziny ve ¢ = {1 olmasim kullanarak,

12 12k 0 0
0 1/(2k») 1/(2k*) 0
Ay=1 0 0 1/(2K*) 1/(2k?) Jk=1,2,..
0 0 0 1/ (2k?)

adjoint operatorlerini elde ederiz. Agik olarak, her k € N icin, Ay € B ({y,(,) dir.

Bundan dolayr, her bir f = (a1, aq, ..., ay,...) € {1; aj,aq, ... € F igin,

Ay, + Ap41

A =y = We)nze U = — 5
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dir. Dahass,

[ARf e, = Tyl
_ i |an + an+1|
— 2k2

< [|AEII AL,

1 . ,
= 22 1flley (IIARN = 1Al ite)

oldugundan her bir f € By, = {f € tv: || fll,, <1} ve her p > 0 igin,

szv( f”h)gi (25 171

olur. Baylece, (A f)i, € hn (61) bulunur. Eger

K:inf{p>O:N(l) S%}
P s
dersek, bu durumda,

o0 A*
inf{p>O:ZN(%) gl} ginf{
k=1

1
:inf{p>0:N —>§
p

=K

e}
V
o

o3,
=
N
=
~__

olacagindan her bir f € By, i¢in,

AP ) = inf{p co: Y () 1}

k=1 P
<K
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olur. Lemma 5.1.2°den

ALy < 2 (ARl vy
< 2K

esitsizligini elde ederiz. Boylece

1Al = Sup I(ARS)R

GBgl

< 2K

< 0

olur. Bu, A = (Ay) € En(co) demektir. B (hy (co),co) C B €y (o), o) oldugun-
dan A = (Ax) € B (ly (o), co) bulunur [3].

Uyar1 5.2.1. X ve Y Banach uzaylar: olmak tzere,
(N (B(X,Y)) C Ey

dir. Bu icerme,
[ARSI < NARN AN = AR A

esitsizliginden gorilir. Gergekten, eger (Ax) € (n(B(X,Y)) ve f € By« ise,
(Ar )52, € Iy (X)) olacagindan bazi p > 0 igin,

- §N (HAkH)

1

IN

IN
—

yazabiliriz. Bu nedenle,

ARy < (AR vy

dir. Boylece, lemma 5.1.2°den

(ARl < 211CALH)R oy
< 21 (AR)iZ vy
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olur. Buradan,

[A[l = sup [|(Azf)iilly

fE€By*
< 2|[(Ar)Za [l

< 00
bulunur. Béylece, (Ax) € En olur. Sonug olarak,
(n (B(X,Y)) € Ex
elde edilir [3].

Ornek 5.2.2. Uyary 5.2.1°deki icerme bagintisy kesin olabilir. X = (1, Y = hy
ve M, N karsilikly tamamlayan Orlicz fonksiyonlar olsun ve M (1) = 1 kosulu
saglansin. x = (x,) € 1 igin,

k-wnce yer
)

Akx:xk@)ek:(0,0,...,O? Tk ,O,...

esitligi ile Ay, : 01 — hyy operatéri tammlanir. Onerme 4.1.7den hy; = {n oldugun-

dan baz [ € By, igin,

= Z TnlYn
n=1
yazarvz, burada y = (yn) € Uy ve ||yl ) = [|f|| dir. Bundan dolay,
(Apf) (x) = f (Ax () = zryi

olur ve boylece

|(ALS) (@) = lexysl

= |z |yl
o

< il Y |l
k=1

= [yxl l=[l,,

esitsizliginden || A} f|| = |yx| bulunur. Teorem 4.1.4ten

ZN(IIA f||>

Hy”(N)
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olur ve |ly[| () = [If]| <1 ile N azalmayan oldujundan
S " S Al
SN (A < SN ( ST <
k= k=1

1 HyH(N)

bulunur. Lemma 5.1.5 ile ||(Apf)iZy || vy < 1 olur. Boylece,

1AL Ry < 20 (ARl

esitsizliginden

[Al} =" sup [[(ALf)iZilly < o0

feBh?u
olur. Yani, (Ay) € En dir.
Ote yandan, her bir k icin, |Akll = 1 dir. Gergekten, her bir k ve x € By, i¢in,

Az € hyy oldugundan

[Akz || 0r) = llze @ exll

:inf{p>0:M(@)§1}
p

= |zg|, (M (1) =1 oldugundan)

< [,
<1
olur. Boylece, her bir k i¢in,
Ak$
[ Ar]] ) ey
],
15€
[ Axzl (0
1Ak = sup 0z £ 0

ol <t Ny,

<1

dir. Ayrica, her bir k icin,

k-incy yer

r=-e,=(0,0,...,0, 1 ,0,...) €
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almirsa,

[ Azl ary = 1 Arexllary
= llexll,
=1
olur. Bu nedenle, her bir k icin,

ALz
14l = sup T2lan
||, <1 ||917||e1

||Ak$||(M)

, x £ 0
= sup
lewli=1  llexll,

=1

dir. Her p > 0 i¢in,

S (B - (5) -
oldugundan (Ay) ¢ Ly (B_(ﬁl, hat)) 'dir [3].

Y Banach uzayinin sonlu boyutlu olmasi durumunda, Dvoretzky-Rogers Teoremi,
uyar1 5.2.1’deki igcerme bagintisinin bir egitlik oldugunu iddia eder. Bunu gostermek
i¢gin, mem A = {x = (z,) € s : x, € {0,1},n > 1} olmak {izere my = sp{A}

seklinde tamiml oldugunu hatirlayalim [3].
Teorem 5.2.2. Y sonlu boyutlu oldugu zaman Ey =y (B (X,Y)) dir [3].

Ispat. Y sonlu boyutlu olsun. (Ay) € Ey ve z = (24) € hy (X) oldugunu kabul
edelim. Her bir v = (v) € my i¢in, ve = (vpxk) € hy (X)tir. Gergekten, her bir

p>0icin, A = max |vg| olmak tizere

ZM (Hvkka) gM (\Uk| ||37k!|)
> ()

k=1

IN

A
8



dur. Boylece, vr = (vixy) € hpr (X) olur. Bundan bagka, teorem 5.2.1’den

k=1

operatorii hys (X) lizerinde iyi-tanimli oldugundan her v € my igin,

Z Ay (vrzk)
k=1

serisi yakinsaktir. Simdi, dogal sayilarm kesin artan bir dizisi olarak (k;),.y dizisi

ve

1 , k=k; ise
0 , k#k ise

by, =

ile b = (by) dizisi tanimlansin. Bu taktirde, agikar olarak b € mg ve boylece
Z Ay, (byy) = Z Ay, (@)
k=1 i=1

serisi yakinsaktir. Buna gore, tanim 2.2.10’dan > Ay (x) serisi altseri yakinsaktar.
k=1
Boylece bu seri kosulsuz yakinsak olur. Buradan, Y sonlu boyutlu oldugundan

Dvoretzky-Rogers Teoremi’nden bu seri mutlak yakinsaktir. Yani, her bir x = () €

DAk (@) < oo
k=1

dur. Her bir £ € N igin, Ay € B (X,Y) oldugundan
[ Akl < 2 [| Ayl (5.2.3)

olacak sekilde baz1 y, € Bx = {v € X : ||v|| < 1} vektorlerini bulabiliriz. Bundan
bagka, bir z = (zj) dizisini her bir u = (uy) € hys igin, 2 = ugyx olacak sekilde

tanimlayalim. Bu durumda,

Nuryell = |ur] lyell < |ug

oldugundan dolay1 her bir p > 0 icin,



olur. O halde, z = (z;) € hys (X)’tir. Boylece, (5.2.3)ten

S Al el =D 1Ak url
k=1 k=1
<2 fug] | Akl
k=1
=2 [ Ak () |
k=1

=2 || Apz
k=1

< 00

olur. Buradan, (||Ax||),—, € h$, dir. Fakat, sonug 4.1.3’ten h$, = £y dir. Bu yiizden,

bazi p > 0 ic¢in,

= A

3o (1) <o

k=1 P
olur. Buise, A = (A;) € Iy (B(X,Y)) demektir. Sonug olarak, uyar1 5.2.1 ile
beraber Ey =y (B (X,Y)) elde edilir. O

Sonug 5.2.1. M, N karsihikly tamamlayan Orlicz fonksiyonlary olsun. Bu taktirde,
(s (X)]" = On (X*) dar [3)].

Ispat. F, hy (X) ve X’in skaler cismi olmak iizere, teorem 5.2.1 ve teorem 5.2.2°de
Y = F alinirsa,
B (hy (X)), F) = [har (X)]" = Ey

olur ve F sonlu boyutlu oldugundan
En =IN(B(X,F))=I5(X")

olur. Boylece, [hy (X)]" = €y (X*) elde edilir. O
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