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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Isa YILDIRIM

Bu ¢alismada, son yillarda tanimlanan kismi metrik uzay kavrami verilerek bu uzayda
sabit nokta teorisi incelendi. Ilk olarak sabit nokta teorisi ile ilgili 6n bilgiler, bazi temel
tanim ve teoremler verildi. Kismi metrik uzayin tanimi, bu uzaylar icin 6rnekler ve
kismi metrik uzaylarin bazi 6zellikleri verildi. Kismi metrik uzay iizerinde baz1 temel
topolojik kavramlar ve tanimlar genellestirildi. Ayrica tam kismi metrik uzaymn tanim
verildi ve kismi metrik uzaylar tizerindeki daraltan dontisiimlerin sabit noktalari

arastirildi.
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In this study, recently identified partial metric space term was given, fixed point
theorem were investigated for this space. Initially, background information, some
essential definitions and theorems were given about fixed point theorem. Definition of
partial metric spaces, examples for this spaces and some properties of partial metric
spaces have been given. Some topological concepts and definitions were generalized to
partial metric spaces. Also definition of complete partial metric spaces were given and

the fixed points of contraction mappings on partial metric spaces were examined.
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Aoz W

SIMGELER DiZIiNi

Her ( herhangi )
En azindan bir
Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Pozitif reel sayilar kiimesi

Metrik uzay

X merkezli ¢ yarigapli p -agik yuvar
T nin tiim sabit noktalarinin kiimesi
X in T altindaki n. iterasyonu

X 1in biitiin komsuluklarinin kiimesi
A kiimesinin kapanisi
Kismi metrik uzay

f ile g nin bileskesi

f nin tersi

R de bostan farkli kapali sinirli araliklarin kiimesi

F nin timleyeni

X e X noktasinin Ac X kiimesine olan uzakligi



1. GIRIS

Kismi metrik uzaylar, S.G. Matthews tarafindan, genel topoloji ve uygulamalar1 8. yaz
konferansinda tanitildi. Dort aksiyomla verilen kismi metrik uzay kavrami, kendisine
uzakligr sifirdan farkli olan kiimeler kavramini da igermekte olup bu manada metrik
uzay kavramindan daha genis bir kavramdir. Bu aksiyomlar {giincii boliimde

verilmigtir.

Kismi metrik uzay kavramna en belirgin ek a,beR" iken p(a,b)=max{a,b}
ile tanimlanan bagintidir. Bu bagintiya gore (R*, p) cifti bir kismi metrik uzaydir. Bir

baska Oormmek R de tanimli bos olmayan kapali sinirli araliklarin  bir ailesi

= {[a, b] ‘a,beR,a< b} iizerinde verilebilir. [a,b],[c,d]e7z olmak iizere

p([a.b],[c,d])=max{b,d}~min{a,c}

ile tammlanirsa p , 7 izerinde kismi metrik olur. Bu kavram reel sayilar kiimesi

tizerindeki alisilmis metrikle de yakindan alakalidir. Kismi metrik kavramiyla [a, b] nin

kendisine uzakligt b—a dir. Bu yolla her ac R elemanini [a,a] ifadesine tasiriz.

Boylece alisilmis metrik kavrami kismi metrik baslhigina tasinmis olur (Kiinzi 2001).

Kismi metrik uzay kavrami

{Bp(x,g):XeX,g>O}

p -acik yuvar ailesini taban kabul eden bir T, topolojisini tiretir (Matthews 1994).



Referanslar arasinda da yer alan M. Schellekens, S. Romaguera, S. Oltra ve O. Valero
gibi pek cok matematik¢inin ilgisini ¢eken bu kavramlarin Banach teoremine
uygulanmasi hakkinda ¢ok sayida makale yazilmistir (Oltra et al. 2002; Waszkiewicz
2003; Oltra and Valero 2004; Valero 2005; Altun ve Simsek 2008). Son zamanlarda
bilgisayar yoluyla Banach sabit nokta teoreminin bazi genellemeleri kismi metrik
uzaylar i¢in kismen de olsa ifade edilmistir (Seda 1996; Escardo 1996; Bukatin and
Scott 1997; Bukatin and Shorina 1998; Romaguera and Schellekens 1999, 2001, 2005;
Schellekens 1995, 2003, 2004).

Bu makalelerden Oltra ve Valero (2004) tarafindan ‘‘Banach’s fixed point theorem for
partial metric spaces” ve Valero (2005) tarafindan “On Banach fixed point theorems for
partial metric spaces” adli makaleler temel alinarak, Banach teoreminin kismi metrik
uzaylarda gecerli Banach sabit nokta teoremine ve onun bazi genislemelerine taginmasi

durumu arastirilacaktir.

Temel kavramlarda A.F. Rabarison (2007)’un makalesinden, R.P. Agarwal, M. Meehan,
D. O’Regan’m “Fixed Point Theory and Applications” ve J. Dugundji, A. Granas’in
“Fixed Point Theory” kitaplarindan faydalanilmstir.

1.1. Cahismanin Amaci

Bizim bu tezde amacimiz S.J. O’Neill ve S.G. Matthews’e ait tanimlar 1g18inda kismi
metrik uzaylar i¢in Banach Teoremi hakkinda, son yillarda yapilan bazi ¢alismalari

incelemektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerde kullanacagimiz temel tanim ve kavramlar verilecektir.

2.1. Bazi Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tanmm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger her

X,Y,Z € X igin,

M1. d(x,y)=0<x=y

M2. d(xy)=d(y,x)

M3. d(x,y)<d(xz)+d(zY)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X {izerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir.

Bu metrik uzay X =(X,d) veya X, ile gosterilir.

Tanim 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun.

limd(x,,x)=0

n—o0

olacak sekilde bir Xxe X varsa (x,) dizisine X de yakinsak dizi ve x e de bu dizinin

limiti denir.

Tamm 2.1.3. (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her &>0 igin

n,m > n, oldugunda



d(x, x,)<ée

olacak sekilde bir n, =n, (&) sayist varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.4. (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her (x,) Cauchy dizisi yakmsak

ise, (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tamm 2.1.5. (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her dizi yakisak bir alt diziye

sahip ise (X,d) uzayma kompakt metrik uzay denir.

Tamm 2.1.6. (X,d) ve (Y,¢) iki metrik uzay, f:X —Y bir doniisim ve X, € X
olsun. Her £>0 sayisi igin, d(x,%)<& oldugunda ¢(f(x),f(x,))<e veya denk

bir ifade ile

F(B(x:5))=B(f(%).¢)

olacak sekilde bir & >0sayisi varsa, f ye X, noktasinda stireklidir denir. f, X in her

noktasinda siirekli ise f ye X de siireklidir denir.

Tanmm 2.1.7. (X,d) bir metrik uzay olsun. r >0 bir reel say1 ve a€ X olmak iizere

Bd(a,r):{XGX:d(x,a)<r}

seklinde tanimli yuvara, a merkezli r yarigapli yuvar denir.



Tanim 2.1.8. AcR olsun. f: Ac R —>R fonksiyonu verilsin. Eger her X € A i¢in

m < f(x) olacak sekilde en az bir me R varsa f fonksiyonu alttan sinirlidir denir.

Tanmm 2.1.9. AcR olsun. f: AcR —R fonksiyonu verilsin. Eger her X € A i¢in

m> f (X) olacak sekilde en az bir me R varsa f fonksiyonu iistten sinirlidir denir.

2.2. Sabit Nokta Kavram

Tamm 2.2.1. X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Eger Tx = x olacak sekilde bir x e X varsa, bu X noktasina T nin sabit noktas1 denir.
O halde Tx =x denkleminin ¢6éziimii veya ¢oziimleri T nin sabit noktalaridir. T nin

tiim sabit noktalarmimn kiimesi F (T) veya Fix(T) ile gosterilir. Ornegin,
1. X =[0,4] olmak iizere T : X — X , Tx =4—x doniistimii i¢in F (T )={2} dir.

2. X = olmak tlizere | : X — X 0zdes doniisiimii igcin X in her bir noktasi bir sabit

noktadir.

3.T:(0,2] >(0,2], Tx= g doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Bu doniisiim i¢in x =0

noktasi tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 (0,2] dir.

X bostan farkli bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir xe X i¢in
T"(x), TO(X)=X ve T”*l(x)zT(T”(x)) seklinde tanimlanir. T"(x) e, x in T
altindaki n. iterasyonu denir. T" (n>1) déniisimiine de T nin n. iterasyonu denir.

Bundan sonra T (x) yerine Tx notasyonu kullanlacaktir.

T : X — X bir doniigiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz.



1. Keyfi bir neN i¢in F(T)c= F(T") dir.

2. Keyfi bir neN icin F(T“):{x} ise, F(T)={x} dir. Ancak bunun tersi genelde
dogru degildir. Ornegin, T :{1,2,3} »{1,2,3} doniisimii T(1)=3,T(2)=2,T(3)=1

olarak tanimlanirsa, F (T 2) ={1,2,3} oldugu halde F(T)={2} dir.

X bostan farkli bir kime ve T,S:X — X herhangi iki doniisiim olsun. Eger

TXx=SX=X olacak sekilde bir Xe X varsa bu X noktasina T ve S doniisiimlerinin

ortak sabit noktast denir. Bu doOniisiimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesi

F=F(T)nF(S) ile gosterilir. Simdi birden fazla déniisiimiin ortak sabit noktalariyla

ilgili 6rnekler verecegiz.

Ornek 2.2.1.1. Eger X =R, Tx=x2+x-1 ve Sx=x" ise F=F(T)nF(S)={L-1

dir.

Asagidaki Orneklerden de goriilecegi gibi bir T fonksiyonunun herhangi bir sabit

noktasi olmayabilecegi gibi bir veya birden fazla sabit noktasi da olabilir.

Ornek 2.2.1.2. a#0 olmak iizere T(X,y) =(Xx+a,y—a) ile tanimlanan T:R* —R?

fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.

Ornek 2.2.13. T(x,y)=(x*+x,2y+2)ile verilen T:R*—R* fonksiyonunun bir

sabit noktasi vardir. Bu nokta (0,—2) noktasidir.

Ornek 2214. X=RxR, T:X—=>X, T(X,y)=(x,0) olarak tanimlanan T

fonksiyonu i¢in (X,0) seklindeki noktalar sabit noktalardir.



Tamm 2.2.2. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her X,y € X

icin
d(Tx,Ty)<kd(x,y)
olacak sekilde bir K >0 sabit sayis1 varsa T ye Lipschitz (Lipschitzian) doniisiim denir.

Tamim 2.2.3. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir Lipschitz doniisiim olsun. Her

X,y € X i¢in,
d(Tx, Ty)<kd(x,y)

esitsizligi 0 <k <1 olmasi halinde saglaniyorsa, T ye daraltan doniigiim veya biiziilme

doniigiimii (conctraction) denir.

Teorem 2.2.4. (X,d) bir tam metrik uzay olmak tizere T:X — X bir daraltan

doniisiim olsun. Bu durumda T nin bir tek Xe X sabit noktas1 vardir ve herhangi bir

X, € X igin (T”x) iterasyon dizisi, T nin bu sabit noktasina yakinsar. Yani her ne N

igin x, =T (X,,) iletamml X, iterasyon dizisi T nin bu sabit x noktasina yakinsar.

Ispat: Once sabit bir noktanin varhigm ispatlayalim. X, € X baslangic noktasini

secelim.
)(1:TX0, X, :TX1 :szol""xn :Tnflz"-:TnXO

iterasyon dizisini goz Oniine alalm. n<m igin



d (%, x,)=d (T”XO,meO):d (T”XO,T”T”“”XO)

n’*m

<a"d (X, T "%, ) =a"d (Xy, %, , )

0! *m-n

<a{d (%, % )+ d (X, %, )+ 0 (X0 g X0 )}
<a'd(x,%){l+a+a’+..+a" "}

sa”d(xo,xl)iaj

elde edilir. 0<a<1 oldugundan (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna

ulasinz. Fakat (X,d) bir tam metrik uzay oldugundan bu (x,) dizisi xe X e yakinsar.

Simdi x elemaninin T nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterecegiz.

d(Tx,x)gd(Tn,T“x0)+d(T“xo,x)
<ad(x,%,,)+d(x,,X)

R
oldugundan ve (x,) dizisi x e yakinsadigindan d (Tx,x) =0 elde edilir ve buradan

TX=X

sonucuna ulagilir. Simdi T nin sabit noktasinin tek oldugunu gosterelim. Herhangi bir

yeX igin Ty=y olsun. O zaman d(x,y)=d(Tx Ty)<ad(x,y)olur. O0<a<l

oldugundan d(x,y)=0 olur. Dolayisiyla x =y sonucuna varilir (Soykan 2008).

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktaya sahip
olmasi gerekmez. Ornegin, X = (0,1] olmak lizere T: X — X ve Tx= 2 doniistimiinii

alalim. Bu T doniisiimii daraltan doniistimdiir, fakat sabit noktas1 yoktur.



Daraltan bir donlisim ayni zamanda siireklidir. Dolayisiyla T stirekli degilse, bir

daraltan doniisiim de olamaz. Buna karsin T daraltan doniisiim olmasa bile, herhangi

bir n i¢in T" daraltan bir doniistim olabilir.

Teorem 2.2.5. (X,d) bir tam metrik uzay ve neN i¢in T" bir daraltan doniisiim

olacak sekilde bir T : X — X doniisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya
sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T" bir tek X, sabit noktasmna sahiptir.

Dolayistyla
TMix, =T (T"xo) =T,

yazilir. Ayrica Tx,, T" nin bir sabit noktasidir. T" nin sabit noktasi tek oldugu i¢in

TX, =X, olur. Eger Ty=Y ise, bu durumda T"y=y olur. Bu da y=x, olmasini

gerektirir.

i 0, Xe[O,l]
Ornek 2.2.6. T:[O,2]—>[O,2], Tx = Ly ) olsun. T doniisimii x=1 de
. Xe

siireksizdir. Bu nedenle daraltan doniisiim degildir. Diger taraftan, T?:{0,1} — {0},

T?(x)=0 olup T?daraltan bir doniisiimdiir. Ayrica x=0, T? nin tek sabit noktasidir.

Tanmm 2.2.7. (X, d)bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her X,y € X

ve x=y icin,

d(Tx,Ty)<d(x,y)
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ise, Tye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir. Bu tip doniisiimlerin sabit

noktasini garanti etmek i¢in ¢alisilan uzayin kompakt olmasi yeterlidir.

Teorem 2.2.8. (X,d) bir kompakt metrik uzay ve T:X — X kesin daraltan bir

déniisiim olsun. Bu durumda T bir tek x, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x e X

igin,
T
dir (Khamsi and Kirk 2001).
Ispat: x e X icin,
#(x)=d(x,Tx)
sartin1 saglayan bir ¢: X — R" fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda ¢ siirekli ve

alttan sinirhidir. Bu yiizden ¢, bir X, € X noktasinda minimum degerini alir. X, # TX,

oldugunu kabul edelim. Buradan
B(T%) =d (Tx,,T?%, ) < d (%, Txy ) = #(%,)

elde edilir. Bu ise x, =Tx, olmasini gerektirir. $Simdi x e X noktas1 ve (d (T”X, XO))

dizisi verilsin. Sayet T"x = X, IS,
d (T”*lx, xo) =d (T"”x,TxO) <d (T”x, xo)

olur. Bu nedenle (d (T“x, xo)) dizisi kesin azalandir. Sonug olarak N — o i¢in
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r=limd (T"x,x,)

n—o

limiti vardir ve r >0 dir. Ayrica X kompakt oldugu i¢in (T"x) dizisi yakinsak bir

(T™x) alt dizisine sahiptir. limT™x =z diyelim. (T"x) dizisi azalan oldugundan
r=d(z,%)=limd (T”kx,xo)zlmd(T”k*lx,xo):d (Tz,%,)
olur. Eger z # X, ise, bu durumda

d(Tz,%,)=d(Tz,Tx,)<d(z,%,)

dir. Bu ise (T”x) in herhangi yakinsak alt dizisinin X, noktasina yakinsadigini gosterir.

O halde limT"x = x, dur.

n—o0o

Ornek 2.2.9. X =[a,b], d(x,y)=[x-y| ve T:X — X bir déniisiim olsun. Eger T,
[a, b] kapali araliginda siirekli, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir bir doniigiim ve her
x €(a,b) igin,

\quk<1

sartin1 sagliyorsa bu durumda T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir. Gergekten de

ortalama deger teoreminden her x,y [a,b] i¢in c e(a,b) olmak iizere,

[TX=Ty|=T"(c)|(x—y)|<k|x-Y]
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olur. Boylece Banach daralma ilkesi geregi T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.2.10. (X,d) bir tam metrik uzay ve x, e X olmak iizere T :B(X,,r)— X

k -daraltan bir doniisiim olsun. Eger

d(Txy, X, ) <(1-K)r

ise bu durumda T doniisiimii B(x,,r) diskinde bir tek sabit noktaya sahiptir (Agarwal

et al. 2001).

Ispat: d(Tx,, %X )<(1-k)r olmak iizere 0<r <r sartim saglayan bir r, vardir.

Gosterecegiz ki T:B(X,,1,) = B(X,,1,) dir. xeB(X,,1,) i¢in

d (T, %) <d (Tx, Txy )+d (Txy, X, ) < kd (X, %) +(1-k)ry <1

olur. Banach sabit nokta teoreminden dolay1 T nin B(x,,1,) = B(xX,,r,) da bir tek sabit

noktasi vardir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniistimlerin sabit noktast olmasi

gerekmedigi asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 2.2.11. X = (0] ve T:X - X, Tx= % déniisiimii verilsin. Bu durumda
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oldugundan T bir daraltan donisiimdiir. Fakat T nin X de bir sabit noktasi yoktur.

. 1 . 2X
Ciinkii  sabit noktanin tanimindan - = X=>2Xx=7x=x=0 olur. Burada

x=0¢(0,1]=X oldugundan T nin X de bir sabit noktas: yoktur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde, metrik uzaylarin bir genislemesi olan kismi metrik uzaylar ile ilgili
tanimlar1 verecegiz ve metrik uzaylarda verilen benzer 6zelliklerin kismi metrik uzaylar

i¢cin de dogrulugunu gosterecegiz.

3.1. Kismi Metrik Uzay Kavram ve Genel Ozellikleri

Tammm 3.1.1. X bostan farkli bir kiime ve X,Y,zZ € X olmak iizere p: X x X — [O,oo)

fonksiyonu asagida verilen sartlart saglayan bir fonksiyon olsun.

(P x=y < p(xx)=p(x,y)=p(y,y)
(P2) p(x,x) < p(x,y)
(P3) p(xy)=p(y.x)
(P4) p(x,2) < p(x,y)+p(y.2) - (Y, ).

Bu durumda p ye X {izerinde kismi metrik, (X, p) ikilisine de kismi metrik uzay

denir.

Eger p(x,y)=0 ise (P1) ve (P2) den x=y elde edilir. Fakat x=y ise p(X,Y) degeri

0 olmayabilir.

Lemma 3.1.2. Her metrik uzay bir kismi metrik uzaydir (Matthews 2008).

Ornek 3.1.3. p:[0,0)x[0,00) >[0,0), p(a,b)=max{a,b} doniisiimiini alalim.

a,b,ce[0,%0) ve 0<a<b<c olsun.
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(P1) max{a,a} =max{a,b} =max{b,b} olabilmesi icin gerek ve yeter sart a=b

olmasidir.
(P2) a<b oldugundan max{a,a}<max{a,b} dir.
(P3) max{a,b} =max{b,a} oldugu aciktir.

(P4) max{a,b} =b,max{a,c} =c,max{c,b} =c,max{c,c} =c oldugundan

max {a,b} < max{a,c}+max{c,b} —max{c,c} oldugu kolaylikla goriiliir.

Kismi metrik aksiyomlar1 saglandigindan p bir kismi metrik ve ([O,oo), p) de kismi

metrik uzay olur. Fakat (M1) aksiyomu saglanmadigindan p metrik degildir.

Ornek 3.14. 3, R de bostan farkli kapali siurl araliklarm kiimesi, yani

S:{[a,b]|a§b} olsun. [a,b].[c,d].[e, f]€ T icin

p((a,b],[c,d]) =max{b,d}-min{a,c}
olsunve a<c<eve b<d<f alalim.

(P1) Eger max{b,b}—min{a,a} =max{b,d}—-min{a,c}=max{d,d}—min{c,c} ise

b—a=d-a=d-c dir. Yani a=c ve b=d dir.

(P2) b-a<d-a oldugundan max{b,b}—min{a,a} <max{b,d}—min{a,c} elde

edilir.
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(P3) max{b,d}—min{a,c} =max{d,b}—min{c,a} oldugu aciktir.

(P4) max {b,d} —min{a,c} =d —a, max{b, f} —-min{a,e}=f -a
max{f,d}—min{e,c}=d-e ve max{f, f}-min{ee}=f —e oldugundan

d—a<(f-a)+(f—c)—(f —e) dir. Budurumda

p(a,b],[c.d]D < p(ab].[e f])+p(e f].[c.d])-p(e f].[e f]

elde edilir. Kismi metrik aksiyomlari saglandigindan p bir kismi metrik ve (3, p) de

kismi metrik uzay olur.

Teorem 3.1.5. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.

d(x,y)=2p(x, y) = p(x,X) = p(y,y)
olarak tanimlansin. Buradan (X,d) bir metrik uzaydir (Matthews 1994).
Ispat: 1) @) X,y,ze X alalim.

d(x,y)=0=2p(x,y)- p(x,X)—p(y,y) =0
= 2p(%, y) = p(x,x)+ p(y,y)
=2p(X,¥) = p(x,X)+ p(x,x) A 2p(x,y)=p(y,y)+p(y,y)
= 2p(X, y) =2p(X%,X) A2 p(X y)=2p(y,Y)
= p(x,¥) = p(x,x) = p(y,y)
=>X=Y

elde edilir.
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b) x=y olsun. d(x,y)=0 oldugunu gosterelim.

d(x,y)=2p(x,y) = p(x,x) = p(Y,Y)
=2p(X, y) = p(x y) - p(x,y)
= 2 p(X, y) _2 p(X, y)
=0

olur.

2) d(x,y)=d(Yy,x) oldugunu gosterelim.

d(X! y) =2 p(X, y) - p(X! X) - p(y’ y)
=2p(y, )= p(Y,Y)— P(X,X)
=d(y,x)

dir.
3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) oldugunu gosterelim.

d(x,y)=2p(x,y)— p(x,x) - p(y,y)
<2[p(x,2)+ p(z,y) - p(z,2)]- p(x,X) = p(¥, y)
<2p(x,2)+2p(z,y) - p(z,2) - p(z,2) — p(X, X) = p(Y, Y)
=[2p(x,2) - p(x,x) - p(z,2)]+[2p(z, y) - P(z,2) - P(Y. Y)]
=d(x,2)+d(z,y)

yazilir. O halde Vx,y,ze X igin 1, 2, 3 sartlar1 saglandigindan (X,d) bir metrik

uzaydir.

Tamm 3.1.6. eeR", xe X ve (X, p) kismi metrik uzay olsun.
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B,(x:&)={y|p(xy)< p(xx)+&}
kiimesine X merkezli & yarigapli p -agik yuvar denir.

Ornek 3.1.7. X =R olmak iizere p:XxX —[0,0) ve p(x,y)=|x—y| olarak
tanimlanirsa p bir kismi metrik ve (R, p) kismi metrik uzay olur. Gergekten de her

X,¥,ZeR igin

(P) x=vy ise p(x,x)=|x—x|=0, p(x,y)=|x—y|=0, p(y,y) =]y —y|=0 oldugundan
P(x, %) = p(x, y) = p(y, y) dir. p(x,X)=p(x,y)=p(y,y) ise [x—x/=[y—y|=[x—y|=0
dan x =y olur. Dolayisiyla X =Yy < p(x,x) = p(X,y) = p(y,y) olur.

(P2) p(x,x)=|x—x=0<p(x,y)=|x—y| dir.
(P3) p(x,y)=|x-y|=]y—x=p(x,y) dir.

(P4) p(x2)=[x-z|=[x-y+y-z[<|x=y|+|y-2z|-|y -]
=p(xy)+p(y.2)-p(V.Y)

olur. Dolayisiyla kismi metrik aksiyomlar1 saglandigindan p(X, y) = |X— y| kismi
metrigine gore (X, p) bir kismi metrik uzay olur. Simdi p kismi metrigine gore agik

yuvar kiimesini bulalim.

B, (X&) ={y:p(xy)<p(xx)+e}={y:[x—y|<|x—x|+&}
{y:[x—y|<0+e}={y:ly-x <&}

(x—&,x+¢).
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Tanm 3.1.8. V < X bir kiime ve (X, p) kismi metrik uzay olsun. Bp(X;e)gV

olacak sekilde bir € >0 sayisi varsa V kiimesine X in bir komsulugu denir.

R(x), X in biitiin komsuluklarmin kiimesini gosterir.

Tamm 3.1.9. (X, p) kismi metrik uzay ve G < X olsun. Her xeG i¢in B, (X;¢) =G

olacak sekilde bir £ >0 varsa G ye p -agik denir.

Teorem 3.1.10. Biitiin p -acik yuvarlar p -agiktir (Rabarison 2007).

Ispat: (X, p) kismi metrik uzay ve B, (z; r) p -agik yuvar olsun. xe€ B, (Z; I’) alalim
ve ¢=r+ p(z, Z)— p(x, Z) segelim. B (X;g) cB, (Z; r) oldugunu gosterecegiz.

y € B, (x;¢) alahm. Bu durumda p(X,y)< p(x,x)+& olur. Buradan

p(z,y)<p(z,x)+p(xy)-p(x X)
<p(z.x)+p(x,x)+&=-p(x,x)
=p(z.x)+¢
=p(z.x)+r+p(z,z)-p(x,2)
=p(z.z)+r

dir. Boylece yeB (z;r) elde edilir.

Tanmim 3.1.11. F < X olsun. Eger F nin timleyeni X —F p-acik ise F alt kiimesine

p -kapalidir denir.

Tamm 3.1.12. (X, p) kismi metrik uzay olsun ve X in bir A alt kiimesini alalim. X

in her komsulugu A kiimesinde bir nokta iceriyorsa, X deki biitlin X noktalarinin
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kiimesine A nin kapanisi denir ve A= {VX e X |V eR(X),VNA= @} seklinde

gosterilir.

Bir Xxe X noktasmin Ac X kiimesine olan uzakhigi p(x,A)=inf { p(x,a):ae A}

seklinde tanimlanir. A , A nin kapanis1 olmak iizere a e A p(a, A) =p (a, a) dir.

Tamim 3.1.13. (X, p) kismi metrik uzay ve S < X olsun. Eger S=X oluyorsa S ye

X de yogun denir.

(X, p) kismi metrik uzay olsun. p*,d_: X x X —)[O,oo) olmak iizere
p*(x%y)=2p(xy)=pP(XX)=p(Y,Yy),

d,, (% y)=max{p(xy)-P(xx), p(x.¥)=P(¥Y)}

dontigtimleri X iizerinde (aligilmig) metriklerdir. p* ve d_ nin denk metrik olduklar
aciktir. Bu  doniisimler icin  eger ([0,00), p) kismi  metrik  uzayinda
p(x,y)=max{x,y} kismi metrigini alirsak p°(x,y)=|x—y|=d,(x,y) sonucunu

elde ederiz.

Tanmm 3.1.14. (X, p) kismi metrik uzayindaki bir (x,) dizisinin xe X e yakinsamas1

icin gerek ve yeter sart lim p(x,,x)=p(X,X) olmasidr.

Teorem 3.1.15. Bir (X, p) kismi metrik uzayindaki bir (Xn) dizisinin X de bir x,

noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart her n>N icin X, €V olacak sekilde x,

m her V. komsulugu i¢in bir N € N olmasidir (Rabarison 2007).
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Ispat: a) X, —>X, ve V eR(x,) alahm. Buradan Bp(XO;e)gV olacak sekilde bir

& >0 sayist vardir. X, — X, oldugundan

lim p(x,., %) =lim p(x,,x,) = p(%5, %))

n—oo

dir. Bu durumda her n >N igin [p(x,,%,)— p(%, %, )| <& olacak sekilde bir N € N

vardir.
P(X0: %) < P(X0 %)+
ve buradan x, € B, (x;&) <V dir.

b) Her n=N igin x, €V olacak sekilde x, m her V komsulugu i¢in bir N eN

oldugunu varsayalim. & >0 i¢in

esitsizligi elde edilir.

Bu durumda B (xy;&)eR(X,) dir ve her >N igin x, €B,(%,;¢) olacak sekilde
NeN vardir. (P2) den P(Xy %)= P(X%:%)  dir.  Dolayisiyla

DX %)= P(X, % )| < & esitsizliginden

D% % )= P (X1 X0 )| <[P (%00 %0 )+ P (X0 X, ) = P (X1 X5 ) = P (X1 % )|

:2‘p(Xn,XO)— p(XO’XO)‘
<2¢
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elde edilir. Buise lim p(x,,x,)= p(Xy,X,) olmasin gerektirir. Bu durumda

lim p(xn,xo)_llm P(Xy: %, )= P (X9, %)

n—o0

olur. Yani x, — x, dur.

Lemma 3.1.16. (X, p) kismi metrik uzay ve (X,), X de bir dizi olsun. x, - xe X ve

p(x,x)=0 ise her ze X igin lim p(x,,z)=p(x,z) dir.
ispat: Ucgen esitsizliginden
P(%2)—P(X,, X)< p(X,,2)< p(X,2)+ p(X, X)
dir. Buradan n— o iken p(x,,z)— p(x,z) elde edilir (Bari and Vetro 2011).

Teorem 3.1.17. Kismi metrik uzaydaki yakinsak her dizinin sadece bir tane yakinsadigi
nokta vardir (Rabarison 2007).

Ispat: X, ve X, ye yakmsayan bir (x,) dizisini alahm. p(x,%)=p(X,%,)=p(X,,X,)
oldugunu gosterecegiz. £>0 ve her n>N, icin |p(x,,%)-p(x.%) <& ve

< & olacak sekilde bir N, eN vardir. Ayrica € >0 ve her n>N,

[P %) = P(%,%,)
< ¢ olacak sekilde bir N, e N

igin [p(%,, %)= P(Xu %, )| <& Ve |p(X, %)= P (X, %,)

vardir. N =max{N;,N,} secersek her n>N igin
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[P0x) = P (% )| <[P (X0 %)+ P (X% ) = P (%0 X0 ) = P (X%, )
<|p (XX )+ e+ P (X %)+ 8= P(X0 %)= P (%50 %, )|
=[p(%,%)+2& = p(%,.x,)
<|p (% %)= P(X,0 X, )|+ 28
<eg+2¢
=3¢

elde edilir. Bu durumda p(x,,%,)=p(X,,X,) Ve p(x,%,)=p(X,x) dir. Dolayistyla

P(%.%)=P(X,%,)=p(X,X,) olurve (P1) den x, =x, elde edilir.

Teorem 3.1.18. Kismi metrik uzayda sirasiyla X,y € X e yakinsayan (x,) ve (y,)

dizileri igin lim P(%,:Y,)=P(x Y) dir (Rabarison 2007).

Ispat: Kismi metrik uzayda sirasiyla X,y € X e yakinsayan (x,) ve (y,) dizilerini

alalm. &£>0 ve her n>N, igin |p(x,,x)—p(x,x)|<& Ve |p(x,,x)—p(x,.x,) <&
olacak sekilde bir N, eN wvardir. Her n>N, icin |p(y,.y)—p(y.y)<e ve

<& olacak sekilde bir N, e N vardir. N =max{N;,N,} secersek

10(Ya: ¥)= P (Ve ¥n)

her n>N igin

olur. Benzer sekilde
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esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla | P(X,: ¥a)— P(X, y)| <2¢ dur.

Teorem 3.1.19. A, (X, p) kismi metrik uzayimn bir alt kiimesi ve Xe X olsun. x cA

olmasi i¢in gerek ve yeter sart A da X e yakinsayan bir (x,) dizisinin bulunmasidir

(Rabarison 2007).

[spat: a) xeA olsun. Her neN icin Bp(x;%]eiﬁ(x) alalm. Bu durumda

Bp(x;lij;t@ olur. XneBp(X;lij secersek XneBp(X;lj elde edilir.
n n n

Dolayisiyla p(x,X,)< p(x,x)+% dir. (P2) den 0< p(x,x)< p(x,x,)< p(x,x)+%

yazilir. Boylece !im p(X X,)=Pp(x x) dir. Ayrica

|0 (X,0 %, )= P(%X)| <[P (%, )+ P(X. %, )= P(X,X) = p(X,X)|

=2|p (%, X)— p(x,x)|
<2

dir. Dolayisiyla lim p(x,,x,)=p(x,x) ve limp(x, x)=p(x,x)=limp(x,,x,) elde

N—o0 n—

edilir. Bu yiizden X, — x dir.
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b) A da x e yakinsayan bir dizi alalim. V e R(x) olsun. Bu durumda 3&>0 igin
B,(x&)cV olur. x,—>x oldugu i¢in her n>N icin |p(x,,x)—p(x,x)|<e ve
|p(%y,X)— P(x,x)| <& olacak sekilde bir N, eN vardir. Boylece X, €B,(x¢)cV

dir ve x, €V N A oldugundan x € A dr.

Tamm 3.1.20. (X,p) ve (Y,p') kismi metrik uzay, x,€ X ve f:X —>Y bir
déniisiim olsun. f (x,) m her W komsulugu igin f(W), %, mn bir komsulugu ise f

fonksiyonu X, noktasinda siireklidir denir.

Teorem 3.1.21. (X, p) ve (Y, p') kismi metrik uzay, x, € X ve f:X —Y olsun.

Asagidaki ifadeler denktir.

(a) f, x, dasiireklidir;

(b) WxeX igin p(X,%))< P(X:X)+5=>p (F(X), f(%))<p (f(%) f(%))+e

olacak sekilde V& >0 i¢in 0 >0 vardir;

f (X, ) a yakisar (Rabarison 2007).

Ispat: (a)=(c) f fonksiyonu x, da siirekli olsun. Yani YW eR((fx,)) icin
fW]eR(x,) olsun. x, —>x, iken (f(x,))— f(x,) oldugunu gdsterecegiz.
V eR((fx)) komsulugunu alahm. f*[W]e%R(x,) ve x, —X, oldugundan her

n>N i¢in x, € f *[V] olacak sekilde bir N €N vardir. Béylece f (x,)eV olur.
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(€)=(b) P(X.%)<P(X.%)+5 ve p (f(x),f(x))=p (f(x),f(x))+e olacak
sekilde xe X, £>0 ve §>0 alalim. Ozellikle neN icin 5:1 olsun. Boylece her
n

bir neN i¢in
P (%) < P k) + Ve B (F(x).F (%)= B (F(x). f () +2

olacak sekilde X de bir (x,) dizisi elde ederiz. Bdylece her neN igin

olur. Yani (x,), X, a yakmsar fakat (f(x,)), f(x,) a yakinsamaz.

(b)=(a) W eR(f(x)) olsun. Bu durumda &>0 igin Bp.(f(xo);g)gw olur.

Kabulden dolay1 36 >0 ve Vx e X igin
P(X%) < P(% %)+ 8= P (T (). f (%)) <P (f (%) F(%))+e

dur.  xeB,(%;6) alam. Buradan  p(x,%)<Pp(x,x)+5 dir. Boylece
P (f(X), f (%)) <P (f(%) f(%))+e esitsizligi yazlir. Yani f(x)eB (f(x);¢)

dur. Ve buradan f (x)eW yani xe f~[W] olur.
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3.2. Tam Kismi Metrik Uzaylar

Tanmm 3.2.1. (x,), X de bir dizi ve (X, p) kismi metrik uzay olsun. (x,) dizisinin
Cauchy dizisi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart lim p(x,,x,) limitinin var (ve sonlu)

olmasidir.

Lemma 3.2.2. (X, p) kismi metrik uzay olsun.

a) (x,) dizisinin (X, p) de Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter sart (x,) dizisinin

(X : ps) metrik uzaymda Cauchy dizisi olmasidir.

b) (X, p) kismi metrik uzayinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, ps) metrik

uzaymin tam olmasidir. Ayrica p(X, X) =lim p(Xn,X) = lim p(xn, Xm) esitliginin
saglanmasi igin gerek ve yeter sart lim p°(x,,x)=0 olmasidir (Matthews 1994; Oltra

and Valero 2004).

Teorem 3.2.3. Kismi metrik uzaydaki her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir (Rabarison
2007).

Ispat: (X, p) kismi metrik uzayinda X e yakinsayan bir (X,) dizisini alahm. &>0

olsun. Her n>N, igin |p(x,,x)—p(x, X,)<& olacak sekilde bir N,eN ve her

n>N, igin |p(x,,x)—p(x,x)| <& olacak sekilde bir N, eN vardi. Her m,n>N

igin N =max{N,,N,} olsun. Buradan
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2P (X Xy )= P(Xps X )= P (X5 %, ) S 2P (X, X) +2P (X, X, )= 2P (X, X) = P (Xyys Xy, )

p )= P (X X )+ P(Xys X) = P(X, X)
P(X, X, )= P(Xy: %, )+ P (XX, )= P(X,X)
<[P (Xs X) = B (Xs X )|+ P (Xs X) = P (%, X))

p +[p(x%,) = p(xx)

<4¢
esitsizligi elde edilir.

Tamim 3.2.4. Bir (X, p) kismi metrik uzaymndaki her Cauchy dizisi X de bir noktaya

yakinstyor ise (X, p) kismi metrik uzayma tamdir denir.

Ornek 3.25. X =[0,1]U[2,3] olmak iizere p: X x X — [0,0) doniisiimii

max{x,y}, {xy}n[23]%d
x=yl. {xy}=[01]

p(x,y)={

seklinde tanimlansin. Boylece (X , p) tam kismi metrik uzaydir.

Teorem 3.2.6. Tam kismi metrik uzayin kapali bir alt kiimesi tamdir (Rabarison 2007).

Ispat: (X, p) tam kismi metrik uzayinda kapah bir F alt kiimesini alahm. (x,), F de
bir Cauchy dizisi olsun. Dolayisiyla (x,), X kiimesinde de bir Cauchy dizisidir. X

tam oldugundan (x,) dizisi X de bir elemana yakinsar. Boylece xeF =F olur.

Dolayisiyla F tamdir.
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Teorem 3.2.7. Kismi metrik uzayin tam alt uzay1 kapali bir alt kiimedir (Rabarison
2007).

Ispat: (X, p) kismi metrik uzay olsun. Y tam alt uzay ve yeV olsun. Dolayistyla
y, = Y olacak sekilde Y kiimesinde bir (y,) dizisi vardir. Béylece (y,), X de bir
Cauchy dizisi dolayistyla da Y de bir Cauchy dizisi olur. Y tam oldugundan (y,) bir
Y, €Y elemanina yakinsar. Fakat y, — y oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla y, =y olur.

Buradan Y =Y elde edilir.

Tammm 3.2.8. (X, p) kismi metrik uzayindan (Y, p') kismi metrik uzayma bir f

fonksiyonu alalim. Eger her a,be X igin p(a,b)= p'(f (a), f (b)) oluyorsa f ye

izometridir denir.

Teorem 3.29. f, (X, p) kismi metrik uzaymdan (Y, p') kismi metrik uzayimna bir

izometri ise f siirekli fonksiyondur (Rabarison 2007).

Ispat: f:(X,p)—(Y,p’) birizometri x, € X ve £>0 olsun. p(x,,x)< p(X,, %)+

olacak sekilde X € X alalim. Boylece
P(f (%) T(0))=P (F(%) f(%))=P(%.X)=P(X.%) <&
olur. Yani p'(f(x), f(x))<p'(f(x%).f (XO))+5 dur. Dolayisiyla f siireklidir.

Teorem 3.2.10. A, (X, p) kismi metrik uzaynin yogun bir alt kiimesi ve f de A dan
(Y, p') tam kismi metrik uzayina bir izometri olsun. Dolayisiyla X den Y ye f nin

tamlamasi olan bir tek g izometrisi vardir (Rabarison 2007).
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Ispat: (X, p) kismi metrik uzay ve (Y, p') tam kismi metrik uzay ve A, X in yogun

bir alt kiimesi, f de A dan Y ye bir izometri olsun. Bu ispat 5 adimda verilecektir.

1. Adm: (g: X =Y donilisiimiinii tanimlayalim.)

xe X olsun. A= X oldugundan x, — X olacak sekilde A da bir (x,) dizisi vardir.

Boylece (x,), A dabir Cauchy dizisidir ve (f(x,)) de Y de bir Cauchy dizisidir. Y
tam oldugundan (f(xn)) dizisi yakmsaktir. g fonksiyonu, her xe X igin (x,) dizisi

A da x e yakinsayan bir dizi iken g (X) =lim f (Xn) seklinde tanimlanir.

2. Adim: (g dontsiimii iyi tanimhidir yani dizi se¢giminden bagimsizdir.)

A= X kiimesinde x e yakinsayan ve terimleri A da olan X, ve vy, dizilerini alalim.

Dolayistyla (X, ¥y, Xy, Y5, Xy, Yooore) dizZisi x e yakinsamak zorundadir. Bu yiizden

(%), F(¥) F (%) F(Va)uem (%), T (Vy),-) dizisi de Y de bir z elemanma
yakmsar. (f(x),f(x),..) ve (f(y,),f(y,)...) dizileri de onun alt dizileri
oldugundan bu diziler de z ye yakinsamalidir. Boylece z=g(x) dizi segimine bagli

degildir.
3. Adim: (g, f nin bir tamlamasidir.)

vneN i¢in ae A ve a, =a alalim. Boylece (an), A da a ya yakinsayan bir dizidir.
Bu durumda g(a): lim f (an) =f (a) dir. Buda g nin f nin bir tamlamasi oldugunu

gosterir.
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4. Adim: (g bir izometridir.)

a,be X olsun. a, »>a ve b, >b olacak sekilde A da (a,) ve (b,) dizileri vardur.

Boylece

p'(9(a),a(b))=p (lim f (a,).lim f (b))

n—oo

=limp'(f(a,), f(b,))

n—o

~limp(a,)
= p(lma, fimb

=p(ab)
esitligi elde edilir.
5. Adim: (g tektir.)

A nin yogun bir alt kiimesi iizerinde f nin genislemesi olan g ve h izometrilerini

alahm. Xe X igin g =h oldugunu gosterecegiz. Burada x e yakmnsayan A da bir (x,)
dizisi vardir. g ve h m siirekliliginden g(x)=limg(x,)=Ilimh(x,)=h(x) dir.

Buradan g =h elde edilir.



32

4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde kismi metrik uzaydaki daraltan doniisiim teoremi verilecek ve bu uzaydaki
daraltan doniisiimlerin sabit noktalarmin varligi ve tekligi ile alakali bazi teoremler

ifade edilecektir.

Teorem 4.1. (X, p) tam kismi metrik uzayinda f :X — X déniisiimii verilsin. Eger

her x,y € X igin

p(f(x). f(y))=<cp(xy)

olacak sekilde c e [O,l) sayisi varsa, f doniisiimiiniin bir tek X € X sabit noktasi vardir

(Matthews 1992).

Ispat: YneN igin x, = f (x,_,) ve sabit bir x, € X alalim. Buradan

P(% %)= P(f (%), f(%))<cp(x,%)

ve

P(X %) =P(f (%), F(%))<cP(%. %) <C?P (X, %)

dir. Boylece tiimevarimdan Vm e N igin

P (Xmers X ) = P(F (X )s F (Xg ) SCP(Xs Xy ) SCP(X0 %)

dir. Dolayisiyla Vm,ne N ve n>m ig¢in
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SCnilp(lexo +p Xn—l’xm)_ p(X”—l’X”‘l)

)+p(
SC”'lp(Xl,Xo)+ p(xn—l’xn—2)+"'+ p(mexm)—_z p(Xi’Xi)

elde edilir. Buradan

2D (%o % ) = P (X0 % ) = P (%0 X ) <2 D €' P (%, %)= P (X0 %) = P (X5 X))

elde edilir. Bu da bazi xe X ler igin (X, p) de X e yakinsayan bir (x,) dizisinin
Cauchy dizisi oldugunu gosterir. f nin siirekliliginden f (x,)— f(x) dir. Fakat,
f(X,)=X,, — X dir. Limitin tekliginden f(x)=x olur. f(x)=x ve f(y)=y

— M+l

olacak sekilde X ve 'y noktalarmin oldugunu kabul edelim. Buradan
p(xy)= p(f(x), f (y))gcp(x, y) olur. Eger p(x,y)>0 ise 1<c olur ve bu da bir
¢eliskidir. Bu yiizden p(x,y)=0 dir. Benzer sekilde p(x,x)=0 ve p(y,y)=0 elde
edilir. Buradan p(x,x)=0=p(x,y)=0=p(y,y) dir. (P1) den x=y olur. Ve

boylece f tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.2. (X,p) tam kismi metrik uzay ve T:X —X bir donisiim olsun.

ae[0,1) ve her x,ye X igin



34

p(Tx, Ty)<max{ap(x,y), p(x.x), p(y.Yy)}

sart1 saglansin. Bu durumda:

(1) X, = {X e X :p(x x)=inf { P(X,Y):xyeX }} kiimesi bostan farklidir;

(2) Tu=uU olacak sekilde bir tek u e X ; vardr;

(3) Her xe X igin (T”X)nZl dizisi p°® metrigine gore U ya yakinsar (Ili¢ et al. 2011).

Teorem 4.3. (X,p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun.

ae[0,1) ve her x,ye X igin

p(Tx,Ty) < max{ap(x, y), p(x X); p(Yy, y)}

sart1 saglansin. Bu durumda Tz =z olacak sekilde bir tek z € X | vardir. Ayrica z e X

ve her xe X igin {T"X}nZl dizisi p® metrigine gore z ye yakinsar (Ili¢ et al. 2011).

Teorem 4.4. (X, p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

X,y e X i¢in
p(Tx, Ty) <ap(x, y)+bp(x,Tx) +cp(y,Ty) +dp(x, Ty) +ep(y,Tx) (4.1)

ise T doniisiimiiniin tek sabit noktas1 vardir. Burada a,b,c,d,e>0 dir. Eger d >€ ise

a+b+c+d+e<lve d<eise a+b+c+d+2e<1 dir (Altun vd 2010).


http://scholar.google.com.tr/citations?user=vhWZ05cAAAAJ&hl=tr&oi=sra
http://scholar.google.com.tr/citations?user=vhWZ05cAAAAJ&hl=tr&oi=sra
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Ispat: Keyfi bir x, e X alahm. n=123,... igin x, =Tx,, olan X de bir {x,} dizisi

tanimlayalim. $imdi baz1 n; =0,1,2,... i¢in Xy =X alirsak X, 10, T nin sabit noktasi

N +1

oldugu agiktir. Simdi her n i¢in X, # X,,, oldugunu varsayalim. (4.1) den

p(xn+1l Xn) = p(TXn lTXn—l) S ap(xn ! Xn—l) + bp(xn ’Txn) + Cp(xn—l’TXn—l)
+dp(x,,Tx, ;) +ep(x,,,TX,)
=ap(x,, X, ;) +bp(X,, X,,.) +cp(X, 5, X,)
+dp(xn ! Xn) + ep(xn—l’ Xn+1)
<(a+c+e)p(x,, X, ;) +(b+e)p(x,, X,..)

+(d _e) p(xn'xn)

(4.2)

yazilir. Simdi d > e ise her n i¢in (4.2) den

a+c+e a+c+e
P(X,,1, X,) < Max

1-b-e ’1_b_d } p(Xn’Xn—l) (43)

dir. Eger d <e ise (4.2) de —ed (x,, X, ) terimini disarida tutarak

o(x X)<max{a+c+d+e a+c+e
s 1-b-e '1-b-d-e

}p(xn,xn_l) (4.4)

elde edilir. (4.3) ve (4.4) den p(x,,,,X,) <A"p(x,X,) yazilir. Burada

a+c+e a+c+e
max , , d<e
1= {1—b—e l—b—d}
a+c+d+e a+c+e
) , d>e
{ 1-b-e 1—b—d—e}

dir. Yani 1 €[0,1) oldugu agiktir.
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Diger yandan max{ p(X,, X,), P(Xy.1: Xp1)} < P(X,, X,,,) oldugu igin

maX{ p(Xn’ Xn)’ p(xn+l’ Xn+1)} < ﬂ’n p(X1! Xo) (45)

olur. Dolayisiyla

pS (Xn’ Xn+1) <2 p(Xn , Xn+1) - p(Xn’ Xn) - p(Xn+l’ Xn+1)
< 2 p(Xn’ Xn+1) + p(Xn’ Xn) + p(xn+1’ Xn+l)

<AA" (X0 %)

Bu da bize lim p*(x,,X,,;)=0 oldugunu gdsterir. Yani

n—o

pS (Xn+k'Xn)S pS (Xn+k’xn+k—1)+"'+ pS (Xn+l' Xn)
AP (X, X )+ HAATP (X, %)
A"(1-2%)

4 Pl

n

A
<4 (%, %)

1-2

dir. Bu bize {x,} in (X, ps) metrik uzaymnda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
(X, p) tam oldugu i¢in Lemma 3.2.2 den (X, ps) de tam olur ve bdylece {X,},

(X, ps) metrik uzayinda yakinsak bir dizidir. Dolayisiyla !m p°(X,,x)=0 olur. Yine

Lemma 3.2.2 den

p(x,x)=limp(x,,x)= lim p(x,,x,) (4.6)

n—o n,m—o0
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yazilabilir. Ayrica {Xn}, (X, ps) metrik uzayinda Cauchy dizisi oldugu igin
lim p*(x, x,)=0 dir ve (4.5) dan limp(x,,x,)=0 elde ederiz. Bdylece p° nin

n,m—oo

tanimindan lim p(x,,x;)=0 olur.

n,m—o

(4.6) dan p(x,x)=limp(x,,x)= lim p(x,,%,)=0 elde edilir. $imdi p(x,Tx)=0

oldugunu gosterecegiz. Bunun dogru olmadigini kabul edelim. (4.1) den

o
—~~
—
x
>
—
>
~—~
|
o
—~~
—
>
=1
—
x
>
~

X,, TX)

< P(X, Xpp ) +aP(X, X, ) +bp (X, TX) +Cp(X,, Xy, ) +dP (X, X,1)
+ep(x,,X)+ep(x,Tx)

+

@D
©
—~

esitsizligi yazilir. Her iki tarafin n— oo igin limiti almrsa p(x,Tx)<(b+e) p(x,Tx)
elde edilir. Bu da bir ¢eliskidir. Dolayisiyla p(x,Tx)=0 ve X=Tx dir. Sabit noktamn
tekligi (4.1) den elde edilir.

Teorem 4.5. (X, p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her
t>0 igin ¢(t) <t olacak sekilde siirekli, azalmayan bir ¢:[0,00) —[0,00) doniisiimii

verilsin. Her x,y € X igin

p(Tx,Ty) < ¢(max{p(x, y), p(x,Tx), p(y,Ty),%[ p(x,Ty)+ p(y,Tx)]}j (4.7)

esitsizligini saglayan T doniisiimiiniin tek sabit noktas1 vardir. (Altun vd 2010)
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Ispat: t>0 i¢in lim¢" (t) =0 oldugu agiktir. Keyfi bir X, € X alam. n=12,3,... i¢in

X, =Tx,, seklinde X de bir {x } dizisi tammlayalim. $imdi baz1 n,=0,12,... i¢in

X, =X, ., alirsak x 1 T nin sabit noktasi oldugu agiktir. $imdi her n igin X, # X,

no ~ g+l
oldugunu varsayalm. — p(X,, X, )+ P(X, 4 X1) < P(X0s %, )+ P(X Xe)  VE  (4.7)

n!n

esitsizliklerinden ve ¢ nin azalmayan 6zelliginden dolayi

p(xn+l’ Xn ) = p(TXn 'Txn+l)
S ¢(maX{ p(XnVXn—l)’ p(Xn’TXn)’ p(Xn—l’TXn—l)’
1

E[ P(Xy, TX 0 )+ P (X0, T, )]}j (4.8)

<o max{ (5, %0 pO% 1) P60 B0 3]}
— p(max{p(5,%.0). P %)

[EEN

elde edilir. Simdi bazt n ler igin max{p(X,, X, ), P(X,: X1 )} = P(X,.X,.,) alrsak
P(X.1:X,)>0 oldugu igin (4.8) den  pP(X,.. %) <B(P(X X)) < P(Xors X,)
geligkisini elde ederiz. Boylece her n igin max{p(X,, X, ), P(X,: X1 )} = P(X,. %, 4)

n?!n-1 n?! n-1

olur ve yine (4.8) den p(X,,.,X,)<@(P(X,.%,,)) elde edilir. Bu durumda

P (X0 %) 8" (P(%, %)) (4.9)

olur. Diger yandan max { p(X,,X, ), P(Xy.1: X1 )} < P(X,,X,.,) oldugu igin (4.9) dan

n!n

max { P (X, %, ) P(Xpuas Xa)f ¢ (P (%0 %)) (4.10)

elde ederiz. Dolayisiyla
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pS(Xn’Xm—l):zp(Xn’Xm—l)_ p(xn’xn)_ p(xn+l’xn+l)
<2P(Xy Xou1)+ P(X0 X))+ P (Xoas X )

<44"(p(x:%))

elde edilir. Buise lim p*(X,,X,,,;)=0 olmasini gerektirir. Ayrica

nN—o0

ps (Xn+kfxn) < ps (Xn+k’Xn+k—l)+“'+ ps (Xn+1’ Xn)

<A™ (P(X %))+ + 46" (P (%, %))

esitsizligi {x,} dizisinin (X : ps) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

(X, p) tam oldugu igin Lemma 3.2.2 den (X, ps) uzayr da tamdir. Boylece {X, |,
(X, ps) metrik uzayinda yakinsak bir dizi olur. Dolayistyla lim p*(x,,x)=0 dir. Yine

Lemma 3.2.2 den

p(x,x)=limp(x,,x)= lim p(x, ;) (4.11)

n—o n,m—»co

yazilir. Ayrica  {X.}, (X, ps) metrik uzayinda Cauchy dizisi oldugu igin

lim p*(x, x,)=0 olur ve (4.10) dan lim p(x,,X,)=0 elde ederiz. Bdylece p° nin

n,m—oo

tanimindan lim p(x,,x,)=0 olur.

n,m—oo

(4.11) den p(x,x):ym P(X,,x)=lim p(x,,x,)=0 elde edilir. Simdi p(x,Tx)=0

n,m—oo

oldugunu gosterecegiz. Bunun dogru olmadigini kabul edelim. (4.7) den
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p(X,TX)< p(X,Tx,)+ p(Tx,, TX) = p(Tx,,TX,)
< p(X X )+ P(TX,, TX)

<p(x n+1)+¢(max{p(x,xn), P(X,TX), P(Xyr Xoa ),

—[p 0 X )+ P(%, TX)]}J

< p(x, xn+1)+¢(max{p(x,xn), P(X,TX), P(Xys Xpu1)

+p(%Tx)= p(x, x)]}j

)
= p(XX,.) +d(max{p(x.x,), P(XTX), p(% %,.0),
)

_[p %)+ P (%, X)+ p(X, Tx)]}j

_[p n? n+1 Xn1X

elde edilir. n— o0 ve ¢ nin siirekliliginden p(X,TX)£¢( p(X,TX)) yazilir. Bu ise bir

geliskidir. Dolayisiyla p(x,Tx)=0 ve X=Tx olur.

Simdi T nin baska bir z sabit noktasini alalim. Yani x =z olsun. p(x,X)=0 oldugu

icin (4.7) den

p(x,z) = p(Tx,Tz)

s¢(max{p<x,z>,p(x,m,p(ﬂz ~[p(xT2 +p(ZTx>J}J

¢[max X, X), D(Z:Z),E[p(X’Z)WL p(Z,X)]}j
#(max{p(x2),p(z Z)})
=¢(p(x,2) )

esitsizligi elde edilir. Bu bir geliskidir. Yani x =2z dir.

Simdi kismi metrik uzayda iki doniisiimiin ortak sabit noktasini tanimlayip bununla

ilgili baz1 teoremlere yer verecegiz.
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Tamm 4.6. (X, p) tam kismi metrik uzay ve T,S:X — X iki déniisiim olsun. Eger

Sz=Tz=17 ise ze X noktasmna S ve T nin ortak sabit noktasi denir.

Teorem 4.7. (X, p) tam kismi metrik uzay ve T,S: X — X iki d6niisiim olsun.

M(xy)= maX{ p(Tx,X), p(SY, y), P(X, y).%[ p(Tx, y)+ p(Sy, X)]}

olmak iizere her X,y € X i¢in

p(TX,Sy) <M (X, ) (4.12)

olacak sekilde re[0,1) varsa Sz=Tz=2 olacak sekilde ze X vardir (Karapmar ve

Yiiksel 2011).

Ispat: x;eX olsun. k=0,12,.. igin {x,}" dizisini X,., =TXy Xpuq = SXy
seklinde tanimlayalim. X, =X,,,; olacak sekilde bir N pozitif tamsayisi varsa X, T
ve S nin sabit noktasidir. Gergekten X, =X, =SX,,  oldugundan

) .
Xy = SXopna1 =S Koy = Xopn = SXop = SXop,y = Xop,, dir. Buradan

M (Xop s Xoner ) = MAX{ P (TXop 1 Xong )s B (SXons Xon ) P(Xongs Xon )
%[D(TXZNH, Xon )+ p(SxZN,x2N+l)]}

= max { P (M1 Xons )s P (Xon s Xon ) P(Xon s Xon )
%[p(TXZNw Xon )+ p(X2N+1’X2N+1):|}

= p(TX2N+1’ X2N+l) = p(TX2N+1’ Xon ) = p(TX2N+2’ X2N+1)
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olur ve (4.12) den
p(X2N+2’ X2N+1) = p(TX2N+1’ SXZN ) < rM (X2N+1’ X2N ) (413)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda (4.13) den (1—r)p(X,y.0, Xon,:) <0 olur. r<1
oldugundan p(X,y,: Xona1) =0 V& TXyy, =Xon.p =Xy, dir. Buradan S nin sabit
noktast X,,; =X, olur. Boylece X,y,, =X,y, T V& S nin ortak sabit noktast olur. N
pozitif tamsayilar1 i¢in eger X, = X,,,, alinirsa benzer sonug elde edilir. Bu yiizden

her k i¢in x, # X, ,, oldugunu kabul edelim. Eger Kk tek ise

M (xk,xm):max{p(xm,xk), P (X200 Xt ) p(xk,xm),%[p(xm,xk+l)+ P (X20 X )]}
icin (4.12) den
P(Xaar Xrz ) = P(TXer Xyt ) STM (X, X1 (4.14)
olur. (P4) den
P (Xe1s X ) F P (X2 % ) < P (K20 Xiean )+ P (Xisas X )

yazilir. Bu durumda

1
M (Xk’Xk+1) = maX{p(Xk+1,Xk), p(xk+2’xk+l)’ p(xk'Xk+1)’§|:p(xk+2'xk+1)+ p(xk+1’xk )]}

= max{ p(ka Xk)v p(xk+2v Xk+l)}
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elde edilir. Eger M (X, X,1) = P(Xc,2: X,y ) 156 T <1 igin (4.14) den celiski elde edilir.

Dolayistyla M (X, X1 )= P(Xc.1, % ) Ve (4.14) den

P (X2 Xt ) S TP Xz X ) (4.15)

dir. Eger K cift ise benzer sekilde (4.15) esitsizligi elde edilir. Buradan negatif olmayan

ve artmayan {p(X,,X,,,)} reel say1 dizisini elde ederiz.
(4.15) e gore k=0,1,2,... i¢in

P(X: X)) ST P(%0, %) (4.16)

elde edilir. Simdi

pS (Xk+l’ Xk+2) =2 p(xk+l’ Xk+2)_ p(xk+l’ Xk+1)_ p(xk+2’ Xk+2)
<2 p(xk+1' Xk+2) (4.17)
<2rp(%, %)

alalim. Bdylece (4.16) dan lim P° (Xe1s %o ) =0 elde ederiz. Ayrica

pS (Xk+l’ Xk+s)S pS (Xk+s—l’ Xk+s)+"'+ pS (Xk+l’ Xk+2)

<2r p(x,, X,) + .+ 20" p(X,, X,)
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dir. {x, }dizisi (X,ps) de bir Cauchy dizisidir. Yani k,m—oo igin p*(x,x,)—0

dir. (X, p) tam oldugundan Lemma 3.2.2. den (X, ps) tamdir ve {x,} dizisi (X, ps)

de bir z e X e yakinsar. Tekrar Lemma 3.2.2. yi kullanirsak

P(z,2) =lim p(x.,z) = lim p(x,x;)

(4.18)

elde ederiz. {x,}dizisi (X,p*) de bir Cauchy dizisi oldugundan Jim p*(x,%,) =0

dir. kIim p(X., % ) =0 oldugunu kabul etmistik. Her n>m i¢in

k’m

( n+2? n)< p(Xn+2’ n+l)+ p(Xn+1’ n) p(Xn+1’ n+1)
< p(xn+2’ n+1)+ p(xn+1’ n)

elde edilir. Benzer sekilde

(n+3' n)<p(xn+3’ n+2)+p(xn+2’ n) p(xn+2’ n+2)
= p(xn+3’ n+2)+ p(xn+2’ n)

esitsizligi yazilir.(4.19) ve (4.20) den

P(Xnis %0) < P(Xoi30 % 0) + P20 Xo0) + P(Xo05 %)
dir. Tiimevarimdan

Pk %) < POy Xy 1) + v P20 X0) + P(X1 %)

olur. (4.16) ve (4.21) kullanilarak

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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n+l

P(Xs %) S TTEP(X, Xo) +oa TP (Xg, X0) + 17 P(X,, X,)
<r" (1+ r+ rm‘”‘l) P(X, %,)

yazilir. r <1 oldugunu diigiiniirsek I(Iim pP(X, X,) =0 limiti elde edilir. (4.18) den
p(z,2) = II(im p(X,,2) = kIim p(X,x,)=0 (4.22)

olur. Tz#z oldugunu kabul edelim. Bu durumda p(Tz,z)>0 olur. {x,} mnn

dolayisiyla da {x,} nin alt dizisi olan {XZk(i)} dizisini alalim.

M (sz(i)’ Z) = max{ p(xzk(i)’xzk(i)+l)’ p(Tz2), p(xzk(i)’ Z)v

%[ p(Tz, x2k(i))+ p(Z’ sz(imﬂ}

(4.23)

i¢in (4.12) ifadesinden p(SxZK(i),Tz)g ™M (ka(i),z) olur. kK > oo ve (4.22) den

M (XZk(i)’ Z): maX{O, p(Tz, Z),O,% p(TZ, Z)} = p(Tz,z)
elde edilir. Boylece

p(z,7z)<rp(Tz,2)

dir. r<1 oldugundan p(Tz,z)=0 ve buradan da Tz=z dir. Benzer sekilde {X,.,}

dizisinin {XZk(i)+l} altdizisini segersek Sz =7 olur. Béylece Sz =Tz =z dir.
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Ornek 4.8. X =[0,1] ve p(x,y)=max{x,y} alam. (X, p) bir tam kismi metrik

uzaydir fakat p metrik degildir. SX:TX:§ ve r :% olacak sekilde S,T: X —» X

dontigiimlerini alalim. x>y ig¢in M(X,y)= max{x, Y, X,%[X+ p(y, SX)]} =x dir.

Buradan

p(Tx, Sy) =max{§%}= S%M(X’ y)

olur. Boylece Teorem 4.7. nin tiim sartlar1 saglanir ve 0, T ve S nin ortak sabit

noktas1 olur (Karapinar ve Yiiksel 2011).

Onerme 4.9. (X, p) tam kismi metrik uzay ve S,T: X — X iki doniisiim olsun.

m n 1 m n
M (x, y)=max{p(r XX, P(S"Y,¥). PO Y). 5| PT™X,Y) + P(S y,x)]}
olmak iizere her X,y € X ve m,n pozitif tamsayilar1 i¢in

pP(T"x,S"y) <rM(x,y)

olacak sekilde r e [O,l) varsa T"z=S"z =1z olacak sekilde ze X vardir (Karapinar ve

Yiiksel 2011).

Teorem 4.10. (X, p) tam kismi metrik uzay ve S,T : X — X iki doniistim olsun.

M (x,y)= maX{p(me,X), p(S"Y. y), p(X, y),%[p(T”‘x, y)+p(s"y, X)]}
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olmak iizere her X,y € X ve m,n pozitif tamsayilar1 i¢in

P(T"x,S"y)<rM(x,y) (4.24)

olacak sekilde r €[0,1) varsa T ve S nin ze X ortak sabit noktas: vardir (Karapinar

ve Yiksel 2011).
Ispat: Onerme (4.9) dan z nin
T"z=S"z=1z (4.25)

seklinde S ve T nin ortak sabit noktasi oldugunu iddia ediyoruz.

M (Tz,z) = max< p(T"Tz,Tz), p(S"z,2), p(Tz, z),%[p(TmTz, Z) + p(S”z,Tz)]}

max+ p(Tz,Tz), p(Tz, z),%[ p(Tz,z) + p(z,Tz)]}

max{p(l’Tmz,Tz), p(z,2), p(Tz, z),%[p(TTmz, Z)+ p(z,Tz)]}
=max{p(Tz,Tz), p(Tz, z)}
icin (4.24) ve (4.25) den

p(Tz,z) = p(TT"z,S"z) = p(T"Tz,S"z) <rM (Tz, z) (4.26)

elde edilir. (P3) den p(Tz,Tz)< p(Tz,z) dirve

M (Tz,z) = max{ p(Tz,Tz), p(Tz,2)} = p(Tz, 2)
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olur. r<1 igin ve (4.26) ifadesinden p(Tz,z)<rp(Tz,z) olur. Buradan p(Tz,z)=0

ve dolayisiyla Tz = z dir. Benzer sekilde Sz =2 elde edilir. Dolayisiyla Tz=Sz =z dir.
z nin tek ortak sabit nokta oldugunu iddia etmistik. Tersine yani w nin S ve T nin

baska bir ortak sabit noktasi oldugunu kabul edelim. O halde

M(z,w) = max{p(l’m 2,2), p(S"w,w), p(z,w),%[p(l’mz,w)+ p(S"w, z)]}

_ max{p(z, 2) D w), (2., 2[ (2 ) + p( z)]}= p(2,w)

igin p(z,w)=p(T"z,S"w)<rM(z,w) dolayisiyla p(z,w)<rp(z,w) olur. 0<r<1
igin p(z,w)=0 ve buradan da z=w elde edilir. Boylece z, S ve T nin ortak sabit

noktasi olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde arastirma bulgulart kismindaki teoremlerle ilgili bazi sonuglara yer

verilecektir.

Sonu¢ 5.1. (X, p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

X,yeX ve ye [O%j sabiti i¢in

p(Tx,Ty) < y[ p(X,TX)+ p(y,Ty)]

olsun. Bu durumda T doniisimiinin bir tek X e X sabit noktasi vardir ve

p(X",x) =0 dir (Samet et al. 2013).

Sonu¢ 5.2. (X,p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

X,yeX ve a,B,y €[0,o) i¢in a+f+y<1ve

p(TxTy)<ap(xy)+Bp(X.TX)+rp(y.Ty)

olsun. Bu durumda T doniisiminin bir tek X € X sabit noktasi vardir ve

p(x",x) =0 dir (Samet et al. 2013).

Sonug¢ 5.3. (X,p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir déniisiim olsun. Her

X,ye X ve ke (O%) sabiti i¢in

p(Tx, Ty) < k[p(x,Ty)+ p(y,Tx)]
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olsun. Bu durumda T déniisiimiiniin tek X e X sabit noktas1 vardir ve p(x’,x")=0

dir (Samet et al. 2013).

Sonu¢ 5.4. (X,p) tam kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Her

x,yeX, B,y>0ve f+y<1 i¢in

p(Tx,Ty)< Bp(x,Tx)+rp(y,Ty)
sart1 saglaniyorsa T doniisiimil tek sabit noktaya sahiptir (Altun vd 2010).

Teorem4.5.de A€ [0,1) igin ¢(t) = At alirsak Sonug 5.5.i elde ederiz.

Sonug 5.5. (X, p) tam kismi metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. 1 €[0,1)

iken her X,y € X igin

p(Tx,Ty)< /Imax{p(x,y), p(x,Tx), p(y,Ty),%[p(x,Ty)+ p(y,Tx)]}

sart1 saglaniyorsa T doniigiimil tek sabit noktaya sahiptir (Altun vd 2010).

(X, p) tam kismi metrik uzay ve bu uzayda tammh iki S,T:X — X doniisiimlerini

aldigimiz zaman yukaridaki gibi benzer sonuglar elde edebiliriz.
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