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p-ADIK GAMMA FONKSIYONUNUN ¢-GENISLEMESI

Adviye KORUKCU

oz
Bu c¢alismada p-adik gamma fonksiyonunun g-geniglemesi I', ~ele almmis ve
ozellikleri incelenmistir. p=2 6zel durumunda I', = fonksiyonu i¢in yeni bir

Ozdeslik verilmistir. Ayrica, genel durumda I') ~fonksiyonu i¢in yeni gosterimler
elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: p-adik sayilar, p-adik gamma fonksiyonu, p-adik gamma
fonksiyonunun g-genislemesi
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ABSTRACT

In the present study, g-extension of the p-adic gamma function is studied and its

properties are investigated. We give a new identity for the I", ~in the special case

of p =2. Furthermore, new representations of the g-extension of the p-adic gamma

function are derived in general case.

Key Words: p-adic numbers, p-adic gamma function, g-extension of p-adic

gamma function
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TESEKKUR

Bu calisma,Mersin Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Ana Bilim Dalina
Yiiksek Lisans Tezi olarak hazirlanmis olup tez konusu, ‘p-Adik Gamma Fonksiyonunun g-
Geniglemesi’ dir.

Yiiksek Lisans 6grenimim boyunca ve ¢alismanin hazirlanis siirecinde yardimlarmni
esirgemeyen, deneyimlerini paylasan danigman hocam Dog¢. Dr. Hamza Menken’e, basta
boliim bagkanimiz Prof. Dr. Fahreddin Abdullayev olmak ilizere Matematik BSliimii’niin tim
Ogretim elemanlarina ve ayrica beni destekleyen basta annem ve babam olmak iizere tiim

aileme tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N Dogal sayilar

V) Tamsayilar

Q Rasyonel Sayilar

| |P p- Adik norm

Q, p- Adik Sayilar

Z, p- Adik Tamsayilar Halkas1

C, Q, nin Cebirsel Kapanisinin Tamlastirilmasi
r Klasik Gamma Fonksiyonu

r, p-adik Gamma Fonksiyonu

L, Klasik Gamma Fonksiyonunun g-genislemesi
r,, p-adik Gamma Fonksiyonunun g-genislemesi
4 Klasik Euler Sabiti

Y, p-adik Euler Sabiti

Y, Klasik Euler Sabitinin g-genislemesi

Y pa p-adik Euler Sabitinin g-genislemesi
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1.GiRiS

Bilimsel ¢alismalarda ve giinlik yasamda genellikle rasyonel sayilar

kullanilir. @ Rasyonel sayilar cismi ise trivial olmayan higbir norma gore tam
degildir. @ Rasyonel sayilar cisminin genel mutlak deger metrigine gore
tamlastirilmast ile R Reel sayilar cismi elde edilir. Ostrowski Teoremi ile QQ daki

her norm ya genel mutlak deger metrigine ya da p bir asal say1 olmak iizere |-|p p-

adik normuna denktir [Gouvéa, 1997]. Simdi p-adik normu kisaca tanitalim. p keyfi

fakat sabit bir asal say1 olsun. Herhangi bir x € Q, x # 0 i¢in
a
x=p*-—, a-b
Pt pl
olacak sekilde tek tiirlii belirli bir ¢ € Q tamsayisi vardir ve bu durumda
¥, =P
ile tanimlanir. Eger x=0ise |0|p =0 olarak ahnir. |-|p fonksiyonu bir norm

tanimlar ve tiggen esitsizliginde daha giiclii olan ve ultra metrik {icgen esitsizligi

bilinen

i)

esitsizligini saglar. Ultrametrik {iggen esitsizligini saglayan normlara Arsimedyan

|x+ y|p < max {|xp ,
olmayan norm ve bu normlu cisimlerde yapilan analize de Non-Arsimedyan Analiz

denir. Q Rasyonel sayilar cismin |-|p p-adik normuna gore tamlastirilmasi ile elde

edilen cisme Q, p-adik sayilar cismi denir. Ostrowski teoremi ile Q Rasyonel

sayilar cismin miimkiin olan tamlastirmalar1 Arsimedyan olan R Reel sayilar cismi

ve p bir asal olmak tizere Arsimedyan olmayan Q , p-adik say1 cisimleridir. Q, p-

adik sayilar cismi 1904 te Kurt Hensel tarafindan insa edilmis ve uzun siire bu sayilar
sadece sayilar teorisinin 6zel bir alaninda kullanilmistir. Fizikte niye sadece reel
sayilarin kullanildig1 sorgulanmis ve 1968 te iki teorik matematik¢i A.F. Monna ve
F. Van der Blij tarafindan p-adik sayilar fizikte kullanilmistir. 1984 te V.S.
Vladimirov ve I. V. Volovich tarafindan p-adik sayilarin siiper cisim teorisine

basaril1 bir sekilde uygulanmasi ile birlikte p-adik sayilar uygulamali alanlarda da
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kullanilmaya baglanmistir [Vladimirov, Volovich, Zelenov, 1998]. Bununla beraber
fizikte p-adik evren modeli, p- adik kuantum teorisi, p-adik sicim kurami gibi alanlar
olugsmustur. Matematikte p-adik sayilarin kullanilmasi ile yapilan ¢aligmalar p-adik
analiz denilen bir alanda toplanmistir. Reel sayilarla verilen kavramlar p-adik

sayilarm kullanilmasi ile yeniden tanimlanmasina ve yorumlanmasina baglanmaistir.

Bu ¢aligmada klasik durumda ¢ok 6nemli kullanima sahip olan Gamma
fonksiyonunun g¢-genislemesinin p-adik sayilar cismindeki karsiligi olan p-adik
Gamma fonksiyonun g-genislemesi incelemektedir. Klasik Gamma fonksiyonu

n— (n—1)! faktoriyel fonksiyonun bir genisletilmesidir. Faktoriyel fonksiyonun p-

adik versiyonun bir genisletilmisi olarak I' ) :Z  — Q, p-adik Gamma fonksiyonu

T, (x):=lim(=1)" T] J

nox I<j<n
ile tanimlanir [Morita, 1975]. Bu fonksiyonun 6zellikleri ve diger 6zel fonksiyonlarla

iligkileri bir¢ok yazar tarafindan arastirilmustir [Koblitz, Barsky, Kim, vs.]. I, p-

adik Gamma fonksiyonun g-genislemesi,

q —1|p <1,q #1 olmak iizere

r,(n)=(-1y T =L

j<n 1- q
fonksiyonunun Zp* ya siirekli bir fonksiyona genisletilmesidir ve
limIC =T
g1 P p
Bu ¢ahiymada I', ~fonksiyonun dzellikleri incelenmis ve bazi gosterimleri

elde edilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Klasik Gamma Fonksiyonu ilk olarak Leonard Euler (1707-1783) tarafindan
I'x)= ]I(—log 1)y'dt (x>0)
0
formiilii ile tanimlanmistir. Uygun degisken doniigiimii ile bu fonksiyon
I'(x)= Tt""]e"’dt (x>0)
0

olarak daha yaygin bigimde verilmistir [Artin,1964]. Bu fonksiyon reel kismi1 pozitif
olan kompleks sayilara analitik bir fonksiyon olarak genisletilmistir. Klasik Gamma
fonksiyonu 6zel transandant fonksiyonlar kategorisine ait ve matematikte birgok
sabit bununla ifade edilir. Bu fonksiyonun sagladigi temel bagmnti
I'(x+1)=xI"(x)
dir. x=n e Nalnirsa
I'(n+1)=n!

elde edilir. Bu bagintidan dolayr Gamma fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel
fonksiyon olarak da bilinir. Baska bir deyisle, Gamma fonksiyonu N — Nye
n+1—n! fonksiyonun bir genisletilmisidir. Klasik Gamma fonksiyonun p-adik
analogunu tanimlamak i¢in faktoriyel fonksiyonun p-adik versiyonu tanimlanmustir.

Bu fonksiyon p bir asal say1 olmak {izere

(), =(-1) T1 J

(j.p)=1

ile verilir. n—(n!), fonksiyonu stireklidir ve N,Z de yogun oldugundan bu
fonksiyonun Z , ye bir tek siirekli genisletilmisi vardir ve buna p-adik Gamma
fonksiyonu denir [Morita,1975]. Daha agik olarak I" :Z 6 — Q, ( p-adik Gamma)

fonksiyonu

r,(x)=tim(-1)" []J
G

ile tanimlanir. Bu fonksiyon ilk olarak Morita (1975) tarafindan tanimlanmis ve

daha sonra J. Diamond (1977) , D. Barsky (1979) , B. Gross ve N. Koblitz (1975) ,

3
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H. Cohen ve E. Friedman (2008) ve I. Shapiro (2012) gibi bircok matematik¢i

tarafindan incelenmistir.

Klasik duruma benzer sekilde N. Koblitz(1980) p-adik Gamma fonksiyonun

g-genislemesini |q —1|p <1,q #1 olmak iizere N — N ye

r,(n =1y T =L

j<n l_q
fonksiyonunun Zp* ya siirekli bir fonksiyona genisletilmesi olarak tanimlamustir.

Burada, lqlgll r,, =T saglan.

FM:Z;—M@}, p-adik Gamma fonksiyonun g¢-genislemesi Ttizerine N.

Koblitz (1980, 1982) , H. Nakazato (1988) , T. K. Kim et al. (1997) , and Y.S. Kim
(1998) gibi bir¢ok yazar ¢ahgmustir. Bu tezde I', | p- adik Gamma fonksiyonun yeni

ozellikleri ve gosterimleri elde edilmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. p-ADIK SAYILAR

Tanmim 3.1.1: K bir cisim olmak iizere, | | : K— [0, ) fonksiyonu

asagidaki kosullar1 saglarsa buna K da bir norm denir:

1) Her xe K igin, x|20, x|=0<:>x=0
2) Her x,ye K i¢in, xy| = |x||y|
3) Her x,yeK i¢in, |x+ y| < |x| + |y| (liggen esitsizligi)

3) kosulu yerine daha giiclii bir kosul olan

4) Her x,ye K i¢in,

2

x+y| < max {|x

o}

kosulu saglanirsa buna K da bir non-arsimedyan norm denir. (4) kosulunu
saglamayan | | normuna arsimedyan denir.

(4) kosuluna “ultrametrik ii¢gen esitsizligi”” denir ve iiggen esitsizliginden daha

giicliidiir. Ciinkii V x, ye K i¢in

max {[x], [} <[+ [
saglanir.
.. x,x=0 . .
Ornek 3.1.1: [x|= { ile taniml1 fonksiyon ( genel mutlak deger)
—x,x<0

bir arsimedyan normdur.

Bu norm genellikle | |Oo ile gosterilir.

Tamim 3.1.2: p sabit fakat keyfi bir asal say1 olmak lizere @Q rasyonel

sayilar cismi tizerinde | |p p-adik normu asagidaki sekilde tanimlanir:
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x €@, x #0 olsun. Bu durumda
a
x=p% —, a-b
Pt P i
olacak sekilde tek tiirlii belirli bir & € Z tamsayisi vardir ve bu durumda

x|:"“
x| =p

ile tanimlanir [Gouvéa, 1997].

Eger x=0ise |0|p =0 olarak alnir.

Ornek 3.1.2: p=5 i¢in [35,=5", p=3 i¢in |45, =37 dir.

Her p asal sayisi1 i¢in | |p non-argsimedyandir.

Teorem 3.1.1: (Ostrowski) Q {izerinde taniml1 her non-trivial norm,

p = veya p bir asal say1 olmak iizere bir | |p normuna denktir.

Ostrowski teoremi ile @@ da miimkiin olan biitiin denk normlar belirlidir.
Simdi tamlastirma i¢in gerekli olan topoloji kavramlar1 hatirlatalim:

Tanim 3.1.3: K bir cisim ve | | K da bir norm olsun.
1) (x,) K dabir dizi olsun. Her ¢ >0 igin dyle bir NeN vardrr ki

her n,m >N iken |xn - xm| <¢ ise (x,) ye bir Cauchy dizisi denir.

2) K nin her Cauchy dizisi (K da) bir limite sahipse K ya tamdir denir.

3) S < K olsun. Her xeK ve her ¢ > 0 i¢in B(x,e) " S#0 ise
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S ye K da yogundur denir. Burada

B(x,e):{yeKHx—y|<e} dir.

Teorem 3.1.2: (Q cismi herhangi bir trivial olmayan norma gore tam

degildir.

Analizden biliyoruz ki

|, R ye genisletilebilir.

‘R,

|, normuyla iiretilen metrige gore tamdir.

*Q, R de yogundur.

Yani, R Q nun | | normuna gore tamlagtirilmasidir.

Q nun | |p p-adik normuna gore tamlastirilmasi asagidaki sekilde yapilabilir:

Teorem 3.1.3: Qnun bir (x,) dizisi non-arsimedyan | |p normuna gore

bir Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul, lim

X, —x,| =0 olmasidir.
P

n

Tanim 3.1.4: | |:|

) Q da bir p-adik norm olsun. Q@ nun | |p ye gore

biitiin Cauchy dizilerinin kiimesini C veya C(Q) ile gosterelim:

C=C@={(x,):(x,).

|p ye gore bir Cauchy dizisidir}

C kiimesi
(x,)+()=(x,+»,)

(x)-(0) =(x,2,)
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ile taniml1 islemlere gore bir birimli halkadir.

Tanim 3.1.5: N < C ideali,

|p ye gore 0 a yakinsayan dizilerin kiimesi
olarak
N:{(xn)e C:x, —>0} :{(xn):lim|xn|p :0}

ile tanimlanan kiime C nin bir maksimal idealidir. Buna gore N maksimal ideal

oldugundan C/ N bir cisim olusturur.

Tamm 3.1.6: Q, p-adik sayilar cismi, C halkasmin N maksimal idealine

bolim cismi olarak tanimlanir:

Q,=C/N

Q,ye p-adik sayilar cismi denir [Gouvéa, 1997].

Her x € Q sayis1 (x) sabit dizisinin denklik sinifinin temsilcisi olarak alirsa

QcQ, oldugu gorilir ve | |p Q, ye genisletilebilir.

Tamm 3.1.7: 1eQ, ve (xn) A 1ile gosterilen bir Cauchy dizisi ise

4], =lim|x,|

P n—wo

ile tanimlidir.

(Q,, bir bolim cismi oldugundan Q , nin elemanlar1 Cauchy dizilerinin denklik

smiflardir. )
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Teorem 3.1.4: Q ,Q nin yogun bir altkiimesidir.

Sonug 3.1.1: Her p € Z asal sayisi igin , |p non-arsimedyan norma sahip
bir Q, cismi vardir dyle ki;
1) | |p nin Q ya kisitlanigi | |p p-adik normunu verir,

2) Q,Q, de yogundur,

3Q,,

|p ye gore tamdir.

(1), (2) ve (3) kosullarint saglayan Q, cismi normu koruyan izomorfizm

harig tek tiirli belirlidir.

Tanim 3.1.8: 0-merkezli kapali birim topuna
Z, :{xe(@p :|x|p Sl}

p -adik tamsayilar halkas: denir. Bu kiime hem kapali hem agiktir. [Gouvéa, 1997]

Teorem 3.1.5: (Gosterim)

e VxeZ,igin
x=a,+tapta,p’+..

olacak sekildeki tek tiirlii
a,€{0,1,..,p—1}

sayilar1 vardir.

e VxeQ, i¢in
x=a,p"+..+a,p +a,+ap+..

olacak sekilde tek tiirlii belirli
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a,€{0,1,...,p—1}

sayilar1 vardir. Burada, a_, # 0 ise |x|p = p" dir.

10
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3.2. KLASIK GAMMA FONKSIYONU

Tamm 3.2.1: (Euler 1730) x > 0 icin
x—1

I'(x)= j(—log(t)) d, ...(3.2.1)

Uygun degisken dontistimii ile Tanim 3.2.1. daha kullanislh bir hale gelir:

Teorem 3.2.1: x>0 i¢in

0

I'(x)= It"“e"dt (3.2.1 de u=—1logt almarak )

0

ya da

0

I'(x) =2jt2x_]e_'zdt (3.2.1de u® =—logt alinarak )

0

Tanim 3.2.2:

olarak tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Bu formiil Euler’in ikinci

integrali olarak da bilinir [Artin, 1964].

11
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Teorem 3.2.2: (Bohr - Mollerup, 1922) log(f(x)) konveks ve

f(1)=1
f(x+1)=xf(x)

kosullarini saglayan tek bir f :(0,00) — (0,00) fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon

Gamma fonksiyonudur.

Hatirlatahm ki eger f :[a,b] > R siirekli, Vx,y el ve 0<a <1 igin

f(ax+(1—a)y)Saf(x)+(1—a)f(y)

ise f ye konveks denir.

Tanim 3.2.3: (Euler.1729 ve Gauss,1811)

X X

r,(x)= (x)(x+1.)...(x+n) B x+(1+x/1)..(1+x/n)

olarak tanimlanmistir. O zaman

F(x) =limI, (x)

n—o

dir.

F(x) in temel ozellikleri:

‘I'(n)=(n-1)l.(n=12,.)

*Herhangi x>0 i¢in I'(x+1)=x.I"(x) dir.

*Her bir x >0 ve her pozitif n tamsayisi i¢in

12
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[C(x+n)=(x+n-1)(x+n-2)..(x+1)xT(x)
Tanim 3.2.2. sadece pozitif x ler i¢in tanimlidir. Bu tanima negatif gercel

sayilar1 katilabilir:

X, —n < x <—n+1 araliginda tanimli ise

1

)= Gy )
dir.
Ozel olarak, herhangi x >0 i¢in(0,1] arahgndaki I'(x) i¢in sunu bilmek

yeterlidir:

+Jioe"’aft =1

0
oldugundan

r(1)=1

dir ve bundan dolay1 da

dir.

T (x)[(1-x)=—

- genellikle Euler’in fonksiyonel denklemi olarak
sin x

adlandirilir.

* (Gamma fonksiyonunun Weierstrass formu)

rQ

Burada ¢ =lim1+ 1 + 1 4.+ 1 logn = ————= dir. Genellikle c Euler sabiti olarak

noo )3 n F(l)

adlandirilir. Biliyoruz ki

FG] =z dir.

13
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3.3. p-ADIK GAMMA FONKSIYONU

Tanmim 3.3.1: p-adik gamma fonksiyonu,

no (=) [T7=(1)117(n=2)

I<j<n I<j<n
(J.p)=1

fonksiyonun Z , ye siirekli genislemesi olarak tanimlanir. Burada H pile

boliinenlerin atilmasi anlamina gelmektedir.

p =2 6zel durumu igin

Co(n)=(=1)" 11 /=1 1

1<j<n 1<j<n
(j:2)=1

olarak tanimlanir.

Z, ye surekli bir fonksiyona genisletilebilir.

Ozetle, T',: Z , - Q, fonksiyonu

T, (x):=lim(-1)" T] J

n—x .
I<j<n

ile tanimlanir[ Schikhof, 1984].

Teorem 3.3.1: p#2 olsun O zaman I', asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) VxeZ, i¢in

L,(x+1)=h,(x)T,(x)

dir ve burada

14
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_x’

hP (x) = _1’

2) Vx,yeZ, igin

X

=1ise
14

x|p <lise

r, (0)=T, ()], <=4,

3)T,(0)=1T (1)=-LT,(2)=1

ve WxeZ, igin [T, (x) =1 di.

Teorem 3.3.2: neN i¢in[, (-n)= (—1)””{%} (T, (n+1))" di.

Teorem 3.3.3: p#2 ise 0 zaman

L, (o)1, (1-x)=(-"

saglanir. p=2 1ise her x €Z, igin

) (erp)

T, ()T, (1-x)=(-1)""" (xez,)

dir. Burada ,1:Z , — {1,2,..., p} mod pZ , ye gore kalandir ve o, ,

lof (Zaﬂj]:al
j=0

formiiliiyle tanimlanmustir.

Not 3.3.1: I' (x)I, (1-x) igin formiil

klasik formiiliiniin p-adik analogunu olusturur.

15
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1 2
(%) daz :% alirsak F(E] =7 elde edilir.

p#2igin T, GT :(—1)1@

l(%jzl(%(p+l)j:%(p+l)

- (1]2 1, p=3(mod4)
"\2) -1, p=1(mod4)

Boylece, klasik durumda 7 =3,14....... tarafindan oynanan rol p-adik durumda 1,-1

sayilarmin birisi tarafindan devralinir.

Teorem 3.3.4: ( p-adik ¢arpim formiilii )
x—l(x)‘p <1 olsun. /;(x)=p™'(x-1(x)) (x € Zp)

olsun. O zaman m>1 i¢in m, p tarafindan béliinmesin. O halde

VxeZ,igin I(x)€{l,2,.., p},

Teorem 3.3.5: ( I', hakkinda temel formiiller) [ Schikhof, 1984]

neN ves, ptabaninda n=>) a,p’ (a, #0) saylarmm toplami olsun.
=0

O zaman

DT (n+1)=(-1)" —2

16
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Tanmim 3.3.2: [Schikhof, 1984]

' :=—%=r;<l>=—r;<o>

olarak tanimlanan y, ye p-adik Euler sabiti denir.

17
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3.4. p-ADIK GAMMA FONKSIYONUNUN ¢-GENISLEMESI

Tamm 3.4.1: 0 < g <1 parametresine bagl klasik gamma fonksiyonunun

g-genislemesi ' (x),

ile F.H.Jackson (1910), R.Askey (1978), G. E. Andrews ve digerleri tarafindan

tanimlanmistir ve

limI (x)=T(x)

q—1

dir.

Tanim 3.4.2: [Koblitz, 1980]
teC, (p-adik sayilarm cismiQ , nin cebirsel kapaniginin p- adik

t|p <1,¢ #0 olsun. g =1+t ve herhangi n i¢in p-adik

tamlanmasi) , p asal say1,

gamma fonksiyonunun g-genislemesi

ile tanimlanir.
r,, (n) p-adik tamsayilar halkasi Z , den p-adik birim Z " a siirekli bir fonksiyona

genisletilebilir ve

IimIC =T
g—1 p.q V4

dir.(Burada H p ile boliinenlerin ihmal edilmesi anlamina gelmektedir)

18
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Teorem 3.4.1: p herhangi asal olsun. O zaman I',  asagidaki 6zelliklere

sahiptir:

(1) VxeZ,igin

~[x]. ]|, =1ise
Fp,q(x+1) =€,, (x)rp,q (x)’ Cra (x): -1, x|p <lise
1-q° .
Burada, [x]= dir.
1-¢

2

1.
(i) Egerya p#2 yada p=2 ve |x—y|p ;tz ise 0 zaman
Vx,y€Z, igin

‘Fp,q (x)_rp,q (y)‘p < |x_y|p

1. ..
(i) p=2 ve |x—y|p = ise 0 zaman Vx,y €Z , i¢in

‘Fp,q (x)_rp,q (y)‘p < 2|x_y|p

@7, ()=-1vel, (2)=-1

(@) VxeZ,igin [T, (x)| =1 dir{Kim, 1998]

19
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Teorem 3.4.2: Herhangi p asaliigin, ', (-n)(neN)

r,,(-n)=(-1)"" 1] [T ¢ (T,,(n+1))" dir [Kim, 1998].
Jj<n+l
(p,))=1

Teorem 3.4.3: p#2 ise 0 zaman Vx e Z, i¢in

r., (x)FM (1-x)= ) lim H q’

VIA)X

(pJ) 1

dir. Burada /,/:Z, —{1,2,..,p} mod pZ, ye gbre kalandir. [Kim, 1998]

Teorem 3.4.4:
(1-¢) .
) Fp,q(x+1): - (l—q) ,XEL,
FP‘! (x)
’ -1, xe pZ

O MEIRNES

Burada x € Z , ve p herhangi pozitif asal ,- ,n — n= [(n ~1)/ p] +1 doniisiimiiniin

Z , ig¢in tek siirekli geniglemesidir

G, (x)r (1-x)= —(—q)’_“" [Koblitz, 1980].

20
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Teorem 3.4.5: ne N olsun. O zaman

[n:q]!

i in

dir. Ozellikle
[P —Liq ]!
[p:a]” [P ~Lg"],

Fp,q (pn) = (_1)17

dir[Kim, 1998]

Teorem 3.4.6: ¥, p-adik Euler sabitinin bir g-genislemesi y

P4q

=lim p " {1-(~1)" [{9"—1;(]}!
Vg =100 P ( )[p;q]Pn__]':pn—l_l;qpi'!

dir[Kim, 1998].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar verilmistir.

Bir 6nceki bolimde teorem 3.4.3 ile teoremden p # 2 ise o zaman VxeZ,

igin

r,,(x)r,, (1-x)=(-1)"1im [ ¢’ neN
Jj<n

n—x

(p.))=1

oldugunu biliyoruz.( Burada /,/:Z , —{1,2,..,p} mod pZ, ye gore kalandir )

Simdi ise p =2 durumu i¢in hangi esitligin saglandigmi inceleyelim.

Teorem 4.1: p=2 ve her xeZ, i¢gin

Fz,q (x)rz,q (1 _x) = (_I)HUI(X) llm H qj

n—Xx j<n
(2,/)=1

dir. Burada o,

formiiliiyle tanimlidur.

Ispat:

p=2 ve neNolsun. Teorem 3.3.2 den

r )=y T o/ (r,, (ne )

j<n+l
(p.)=1

oldugunu biliyoruz. O halde
L, (n+ )Ty, (o) = (1) T o
j<n+l
(2,/)=1

olur. Burada [.] biiyiik tamsay1 fonksiyonudur.
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Burada n yerine n-1 alirsak
n_[";'} ‘
oy ()T, (1=m)=(=1)" L2V [ ] &’
(27
elde edilir. 2 tabanina gore
n=a,+2a,+2%a, +..
olsun.
a, #0 ise mod2 ye gore a, =1 olmalidir.

[nT_l} :[(ao —1+2a,+2°a, +...)/2]

=a,+2a,+..
=q, (mod2)

a, =0 ise
n-—1 2
[T} :[(—1+2a1 +2%a, +...)/2]
=[1+(a,-1)2+a,2"+.../2]
=aq,—1 (mod2)
(ay 15y s
0y
_ (_1)1+al
_ (_1)1+al
O halde
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elde edilir ve her x € Z, ye gore p =2 icin esitlik

olarak bulunur.

Bu kisimda, bir 6nceki boliimde Teorem 3.3.5. ile verilen

= (1) (—p) T Hr (Lﬂ”]

esitliginin q-genislemesi incelenmis ve asagidaki teorem saglanmistir.

S S
Teorem 4.2: neN, n= Zajp’ (a, #0) ve 5, = Zaj olsun. O zaman
j=0 j=0

b)
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Ispat:

Teorem 3.3.5. in birinci kismindan [n,¢]! yi ¢ekersek

(3] = (-1 [ pra] Hﬂq}r (n+1)

esitligini elde ederiz.

Burada n yerine sirasiyla {io}, i]}, - {4} yazalim:
p p p

io 1q !=(—1)[§:+' [p;q]m 2" |, _lo_” ’
I el

LLP LP i p
[shfreoot [z )

H%};q} - (—1)[%“ [p;q][p?*‘} HPZ' }q”}!ﬂw (Lﬂ +1J ,

Taraf tarafa carpilirsa asagidaki esitlikler kolayca goriilebilir.

Oncelikle Hié},q}! li olan esitligi yazalim:
P
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O halde buradan su esitligini elde ederiz:

O halde buradan su esitligini elde ederiz:
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Bu kisimda, Teorem 3.2.5. ile verilen

esitliginin benzeri I' | | fonksiyonu cisminde yazilisi elde edilmistir.

Teorem 4.3: neN, n=) a,p’ (a, #0) olsun. O zaman

Jj=0

(7 -5)= (1) (La) = [prg] [ 107

"2[ _lq] r (p
H[ M hg] s ba(27)

Ispat:

Teorem 3.3.5 in ikinci kismindan [ p""];q]! yi ¢ekersek

[/ L] =0 [pia)” Lo 0], ()

esitligini elde ederiz.

Bu esitligi j=0,1,..., n i¢in sirasiyla yazarsak
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[ =1q]t=(=1) [pa]” [P =1g” T, (p)

Taraf tarafa carpilirsa asagidaki esitlik kolayca goriiliir:

[p,, —l;q]!: (_l)np+] [p;q]p°+p‘+...+p"“—n [p,,_] —l;qp]!

w2| p—Lig” |l 4
T )

‘ [P]H _1;‘]}! =0

J

Bundan dolay1
(7 ta)=(1) (-Lpsa) 7 [l [ 07
N T
H[pj 1 q} HFM(}? )

Jj=0

esitligi elde edilir.
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Lemma4.1: neZ", n= Zajpj (a, #0) ve p asal say1 olsun.
j=0

Bu takdirde her j=0,1,...,s icin

Ispat:
j=0 i¢in

[mq]! [Lq][2:9]..[n:4]

(p2al' [ma” ]! [paa] [La” ][2:97 ][ m:q” ]

n

l-qgl-¢* 1-gq
l-gl-q 1-g
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1< j<s i¢cin

O halde

esitligi elde edilir.
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Bu kisimda [n,¢]! i¢in farkh bir esitlik elde edilecektir.

Teorem 4.4: neN, n=>Y a,p’ (a,#0) ve s, =Y a, olsun.

Jj=0 j=0

O zaman

}(1—(]@) L

[ } 1-¢") = n
Rttt

[n’Q]' = (_1) p_']"+n+]_s _

~|s

=
o

dir.

Ispat:

Teorem 3.3.5. in birinci kismindan [n,¢]! yi ¢ekersek

[mq]t=(-1)" [p;q]H Hﬂ;f}% (n+1)

esitligini elde ederiz.

Esitlikte n yerine sirasiyla {io} ,{i& ,,{4} alalim.
p p

LLP LP i p
[sfb-co 5ol 31
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Taraf tarafa carpilirsa ve lemma kullanilirsa

[m:q]t=(-1) i " :[ }((11__(?))%;[} ((11__(5;:)) Ir., qi’}rlj

~ s

=
I

n
5
1 k=1 =0 p

esitligi elde edilir.

Bu kisimda Teorem 3.3.6 ile verilen

—lim p" 1-(=1)" [{9"—1;(]}!
Vg =100 P ( )[p;q]Pn__]':pn—l_l;qpi'!

icin farkl bir esitlik verilecektir.

Teorem 4.5: p-adik Euler sabiti y, nin bir g-genislemesi y,

n—>x0

"] N T —1q7 |1 '
Vpa = lim p™* {1_(_1)1;] ([p;q])pp_] | HM 4 Fp,q (p] )}
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Ispat:

Teorem 4.3 deki [ p"'];q]! , Teorem 3.3.6 daki y, = esitligindeki yerine

yazilirsa

Pl n=2 [pf_l,ql’}! n

(-Lpa)) > [pa] [ -0 )]

Ypg =limp™ 1—(—1”)

n—o [p’q]p"'l—l [pn—l _l;qp}!
elde edilir.
Buradan da
- = P3| p gt |l .

elde edilir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu ¢alismada asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1) p=2 veher xeZ, i¢cin

Fz,q (x)rz,q (1 _x) = (_I)HUI(X) llm H qj

n—Xx j<n
(2,/)=1

dir. Burada o,
lof (Zaﬂj] =aq,

formiiliiyle tanimlidur.

2) neN, n=>Ya,p’ (a,#0) ves,=) a, olsun. O zaman

J=0 J=0
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3) neN, n=Ya,p’ (a, #0) olsun. O zaman
7=0

-1

[p"—l;q]!z(—l)”( [p,q])pl[p’q] [ —1;q1’]!
AL I o)

P]H _1;(]]1:0

4)ynelZ',n=Y a,p’ (a,#0) vep asal say1 olsun.
7=0

Bu takdirde her j=0,1,...,s icin

{ n’ ’q} [7} 1-¢")
p,q]pf {" } e 1_ ”)

pJ

(0<k<s)

5YneN,n=>Yap’ (a,#0) ves,=> a, olsun,
Jj=0 j=0

O zaman

[n;q]!Z(—l)':j‘unH_s: ]}((11__ k)) L;,}((11_ kp));or”qﬁ}rl]

1
‘G_‘:

=
I

6) p-adik Euler sabiti ¥, nin bir q-genislemesi y

pP.q

Vb =lim p™ {1_(_1)17”]( p,(]]) G ‘"”ﬁ% ]‘]__.1 ;%: ]n Lo (pj)}

n—>x0
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5.2. ONERILER

Bu calismada klasik Gamma Fonksiyonunun g-genislemesinin p-adik

sayilar cismindeki karsiligi olan p-adik Gamma fonksiyonunun g-genislemesil”,

fonksiyonun ozellikleri incelenmis ve bazi gosterimler elde edilmistir. Bu ¢calismadan
hareketle asagidaki oneriler verilebilir.

p-adik Gamma fonksiyonunun sagladiklar1 tiim 6zelliklerin p-adik Gamma
fonksiyonunun g genislemesine nasil karsilik bulunabilecegi arastirilabilir.

p-adik Gamma fonksiyonunun bazi 6zel fonksiyonlarla iliski oldugu
bilinmektedir. p-adik Gamma fonksiyonunun g genislemesinin 6zel fonksiyonlarla

iligkileri incelenebilir.
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