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ONUR SOzU

Yuksek Lisans Tezi olarak sugdmn “Half-Lightlike Altmanifoldlar” bahkh bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiriseliek bir yardima Baurmaksizin
tarafimdan yazilgani ve yararlandggm buUtin kaynaklarin, hem metin iginde hem de
kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerolestugunu belirtir, bunu onurumla

dogrularim.
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Uc bolumden olgan bu cakmanin ilk bélimin de, ¢camanin amaci ve literatirdeki
yeri aciklandi.

ikinci bolimde, Semi-Riemann manifoldun Lightlike tidanifoldlari ve Lightlike
Hiperylzeyleri tanimlandi ve ¢einamiz icin gerekli olan temel tanim ve teoremleilge

Uclincti  bélimde, Half-Lightlike Altmanifold tanimi exildi. Half-lightlike
Altmanifoldun Gauss-Weingarten denklemleri ve Riamagrilik tensorleri hesaplandi. Total
umbilik, screen konformal ve irrotasyonel screembtetik half-lightlike altmanifoldlara ait

temel tanim ve teoremler verildi.

ANAHTAR KEL IMELER: Half-Lightlike altmanifold, Lightlike manifold,
Semi-Riemann manifold, screen konformal, total
umbilik, total geodezik, irrotasyonel screen

homotetik altmanifold.
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64 + v pages
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In the first chapter of this thesis that considtshoee chapters, the goal of the work
and its importance in the literature are emphasized

In the second chapter, the lightlike submanifoldd #ightlike hypersurfaces of a
Semi-Riemann manifolds are defined and the mainnitiehs and theorems which are
necessary for our study are given.

In the third chapter, the definition of half-lighe submanifolds is given. The Gauss-
Weingarten equations and Riemann curvature tersoes half-lightlike submanifold are
calculated. Basic definitions and theorems for Itaienbilical, screen conformal and

irrotational screen homothetic half-lightlike submfalds are given.
KEY WORDS: Half-Lightlike submanifold, Lightlike manifold, Sem

Riemann manifold, screen conformal, total umbildtal

geodesic, irrotational screen homothetic submashifol
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1. GIRIS

Gunumuz diferensiyel geometrisinde manifoldlar velaon altmanifoldlari
oldukga 6nemli bir alandir. g&r manifold tUzerinde pozitif taniml bilineer simktbir
tensor alani varsa, bu durumda manifolda Riemarmifoldu denir. Standart i¢c ¢carpim
ile birlikte Oklidyen uzay bir Riemann manifoldudufyrica Riemann manifoldlar
Uzerinde torsiyonsuz ve metrik bir konneksiyon var@®ir Riemann manifoldunun
altmanifoldu g6z 6ntine alinginda bu altmanifold tGzerinde manifolddan indirgetéan
Riemann metgie ve dolayisiyla torsiyonsuz ve metrik konneksiyaahip olur. Bu

sekildeki manifoldlara ait temel 6zellikler B.Y. Chearafindan [1] de derlendi.

1970 li yillarda manifold tzerindeki metrik tens@aninin negatif olma durumu
g6z 6nune alindi ve Riemann manifoldlara ait okleltibu manifoldlarda incelendi. Bu
manifoldlar tzerinde de torsiyonsuz ve metrik kdegigon vardir. Bu manifoldlara ait
calsmalar B.O’'Neill tarafindan [2] de derlendi. Bgekildeki manifoldlara Semi-
Riemann manifold denir. ger bir Semi-Riemann manifold tGzerinden indirgenegtrik
tensor alani altmanifoldun tanjant demeti tzeripdeitif ise buna spacelike altmanifold
ve negatif olmasi durumunda ise timelike altmaxifdenir. Timelike veya spacelike
altmanifoldlarin her ikisine birden Semi-Riemanrmey@ non-dejenere) altmanifold adi
verilir. Spacelike ve timelike altmanifoldlar lzede de torsiyonsuz ve metrik
konneksiyon vardir. Gunimizde de Semi-Riemann aifoldlar Uzerine pek c¢ok

matematikci tarafindan cainalar yapilmaktadir.

Lightlike altmanifoldlar teorisi ve Riemann yadandeRiemann altmanifoldlar
teorisi arasindaki temel fark, lightlike durumun@® " normal demetinin bir kismi alt
manifoldun tget kisminda kalirken, Riemann yada Semi-RiemanardundaTM ile
TM" vektor demetlerinin arakesiti sifirdir. Boylecghitlike durum icin temel problem,
TM demetine tget olmayan alt vektér demetlerinin var olup olngadir. Duggal-
Bejancu, [3] deki cagmalarinda bdyle bir demetin vagini gostererek yeni bir ydontem
ortaya koydular. Ozel olarak lightlike altmanifoldluRadTM sinin boyutu 1 ise

manifold Half-lightlike Altmanifold adini alir.



Bir Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifaltl ¢calgmadan 6nce bu
manifoldun half-lightlike altmanifoldunu c¢amak cok anlamhdir. Half-lightlike
altmanifoldlarla ilgili ilk calsmalar K.L. Duggal, B.Sahin ve D.H. Jin tarafindan
yapilmstir. Bu calgmalarda half-lightlike altmanifoldlarin temel 6zkléeri verilmistir.
Bir Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altm#émdunun distriblisyonlari ile ilgili
siniflandirmalar yapilngtir. Total umbilik half-lightlike altmanifold tanifanarak bu
altmanifold ile ilgili sonuglar verilmitir. Ayrica screen konformal altmanifoldlar g6z
onune alinarak half-lightlike olmasi durumunda foteeodezik ve total umbilik
durumlari ile ilgili teoremler verilmgtir. Bir Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike
altmanifoldlar ile ilgili olarak yapilan c¢aimalari bir araya getirmek bu gahanin

temel amacidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim dort alt bélimden ajmus olup temel tanim ve teoremler ayrintili bir
sekilde incelendi. Semi-Riemann manifold ve lightlikaltmanifoldlar tanitilarak,
calsmamizda esas olan tanim ve teoremler verildi. D=dmaa Duggal ve Bejancu'nun
yontemleri kullanilarak lightlike hiperytzeyleriregmetrisi cakildi.

2.1 . Semi-Oklidyen Uzaylar

Tanim 211. V birreel vektdr uzayr olmak tzere;
g:VxV - R
donumi Oa,b0R ve Ou,v,wV igin,
i) g(uv) = g(vu),
i) g(au+bv,w) =ag(u,w) +bg(v,w)
g(u,av+bw) = ag(u,v) +bg(u, w)
Ozeliklerine sahip isey donsimiine V reel vektor uzayi Uzerinde dimetrik bilineer

form denir [2].

Tanim 212 . V bir reel vektor uzayi veg de V Uzerinde tanimh simetrik bilineer
form olsun.

i) OvOV ve v#0 icin g(v,v) >0 ise g simetrik bilineer formungozitif taniml)
i) OvOV ve v£0 icin g(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formunaegatif taniml)
i) OvOV  igcin g(v,v)=0 ise g simetrik bilineer formungozitif yari-tanimlj
iv) OvOV igin g(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formunaegatif yari-tanimh

denir [2].

Tanim 213 . V bir reel vektor uzay: veg, V uzerinde tanimli simetrik bilineer
form olsun. 0# ¢ OV olmak tzere;0vV igin

9(¢v) =0
ise g simetrik bilineer formunaV Uzerindedejeneredirdenir. Aksi durumda g ye

non-dejeneredidenir. Buradan acikga gorulur ki, nin non-dejenere olmasi icin gerek
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ve yetersart OudV igin
g(u,v) =0 ikenv=0

olmasidir [3].

Tanim 214 . V bir reel vektor uzayi veg, V uzerinde simetrik bilineer form olsun.
Bu durumdaV nin

Radv={£0V |g(¢,v) =0,0vOV}
seklinde tanimh altuzayinag simetrik bilineer formuna géré&/ uzayininradikal (veya

null) uzayidenir. [3]

Tanim 215 . V bir reel vektor uzayr veW da V nin bir altuzayi olsung, V
tzerinde tanimh simetrik bilineer bir dggiiim olmak tzereg nin W altuzayi tzerine
kisitlanmsi olan

9., "WxW - R
donsimindn negatif tanimh olacakekildeki en buyik boyutluW altuzayinin

boyutuna g, simetrik bilineer formunumdeksidenir veq ile gdsterilir [2].

Teorem 211 . V bir reel vektor uzayl veV Uuzerinde simetrik bilineer formg
olsun. Bu durumda,

1) 9(a,,a;)=0, i#]

i) g(a,a)=1 l<i<p,

i) g(a,,a,)=-1 p+l<i<p+q=r

iv) g(@,,,)=0, r+l<isn=p+qg+m

olacaksekilde V nin bir{a,,....a,} bazi vardir [4].

Tanim 216 . V reel vektor uzayl tuzerindeki non-dejenere simebilineer forma,
V reel vektor uzayr Uzerinde biskalar carpim (Semi-Oklid metgi) denir.
V uzerindeki bir skalar carpmg ise (V,qg) ikilisine de skalar ¢arpim uzay(Semi-

Oklidyen uzaydenir.



Eger g pozitif tanimli ise 0 zamang bir i¢ carpim (Oklid metrgi) olur ve (V,g) de
Oklid uzayiolarak adlandirilir.g nin indeksi, q=1 ise g ye Lorentz (Minkowski)
metrigi ve (V,g) ye delorentz (Minkowski) uzaydenir p, ortonormal bazdaki
spacelike vektor sayisi vg da ortonormal bazdaki timelike vektor sayisi olniakere;
p,q# 0 olmasi durumunda/ , proper Semi-Oklidyen uzaytarak adlandirilir. ger g
dejenere ise 0 zaman dd vektér uzayinag ye gorelightlike (dejenere) vektor uzayi

denir [3].

Tanim 217 . V bir Semi-Oklidyen uzay veg, V uzerinde tanimli simetrik bilineer
form olsun.vOV icgin

i) 9g(v,v)>0 veyav=0 isev vektoriinespacelike,

i) g(v,v)<0 ise v vektorundimelike,

i) g(v,v)=0 ve v£0 ise v vektorindightlike vektor

denir [1].

Tanim 218 . V bir lightlike vektor uzayl ve RadV, V vektdr uzayinin radikali
olsun. Radikal uzaya timleyen olan non-dejenereajtaekran(screen) uzaylenir ve
SV ile gosterilir [3].

Tanim 219 . V bir reel vektor uzayr veW da V nin altuzayi olsung, dejenere
ise W yalightlike (dejenerg altuzaydenir ve
wnw" #{0}
olmak lzere;
W ={vOV | g(v,w) = 0,OwOW}

altuzayinaW uzayinindik uzayi denir [3].

Teorem 212 . V m-boyutlu bir Semi-Oklidyen uzay vew, V nin bir altuzayi

olsun. Bu durumda,



1) boyW+boyW’ =m

2) WH)”=w
3) Radw=RadW’ =W nW"
dir [3].

Tanim 2110. (V,g) n-boyutlu bir proper Semi-Oklidyen uzay olsuv. uzayinin
{e,...6} birim timelike ve {e,,,....6, } birim spacelike olacalsekilde {g,...,,},
p+q=n ortonormal bazini goz énune alahm. Bu durumdatlige vektorleri de ihtiva

eden bir baz sistemini gekilde elde edebiliriz [3].

Durum 1 . Ortonormal sistemdeki timelike vektor sayisi, sfizeevektor sayisindan az

yani q < p olsun. Bu durumda

= laa el 1= le,-e), i00.a
lightlike vektdrlerini irsa edelim. Gergekten,
g(f, f;)=9(f,f)=0
ve
o(f,f)=0, , i,jOfL,...c}
dir. Boylece
) PPN PR AR SNSRI SO
bazi,V uzayinin2g tane lightlike vektérini vep — q tane spacelike vektdrini ihtiva

eden bir bazdir.

Durum 2 . Ortonormal sistemdeki spacelike vektor sayisi, likeevektor sayisindan az

yani p <q olsun. Boylece benzegekilde

1 o la -
fi _\/E{eq+i+q} , \/E{eqﬂ g, 10{....p}

lightlike vektorleri tanimlanirsai, j O{L,...,p} icin, V uzayinin 2p tane lightlike ve

g - p tane de timelike vektorlerden gan



{fon £, £ £

) p1e2p+11""e

prad

bazi elde edilir.

Durum 3 . Eger ortonormal bazda bulunan spacelike ve timelikktér sayilar gtse
yani p=q ise,n=2p =2q oldugundan,V nin
‘i ‘i i 041,..
f{% +a} . f{% —e} . i0{L...q
veya
St ——{e,.. 0.,
\/—{% e}, \/—{eq e} {1...p}
seklinde tanimlanan

T TR JUR AU 3¢

lp!l!lp

lightlike bazi elde edilir.

Tanim 2111.V bir Semi-Oklidyen uzay olsun. Bu uzayin

g(f, f)=9(f")=0 g(f,f)=g, i,iO{L...4
ve
9(U,. ) =9(U,. £7) =0, 9(U,.U)) =&, , a,B0{.. 1}, & =71
olacak sekildeki {f,,.. ,y,f, ,fy,ul,...,ut} bazina Semi-Oklidyen uzayimuasi-

ortonormal bazdenir [3].

Teorem 213 . V bir Semi-Oklidyen uzay veW da bu uzayin bir lightlike altuzay!

olsun. Bu durumday uzayininW boyunca bir quasi-ortonormal bazi vardir [3].



2.2 . Semi-Riemann Manifoldlar

Tanim 221 . M bir C" manifold olsun.p00M noktasindaki tanjant uzay,M

olmak Uzere;
glp » TMxTM - R
(X, Yy) = g (X,.Y)=9(X,.Y,)
biciminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilire@on-dejenerg0,2) tensor alanina

M 0Uzerinde bimetrik tensédenir [2].

Tanim 222 . M, C” bir manifold olsun. Eer M, g metrik tensori ile

donatiimgsa, M ye birSemi-Riemann manifolgenir [2].

Tanim 223 . Bir M Semi-Riemann manifoldu Uzerindekg metrik tensorinin

indeksineSemi-Riemann manifoldunun inde&snir veindM ile gosterilir.

Eger indeks q ise 0<qg<boyM dir. Ozel olarak, q=0 ise OpOM
icin g, T,M Uzerinde pozitif tanimli bir i¢c carpim olgundan, M bir Riemann

manifolduolur. =1 ve n>2 olmasi durumunda iseM ye birLorentz manifoldu

denir. [2]

Tanim 224 . M, n- boyutlu bir C* manifold olsun.M uzerinde
D: M - TM
p - D,OTM

seklinde tanimh D dongimine, r — boyutlu distribisyon(dagilim) ve X O (TM)
icin X 0D, ise X vektor alanina daD ye aittir denir. ger her pOOM noktasi igin
D, de r tane diferensiyellenebilir lineer pansiz vektor alani var iseD

distribisyonunaliferensiyellenebilirdirdenir [3].



Tanim 225 . M diferensiyellenebilir bir manifold veK, M Uzerinde herhangi bir

tensor alani olsun. Bu durumdpOM, tOI OR ve X O (TM) olmak Gzere;

LK =m (K (p) = (@K)(P)

ile tanimlananL, diferensiyel operatoriineX vektor alanina goréie tlrevi denir.
Burada ¢,
¢:(t,x)0[-¢,elxU - ¢(t,x)OM

Teorem 221 . M diferensiyellenebilir bir manifold velL, de manifold tzerinde

taniml Lie tdrevi olsun. O zamadnY,Z Ol (TM) ve f OC”(M,R) icin
) Lf=X(f),
i) L,Y=[X,Y],

i) ¢, M Uzerinde (0,2) tipinde bir tensor alani olmak uzere;

(L)Y, Z2) = X(@(Y,2)) - ([ X,Y], Z2) —¢(Y,[X,Z])
dir [3].

Tanim 226 . M, n— boyutlu C” bir manifold ve D, M Uzerinde r — boyutlu bir
distriblisyon olsun. ger X,YOI (D) icin [X,Y]Or (D) ise D distribisyonuna

involutivedirdenir [5].

Tanim 227 .{u,..u}, R' Uzerinde dgal koordinatlar olsun.v veW:ZV\/iai ,

R Uzerinde vektor alanlari iseler,

O W = ivwvi )0,

vektor alaninaW nin V ye gorekovaryant tlrevdenir [2].



Tanim 228 . M, bir C° manifold olmak Uzere;M Uzerindeki bir O lineer

konneksiyonu,

i) OW, V yegoreC*(M R )lineerdir,

i) OW,W yagore R lineerdir,

i) 0O,(fw)=V(f)W+fOW , Of OC*(M,R) icin,

sartlarini sglayan ve

O: F(TM)xI(TM) - [(TM)
seklinde tanimlanan bir fonksiyondur [2].
O nin (M, g) Semi-Riemann manifoldu tzerinde lineer konneksigiolugunu
kabul edelim. Metrik tensor alamy, [0 ya gore paralel ise, yaniX,Y,Z OT (TM) igin,
(0x9)(Y.2) = Xg(Y,2) - g(0xY,Z) —g(Y,UxZ) =0

ise [0 yametrik konneksiyon (Riemann konneksiyaem)ir [3].

Teorem 222 . Bir M Semi-Riemann manifoldu GzerindeX,Y,Z Ol (TM) igin
i) [X,Y]=0,Y-0,X

i) Xg(¥,2) = g(0xY.2) + g(Y,0,2)

olacaksekilde M nin bir tek O Levi-Civita konneksiyonuardir ve bu konneksiyon

29(0xY,Z) = Xg(Y,Z2) +Yg(Z, X) - Zg(X,Y)
—9(X[Y, Z]) + 9(Y,[Z, X]) + 9(Z.[ X, Y])

Kozsul formliile karakterize edilir [2].

Tanim 229 . M, bir C® manifold ve[d, M Uzerinde bir lineer konneksiyon olsun.
Eger X,YOI (D) icin,

0,YOr(p)

ise D distriblsyonungaraleldir denir [6].
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Tanim 2210 . M, Levi-Civita konneksiyonud olan Semi-Riemann bir manifold
olsun. OX,Y,Z O (TM) igin,

R: TMM)xF(MM)xIr(TM) - T (TM)
(X,Y,2) - R(X\)Y)z=0,0,Z2-0,0,Z-04yZ
biciminde tanimlananM Uzerinde (1,3) tipindeki R fonksiyonunaM nin Riemann

egrilik tensdrudenir [2].

Teorem 223 . M bir Semi-Riemann manifoldu v&®, M nin Riemann grilik
tensord olsun. O zamanlX,Y,Z,W Ol (TM) icin,

i) 9(R(X,Y)Z,W) =-g(R(Y, X)Z,W),

i)  g(R(X,Y)Z,W)=-g(R(X,Y)W,Z),

i) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,

iv) g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)

dir [2].

Tamim 2211 . (M,g) bir Semi-Riemann manifold vepOOM noktasindakiT,M

tanjant uzayinin iki boyutlu bir altuzay® olsun. P altuzayinin bir baz{ X,Y} olmak

uzere;

K(D) = RXY.XY)
9(X, X)g(Y,Y) - g(X.,Y)

olarak tanimlanarkK (p) reel sayisinaP nin Riemann anlamindakdesit grili gi denir.
Eger K(p) =c(sbt) ise M manifoldunac sabit kesit grilikli Semi-Riemann manifold

veya sadecazay formdenir veM (c) ile gosterilir [2].

Tanim 2212 . Eger M manifoldu sabit birc egrili gine sahipse M nin &arilik
tensord ,0X,Y,Z 0O (TM) icin,

11



R(X,Y)Z =dg(Y,Z)X - g(X,Z)Y}

seklindedir [3].

Tanim 2213 . M bir Semi-Riemann manifold veR, M nin Riemann grilik tensori

olsun.{e,...e }, T;M nin ortonormal bir bazi ve , {e} bazinin §areti olmak Uzere;
OX Or(TM) igin
9.6)=¢€9,

ve

X :Zn:‘gig(X!Q)q

i=1

oldugundan,

9(X.Y) =Y £ 9(X.8)g(Y.6)

yazilabilir. Bu durumda
Ric: TMxTM - R
(X,Y) - Rig(X,Y)=>eR(e,X.,Y,e)
i=1

veya
Ric(X,Y) =i Z - R(X,Y)Z}
seklinde tanimli Ric tensérineM Semi-Riemann manifoldunuRicci erilik tensoru

ve Ric(X,Y) deserine deM ninRicci ezrili gi denir [7].

Tanim 2214 . M bir Semi-Riemann manifoldu ve OM noktasindaki tanjant uzay
T,M olsun.T ;M uzayinin2-boyutlu altuzaylarina gore kesigréiklerinin toplamina
M manifoldununskaler griligi denir ve p ile gOsterilir. Buna goreR, M nin

Riemann grilik tensorl ve{e ,....e }, T,M nin bir ortonormal bazi olmak tzere;

p=3 &Ric(s.e)

ile tanimlanir [7].
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Tanim 2215. M ,m-boyutlu bir Semi-Riemann manifold olsunlX,Y,Z OO (TM)

icin,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ ml_ Z{Ric(X,Z)Y - Ric(Y,Z)X +g(X,Z)QY
_ b _
9(Y.Z2)Qx} (m_l)(m_z){g(x,zw g(Y,2)x}

seklinde tanimlanan (1,3) tipindeki tensor alaniva nin Weyl konformal grilik
tensorudenir. BuradaQ, g(QX,Y) = Ric(X,Y) ile tanimli Ricci operatérudir [3].

Tanim 2216 . M, bir Semi-Riemann manifold olsung& AOR icin
Ric(X,,Y,) =Ag(X,,Y,)

ise M yeEinstein manifoldwdenir [8].

Tanim 2217 . M, bir Semi-Riemann manifold veR de M nin e&rilik tensoru
olsun. Eger, R=0 ise M yelokal flatve OR=0 ise M yelokal simetrik uzay
denir[8].

Tanim 2218 . M nin bir Semi-Riemann hiperylzeyi, ekboydtolan Semi-Riemann

altmanifoldudur [9].

Tanim 2219 . M, m+2-boyutlu M Semi-Riemann manifoldunun altmanifoldu
olsun.M nin Riemann metgi g iken

I'g=g
ile tanimlanang, M nin non-degenere medriise (M,qg) ikilisine Semi-Riemann

hiperylzeydenir. BuradaX,Y O (TM) igin,

L(X)=X
ve

(1" @)(X,Y) = g(L.(X),L.(Y))
dir.
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(M, g), ayni zamanda bir Semi-Riemann manifolddur [9].
2.3. Semi-Riemann Manifoldunun Lightlike Altmanifoldlar |

Tanmim 231. M Semi-Riemann manifoldunu@® bir altmanifoldu M ve M deki

metrik g olsun.

¢:M_>I\Z
p - #(p)

inclusion (daldirma) dondiimuicin pOM noktasindaki tirev dogimu
¢,

™™ - T, ,M

ve ek donglimu de

TpM - T;(p)
olmak Gzere{1X ,Y, OT M icin,
(#],81,)X00Y,) = 5. (X,), 8. (Y,)),

esitli gi ile tanimh ¢*‘p(§|p) donimi, M Gzerinde bir metrik iseM ye M nin bir

Semi-Riemann altmanifoldienir [2].

Tanim 232 . M, C° sinifindan bir manifold ve D, M zerinde L -boyutlu bir

distribiisyon olsunM , M manifoldunun bir altmanifoldu olmak Uzeregee M nin

her p noktasinda, M manifoldunun tanjant uzay! ileD, ayni ise M ye D

distriblisyonunurntegral manifoldudenir [6].

Tanim 233 . Eger D distriblsyonununM altmanifoldunu kapsayan fka bir
integral manifoldu yoksa bu manifolda distriblsyonmaksimal integral manifoldu
denir [6].

Tanim 234 . M, bir C* manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. ger
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OpOM icin D distriblsyonunun p noktasini kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsaD yeintegrallenebilirdenir [6].

Teorem 231. M diferensiyellenebilir bir manifold veéD, M uzerinden —boyutlu
bir distribiisyon olsun. Her involutive distribUsyartegrallenebilirdir. Bu durumd®

distriblisyonunun integral manifoldu vardir [6].

Tanim 235 . M, M nin bir Semi-Riemann altmanifoldu olsunpOM igin TpME'

uzayinin boyutunav nin dik timleyeninin boyutges boyutu) T .M 7 in indeksine de

M nin dik timleyeninin indekslenir [2].

Tanim 236 . M bir Semi-Riemann manifold olsunv nin dik timleyeninin boyutu

(es boyutu)1 olan Semi-Riemann altmanifoldunil nin bir Semi-Riemanhiperylzeyi
denir [2].

Tanim 237 . (m+n)- boyutlu bir Semi-RiemannM manifoldunun, gboyutu n
olan bir altmanifolduM olsun. OpOM igin
Rad: pOM - RadTM

donsiimid, M  Uzerinde rankRad=r >0 olacak sekilde diferensiyellenebilir bir

distriblisyon tanimhiyorsaM ye r -lightlike altmanifolddenir.

r — lightlike bir altmanifold, boyutu, £boyutu ve rankina gére dort durumda

incelenebilir:

1. Durum. Eger O<r<min{mn} ise M nin TM tanjant demetindeRadTM ye
timleyen olan birS(TM) screen distriblisyonu vardis(TM), RadTM ye ortogonal
ve g ya gore non-degenerediM Uzerinde S(TM) sabit indekslidir veTM tanjant

demeti
TM = RadTM O S(TM)
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seklinde yazilir. TM nin ortogonal demetiTM" olmak tzereTM"” de RadTM ye

tiimleyen olan non-dejenere bB(TM") transversal vektor demeti vardir ve

TM"” = RadTM O S(TM")
seklinde ifade edilir. Ayrica, S(TM) ve S(TM"), S|raS|yIa,TI\'/I~|M ve S(TM)" in
non-dejenere alt vektor demetleri ofgndan;

TM\M = S(TM) O S(TM)"”
ve hem S(TM"” ) hem de S(TM)” demetlerinin her ikisi de non-dejenere olup,
S(TM") demeti,S(TM)" demetinin altvektér demeti olgundan,

S(TM)” =S(TM") O S(TM )"
dir. Diger taraftanS(TM )" demetindeRadTM ye tiimleyen olan v nin lightlike
transversal vektor dematiarak adlandirilan biltr (TM) demeti vardir. Boylece
tr(TM) =Itr (TM) O S(TM ")

ayrisimi yazilabilir.

2. Durum. Eger 1<r=n<m ise RadTM=TM" dir. Boylece S(TM") = {0}
oldugundan; TM ve ™, sirasltyla,
T™ =S(TM) OTM"
ve
T™ =TM O ltr (TM) = S(TM) O (TM " O Itr (TM))

olur. Bu durumdakiM ye co-isotropik altmanifoldienir.

3. Durum. Eger 1<r=m<n ise RadTM=TM dir. Buradan S(TM) ={0}
oldugundan;TM" ve ™ siraslyla,
TM® =TM O S(TM")
ve
T™ =(TM O ltr (TM) O S(TM D))

dir. Busekildeki M manifoldunaisotropik altmanifolddenir.
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4. Durum. Eger 1<r =m=n ise,
RadTM=TM =TM"
dir. Buradan S(TM) = S(TM") = {0}oldugundan;
T™ =(TM O Itr (TM)

dir. Bu durumda daM yetamamen lightlike altmanifolddi verilir [3].

Teorem 232 . M, Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldiy olsun.
0, M de Levi-Civita konneksiyon ve (S(TM),S(TM" )xiftine gore M nin
transversal vektor demettr(TM) olmak tzere; OX,Y O (TM) ve VO (tr(TM))
icin Gauss ve Weingarten denklem|enirasiyla,
0,Y =0,Y +h'(X,Y) +h*(X,Y)
ve
0,V =-A X +D.SV+DLV
seklinde tanimlanir. Burad®" ve D®, tr(TM) Uzerinde lineer konneksiyonlahn;, ve

h® sirasiyla altmanifoldun lightlike ikinci temel fou ve screen ikinci temel formu

olup,
L:tr(TM) > ltr(TM), S : tr(TM) - S(TM"),
h'(X,Y)=Lh(X Y), h%(X,Y)=SHX,Y)
ve
DS: [(TM)x[(Itr(TM)) - T (S(TM))
(X,LV) -~ DLV
D': T(TM)XI(S(TM™) - [ (ltr (TM))
(X,SV) -~ DLSV
dir [3].

Teorem 233 . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldisun.

Eger M co-isotropik yada tamamen lightlike altmanifos iscreen vektér demetleri
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olmayacgindan OX,Y Ol (TM) ve V OT (tr(TM)) yerine 6zel olarakN CIT (Itr (TM))
alinirsa,Gauss ve Weingarten denklemjexirasiyla,
0,Y =0,Y +h'(X,Y)
ve
O,N=-AX+0,N
seklindedir [3].

Tanm 238 .M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldisun. Ezer
X,YOr(TM) icin
h'(X,Y) =g(X,Y)H,
ve
h°(X,Y) = §(X,Y)H,
olacaksekilde H_Or(Itr (TM)) ve H O (S(TM")) vektor alanlari var iseM ye

total umbiliktir denir [10].

Teorem 234 . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike veya co-isotkop
altmanifoldu olsun. O zamarP, TM tanjant demetinden screen distriblisyon Uzerine
bir projeksiyon dongiimi olmak tzere;0X,Y O (TM) ve O (Rad(TM)) igin

0,Y =05Y +h (X,Y)
ve

0,8 =-AX+00¢

dir. Burada [0, Y ve A:X S(TM) nin, h'(X,Y) ve O,¢ ise RadTM nin elemanlari

olup, O yaindirgenmj, 0" a isescreen konneksiyatenir [3].
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24 . Semi-Riemann Manifoldunun Lightlike Hiperytzeylerinin Geometrisi

Tanm 2.4.1. M, (m+2)-boyutlu ve q , 1<g<n+1, indeksli bir Semi-Riemann
manifold olsun.M nin (m+1)-boyutlu bir hiperytizeyiM olmak tUzeredpOM igin,

Rad: pUM - RadTM
donsimid, M Gzerinde rankil olacak sekilde diferensiyellenebilir bir distriblisyon
tanimhiyorsa, M ye lightlike hiperylizeydenir. M, lightlike hiperyiizeyi igin S(TM),
TM de TM" in timleyen vektor demeti olmak Uzere;

TM =S(TM) OTM”

dir. Burada S(TM), non-dejenere oldiundan ™ ,

TM\M = S(TM) O S(TM)"
seklinde yazilabilir.
Boylece tr(TM), S(TM)" in timleme vektor demetini gostermek lizere;

S(TM)? =TM” O tr (TM)
dir. Bu durumda

T|v||

S(TM) O S(TM)"”
S(TM) O(TM® O tr (TM))
™ Otr (TM)

M

ayrisimi elde edilir.

0 ve O, slirasyla, M ve M tzerindeki Levi-Civita ve lineer konneksiyonlar
olsunlar. Bu durumdaiX,Y O (M) igin,
0,Y, AX OM(TM) ve h(X,Y), OYNOT (tr(TM))
olmak Uzere;
Gaussve Weingarten denklemlersirasiyla,
0,Y =0,Y +h(X,Y)

ve

O,N=-AX +05N
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seklinde verilir.
& ve N, M lightlike hiperylzeyi Uzerindeki kesitlerin bir gasi olmak UzereB
bilineer formu ver 1-formu, OX,Y O (TM) icin,
B(X.Y) =g(h(X.Y),$)

ve

7(X) =G(OxN,¢)
seklinde tanimhdir. Acgik¢a gorulur ki

B(X,Y)N =h(X,Y)

ve
OYN =7(X)N
dir. Buradan
0,Y =0,Y + B(X,Y)N
ve

O0,N=-AX +7(X)N
olur. BuradaB, M nin ikinci temel formu veA, de M nin sekil operatoridur.

Teorem 241 . (M,g) bir Semi-Riemann manifold ve bu manifoldun ligkeii
hiperylizeyi (M,g,S(TM)) olsun.U koordinat kongulugunda & , F(TM") nin bir
bazi olmak UzerefIX OO (S(TM)) icin tr(TM) lightlike transversal vektor demetinin

g(N.N)=g(N.X)=0
ve
G(N,§) =1

olacaksekilde bir tek N diferensiyellenebilir kesiti vardir [3].
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Teorem 242 . (M,qg,S(TM)), (M,@) Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir
hiperylzeyi olsun. O zamanX,Y O (TM) igin

1) O lineer konneksiyonu metriktir.
2) O indirgenmg konneksiyonu[JX,Y,Z Ol (TM) igin,
7(Z)=g(Z,N)
olmak tzere;
(0, 9)(Y,Z) =B(X,Y)r(Z) + B(X,Z)r(Y)
esitlikleri saglanir [3].

Tanim 242 . M, (m+1)-boyutlu bir lightlike hiperylizey veS(TM), M nin bir

screen distriblisyonu olsufE,,...,E, B(TM) nin bir ortanormal bazi olmak lzere;

n

H ==Y B(E,.E)

biciminde tanimlananH ye M ninortalama grili gi denir [11].

Tanim 243 .M, M nin lightlike bir hiperytizeyi olmak tzeré&}X ,Y O (TM) igin,
B(X.,Y) =¢g(X.,Y)
olacaksekilde M de C” sinifindan birg fonksiyonu varsaM hiperylzeyinetotal

umbiliktir denir [3].

Teorem 2.43 . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperylzeywh. Eer

M, Einstein iseM nin Ricci tensori simetriktir.

Ispat M lightlike hiperyiizeyi Einstein olsun. O zamaiX,Y O (TM) ve S(TM) nin
{ E,.....E,} ortonormal baz! icinM nin Ricci erilik tensorti goz énune alinir ve Gauss

formuld kullanilirsa,
Ric(X,Y) = Ric(Y, X) =-2d7(X,Y)

elde edilir. Ayrica, Einstein manifold tanimindan,
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kg(X,Y) —kg(Y, X) = -2d7(X,Y)
dir. Boylece
dr(X,Y)=0

olur. Bu ise Ricci tensdriiniin simetrik ofdlunu gosterir.

Teorem 244 . M Semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperylizeM olsun. O
zaman transversal vektor demeti izerindeki transversal lineer konneksiyonun flat
olmasi i¢in gerek ve yetagart, lightlike transversal vektér demeti nin paralel veM

nin total geodezik olmasidir.

Ispat . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperylzeysun. O halde
OX,YOr(TM) ve NOF(tr(TM)) icin ™ ve tr(TM) 0zerindeki konneksiyonlar,

sirastylal] ve 0" olmak iizere;

ROXCYN = =0, (AY) —h(X,AY) = Ay X
+ 050N + 0y (A X) + hY, A X) + A Y
‘DEDQN _A\I[X!Y]-'-D[DX,Y]N

dir. Boylece lightlike tranversal vektor demetirgrilik tensord,

RY(X,Y)N = Oy0,N+0,03N+0% N

olur. Bu son gitlikten agikca gorilur kiD™ nin flat olmasi igin gerek ve yetgart N

nin paralel veM nin total geodezik olmasidir.

Teorem 245 . M(c), sabit kesit grilikli bir Semi-Riemann manifold veM de

I\Z(c) nin lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda” konneksiyonunun flat olmasi

icin gerek ve yetegart M nin total geodezik olmasidir.

ispat . R, M(c) nin egrilik tensorini gostermek tzeredX,Y O (TM),
NOl(tr(TM)) ve 0 (RadTM) igin,
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ROXGYN = O,(AX) — O, (AY) + hY, A X)
—h(X,AY) +T(X)AY = 7(Y)A X
- AJLX, Y]+ R (X,Y)N

dir. M nin sabit kesitselgili gi g6z 6nune alinir vesgli gin her iki tarafi  ile skalar

carpilirsa,

G(R(X,Y)N,&) = g(RY(X,Y)N,&) + B(Y, A X) - B(X,A,Y)

elde edilir. Boylece

g(R“(X,Y)N, &) = B(X, A,Y) - B(Y, A X)

olur. Bu ise 0" nin flat olmasi icin gerek ve yetgartin M nin total geodezik olmasi

gerektgini ifade eder.

Ormek 241. R deM hiperyuzeyi
x® —%(cosx1 +sinx!)? = x°

seklinde verilsin. O haldé/ nin
9($,¢) =9(,W)=g(N,W)=0
g($,N)=1

olacaksekildeki radikal ve transversal vektor alani ileesm uzayi,

0 ) 0 ) 0 0
RadTM= Sp— + (cosx* + sinx')— — (cosx' +sinx!)— + —
p[axf’ ( )ax1 ( )ax2 6x3}

1 9 Y
tr(TM) = - — +(cosx! +sinx' |—
(T™) AL+ (cosx' +sinx')?) {ax0 ( X+ )axl
) 0 0
+(cosxt +sinx)— ——
( | X)ax2 6x3}

ve
0 1 .. 1, 0
S(TM) = =———(cosx +sinX)—=
(TM) { ox* ( )6x°

+W, = % + (cosx" +sin xl)%}
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seklinde bulunur. Boylecé/ , Ry de bir lightlike hiperytzeydir [12].

Teorem 246 . Indirgenmi O konneksiyonunun Levi-Civita konneksiyon olmasi
icin gerek ve yetegart OX,Y O (TM) icin B(X,Y) =0 olmasidir.

P, TM den S(TM) ye projeksiyon,d bir Levi-Civita konneksiyonu iken
S(TM) nin Levi-Civita konneksiyonud’, sekil operatériiA° ve RadTM nin ikinci

temel formuh” olmak tzere[JX,Y O (TM) ve é JRadTM igin,

0,PY =0, PY +h (X,PY)

O, & =-AX+03E

ifadeleri elde edilir.

C(X,PY)=g(h' (X,PY),N)
ve

£(X) =G(0x&,N) =-7(X)
ile C ve ¢ fonksiyonlari tanimlanirséS(TM) nin Gauss ve Weingarten formuilleri

0,PY =0, PY +C(X,PY)¢&

Oy &=-AX+-T(X)¢&
seklinde elde edilir. Oder taraftan
B(X,Y)=G(AX,Y), G(AX,N)=0
ifadesiyle M nin ikinci temel formu ileS(TM) nin sekil operatort arasindakigki ve
C(X,PY) =g(AX,PY) , g(AX,N)=0

ifadesiyle deS(TM) nin ikinci temel formu ileM nin sekil operatora arasindaki gki

tanimlanir [13].
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Teorem 2.47 . M, sabit bir ¢ egrili gine sahip Semi-Riemann manifold vis! , M
nin total umbilik lightlike altmanifoldu olsun.ger screen distribtisyon total umbilik ise
M sabit kesit grili ge sahiptir.

Tanim 2.44 . (M,g,S(TM)), Semi-Riemann manifoldun lightlike bir hiperytzeyi

olsun. ¢, M nin bir U koordinat komulugu Uzerinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olmak tzereM nin sekil operatoru ileS(TM) nin sekil operatdrt arasinda
A = oA

bagintisi varsa,M ye screen konformal hiperytzegnir. Ozel olarakg , sifirdan farkli

bir sabitseM , screen homotetik hiperytzagini alir [13].

Teorem 2.48 . (M,g,S(TM)), (M,'g‘) Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir
hiperylzeyi olsun. Bu durumdaagidaki ifadeler denktir.
1) S(TM) distribusyonu integrallenebilirdir.
2) OX,Y DO (S(TM)) icin h'(X,Y) =h (Y, X) dir.
3) M nin sekil operatorii g ye gore simetriktir. Yani,OX,YOI (S(TM)) ve
V Or(tr(TM)) icin,
9(A X,Y) = g(X,AY)
dir [13].

Tanim 2.45 . (M,q,S(TM)), (M,g‘) Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir
hiperylzeyi olsun. ger OpOM noktasindaX,Y O (TM) igin,
B(X,Y) =@ (X,Y)
olacak sekilde bir ¢ diferensiyellenebilir fonksiyonu varsayl ye tamamen umbilik
hiperylzeydenir. O halde
A;X =gX
olur [13].
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Tanim 2.46 . M, lightlike hiperylzeyi tzerindeki bir geodezill nin immersed

oldugu M manifoldunda da geodezik is®l ye tamamen geodezik hiperylizeygl
verilir [13].

Tanim 2.47 . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperylzejsun.
I(TM) Uzerinde birD distriblisyonu velL lie tirev fonksiyonu verilsin. Bu durumda
OX,Y,Z O (D) igin,
(Lx9)(Y,Z2) =0
yani
Xg(Y,2) = g(LkY,2) +g(Y,L(2)
oluyorsa, X vektdr alanin&illing vektdr alanidenir ve ger D nin her X vektdr alani

killing vektor alani ise,D distriblisyonuniilling distriblsyonudenir [13].

Teorem 2.48 . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperylzeisun.
Bu durumda gagidakiler denktir.

1) M, tamamen geodeziktir.

2) h=0 dur.

3 M lzerindeA, =0 dir.

4) M Uzerindeki indirgenngi [0 konneksiyonu metriktir.
5) RadTM paraleldir.

6) RadTM killing distribiisyondur [13].

Teorem 2.49 . M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperylzejsun.
Bu durumda gagidakiler denktir.
1) S(TM) paraleldir.

2) OX,YOr(s(TtMm)) icin, C(X,PY) =0 dr.
3 A, =0dir [13].
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3. HALF-LIGHTLIKE ALTMAN IFOLDLAR

3.1. Genel Kavramlar

2 -ekboyutlu lightlike altmanifoldM igin iki durum s6z konusudurRadTM,
radikal distriblsyonunun boyutu ya birdir yada ikiEger boyRadTM=1 ise, M ye
half-lightlike altmanifold denir [15]. Simdi ise half-lightlike altmanifoldlarin genel

Ozelliklerini verelim.
(IVI~,§), g=1 indeksli (m+ 2)-boyutlu bir Semi-Riemann manifold @M, g) , M nin
2-boyutlu bir lightlike altmanifoldu olsung, dejenere oldgundan; sifirdan farkl bir
EOr(TM) vektdr alani vardir 6yle KOX O (TM) igin,
9(¢,X)=0
dir. BoyleceT,M tanjant uzay! i¢in
TM”={u0TM : §(u,v) =0,0vIT M}

olacak sekilde TXM nin 2-boyutlu dejenere bir altuzayr vardirM , lightlike
oldugundan; TM ve TM" in ikisi de dejenere, ortogonal fakat birbirlerini
tamamlayani olmayan altuzaylardir. Bu durumda

RadTM =TM nTM"
oldugundan, RadTM nin boyutu, x£OM noktasina bglidir. Burada, RadTM ile M
nin TM tanjant demetinin bir radikal distriblsyonu ifaéelilmektedir. RadTM
altuzay1! TM nin 1 yada 2 boyutlu bir altuzayidirTM de RadTM ye komplemant

olan non-dejenere birS(TM) distriblsyonu vardir veM nin screen (ekran)

distriblsyonuwlarak isimlendirilir. Ortogonal distriblsyonla

T™ =RadTMO,,,,S(TM)
yazilabilir. Eser RadTM nin boyutul ise, (M,g,S(TM)) altmanifoldunahalf-lightlike

altmanifold denir. Bu durumdaTM" de half-lightliketir. Dger taraftan, ger
boyRadTM=2 ise,
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S(TM™) ={0}
oldugundan
RadTM=TM"
tir ve (M,g,S(TM)), co-isotropik altmanifolddiye isimlendirilir [14].
Bu tezde
g(&v)=0, guu)z0, OvOTM" , FuOTM"
esitli gini saslayan half-lightlike altmanifoldlar icin yapilan lggmalardan derlenen
sonuclar verilecektir.
Yukaridaki denklemderf OT,M olur ve dolayisiylaé D RadTM dir. Bununla

beraberM uzerinde lokal biré lightlike vektor alani vardir 6yle KiDX OI(TM) ve
udr(M") icin,

g(¢.x)=g(,u)=0
dir. Boylece RadTM, lokal olaraké tarafindan gerilir. Bu durumd@M de RadTM
yi tamamlayanS(TM) distribusyonu vardirTM da S(TM) ye ortogonal komplemant
olan S(TM)" distribisyonu g6z o6ntinde bulundurulurs&,udr(S(TM)") olur.
Boylece0=+1 olmak lizere g (u,u) =0 olacaksekilde bir birim vektor alani segilebilir.

Buradan RadTM, TM" nin 1-boyutlu bir alt vektér demeti olur.RadTM vyi
tamamlayan vauile olusturulan bir D distriblisyonuM nin screentransversal demeti
olarak adlandirihr. BoéyleceS(TM)" de D ye ortogonal komplemant olam"
distribusyonu ile birlikte
S(TM)” =D OD"

ortogonal parcalanmasi elde edild.” in non-degenereli ve 07 (D") oldusu géz
ondne alinirsa,

g(N,&)#0, g(N,N)=0, g(N,u)=0
sartini s@layan bir tek N O (D"”) olmasi icin gerek ve yetgart g(&,v) #0 iken N

vektor alaninin

1 §(v.v)
N = - vOr(F
g‘(f,v){v 2§(E,V)E} VBT (Fl,)
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seklinde tanimlanmasidir. Burada, D" de RadTM nin komplemantidir. Buradan ve

g(¢,u) =0 ssitli ginden acgikca gortlur kN lightlike vektor alani, neM ye tanjanttir

ne deu ile lineer bgimlidir. Eger baka bir koordinat koulugu Uzerindeé& =aé
secilirse, N’ :%N elde edilir. BoyleceM Uzerinde

tr(TM)=D0O_, Itr (TM)

orth
ile verilen tr(TM) vektdr demeti tanimlanir. Burada (TM), RadTM ile ayni boyuta
sahip olan ve lokal olaral ile gerilen 1-boyutlu bir vektor demetidirltr (TM) ye
S(TM) distribisyonuna goreM nin lightlike transversal vektér demetienir [13].

Bdylece

™

S(TM) O (RadTMO tr (TM))

S(TM) 0D O(RadTMI Itr (TM)) )

dir. (*) ayrsimi yardimiyla{F,,F,...F, .}, [(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olmak

tzere; M icgin {E,Fl,Fz,...Fm_l} ve M igin de {E,FI,FZ,...F

m-1?

u,N} vektor alanlari
catisi secilebilir.
Ornek 3.1.1. R Un
_1
X = ﬁ(xi +%)

X, = 210g(L+ (% = )°)
denklemi ile verilenM manifoldunu d&iinelim. O zaman
(xl,xz,xg =%(x1 %).% =%Iog(1+ (% - xz)z)j
ifadesini sirasiylax, ve x, ye gore tlrevlersek,
Uy =320+ (= )P+ (1 04 = %)) +320% = 300,
U, =2{L+ (4 =)0, + (L 04 3 )ps +V2(% - 300,

_ 1 1 v \2
$= [xl,xz,ﬁ(xl + X2)1E|09(1+ (% =%) )j
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olup, ¢ ifadesindex, = x, =1 alinirsa,

&= 11V2,0)
bulunur.
U=20%,=%)0, +2(%, = %)0; + (L+ (% = X,))0,
olup,
TM = SpadU,,U,} ve TM" = Spafié, u}
bulunur. M Gzerindeki radikal distribisyofRRadTM, ¢ ile gerildigi igin ranki 1 olup,
M bir half-lightlike altmanifolddur. AyriceS(TM) ve D de sirasiyldJ, timelike veu

spacelike vektdrleri ile gerilirler [13].

Ormnek 3.1.2. R'Un

1
X =X X% = (1-%,)?

1
ile verilen M altmanifoldunu g6z ontine alallrExl,(l— x4)2,x1,x4J ifadesinin sirasiyla

X, ve X, e gore kismi turevleri alinirsa,

X, = (L010)
X, = (o,—ﬁ mj
4 )(2

olup,
TM = Spafé = 0x, +0X;,V = —X,0%, + X,0%,}
TM" = Spaké = 0x, +0x,,U = X,0%, + X,0%,}

elde edilir. Boylece

RadTM = Spaké}
S(TM) = Spafiv}
S(TM ™) = Spafiu}

ve
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Itr (TM) = Spar{N =%(6x1+6x3)}

olup, M, R* Uin bir half-lightlike altmanifoldudur [13].

Yukaridaki (*) ayrsimina géreP, TM nin S(TM) Uzerine olan projeksiyonu
ver da
7(X)=g(X,N)
ile verilen M Uzerinde lokal diferensiyd—form olmak tzere{JX O (TM) igin,
X =PX+71(X)¢
elde edilir.0, M izerinde metrik konneksiyon olsut) ayrisimi kullanilarak ve
h(X,Y),0,N,Ou0r(tr(TM)) ve 0,Y, A, X, A, X O (TM) (**)
olmak tzereOX,Y O (TM) ve N,ur (tr(TM)) igin,

0,Y = O,Y+h(X.Y)
ON = -AX+0O.N (Ba.1
ﬁxu = —AuxX+0u

esitlikleri elde edilir. Buradall, M (zerinde torsiyonsuz lineer konneksiyon weda
(TM) uUzerindenT (tr(TM)) ye bilineer formdur. Bbylecéf,N}, U OM uzerinde
lokal lightlike kesit oldgundan,0X,Y O (TM) igin, U Uzerinde
D.(X,Y) =g(h(X.Y),$)
D,(X,Y) =0g(h(X,Y),u)
A(X)=g(0xN,$)
P,(X) =0g(0xN,u)
&(X)=g(0,u,<)
&,(X) =0g(0yu,u)
olacak sekilde p,p,,&,&, 1-formlari ve D,,D, simetrik F(M) lineer formlar
tanimlanabilir. Yukaridakigtliklerden de
h(X,Y)=D,(X,Y)N+D,(X,Y)u
ON=p0,(X)N+ p,(X)u (3.1.2)
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Oyu=&(X)N+&,(X)u
esitli gi elde edilir.
Boylece (3.1.2) deerleri (3.1.1) gitli ginde yerine yazilirsa,

0,Y =0,Y +D,(X,Y)N + D,(X,Y)u (3.1.3)
OxN ==A,X + g,(X)N + p,(X)u (3.1.4)
O,u=-AX +&(X)N +&,(X)u (3.1.5)

bulunur. Buradah, D,ve D,, sirasitylatr(TM) ye gore M nin ikinci temel formu,
lightlike ikinci temel formwe screen ikinci temel forngdur. A, ve A, ise I'(TM)
tzerinde lineer operatorler olufy,, M nin sekil operatoriolarak adlandirihr.
O,u=-AX +&(X)N +&,(X)u
denkleminde (3.1.2)séli gi g6z 6niine alinirsa;
Ou=&(X)N +&,(X)u
elde edilir. Bu gitli gin her iki tarafiu birim vektoriyle ¢arpilirsa,

g(Exu,u) = &(X)g(N,u)+&,(X)g(u,u)
= 0&(X)

elde edilir. Bu gitlikten de
&(X)=0g(d4uu)=0 (3.L.6
bulunur. Benzer yollaf ve N lightlike vektor alanlari olduklari igin,
h(X,Y) = D,(X,Y)N +D,(X,Y)u
O,Y =0, +Dy(X,Y)N + D,(X,Y)u
O,N==A,X + p,(X)N + p,(X)u
denklemleri elde edilir. Bu denklemleri ve (3.1€iitli gini kullanarak,
Ox& =0, & +Dy(X, N +Dy(X,E)u
esitli gi bulunur. Bu eitli gin her iki tarafié ile ¢carpilirsa,
§(0x6,6) =§(0,&,6) + DX, TN, &) + D,(X,6)F(u.€)
ve buradan da
D,(X,&€) =0 (3.1.7)
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elde edilir. Dger taraftan,

O,N ==A,X + p,(X)N + p,(X)u
esitli ginin her iki tarafi N ile carpilirsa,

G0N, N) ==G(AX, N) + 5, (X)G(N,N) + 0,(X)§(u,N)
ve buradan da
g(AX,N)=0 A3)

elde edilir. Ayrica

Ou=-AX +&(X)N +&,(X)u
esitli gi g6z 6nlne alinirsa, (3.1.6) dan

ﬁxu:—ij +&£(X)N (3.1.9)

olur. Bu denklemdeA, X cekilir ve denklemin her iki tarafy ile carpilirsa,

GAX.Y) = —d0,uY)+&(X)d(N,Y)

= GuO,Y)+&(X)r(Y)
= g(u,DXY+D1(X,Y)N+D2(X,Y)u)+£1(X)r(Y)
= D,(X,Y)F(uu) +&(X)7(Y)

buradan da
g(AX,Y)=0D,(X,Y)+&(X TN () (3.1.10)
bulunur. (3.1.3) ve (3.1.7) kullanilirsa,

0,

0,& +Dy(X,&)N + Dy(X, &)U
0,& +D,y(X,é)u

elde edilir. Bu ifadenin her iki taraiN ile carpilirsa,

§(0x¢.N) G(0x&.N)+ D,(X,6)F(u,N)
= _g(g’DXN) = g(nglN)

olur. Burada (3.1.4)sli gi yerine yazilirsa,
~GEAX+ AN+ p,(X)u) = §(O,& N
—p(X)g($,N) =g(0y¢,N)
elde edilir. g(&,N) =1 oldugundan,
p(X) ==g(0x&,N) a1

bulunur. Benzegekilde
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O,u=-AX +&(X)N +&,(X)u

denkleminin her iki tarafiN ile carpilirsa,
§(0,u,N) ==G(AX,N) +£(X)G(N,N) + £,(X)F(u,N)
~gU0N)=-GAX.N )
elde edilir. Burada (3.1.4)#i gi yerine yazilirsa,
g(AX,N) = gUu-AX+p(X)N + p,(X)u)
= =g AX) + p(X)g(u,u)

olur. Buradan da

2,(X) =0G(A,X,N) =07(A,X) (3.1.12)
oldugu gorular. Dger taraftan, OX,Y O (TM) igin, (3.1.10) denklemindeY =¢

yazilirsa,
g(AX,§) = OD,(X,&)+&(X)1(s)
= OD,(X,¢) +&,(X)
olur. O halde
£,(X) =-0D,(X,§) (3.113

dir. OX,Y,Z O (TM) igin,
0,Y =0,Y +D,(X,Y)N + D,(X,Y)u

esitli gi kullanilirsa,
(0,9)(Y,Z) =D,(X,Y)1(Z) + D,(X,Z)7(Y) (3.1.14)

bulunur. Gergektenﬁ, metrik konneksiyon oldiundan,

(O,8)(Y.2)=0 = X§(¥,2)-§(0,Y,2)-§(¥.0,2)=0
= Xg(Y,Z)-g(d,Y + D,(X,Y)N + D,(X,Y)u,Z)
—§(Y,DXZ+ D,(X,Z)N +D,(X,Z)u)=0
= Xg(Y,Z)-G§(0,Y.2) - D,(X,Y)(N,2)
-D,(X,Y)§(u,2) - §(Y,0,2) - §(Y,0,2)
- D,(X,2)G(N,Y) - D,(X,Z)d(uY) =0
= XG(Y.Z)-§(0,Y.Z) - D,(X,Y)7(2)
-G(Y,0,2) - D,(X,2)7(Y) =0
(0,9)(Y,Z) - D,(X,Y)7(Z) - D,(X,Z)7(Y) =0
(0,9)(Y,Z) = D,(X,Y)7(Z) - D,(X, Z)7(Y)

Uy
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dir. Buradan goralur ki, her zaman bir Levi-Civita konneksiyonugadir.

(3.1.3) ifadesindenD, ve D, nin I'(TM) Uuzerinde simetrik bilineer formlar
oldugunu ve screen distriblisyonaghaolmadiklari gorulir. Gergektert)X,Y O (TM)
icin,

G(0,Y,8) =D,(X,Y) , §(0,Y,u) =0D,(X,Y)
dir. D, ve p,, 0N (RadTM) kesitine bgliydi. Eger & =aé alinirsa, N =%N

bulunur. BoyleceX O (TM) igin,

pl(x) _T(Dxf)
= _g(nglN)
= g(&,04N)

- @(if*,DXaN*j
a

= Z§(E X@N +al,N)

= §X(a)a<f‘*,N*)+§<f’*,DxN*)
= X(loga)+§(& . O,N")
= X(loga)+ £.(X)

ve buradan da

D,(X,&) = Dl(x,lf*j = LIpx,&)
a a

= Dl(xig*) aDl(x’g)
= D, =aD,

olur. Boylece,

dp,(X.Y) = S{X (V) ~Y(A(X) - 20X, YD)

diferensiyel2 - formu kullanilarak, gggidaki teorem ifade edilir.

Teorem 311 . M, 2 ekboyutlu(l\ﬁ,@) Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike
bir altmanifoldu olsun. Kabul edelim kjp, ve p;, U Uzerinde sirasiyld ve & a gore
1-formlar olsunlar. O hald® Uzerindedp, = dp, dir [13].

Simdi
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T™M = S(TM) O D O(RadTMO ItrTM)
ayrisimini goz éniine alalim. Bu durumdaX,Y O (TM) igin O, PY,A}DF(S(I’M))
ve h'(X,PY),0;&0r (RadTM) olmak Uzere;
0,PY =0, PY +h' (X,PY) (3.1.15)
Ox&=—AX +03& (28)
denklemleri yazilir. Buraddl™ ve ", sirasiyla screen ve radikal distriblisyonlarinin

lineer konneksiyonlarlA;Z, (TM) Uzerinde lineer operatoh’ da I'(TM)x T (S(TM))

uzerinde bilineer formdur. Ayrical’, S(TM) Uzerinde metrik konneksiyondur. Bu
taktirdeU O M dzerindeOX,Y O (TM) igin,
E(X,PY) =g(h'(X,PY),N)
ve
u(X)=g(0xéN)
esitlikleri tanimlanirsa,0X,Y O (TM) igin,
E,(X,PY)& =h"(X,PY)
ve
u(X)E=0%&
elde edilir. Boylece (3.1.15) ve (3.1.16) denklemle
0,PY =, PY + E(X,PY)¢& (3.1.17)
ve
O & =-AX +u(X)E (38)1
esitliklerine donisur. Buradah™ ve E, e RadTM ye gére S(TM) nin sirasiylakinci
temel formwe lokal ikinci temel formu,A; a da screen distribisyonusekil operatori

denir. Bu durumdalX,Y O (TM) igin,

D,(X,PY)=G(AX,PY ) (3.1.19)
E(X,PY)=G(AX,PY ) (3.1.20)
w(X) =-p,(X) 3.0.21)
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bulunur. Gergekten,
0,PY =0,PY +D,(X,PY)N + D,(X,PY)u
esitli ginden
D,(X,PY)N =, PY -0,PY - D,(X,PY)u
olur. Bu aitli gin her iki tarafi & ile carpilirsa,
J(D,(X,PY)N,&) §(0,PY-0,PY-D,(X,PY)u,&)
= G(EPY.H)-F(OPY.&) - DX, PV)§(U.¢)

elde edilir. Buradan

Di(X,PY) = §(O4PY.é)
= -G(PY,0$)
= —-g(PY,0,&+D,(X,&)N +D,(X,&)u
= —g(PY,0,¢) — D,(X,£)g(PY,u)
= —g(PY,~AX +u(X)¢
= g(PY,AX)-u(X)G(PY.$)
= g(PY,AX)=g(AX,PY)
bulunur. Yine benzegekilde
O0,PY=0,PY+E(X,PY)&
esitli gi kullanilir ve bu eitli gin her iki yaniN ile carpilirsa,

g(E(X,PY)¢,N) g(OxPY-04PY,N)
§(0,PY,N) - §(O,PY,N)

elde edilir. Buradan da
E (X,PY)

g(d0,PY,N)
= §(d,PY-D,(X,PY)N - D,(X,PY)u,N)
= §(d,PY,N)
= —g(PY,O4N)
= —g(PY,~AX+ o (X)N + p,(X)u)
= g(PY,AX) - p(X)G(PY,N) = p,(X)g(PY,u)
= g(PY,A/X)=g(AX,PY)
bulunur. Dger taraftan,
W(X)é =0%¢

esitli ginin her iki tarafi N ile carpilirsa,
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g(Oxé.N)
= g(DXE-'- A;X’N)

g(u,(X)$,N)

elde edilir. Bu durumda
W(X) = G(O.EN)+GAXN)
= g(gxg_ D, (X,é)N = D,(X,¢)u, N)
= —g(&04N)
= =0 ~AX+p(XIN + p,(X)u)
= -p((X)
bulunur. Boylece (3.1.18x#i gi
Oxé ==AX = p(X)¢
seklini alir.
(3.1.19) denklemindeX =& alinirsa, (3.1.7) den

D,(¢,PY) = G(A<,PY)

olur. Bu saitlikten de

A£=0 (3.1.22)
bulunur. Buradané nin A; In 0 Ozdeserine kasilik gelen 6zvektor oldgu acikca
goralar.

(3.1.17) vel torsiyonsuz lineer konneksiyonu kullanilirsa,
[X,Y] = 0O,Y-0,X

0,Y +h(X,Y) - (0, X + hY, X))

= 0O,vy-0,Xx
olur. Burada
X = PX+r1(X)¢&
Y = PY+1(Y)¢

projeksiyonu kullanilirsa,
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0,y -0, X

0,Y +h(X,Y) - (0, X + hY, X))

Oy (PY +7(Y)€) =0, (PX +7(X)é)

O, PY + X(1(Y))E + ()0, & = (O,PX +Y(r(X))& + 7(X)0,&)
O, PY + E,(X, PY)E+ X(r(N)E +1(Y)(- AX - p,(X)¢)
~0,PX - E(Y,PX)& - Y(r(X))E - 1(X)(- AY - p,(V)é)

{D*X PY -0O,PX -7(Y)AX + r(X)A;Y}+{El(x, PY) - E,(Y,PX)
+X(r(1)) =Y (X (X))~ 7(V) 5 (X) + T(X) 21 (Y)}E

denklemi elde edilir.

[x.¥]

Bu denklem sirasiylaN ve PZ ile skalar carpilir ve (3.1.19)sidi gi yerine
yazilirsa,
gIX,YLN) = G(OxPY,N) - g(0,PX,N) - 7(Y)G(AX,N)
+7(X)G(AY, N) + G{E (X, PY) ~ E/(Y,PX) + X (7(Y))
=Y(@(X)- (N (X) +7(X) A (V}EN)
= E(X,PY) - E(Y,PX) + X(7(Y)) - Y(7(X)) —7(Y) o (X) + T(X) p,(Y)
=1([X,YD) = E(X,PY)-E(Y,PX)+X(@(Y)) - Y(T(X)) - 1(Y) o.(X) + 7(X) £ (Y)

dir. Buradan da
E(X,PY) = E,(Y,PX) +7(Y)5(X) ~7(X) ,(Y) = XT(Y) = Y7(X) = 7([X, Y])
olup, 2-form tanimindan
E,(X,PY) - E(Y,PX)+7(Y)0,(X) - 1(X)p,(Y) =2d7(X,Y) (3.1.23)
elde edilir. Benzegekilde

a([X,Y],P2)

Q(D*>< PY,PZ) - Q(D*YPX, PZ)

+ r(X)@(A}Y, PZ) - r(Y)ﬁ(A;X,PZ)
+3({E,(X,PY) = E(Y,PX) + X(1(Y))
—Y(7(X)-1(Y)p(X) +T(X) a1 (Y)}E, PZ)
= Q(D*>< PY,PZ) - @(D*Y PX,PZ)

~7(Y)G(AX,PZ) +T(X)G(AY,PZ)
= 1(X)D,(Y,PZ) - 1(Y)D,(X,PZ)

olur. Burada (3.1.19)séli gi kullanilirsa,
§(x.Y].P2)-g(d,PY,Pz)+§(0,PX,PZ)= r(X)D,(Y,PZ) - 7(Y)D,(X,PZ)
bulunur. Ayricar(X) = g(X,N) ssitli gi ve (3.1.23) denkleminden,
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r([PX,PY]) g(Px,PY]|N)

g{0.,PY -0, PX,N

§(0..PY.N)-§(T.,PX,N)

§(0.PY + D,(PX,PY)N + D,(PX, PY)u,N)

~ §(T.,PX + D,(PY,PX)N + D,(PY,PX)u,N)

= g(DPXPY'N)_g(DPYPX’N)

= §(OLPY +E(PX,PY)EN)-G(0L,PX + E(PY,PX)&N)

ve bdylece
r([PX,PY]) = E,(PX,PY) - E,(PY,PX) (3.1.24)
elde edilir.
(3.1.20) ve (3.1.24)sdliklerinden gagidaki teorem verilebilir.

Teorem 312 . Eger M, M  manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu ise
asagidaki ifadeler denktir.

(M) S(TM) screen distriblisyonu integrallenebilirdir.

(2) S(TM) nin ikinci temel formu,I" (S(TM)) Uzerinde simetriktir.

3 M nin M immersiyonununA,, sekil operatori,g ye gorel (S(TM)) Uzerinde
simetriktir [15].

Ispat . (1) = (2) Kabul edelim kiS(TM) screen distribiisyonu integrallenebilir olsun.
Bu durumda OPY,PXOS(TM) icin z((PX,PY])=0 dir. O halde (3.1.24)
denkleminden,E (PX, PY) = E (PY,PX )olur. TersineE (PX,PY) = E(PY,PX )ise,
r([PX,PY])=0 olur. Bu iseS(TM)’ nin integrallenebilir oldgunu gosterir.

@ - @ r([PX,PY])= E(PX,PY)-E(PY,PX) denkleminde (3.1.20) ifadesi yerine
yazilirsa, ([PX,PY])=g(A,PX,PY)-g(APY,PX) olur. Eer E, T (S(TM))
uzerinde simetrikseg(A,PX,PY) =g(A,PY,PX DPlur. Yani A,, g gore I'(S(TM))
Uzerinde simetriktir. Kart olarak A,, g ye gore(S(TM)) Uzerinde simetrik ise,
(3.1.20) ve (3.1.24)sdliklerinden E (PX,PY) = E(PY,PX) olur. Yani E, I'(S(TM))

Uzerinde simetriktir.
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@) = @ kabul edelim ki A,, I'(S(TM)) uzerinde simetrik olsun. O halde
r([PX,PY]) = G(A,PX,PY) - G(APY,PX)=0 olup, S(TM) integrallenebilirdir.
Tersinin d@rulugu da agiktir.

Ote yandan, (3.1.7), (3.1.14), (3.1.18) ve (3.L.t@nklemleri kullanilirsa,
asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 313 . M, M Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir altnifatdu
olsun. O haldesagidaki ifadeler denktir.

1) M Uzerindekid bir metrik konneksiyondur.
2) M uzerindeD, =0 dur.

3 M UlzerindeA =0 dir.

4) ¢& bir killing distribisyondur.

5 TM", O’ ya gore paralel distriblisyondur [15].

Ispat. (1) = (2) yi gosterelim:

Kabul edelim ki[O bir metrik konneksiyon olsun. Bu durumda (3.1.ténkleminde
Y = ¢ yazilirsa,

(0x9)(¢,2) = Dy(X,4)7(Z) + Dy(X, 2)7(<)

elde edilir. Buradar () =1 ve (3.1.7) ifadeleri g6z 6niine alinirsa,
OX,ZOr(TM) icin,

D,(X,Z)=0 (3.1.25)
bulunur.
@2=@3): zZ=PY icin (3.1.25) ifadesi, (3.1.19) denkleminde kullasa,
OX Or(TM) icin, A-X =0 olur. Yani M UzerindeA; = Odir.
@)= @): AX=0 olduunu kabul edelim. Bu durumdedX,YOr(TM) ve
{0OT(RadTM) igin,
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(LBXY) = &GKY) =GLX,Y) = §(X, LY)
= §AXY)+G(X,TY) -G X1LY) - GXIEYD
= GEXY)+F(X,0) - F(EX.Y)
+ g(Dx&Y) - g(X’D.{Y) + §(X’Dv5)
= §(O,&)+§(X,0,8)
= §(0,E+Dy(X,EN +Dy(X,E)uY)
+§(X,0,& +D,(Y,&)N + D, (Y, &)u)
= G(0,EY) +Dy(X,E)F(WY) +F(X,0,8) + Dy(Y,H)F(X,u)
= G(O,EY)+§(X,0,8)
= GEAX+U(X),8) +F(X,~AY +u(Y)E)
= —GAXY)L)FEY) - T AULY)F(X,E)
= —GAX.Y)-G(X,AY)
0

dir. Bu daé nin bir killing vektdr alani oldgunu gosterir.
(4) = (5): Kabul edelim ki & bir killing vektor alani olsun. ger RadTM Killing
distribtsyon isel1¢ 1 RadTM igin L, =0’ dir. BOylece M Uzerindeg’ ye gore bir[l
Levi-Civita konneksiyonu vardir. Burada(d) = (5) ve (5)= (1) salanir ve ispat
tamamlanir.

Simdi (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5), (3.1.7) ve (3.1.O&nklemlerini kullanarak] ve
[J ya gore S|raS|yIz§ ve R egrilik tensorlerini tanimlayallimOX,Y,Z O (TM) igin,
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«OvZ = 0,0, Z - D2

x(ByZ +Dy(Y,Z)N + D, (Y,Z)u) =00, (0 Z + D,(X,Z)N + D,(X, Z)u)
-z -Bx YL 2N -D,(x Y] 2)

= 0,(0,2) + X(D,(Y,Z))N + D,(Y,Z)O, N + X(D,(Y,Z))u + D,(Y,Z)0O,u
-0,(0,2Z) - Y(D,(X,Z))N = D,(X,Z)0,N = Y(D,(X, Z))u - D,(X,Z)0,u
Oz - DX YL 2N -D,(x Y] 2)

= [0,0,Z +D,(X,0,Z)N +D,(X,0,Z)u+ D,(0,Y,Z)N + D,(Y,0,Z)N
+ D, (Y, Z)(=AX + p(X)N + p,(X)u) + D,(0yY,Z)u + D, (Y,0, Z)u
+D, (Y, Z)(=AX + & (X)N + &,(X)u) + (O, D,)(Y,Z)u+ (0, D;)(Y,Z)N
-0,0,Z - D,(Y,0,Z)N = D,(Y,0,Z)u-D,(0,X,Z)N = D,(X,0,Z)N
—Di(X,2)(=AY + o (Y)N + p,(Y)u) - D,(0, X, Z)u - D,(X, 0, Z)u
—D,(X,Z)(=AY +&(Y)N +&,(Y)u) - (O,D,)(X,Z2)u - (0,D,)(X,Z)N
— OpxwZ — Dy(04Y,Z)N + D, (0, X, Z)N = D,(0,Y,Z)u + D,(0, X, Z)u

= R(X,Y)Z=-D,(Y,Z)A X +D,(X,Z)A)Y = D,(Y,Z) A X + D,(X,Z) AY
{+(0,D)(Y,2)~(0,D)(X,Z) + D,(Y,2) p,(X) = D,(X, Z) p,(Y)
+D,(Y,2)£,(X) = D,(X,2)&(V)IN
+{(O4D,)(Y,2) - (0,D,)(X,Z) + D,(Y,2) p,(X) = D,(X,Z) p,(Y)}u

RX,Y)Z = O
0

ROCYIN = =0 (AY) +0,(AX) + A[X Y]+ o(X)AY - o (Y)AX
+ 0,(X) AY = p,(V)AX +{D,(Y, A, X) = D,(X, A\Y) + 2dp,(X,Y)
+£(X)0,(Y) = £(Y) 2, (X)IN +{D, (Y, A, X) = D,(X, A\Y) + 2dp,(X,Y)
+0,(Y)p,(X) = p(X) 2, (V)

ROX YU = =0 (AY)+0,(AX) + A[X Y]+ £ (X)AY - £(Y)AX
+{D,(Y,AX) = D,(X, AY) + 2d&,(X,Y)
+ B(X)E(Y) =AM (XIN +{D, (Y, AX) - D,(X, AY)
+£(Y)0,(X) = &(X) p,(N}u

seklindedir. Bu denklemler yardimiylR", 0" in egrilik tensorii olmak tizere;
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R(X,Y)PZ = R (X,Y)PZ+E(X,PZ)AY
~E(Y,PZ)AX +{X(E,(Y,P2))
~Y(E(X,PZ)) - E([X,Y], PZ)

+E(X,0,P2) - E/(Y,04P2)
- A(X)E,(Y,PZ) + p,(Y)E(X,PZ)}¢

ROX,Y)E = =T (AY) + 0, (AX) + A[X,Y]
_pl(x)AgY"'pl(Y)Agx
B AX) -E(X, AY) - 2dp,(X, V)¢

elde edilir.

3.2 . Total Umbilik Half-lightlike Altmanifoldlar

(M,0q), (I\ﬁ,ﬁ) Semi-Riemann manifoldunumalf-lightlike altmanifoldu olsun.

M Uzerinde M nin afin normal grilik vektor alani olarak adlandirilan oyle bir
ZOT (tr (TM)) vektor alani vardir KOX,Y O (TM) igin,

h(X,Y) = Zg(X,Y)
dir. Bu sitli gi saglayan (M, g) half-lightlike altmanifoldunaotal umbiliktir denir. Ozel
olarak, (M, g) half-lightlike altmanifoldu GzerindélX,Y O (TM) icin h(X,Y) =0 ise
(M, g) total geodezikolarak adlandirilir. Direkt hesaplamayM nin total geodezik
olmasi igin gerek ve yeteartin M lzerinde sirasiyla lightlike ve screen ikinci téme
tensorler olan D, ve D, nin sifir olmasi gerekti kolayca gorilir. Boylece
OX,Y O (TM) igin,

D,(X,Y) = D,(X,Y) =0

olur. Bunun yaninda (3.1.10), (3.1.12), (3.1.13)34..19) ifadelerinden,

§=A=A=p,=0
bulunur. h(X,Y) = D,(X,Y)N + D,(X,Y)u ssitliginden ,M total umbiliktir denir gerek
ve yetersart herU koordinat komgulugunda COX,Y O (TM) igin,

D, (X,Y) H,g(X.Y)
D,(X,Y) H,g(X.Y)

(3.2.1)
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olacak sekilde, sirasiylaltr(TM) ve D uzerinde H, ve H, diferensiyellenebilir

fonksiyonlari vardir. Bu taninM nin screen distriblisyonuna ghadegildir. Bunlarin
yaninda (3.1.7), (3.1.8), (3.1.10), (3.1.19) ifadelve S(TM) nin non-dejenere

olmasindan ggidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.21 . (M,90), (M,@) Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir
altmanifoldu olsun.M , total umbiliktir gerek ve yetegart herU koordinat kongulugu

uzerindeH, ve H, diferensiyellenebilir fonksiyonlari vardir 6yle kiX O (TM) igin
A-X =H,PX (3.2.2)
ve
P(A,X) =0H,PX 13R)

olup '(TM) Uzerindeg, =0 dir [13].

Ispat .

D,(PX,PY) = g(A;X, PY)
esitli ginde (3.2.1) kullanilirsa,

H,g(PX,PY) = g(A;X,PY)
olur. Buradan da

g(H,PX,PY) = g(A:,X,PY)

H,PX = A.X
elde edilir. Benzegekilde
J(A,X,PY) =0 D,(X,PY) + £,(X)7(PY)

esitli ginde (3.2.1) kullantlir veX = PX + 7(X)¢ izomorfizmi gbz énune alinirsa,

a(AX,PY)

OH,g(X,PY)
OH,G(PX +1(X)&,PY)
OH,G(PX,PY)

olur. Buradan da
P(A X) =0H,PX
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bulunur.

Teorem 3.2.2. M nin total umbilik olmasi durumundaX OT (TM) icin;
D,(X,§)=0, p,(§)=0, A$=0 (3.2.4)

ve
OAX = H,PX + p,(X)é (Bp.
dir [13].

Ispat . Kabul edelim kiM total umbilik olsun. Bu durumda

h(X,§) = Zg(X,$)
= DX, N +Dy(X,&)u
dir. Buradan
D,(X.,$)=0
olur. Benzegekilde (3.1.10) ifadesind&X =& alinir ve yukaridaki sonug kullanilirsa,
G(ALY) = OD,(£Y)+&(O)1(6)
= &()

elde edilir. Bu gitlikte (3.1.13) ifadesi kullanilirsa,
4(A<.Y)=-0D,(£.¢)

bulunur. Buradan

A&=0
olur. Boylece (3.1.12) den
p,(&)=0
bulunur. Bunlarin yaninda (3.1.10) denklemindte= PY alinir ve (3.2.1) ifadesi
kullanilirsa,
g(AX,PY) = 0OD,(X,PY)+¢&(X)r(PY)
= OH,g(X,PY)
= OH,g(PX+1(X)¢&,PY)
= OH,g(PX,PY)+0OH,r(X)g(é,PY)
olur. Bu da

O0AX =H,PX
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esitli gini verir. Ayrica

GAX.PY) = H,G(X,PY)
= OH,G(PX +1(X)é&, PY)
= OH,PX+0OH,r(X)é
GAX.PY) = OH,PX+p,(X)¢

esitli gi de yazilabilir.

Tanim 3.2.2 . OX,YOr(TM) icin M Uzerinde h'(X,PY) =ag(X,PY ) olacak
sekilde bir « O (RadTM) vektor alani varsaM de S(TM) total umbiliktir denir.
S(TM), total umbiliktir gerek ve yeteyart 0OX,Y O (TM) i¢in herU 0O M koordinat
komsulugunda birK fonksiyonu vardir dyle ki

E,(X,PY) = Kg(X,PY) (3.2.6)
dir. Bu da S(TM) uzerinde E; in simetrik oldgunu ifade eder. Bu taktirde Teorem
3.1.2 den S(TM) integrallenebilirdir. Ozel olarakger K =0 ise S(TM) vye total
geodezik K # 0 ise deS(TM) ye proper total umbiliktirdenir [13].

(3.1.8), (3.1.20) ve (3.2.6) ifadelerindéiX O (TM) igin,

AX = KPX

E,(£,PX)=0
elde edilir. (3.1.23) denklemi v8(TM) nin total umbilik oldgunu g6z dniine alirsak,

2d7(X,Y) = p,(X)7(Y) = o,(Y)T(X)

bulunur. Boylece gagidaki teorem ifade edilebilir.

(3.2.7)

Teorem 3.2.3 . (M,90), (M,'g‘) Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir
altmanifoldu veS(TM) total umbilik olsun. Bu durumda

dr=0< p =0
ifadesi sglanir [13].
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Teorem 3.2.4 . (M,g), (M,§) Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir
altmanifoldu olsun.M ye indirgenend konneksiyonunun Ricci tensori simetriktir

gerek ve yetegart p, kapall yanidp, =0 dir [13].

3.3. Screen Konformal Half-lightlike Altmanifoldlar

Non-dejenere bir alt manifoldun ikinci temel forntay manifoldun sekil

operatdri arasindaki metrik tensorglbdi ski (3.1.19) ve (3.1.20) ile verilen

E, (X, PY) = g(Ay X, PY)

D,(X,PY) = g(A;X,P\O %

bagintilarindan bilinmektedir [16].Sekil operatért, alt manifoldlarin geometrisini
calisirken bize bir takim bilgiler ggar. Bu bolimde ggidaki tanimlamayla verilen

screen konformal half-lightlike altmanifoldlar edandi.

Tanim 3.3.1. M, bir Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike admifoldu olsun.

M nin Gzerindeki her U koordinat komulugunda tanimli sifirdan farkl,

diferensiyellenebilir birg fonksiyonu vardir 6yle ki her nuf O (TM") vektor alani
icin M ve S(TM) nin sekil operatorleri arasindaX DI’(TM|U) icin

AX = gAX (3.3.1)

ili skisi varsa,M lokal screen konformablarak isimlendirilir [17].

Teorem 3.3.1 . (M,Q), (M,g) Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir
altmanifoldu olsun. O zamanM screen konformaldir gerek ve yetesart
OX,YOr (TM)igin

E,(X,PY) = ¢D,(X,PY) (3.3.2)
dir [13].

Ispat . Kabul edelim kiM bir screen konformal half-lightlike altmanifoldspin. O
zamanX,Y OT (TM) igin,
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E,(X,PY)

9(A X, PY)
9(#AX, PY)
¢g(A}X,PY)
¢D, (X, PY)

olur. Tersine ger OX,Y O (TM) igin
E,(X,PY) =¢D,(X,PY)

ise 0 zaman yukaridaki (*) ifadesinden;

E(X,PY)
= g(AX,PY)

#D,(X,PY)
#9(A:X,PY)

sgglanir. BoyleceA X =¢A;X esitli gi bulunur.
M screen konformal olsun. O zamaixX,Y O (TM) igin,

0, PY

O,PY +h'(X,PY)
O, PY +E(X,PY)é& (3.3.3)
O PY +¢D,(X,PY)&

olur.

Teorem 3.3.2. (M,g,S(TM)), (M™2 ) Semi-Riemann manifoldunun screen

konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. O zamaM nin her screen distribtisyonu

integrallenebilirdir [13].

Ispat . OX,Y OS(TM) igin
ﬁXY =0,Y+D,(X,Y)N +D,(X,Y)u, [X,YIOS(TM) oldusunu  gOstermeye
calisalim. Bunun igin der ([ X,Y]) = g([ X,Y], N) =0 oldugunu gdstermeliyiz.

G(D.Y,N) - G(@,X,N)

= g(O4Y +D,(X,Y)N +D,(X,Y)u,N) - g(0, X + D,(Y, X)N + D, (Y, X)u,N)
= g(0xY,N)-g(0,X,N)

= GO, + E(Y)EN) - (T, X + E.(Y, X)E,N)

= BE(XY)-E(Y.X)

= ¢D,(X,Y) = gD, (Y, X)

= #{Di(X,Y) —Dy(Y, X)}

a([X,Y],N)
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D, simetriktir. Dolayisiylag([ X,Y], N) =0 olup S(TM) integrallenebilirdir.

Tanm 3.3.2. M, M Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir altmfoldu

olsun. Ber tr| h=0 ve &()=0 ise M ye minimal half-lightlike altmanifold

S(T™)
denir [13].
OX,Y O (TM) igin,

0,Y =0,Y + D,(X,Y)N + D,(X,Y)u
ve

g(AX,Y) =0D,(X,Y) +&(X)1(Y)
esitliklerinden M nin minimal olmasi icin gerek ve yetgart {¢}"; S(TM) nin

ortonormal bir bazi iken

n-

D,6.6)=0, 3.0,(2,8)=0 ve £(§)=0

olmasidir.

Teorem 3.3.3 . M, M Semi-Riemann manifoldunun screen konformal bir

altmanifoldu veM ' de S(TM) nin bir lifi olsun. Bu durumda
1) M total geodeziktir.
2) M total umbiliktir.

3) M minimaldir.

gerek ve yetesart M' nin, M nin bir alt manifolduna immersed vi! Uzerinde
E, =0 olmasidir [13].

Ispat . OX,Y O (TM) igin,
E (X, PY) =¢D, (X, PY)

ifadesinin kullaniimasiyla,
OX,YOr(TM") icin,

0,Y = O, +¢D,(X,Y)& + D,(X,Y)N + D,(X,Y)u (3.3.49)
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bulunur. Bir dnceki teoremden screen konformal dimanifold, integrallenebilir bir

screen distriblisyona sahiptir. Boyle&TM) nin lifi, bir Semi-Riemann alt manifold

olur. BuradanM de, M’ niin Levi-Civita konneksiyonud' ve ikinci temel formuh'’
olmak Uzere;

0,Y =0,Y +h(X,Y) (3.3.5)
bulunur. Boylece (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerindég,Y O (TM") igin

0,Y

O +¢D,(X,Y)& + D,(X,Y)N + D,(X,Y)u
O,Y + ($€ + N)D,(X,Y) + D,(X,Y)u

elde edilir. Buradan
h(X,Y) = (¢ + N)D,(X,Y) + D, (X,Y)u (3.3.6)
bulunur. Dger taraftan, (3.1.10) ifadesindé= PZ alinirsa,

§(A&.P2) = OD,(P2)+(O1(P2)
= 0D,(&,P2)

ve
g(APZ,¢) =0D,(PZ,¢) + &(PZ)1(¢)
dir. O halde
O0D,(PZ,¢) =-&(PZ)1(§)
bulunur. D, simetrik oldgundan;
d(A<.PZ)=-£(P2)
dir. Benzerekilde
0D, (£,) = &,(é)
alinabilir. Sonug olaraklz O (TM) igin,
D,(é,PZ)=D,(PZ,£)=D,(£,£)=0 = £(Z)=0 (3.3.7)
dir. Boylece (3.3.6) ve (3.3.7) den
H(X,Y) = (¢ + N)D,(X,Y) + D,(X,Y)u
h'(¢,PY) = (¢ + N)D,({,PY) + D, (¢, PY)u
h(&,PY)=0 = D,(£,PY)=0 <= &(Z)=0

olur ve ispat tamamlanir.
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Tanim 3.3.3. M, M Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir altmandal olsun.
OX OF(TM) ve éOT(RodTM) igin
0,00 (TM)

ise M yeirrotasyonaldirdenir [7].
M, half-lightlike altmanifoldu icin D,(X,é)=0 oldugundan, yukaridaki tanim
OX O (TM) igin,

D,(X,§) =0=¢/(X)
ifadesine denktir. Bu ifadenin (3.3.7) de kullaralnile aagidaki sonug elde edilir.

Sonug . M, M’ Semi-Riemann manifoldunun irrotasyonal screen ¢wonél half-
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman
1) M total geodeziktir.

2) M total umbiliktir.

3) M minimaldir.

gerek ve yetegart S(TM) nin herM " lifi, M nin bir altmanifolduna immerseddir [13].

Teorem 3.3.4 . M, bir Semi-Riemann manifoldunun screen konformai-lnghtlike
alt manifoldu olsun. Bu durumdaagidakiler denktir.
1) S(TM) nin her lifi M de total geodeziktir.

2) M', S(TM) nin bir lifi iken M, L ve M' nin lightlike ¢arpim manifoldudur.
BuradaM' non-dgere manifold vel , 1-boyutlu lightlike manifoldtur.
3) M lzerindeD, = Odir.

4) M UzerindekiO konneksiyonu, metrik konneksiyondur [13].

Ispat . X OM(S(TM) ve 0T (RodTM) igin EXY =0,Y+D,(X,Y)N +D,(X,Y)u

ifadesinden
9(0,&,X) =g(0,&,X)

olur. Ayrica 0, metrik konneksiyon oldiundan
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(0., X) = - (&,0,X)

dir. Bu durumda

G0&X) = =GETX) = ~G(ED0X+Dy(EX)N +D,(&,X)u)
= _Dl(E,X)g(f,N)
=0
dir. Boylece
g(0.£,X) =0

bulunur. Benzegekilde 0OX,Y Ol (S(TM)) ve N OT (Itr (TM)) igin,

- g(N,0,Y)
- g(N,0,Y + D,(X,Y)N + D,(X,Y)u)

G(O.N,Y)

dir. Buradan,
G(OxN,Y) ==§(N,0,Y)
yazilabilir. Bu durumda
—G(N,O,Y) = §(@ONY)

= G-AX+p,0ON +p,(X)uY)
= -GAX.Y)

olur. Boylece
g(N,0,Y) = g(AX.Y)

bulunur. OX DI’(TM|U) icin screen konformallikten gelen

AX = pAX
esitli gi kullanilirsa,
g(OxY,N) = g(AX.Y)
= G(PAX.Y)

olur. O halde
g(OxY,N) = #G(AX,Y)
bulunur. Burada (3.1.17) ifadesi kullanilirsa,
@(A}X,Y) = D,(X,Y)

oldugundan;
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g(d,Y,N) =¢D,(X,Y) (3.3.9)
elde edilir.
g(0,£,X)=0 ve g(d,Y,N)=¢D,(X Y) oldusunu hatirlayalim. O halddl) - (2)
dir. Eger M bir carpim manifoldu ise o zama®&TM) nin her lifi paraleldir. Boylece
(3.3.9) ve (3.1.7) deb, = @ir. Bger D, = 0 ise o zamanS(TM) nin lifi (3.3.9) dan
paraleldir ve (3.3.8) in g6z oninde bulundurulmiasi¥2) elde edilir. Bdylece
(2) = (3) olur. Diger taraftan,D, =0 ise daha 6nce ispatlanyrolan Teorem 3.1.3 ten

3 = (4) gelir ve boylece ispat tamamlanir.

M , screen konformal half-lightlike bir altmanifoldsan. 0 nin (04) tipindeki
Riemann grili gini dustnelim.
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ D,(X,Z2)AY —-D,(Y,Z)A X
+D,(X,Z) AY = D,(Y,Z) A X
+{(OxD)(Y,2) - (O,D)(X,2) + p(X)Dy(Y, Z)
= B(Y)D,(X,2) + £(X)D,(Y,Z) - £(Y)D,(X, Z)}N
+H{(OD,)(Y,2) - (0,D,)(X,2)
+2,(X)D,(Y,Z) = p,(X)Dy (Y, Z)}u
ifadesinin kullaniimasiyla vegelik tensérinin tanimindan

J(R(X,Y)Z,PW) = G(R(X,Y)Z,PW)
+¢{D,(X,Z)D,(Y,PW)
- D,(Y,Z)D,(X,PW)} .330)
+0{D,(X,Z)D,(Y,PW)
=D, (Y,Z)D,(X,PW)}

J(ROX,Y)PZ,N) = §(R(X,Y)Z,PW)
+0{p,(Y)D,(X,PZ) - p,(X)D,(Y,PZ)}
= G0, (AY) -0, (AX) = A[X,Y],P2) (3.3.11)
+#{p.(Y)D,(X,PZ) - p,(X)D,(Y,P2)}
+0{p,(Y)D,(X,PZ) - p,(X)D,(Y,PZ)}
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JG(R(X,Y)E,PZ) = G(R(X,Y)E PZ)+0D,(X,&)D,(Y,PZ) (3.3.12)
~-0D,(Y,&)D,(X,PZ)
elde edilir.
R, O n ezrilik tensori olmak tizere; (3.1.18) ve (3.3.2) den,
R(X,Y)PZ = R (X,Y)PZ-@#{D,(Y,PZ)AX - D,(X,PZ)AY}
+¢{(0,D)(Y,PZ) - (0,D,)(X,P2)}¢
+D,(Y, PZ){X(8) - #0,(X)}¢ - D,(X, PZY{Y(#) - gor(Y)}¢

bulunur.

Teorem 3.35. M, M(c) Semi-Riemann uzay formunun screen konformal half-
lightlike altmanifoldu olsun. O zamaM ’ nin Ricci tensoru simetriktir gerek ve yeter
sart

(D, Dp,)(€,X,Y) = D,(X,Y)0,(&)
olmasidir [13].

Ispat . Half-lightlike bir altmanifoldun Ricci tensoriX,Y O (TM) igin,
m-1
Ric(X,Y) = Y 0g(R(X,8)Y,8) + G(R(X,&)Y,N)
i=1
ile ifade edilir.
M(c) uzay formu icin E(X,PY)=¢D,(X,PY ) (3.3.10) ve (3.3.11)
esitliklerinden,

m-1

Ric(X,Y) = @-mcg(X,Y)+2 {(-D,(X,Y)Di(g,8) - Di(8,Y)Dy(X.8))p
~0D,(X,Y)D,(g,8) +D;(8,Y)D,(X, &)}
~0D,(X,Y)2,(6)+ 0D, (£.Y)2,(X)

dir. Boylece
Ric(X,Y) - Ric(Y, X) =0{D,(X,Y) 0,(X) - D,(&, X)0,(¥)}
ya da
Ric(X,Y) = Ric(Y, X) = (D, 00,)(&,X,Y) = D,(X,Y)2,(£) (3.3.14)
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olur ve ispat tamamlanir. Bu durumda Tanim 3.3.33/8.14) denklemindersasidaki

sonug elde edilir.

Sonug . M(c) nin her irrotasyonel screen konformal half-ligkeli altmanifoldunun

Ricci tensorl simetriktir [13].

pOM ve &, T,M nin bir null vektord olsun. Bu durumdaw OH igin
g(&,W) =0 ve gW,,W,) # 0 olacaksekilde W, OH varsa,T M nin ¢ yi de iceren bir

H dizlemi, ¢ yonunde null dizleralarak isimlendirilir. Bijylecdi ve ¢ ye goreH

nin null kesit @rili gi

R,W.&,EW)

K.(H)=
«(H) g, (W,W)

ile tanimlanir [13].

Teorem 3.3.6. M, M(c) nin bir screen konformal half-lightlike altmaniél olsun.
O zamanM nin null kesit griligi OX OT(S(TM)) ve O (RadTM) igin,
K¢(H) =0{D,(£,£)D,(X, X) = D,(X,§)D, (£, X)} (3.3.15)

olur.

Ispat . (3.3.10) dan

Ke(H) = ¢{D,(X,6)D,(¢,X) - D,(&,6)D,(X, X)}
+0{D,(£,6)D,(X, X) = D,(X,&)D, (£, X)}

elde edilir. Burada (3.1.7) nin kullaniimasiyla 335) denklemi bulunur. (3.1.3)
esitli ginin (3.3.15) te yerine yazilmasiylgagidaki sonug elde edilir.

Sonug .M(c) nin screen konformal half-lightlike altmanifolddaa M nin null kesit
egrili ginin sifira git olmasi icin gerek ve yetgart OX O (S(TM)) ve {0OT (RadTM)
icin,

(D, 0&)(X,& X) =-0&(X)
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olmasidir. Gergekten,
Ke(H) = #{D,(£,§)D,(X, X) = D,(X,)D, (£, X)}
esitli gi kullanilarak

(D, 0&)(X,8,X) = Dy(X,§)&(X)
= —Ug(X)&(X)
= -0g(X)
= = Dy(X,$)UD,(X,4)
= -OD(X,$)

= OD,(£,)+&(©&) = 0
elde edilir.
Sonug oIarak,M(c) nin her irrotasyonal screen konformal half-ligkeli

altmanifoldunun null kesitgili gi sifirdir [13].

Teorem 3.3.7. (M,g,S(TM)), M(c) nin screen konformal half-lightlike altmanifoldu
ve D, =0 olsun. Bu taktirdeM nin flat olmasi i¢in gerek ve yetgart S(TM) nin bir

M" lifinin de flat ve c =0 olmasidir [13].

Teorem 3.3.8. M, M Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir altmildu
olsun. Kabul edelim kiS(TM) integrallenebilir veS(TM) nin bir M" lifi : af >0 la

ekboyutu 3 olan non-dejenere altmanifold olalﬁkye immersed total umbilik olsun. O

zamanM screen lokal konformaldir= o ve g, £ ve N yonundeki lifinin ortalama
egrilik vektor alaninin bilgenleri iken X OFM(TM) ve 0OTM(RodTM) igin
E,(£,PX) =0 dir [13].

Ispat.M', S(TM) nin lifi olsun. O zamardX,Y O (TM") igin,
0,Y =0,Y + E(X,Y)& + D,(X,Y)N + D,(X,Y)u
ve H™ ortalama grilik vektor alani olmak uzere,

H =af+ AN+ p

dur. M, M de total umbilik oldgundan;

S7



E(X,Y)E+D,(X,Y)N +D,(X,Y)u=g(X,Y)@a¢ + N + )
dur. Boylece
E(X.Y)=ag(X Y, ) 122)
ve
D,(X,Y)=B(X Y, ), D,(X,Y)=)g(XY) (3.3.23)
bulunur. Buradan E (X,Y) :%Dl(X,Y) olur. OX,YOr(TM") icin A}E= 0 ve

E (¢,Y) =0 oldugundan, OX T (TM) icin,
AX = gAX

olur. Yani M screen konformaldir.
Tersine, kabul edelim kM screen konformal olsun. Bu durumda
OX O (TM) icin,

D,(X,PY) =%g(x, PY) (3.3.24)
oluyorsa, E,(X,PY) = Kg(X,PY) oldusundanM' total umbiliktir.
Teorem 3.3.9. M, M nin bir screen konformal half-lightlike altmanifl olsun. O

zaman X O (TM) i¢in, M total umlibiktir = P(A X)=H,PX , £(X)=0 ve
S(TM) nin herM' lifide M de total umbiliktir [13].

Ispat: OX OF(TM) igin,

D,(X,Y)
D,(X,Y)

H,g(X.,Y)
H,g(X.Y)

ifadelerinden
P(AuX) =H,PX ve &(X)=0
dir. Gercgekten,
J(AX,Y)=0D,(X,Y)=0g(H,X,Y) < AX=H,X
= P(AX)=P(H,X)
=  P(AX)=H,PX
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ve

0D, (&, X) +&(X) = g(AX,$)
£,(X)=-D,(&,X) =-0OH,§(& X)=0

dir.
Kabul edelim kiD,(X,Y) =H,g(X,Y) olsun. Bu durumda screen konformal
oldugundan ve (4.3.2) den
E.(X,Y) =¢D,(X,Y) = #H,9(X.Y)

dir. Boylece M', K =¢H, ile total umbiliktir. TersineM' total umbilikse o zaman

(3.3.2), (3.3.11) ve (3.1.10) kullanilarai, :% olmak Uzere;

D,(X,Y) = H,g(X.Y)

bulunur.

Teorem 3.3.9. M, M nin screen konformal total umbilik half-lightliketmanifoldu

olsun. Bu durumdasagidaki sartlar sglanir.

1) M, M de total umbiliktir.

2) M total geodeziktir.= M, M de total geodeziktir [13].

Ispat . M total umbilik oldgundan D,(X,&)= 0 dir ve (3.3.6) , (3.2.1) den
OX,YOr(TM’) igin
h(X,Y)=9g(X,Y)(H,$& + H,N + H,u)

sglanir.

3.4. Irrotasyonel Screen Homotetik Half-Lightlike Altm anifoldlar

Tanim 341. (M,g,S(TM)), (M,g) Lorentz manifoldunun bir half-lightlike

altmanifoldu olsunM Uzerinde sifirdan farkl bib sabiti igin,
Ay =bA
veya denk olaraklX,Y O (TM)igin
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E,(X,PY) =bD,(X,Y) (3.4.1)
esitli gi sgglaniyorsa, M ye screen homotetiktidenir [18].

Eser M, screen homotetik iseE,, M Uzerinde simetriktir ve S(TM)

integrallenebilirdir. Buradal , lightlike bir esri ve M da S(TM)’nin bir lifi olmak
Uzere;
M=LxM"
olacaksekilde bir carpim manifoldudur diyebiliriz.
Eger M, irrotasyonelse,0X O (TM) icin (3.1.3) ve (3.1.13) ifadelerinden

D,(X,§) =0 ve dolayisiylag,(X) = 0 oldugunu gdsterebiliriz.

Tanim 34.2. M nin R®? ile verilen Ricci tensorii genel olarak simetrikgitidir. Eger

R©? M uzerinde simetrik iseM nin indirgenm§ Ricci tensorii olarak adlandirilir.
[13].

Teorem 341 . (M,qg,S(TM)), (M(c),g) nin bir irrotasyonel screen homotetik half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumdil nin R®? Ricci tensérii, indirgenmiRicci

tensorudir [18].

ispat. (M (c),§) Lorentz uzay formu oldiundan
RO?(X,Y) =mcg(X,Y) + D,(X,Y) + 1A, +TrA,
—9(AX, AY) —9(A X, AY) + £(X)&(Y)
elde edilir [18]. Boylece A, :bA;Z ve & =0 oldugsunun hesaba katiimasiyla ispat

tamamlanir.

Teorem 342 . (M,g,S(TM)), (I\ﬁ,@) Lorentz manifoldunun bir half-lightlike

altmanifoldu olsun. Eer R®?simetrikse,U Uizerinde dyle bif&, N} cifti vardir ki, M

de r 1-formu sifira gttir [18].
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M nin 7 1-formu sifir oldgundaU daki {&,N} ciftine M nin distinguished
null ¢ifti denir. S(TM) nin genellikle tek olmamasinagraen,
S(TM)" =TM/RadTM
factor demetine izomorfiktir. Boylec&S(TM) lerin hepsi mutually izomorfiktir [7].
Sonug olarakM , g, S(TM)) , {&,N} disttinguished null giftine sahipM (c),§) Lorentz

uzay formunun irrotasyonel screen homotetik haiflike altmanifoldudur.

Teorem 343 . (M,qg,S(TM)), (I\ﬁ(c),@) Lorentz uzay formunun screen homotetik
half-lightlike bir altmanifoldu olsun. ger boyM > 3ise,

1) M ye indirgenmy [J konneksiyonu bir metrik konneksiyondur.
2) M, total umbiliktir ve L, null bir ezri, M" da kireye izometrik olan total geodezik

bir Riemann uzay formu olmak uzerex M’ seklinde bir yerel carpim manifoldudur
[18].
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