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ONUR SÖZÜ 

 

        Yüksek Lisans Tezi olarak sunduğum “Half-Lightlike Altmanifoldlar” başlıklı bu 

çalışmanın bilimsel ahlak ve geleneklere aykırı düşecek bir yardıma başvurmaksızın 

tarafımdan yazıldığını ve yararlandığım bütün kaynakların, hem metin içinde hem de 

kaynakçada yöntemine uygun biçimde gösterilenlerden oluştuğunu belirtir, bunu onurumla 

doğrularım. 
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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

HALF-LIGHTLIKE ALTMAN İFOLDLAR 

 

Burçin DOĞAN 

 

İnönü Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

64 + v sayfa 

2013 

Danışman: Prof. Dr. Rıfat GÜNEŞ 

 

Üç bölümden oluşan bu çalışmanın ilk bölümün de, çalışmanın amacı ve literatürdeki 

yeri açıklandı. 

 İkinci bölümde, Semi-Riemann manifoldun Lightlike Altmanifoldları ve Lightlike 

Hiperyüzeyleri tanımlandı ve çalışmamız için gerekli olan temel tanım ve teoremler verildi. 

Üçüncü bölümde, Half-Lightlike Altmanifold tanımı verildi. Half-lightlike 

Altmanifoldun Gauss-Weingarten denklemleri ve Riemann eğrilik tensörleri hesaplandı. Total 

umbilik, screen konformal ve irrotasyonel screen homotetik half-lightlike altmanifoldlara ait 

temel tanım ve teoremler verildi. 

 

ANAHTAR KEL İMELER:  Half-Lightlike altmanifold, Lightlike manifold, 

Semi-Riemann manifold, screen konformal, total 

umbilik, total geodezik, irrotasyonel screen 

homotetik altmanifold. 
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ABSTRACT 

 

M. Sc. Thesis 

HALF-LIGHTLIKE SUBMANIFOLDS 
 

Burçin DOĞAN 

 

İnönü University 

Graduate School Of Natural And Applied Sciences  

Departman Of Mathematics 

64 + v pages 

2013 

Supervisor: Prof. Dr. Rıfat GÜNEŞ 

 

In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, the goal of the work 

and its importance in the literature are emphasized. 

In the second chapter, the lightlike submanifolds and lightlike hypersurfaces  of a 

Semi-Riemann manifolds are defined and the main definitions and theorems which are 

necessary for our study are given. 

In the third chapter,  the definition of half-lightlike submanifolds is given. The Gauss-

Weingarten equations and  Riemann curvature tensors of a half-lightlike submanifold are 

calculated. Basic definitions and theorems for total umbilical, screen conformal and 

irrotational screen homothetic half-lightlike submanifolds are given. 

 

KEY WORDS: Half-Lightlike submanifold, Lightlike manifold, Semi-

Riemann manifold, screen conformal, total umbilik, total 

geodesic, irrotational screen homothetic submanifold. 
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SİMGELER 
 
 

 
 M   : Manifold, 

 
TM   : Tanjant demet, 

 
 xT M   : noktasının tanjant uzayı,x   

 
 R  : Riemann eğrilik tensörü, 

 
 Ric   : Ricci tensör, 

 
 D   : Distribüsyon, 

 
 RadTM  : Radikal distribüsyon, 

 
 ( )S TM   : Screen distribüsyon, 

 
 ( )ltr TM   : ’ nin lightlike transversal demeti,M  

 
 B  : Hiperyüzeyin ikinci temel formu, 

 
 ( , )C X PY  : Screen temel form, 

 
 lh   : Lightlike altmanifoldun lightlike ikinci temel formu,  

 

 sh   : Lightlike altmanifoldun screen transversal ikinci temel formu, 

NA  : ’ nin şekil operatörü,M  
 

*h  : Screen ikinci temel form, 
 

*A  : ( )’ nin screen şekil operatörü,S TM  
 

Mɶ  : Semi Riemann manifold,−  
 

∇ɶ  : ’ nin Levi Civita konneksiyonuM −ɶ  
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.1   GİRİŞ 

Günümüz diferensiyel geometrisinde manifoldlar ve onların altmanifoldları 

oldukça önemli bir alandır. Eğer manifold üzerinde pozitif tanımlı bilineer simetrik bir 

tensör alanı varsa, bu durumda manifolda Riemann manifoldu denir. Standart iç çarpım 

ile birlikte Öklidyen uzay bir Riemann manifoldudur. Ayrıca Riemann manifoldları 

üzerinde torsiyonsuz ve metrik bir konneksiyon vardır. Bir Riemann manifoldunun 

altmanifoldu göz önüne alındığında bu altmanifold üzerinde manifolddan indirgenen bir 

Riemann metriğe ve dolayısıyla torsiyonsuz ve metrik konneksiyona sahip olur. Bu 

şekildeki manifoldlara ait temel özellikler B.Y. Chen tarafından [1] de derlendi. 

1970 li yıllarda manifold üzerindeki metrik tensör alanının negatif olma durumu 

göz önüne alındı ve Riemann manifoldlara ait özellikler bu manifoldlarda incelendi. Bu 

manifoldlar üzerinde de torsiyonsuz ve metrik konneksiyon vardır. Bu manifoldlara ait 

çalışmalar B.O’Neill tarafından [2] de derlendi. Bu şekildeki manifoldlara Semi-

Riemann manifold denir. Eğer bir Semi-Riemann manifold üzerinden indirgenen metrik 

tensör alanı altmanifoldun tanjant demeti üzerinde pozitif ise buna spacelike altmanifold 

ve negatif olması durumunda ise timelike altmanifold denir. Timelike veya spacelike 

altmanifoldların her ikisine birden Semi-Riemann (veya non-dejenere) altmanifold adı 

verilir. Spacelike ve timelike altmanifoldlar üzerinde de torsiyonsuz ve metrik 

konneksiyon vardır. Günümüzde de Semi-Riemann altmanifoldlar üzerine pek çok 

matematikçi tarafından çalışmalar yapılmaktadır. 

Lightlike altmanifoldlar teorisi ve Riemann yada Semi-Riemann altmanifoldlar 

teorisi arasındaki temel fark, lightlike durumunda ⊥TM  normal demetinin bir kısmı alt 

manifoldun teğet kısmında kalırken, Riemann yada Semi-Riemann durumunda TM  ile 

⊥TM  vektör demetlerinin arakesiti sıfırdır. Böylece lightlike durum için temel problem, 

TM  demetine teğet olmayan alt vektör demetlerinin var olup olmadığıdır. Duggal-

Bejancu, [3] deki çalışmalarında böyle bir demetin varlığını göstererek yeni bir yöntem 

ortaya koydular. Özel olarak lightlike altmanifoldun RadTM sinin boyutu 1 ise 

manifold Half-lightlike Altmanifold adını alır. 
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Bir Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldunu çalışmadan önce bu 

manifoldun half-lightlike altmanifoldunu çalışmak çok anlamlıdır. Half-lightlike 

altmanifoldlarla ilgili ilk çalışmalar K.L. Duggal, B. Şahin ve D.H. Jin  tarafından 

yapılmıştır. Bu çalışmalarda half-lightlike altmanifoldların temel özellikleri verilmiştir. 

Bir Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldunun distribüsyonları ile ilgili 

sınıflandırmalar yapılmıştır. Total umbilik half-lightlike altmanifold tanımlanarak bu 

altmanifold ile ilgili sonuçlar verilmiştir. Ayrıca screen konformal altmanifoldlar göz 

önüne alınarak half-lightlike olması durumunda total geodezik ve total umbilik 

durumları ile ilgili teoremler verilmiştir. Bir Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike 

altmanifoldları ile ilgili olarak yapılan çalışmaları bir araya getirmek bu çalışmanın 

temel amacıdır. 
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.2   TEMEL KAVRAMLAR  

Bu bölüm dört alt bölümden oluşmuş olup temel tanım ve teoremler ayrıntılı bir 

şekilde incelendi. Semi-Riemann manifold ve lightlike altmanifoldlar tanıtılarak, 

çalışmamızda esas olan tanım ve teoremler verildi. Daha sonra Duggal ve Bejancu'nun 

yöntemleri kullanılarak lightlike hiperyüzeylerin geometrisi çalışıldı.  

12.  .  Semi-Öklidyen Uzaylar 

Tanım  112 ..  .  V   bir reel vektör uzayı olmak üzere; 

RVVg →×:  

dönüşümü Rba ∈∀ ,  ve Vwvu ∈∀ ,,  için, 

)i    ),(),( uvgvug = , 

)ii  ),(),(),( wvbgwuagwbvaug +=+  

      ),(),(),( wubgvuagbwavug +=+  

özeliklerine sahip iseg dönüşümüne  V  reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer 

form denir [2]. 

 

Tanım  212 ..  .  V  bir reel vektör uzayı ve  g  de  V  üzerinde tanımlı simetrik bilineer 

form olsun. 

)i   Vv∈∀  ve  0≠v   için  0),( >vvg   ise  g  simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, 

)ii  Vv∈∀  ve  0≠v   için  0),( <vvg   ise  g   simetrik bilineer formuna negatif tanımlı, 

)iii Vv∈∀   için  0),( ≥vvg   ise  g   simetrik bilineer formuna pozitif yarı-tanımlı, 

)iv  Vv∈∀   için  0),( ≤vvg   ise  g   simetrik bilineer formuna negatif yarı-tanımlı 

denir [2]. 

 

Tanım  312 ..  .  V  bir reel vektör uzayı ve  g , V  üzerinde tanımlı simetrik bilineer 

form olsun.  V∈≠ ξ0   olmak üzere;  Vv∈∀   için  

0),( =vg ξ  

ise g  simetrik bilineer formuna  V  üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda  g  ye 

non-dejeneredir denir. Buradan açıkça görülür ki, g  nin non-dejenere olması için gerek 
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ve yeter şart  Vu∈∀   için  

0),( =vug  iken 0=v  

olmasıdır [3]. 

 

Tanım  412 ..  .  V  bir reel vektör uzayı ve  g , V  üzerinde simetrik bilineer form olsun. 

Bu durumda V  nin  

{ }VvvgVRadV ∈∀=∈= ,0),(| ξξ  

şeklinde tanımlı altuzayına, g  simetrik bilineer formuna göre  V  uzayının radikal (veya 

null)  uzayı denir. [3] 

 

Tanım  512 ..  .  V  bir reel vektör uzayı ve  W  da  V  nin bir altuzayı olsun. g , V  

üzerinde tanımlı simetrik bilineer bir dönüşüm olmak üzere; g  nin  W  altuzayı üzerine 

kısıtlanmışı olan  

RWWg
W

→×:  

dönüşümünün negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu W  altuzayının 

boyutuna g , simetrik bilineer formunun indeksi denir ve q  ile gösterilir [2].   

 

Teorem  112 ..  .  V  bir reel vektör uzayı ve  V  üzerinde simetrik bilineer form  g  

olsun. Bu durumda,  

)i   ,0),( =jig αα   ji ≠  

)ii  ,1),( =iig αα   ,1 pi ≤≤  

)iii ,1),( −=iig αα   rqpip =+≤≤+1  

)iv ( ) ,0, =iig αα   mqpnir ++=≤≤+1  

olacak şekilde V  nin bir { }nαα ,...,1  bazı vardır [4]. 

 

Tanım  612 ..  .  V  reel vektör uzayı üzerindeki non-dejenere simetrik bilineer forma,  

V  reel vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpım  (Semi-Öklid metriği) denir. 

V üzerindeki bir skalar çarpma g  ise  ),( gV  ikilisine de skalar çarpım uzayı (Semi-

Öklidyen uzay) denir.  
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Eğer g  pozitif tanımlı ise o zaman  g  bir iç çarpım (Öklid metriği) olur ve  ),( gV  de 

Öklid uzayı olarak adlandırılır. g  nin indeksi, 1=q  ise g  ye Lorentz (Minkowski) 

metriği ve  ),( gV  ye de Lorentz (Minkowski) uzayı denir. p , ortonormal bazdaki 

spacelike vektör sayısı ve q  da ortonormal bazdaki timelike vektör sayısı olmak üzere; 

0, ≠qp   olması durumunda  V , proper Semi-Öklidyen uzay olarak adlandırılır. Eğer g  

dejenere ise o zaman da  V  vektör uzayına  g  ye göre lightlike (dejenere) vektör uzayı 

denir [3]. 

 

Tanım  712 ..  .  V  bir Semi-Öklidyen uzay ve  g , V  üzerinde tanımlı simetrik bilineer 

form olsun. Vv∈   için 

)i   0),( >vvg  veya 0=v  ise v  vektörüne spacelike, 

)ii  0),( <vvg   ise  v   vektörüne timelike, 

)iii 0),( =vvg   ve  0≠v   ise  v   vektörüne lightlike vektör  

denir [1]. 

 

Tanım  812 ..  . V  bir lightlike vektör uzayı ve  RadV, V  vektör uzayının radikali 

olsun. Radikal uzaya tümleyen olan non-dejenere altuzaya ekran (screen) uzay denir ve 

SV  ile gösterilir [3]. 

 

Tanım  912 ..  .  V  bir reel vektör uzayı ve  W  da  V  nin altuzayı olsun. 
W

g|  dejenere 

ise  W  ya lightlike (dejenere) altuzay denir ve  

{ }0≠∩ ⊥WW  

olmak üzere; 

},0),(|{ WwwvgVvW ∈∀=∈=⊥  

altuzayına  W  uzayının dik uzayı  denir [3].   

 

Teorem  212 ..  .  V  −m boyutlu bir Semi-Öklidyen uzay ve  W , V  nin bir altuzayı 

olsun. Bu durumda,  
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)1  mboyWboyW =+ ⊥  

)2  WW =⊥⊥ )(  

)3  ⊥⊥ ∩== WWRadWRadW  

dir [3].   

 

Tanım 1012 .. . ),( gV  −n boyutlu bir proper Semi-Öklidyen uzay olsun. V  uzayının 

},...,{ 1 qee  birim timelike ve },...,{ 1 nq ee +  birim spacelike olacak şekilde },...,{ 1 nee , 

nqp =+  ortonormal bazını göz önüne alalım. Bu durumda lightlike vektörleri de ihtiva 

eden bir baz sistemini üç şekilde elde edebiliriz [3]. 

 

Durum 1 . Ortonormal sistemdeki timelike vektör sayısı, spacelike vektör sayısından az 

yani pq <  olsun. Bu durumda 

}{
2

1
iiqi eef += +  ,  }{

2

1*
iiqi eef −= +  ,  },...,1{ qi ∈  

lightlike vektörlerini inşa edelim. Gerçekten, 

0),(),( ** == jiji ffgffg  

ve 

ijji ffg δ=),( *  ,  },...,1{, qji ∈  

dir. Böylece  

},...,,,...,,,...,{ 12
**

11 qpqqq eeffff ++  

bazı, V  uzayının q2  tane lightlike vektörünü ve qp −  tane spacelike vektörünü ihtiva 

eden bir bazdır. 

 

Durum 2 . Ortonormal sistemdeki spacelike vektör sayısı, timelike vektör sayısından az 

yani qp <  olsun. Böylece benzer şekilde  

}{
2

1
iiqi eef += +  ,  }{

2

1*
iiqi eef −= +  ,  },...,1{ pi ∈  

lightlike vektörleri tanımlanırsa, },...,1{, pji ∈  için, V  uzayının p2  tane lightlike ve 

pq −  tane de timelike vektörlerden oluşan 
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},...,,,...,,,...,{ 12
**

11 qpppp eeffff ++  

bazı elde edilir. 

 

Durum 3 . Eğer ortonormal bazda bulunan spacelike ve timelike vektör sayıları eşitse 

yani qp =  ise, qpn 22 ==  olduğundan, V  nin 

}{
2

1
iiqi eef += +  ,  }{

2

1*
iiqi eef −= +  ,  },...,1{ qi ∈  

veya 

}{
2

1
iiqi eef += +  ,  }{

2

1*
iiqi eef −= +  ,  },...,1{ pi ∈  

şeklinde tanımlanan 

},...,,,...,{ **
11 pp ffff  

lightlike bazı elde edilir. 

 

Tanım 1112 ..  . V  bir Semi-Öklidyen uzay olsun. Bu uzayın 

},...,1{,    ,),(    ,0),(),( µδ ∈=== ∗∗∗ jiffgffgffg ijjijiji  

ve 

0),(),( * == ii fugfug αα  ,  αβαβα δε=),( uug  ,  },...,1{, t∈βα  ,  1∓=αε  

olacak şekildeki },...,,,...,,,...,{ 1
**

11 tuuffff µµ  bazına Semi-Öklidyen uzayın quasi-

ortonormal bazı denir [3].  

 

Teorem  312 ..  .  V  bir Semi-Öklidyen uzay ve  W  da bu uzayın bir lightlike altuzayı 

olsun. Bu durumda, V  uzayının W  boyunca  bir quasi-ortonormal bazı vardır [3].   
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22.  . Semi-Riemann Manifoldlar 

 

Tanım  122 ..  .  M  bir  ∞C  manifold olsun. Mp∈  noktasındaki tanjant uzay MTp  

olmak üzere; 

),(),(),(

:

|

|

pppp

pp

YXgYXgYX

RMTMTg

PPp

p

=→
→×

 

biçiminde tanımlı sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere )2,0(  tensör alanına 

M  üzerinde bir metrik tensör denir [2].  

Tanım  222 .. . M , ∞C  bir manifold olsun. Eğer M , g  metrik tensörü ile 

donatılmışsa, M  ye bir Semi-Riemann manifold denir [2]. 

Tanım  322 .. .  Bir M  Semi-Riemann manifoldu üzerindeki g  metrik tensörünün 

indeksine Semi-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM  ile gösterilir.  

Eğer indeks  q   ise  boyMq ≤≤0  dir. Özel olarak,  0=q   ise  Mp∈∀   

için
p

g| , MTp  üzerinde pozitif tanımlı bir iç çarpım olduğundan, M  bir Riemann 

manifoldu olur. 1=q   ve  2≥n   olması durumunda ise,  M  ye bir Lorentz manifoldu 

denir. [2] 

Tanım  422 ..  .  M , −n  boyutlu  bir  ∞C  manifold olsun. M  üzerinde  

MTDp

MTMD

pp

p

⊂→
→:

 

şeklinde tanımlı D  dönüşümüne, −r  boyutlu distribüsyon (dağılım) ve  )(TMX Γ∈   

için  pp DX ∈   ise  X  vektör alanına da  D  ye aittir denir. Eğer her Mp∈   noktası için  

pD  de r  tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı var ise D  

distribüsyonuna diferensiyellenebilirdir denir [3]. 
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Tanım  522 ..  . M  diferensiyellenebilir bir manifold ve  K , M  üzerinde herhangi bir 

tensör alanı olsun. Bu durumda  ,Mp∈  R⊂∈ It  ve )(TMX Γ∈  olmak üzere; 

)))(()((
1

lim
0

pKpK
t

KL t
t

X φ−=
→

 

ile tanımlanan XL  diferensiyel operatörüne X  vektör alanına göre Lie türevi denir. 

Burada  φ , 

MxtUxt ∈→×−∈ ),(],[),(: φεεφ  

şeklinde tanımlı bir dönüşümdür [3].   

 

Teorem  122 ..  . M  diferensiyellenebilir bir manifold ve  XL  de manifold üzerinde 

tanımlı Lie türevi olsun. O zaman )(, TMZY Γ∈∀  ve ),( RMCf ∞∈  için 

 )i    )( fXfLX =  , 

)ii  ],[ YXYLX =  , 

)iii  ψ , M   üzerinde  )2,0(   tipinde bir tensör alanı olmak üzere; 

]),[,()],,([)),((),)(( ZXYZYXZYXZYLX ψψψψ −−=  

dir [3]. 

 

Tanım  622 ..  . M , −n  boyutlu  ∞C  bir manifold ve  D , M  üzerinde  −r  boyutlu bir 

distribüsyon olsun. Eğer )(, DYX Γ∈  için  )(],[ DYX Γ∈   ise D  distribüsyonuna 

involutivedir denir [5].  

 

Tanım  722 ..  . },...,{
1 n

uu , n
vR   üzerinde doğal koordinatlar olsun.  V  ve ∑ ∂= ii

WW  ,  

n
vR   üzerinde vektör alanları iseler, 

∑
=

∂=∇
n

i
iV i

WVW
1

)(  

vektör alanına  W  nın  V  ye göre kovaryant türevi denir [2]. 
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Tanım   822 .. . M , bir ∞C  manifold olmak üzere; M  üzerindeki bir ∇  lineer 

konneksiyonu, 

 )i   WV∇ ,  V  ye göre  ),( RMC∞  lineerdir, 

)ii   WV∇ , W  ya göre  R   lineerdir, 

iii �   WfWfVfW VV ∇+=∇ )()(  ,  ),( RMCf ∞∈∀  için,  

şartlarını sağlayan ve  

)()()(: TMTMTM Γ→Γ×Γ∇  

şeklinde tanımlanan bir fonksiyondur [2]. 

∇  nın ),( gM  Semi-Riemann manifoldu üzerinde lineer konneksiyon olduğunu 

kabul edelim. Metrik tensör alanı g , ∇  ya göre paralel ise, yani )(,, TMZYX Γ∈∀  için, 

0),(),(),(),)(( =∇−∇−=∇ ZYgZYgZYXgZYg XXX  

ise ∇  ya metrik konneksiyon (Riemann konneksiyon) denir [3]. 

 

Teorem   222 .. .  Bir M  Semi-Riemann manifoldu üzerinde )(,, TMZYX Γ∈∀  için 

)i  XYYX YX ∇−∇=],[  

)ii ),(),(),( ZYgZYgZYXg XX ∇+∇=   

olacak şekilde  M  nin bir tek  ∇  Levi-Civita konneksiyonu vardır ve bu konneksiyon  

]),[,(]),[,(]),[,(

),(),(),(),(2

YXZgXZYgZYXg

YXZgXZYgZYXgZYg X

++−
−+=∇

 

Kozsul formülü ile karakterize edilir [2]. 

 

Tanım  922 ..  .  M , bir ∞C  manifold ve ∇ , M  üzerinde bir lineer konneksiyon olsun. 

Eğer  )(, DYX Γ∈  için ,  

)(DYX Γ∈∇  

ise D  distribüsyonuna paraleldir denir [6]. 
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Tanım  1022 ..  .  M , Levi-Civita konneksiyonu ∇  olan Semi-Riemann bir manifold 

olsun.  )(,, TMZYX Γ∈∀  için,  

ZZZZYXRZYX

TMTMTMTMR

YXXYYX ],[),(),,(

)()()()(:

∇−∇∇−∇∇=→
Γ→Γ×Γ×Γ

 

biçiminde tanımlanan M  üzerinde )3,1(  tipindeki R  fonksiyonuna M  nin Riemann 

eğrilik tensörü denir [2]. 

 

Teorem  322 ..  .  M  bir Semi-Riemann manifoldu ve R , M  nin Riemann eğrilik 

tensörü olsun. O zaman  )(,,, TMWZYX Γ∈∀   için, 

 )i    ),),((),),(( WZXYRgWZYXRg −= , 

)ii    ),),((),),(( ZWYXRgWZYXRg −= , 

)iii   0),(),(),( =++ YXZRXZYRZYXR , 

)iv   ),),((),),(( YXWZRgWZYXRg =  

dir [2]. 

 

Tanım  1122 ..  . ),( gM  bir Semi-Riemann manifold ve Mp∈  noktasındaki MTp  

tanjant uzayının iki boyutlu bir altuzayı P  olsun. P  altuzayının bir bazı },{ YX  olmak 

üzere; 

2),(),(),(
),,,(

)(
YXgYYgXXg

YXYXR
pK

−
=  

olarak tanımlanan )( pK  reel sayısına P  nin Riemann anlamındaki kesit eğrili ği denir. 

Eğer )()( sbtcpK =  ise M  manifolduna c  sabit kesit eğrilikli Semi-Riemann manifold 

veya sadece uzay form denir ve )(cM  ile gösterilir [2].  

 

Tanım  1222 ..  .  Eğer  M  manifoldu sabit bir c  eğrili ğine sahipse  M  nin eğrilik 

tensörü , )(,, TMZYX Γ∈∀  için, 
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{ }YZXgXZYgcZYXR ),(),(),( −=  

şeklindedir [3]. 

 
 
Tanım 1322 ..  . M  bir Semi-Riemann manifold ve  R, M  nin Riemann eğrilik tensörü 

olsun. },...,{
1 n

ee , MTP  nin ortonormal bir bazı ve 
i

ε , }{ ie  bazının işareti olmak üzere; 

)(TMX Γ∈∀  için 

ijji i
eeg δε=),(  

ve 

∑
=

=
n

i
iii eeXgX

1

),(ε  

olduğundan, 

∑
=

=
n

i
ii eYgeXgYXg

i
1

),(),(),( ε  

yazılabilir. Bu durumda 

∑
=

=→
→×

n

i
iii

eYXeRYXRicYX

RTMTMRic

1

),,,(),(),(

:

ε  

veya  

}),({),( ZYXRZizYXRic →=  

şeklinde tanımlı  Ric tensörüne M  Semi-Riemann manifoldunun Ricci eğrilik tensörü 

ve  ),( YXRic  değerine de M  nin Ricci eğrili ği denir [7]. 

 

Tanım  1422 ..  .  M  bir Semi-Riemann manifoldu ve Mp∈  noktasındaki tanjant uzay 

MTp  olsun. MTp  uzayının −2 boyutlu altuzaylarına göre kesit eğriliklerinin toplamına 

M  manifoldunun skaler eğrili ği denir ve ρ  ile gösterilir. Buna göre R , M  nin 

Riemann eğrilik tensörü ve },...,{
1 n

ee , MTP  nin bir ortonormal bazı olmak üzere; 

),(
1

iii

n

i

eeRicερ ∑
=

=  

ile tanımlanır [7]. 
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Tanım  1522 ..  .  M ,m-boyutlu bir Semi-Riemann manifold olsun. )(,, TMZYX Γ∈∀   

için, 

{

{ }XZYgYZXg
mm

QXZYg

QYZXgXZYRicYZXRic
m

ZYXRZYXC

),(),(
)2)(1(

}),(

),(),(),(
2

1
),(),(

−
−−

−−

+−
−

+=

ρ  

şeklinde tanımlanan (1,3) tipindeki tensör alanına M  nin Weyl konformal eğrilik 

tensörü denir. Burada  Q , ),(),( YXRicYQXg =  ile tanımlı Ricci operatörüdür [3]. 

 

Tanım  1622 ..  .  M , bir Semi-Riemann manifold olsun. Eğer  R∈λ   için  

),(~),( pppp YXgYXRic λ=  

ise M  ye Einstein manifoldu denir [8]. 

 

Tanım  1722 ..  .  M , bir Semi-Riemann manifold ve  R  de  M  nin eğrilik tensörü 

olsun. Eğer,  0=R   ise  M  ye lokal flat ve  0=∇R   ise  M  ye lokal simetrik uzay 

denir [8]. 

 

Tanım  1822 ..  . M
~

 nın bir Semi-Riemann hiperyüzeyi, ekboyutu 1 olan Semi-Riemann 

altmanifoldudur [9]. 

 

Tanım 1922 ..  . M , −+ 2m boyutlu M
~

 Semi-Riemann manifoldunun altmanifoldu 

olsun. M
~

 nın Riemann metriği g~  iken  

ggİ =~*  

ile tanımlanan g , M  nin non-degenere metriği ise ),( gM  ikilisine Semi-Riemann 

hiperyüzey denir. Burada )(, TMYX Γ∈∀  için, 

 

XXİ =)(*  

ve 

))(),((~),)(~( **
* YİXİgYXgİ =  

dir. 
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 ),( gM , aynı zamanda bir Semi-Riemann manifolddur [9]. 

 

..32   Semi-Riemann Manifoldunun Lightlike Altmanifoldlar ı 

 

Tanım  132 ..  .  M
~

 Semi-Riemann manifoldunun ∞C  bir altmanifoldu  M  ve M
~

 deki 

metrik  g~  olsun.  

)(

~
:

pp

MM

ϕ
ϕ

→
→

 

inclusion (daldırma) dönüşümü için  Mp∈   noktasındaki türev dönüşümü  

MTMT pp

p ~
)(

*

ϕ

ϕ

→  

 
ve ek dönüşümü de  

**
)(

* ~
*

MTMT pp

p

ϕ

ϕ
←  

 
olmak üzere; MTYX ppp ∈∀ ,  için, 

ppppppp
YXgYXg ))(),((~),)(~( **

* ϕϕϕ =  

eşitli ği ile tanımlı )~(*

pp
gϕ  dönüşümü, M  üzerinde bir metrik ise  M  ye M

~
 nin bir 

Semi-Riemann altmanifoldu denir [2]. 

 

Tanım 232 ..  . M
~

, ∞C  sınıfından bir manifold ve  D , M
~

 üzerinde  µ -boyutlu bir 

distribüsyon olsun. M , M
~

 manifoldunun bir altmanifoldu olmak üzere, eğer  M  nin 

her p  noktasında, M  manifoldunun tanjant uzayı ile pD  aynı ise M  ye D  

distribüsyonunun integral manifoldu denir [6]. 

 

Tanım 332 ..  . Eğer D  distribüsyonunun M  altmanifoldunu kapsayan başka bir 

integral manifoldu yoksa bu manifolda distribüsyonun maksimal integral manifoldu 

denir [6]. 

 

Tanım 432 ..  . M
~

, bir ∞C  manifold ve  M , M
~

 nin bir altmanifoldu olsun. Eğer  
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Mp∈∀  için D  distribüsyonunun p  noktasını kapsayan bir maksimal integral 

manifoldu varsa  D  ye integrallenebilir denir [6].   

 

Teorem 132 ..  .  M
~

 diferensiyellenebilir bir manifold ve D , M
~

 üzerinde −n boyutlu 

bir distribüsyon olsun. Her involutive distribüsyon integrallenebilirdir. Bu durumda D  

distribüsyonunun integral manifoldu vardır [6]. 

 

Tanım 532 ..  .  ,M  M
~

 nin bir Semi-Riemann altmanifoldu olsun. Mp∈∀  için  ⊥MTp  

uzayının boyutuna M  nin dik tümleyeninin boyutu (eş boyutu), ⊥MTp  in indeksine de  

M  nin dik tümleyeninin indeksi denir [2]. 

 

Tanım 632 ..  .  M
~

 bir Semi-Riemann manifold olsun.  M
~

 nın dik tümleyeninin boyutu 

(eş boyutu) 1 olan Semi-Riemann altmanifolduna, M
~

 nın bir Semi-Riemann hiperyüzeyi 

denir [2]. 

 

Tanım  732 ..  .  −+ )( nm  boyutlu bir Semi-Riemann  M
~

 manifoldunun, eş boyutu  n   

olan bir altmanifoldu  M   olsun.  Mp∈∀   için  

MRadTMpRad p→∈:  

dönüşümü,  M   üzerinde 0>= rrankRad   olacak şekilde diferensiyellenebilir bir 

distribüsyon tanımlıyorsa,  M  ye  r  -lightlike altmanifold denir. 

−r  lightlike bir altmanifold, boyutu, eş boyutu ve rankına göre dört durumda 

incelenebilir: 

 

 .1   Durum. Eğer  },min{0 nmr <<   ise  M  nin  TM  tanjant demetinde  RadTM ye 

tümleyen olan bir )(TMS  screen distribüsyonu vardır. )(TMS ,  RadTM ye ortogonal 

ve g~  ya göre non-degeneredir. M  üzerinde )(TMS  sabit indekslidir ve TM  tanjant 

demeti 

)(TMSRadTMTM ⊥=  
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şeklinde yazılır.  TM  nin ortogonal demeti  ⊥TM  olmak üzere; ⊥TM  de  RadTM ye 

tümleyen olan non-dejenere bir  )( ⊥TMS   transversal vektör demeti vardır ve  

)( ⊥⊥ ⊥= TMSRadTMTM  

şeklinde ifade edilir. Ayrıca,  )(TMS   ve )( ⊥TMS , sırasıyla, 
M

MT
~

 ve  ⊥)(TMS  in 

non-dejenere alt vektör demetleri olduğundan;  

⊥⊥= )()(
~

TMSTMSMT
M

 

 ve hem )( ⊥TMS  hem de ⊥)(TMS  demetlerinin her ikisi de non-dejenere olup, 

)( ⊥TMS  demeti, ⊥)(TMS  demetinin altvektör demeti olduğundan, 

⊥⊥⊥⊥ ⊥= )()()( TMSTMSTMS  

dir. Diğer taraftan ⊥⊥ )(TMS  demetinde RadTM ye tümleyen olan ve M  nin lightlike 

transversal vektör demeti olarak adlandırılan bir )(TMltr  demeti vardır. Böylece 

)()()( ⊥⊥= TMSTMltrTMtr  

ayrışımı yazılabilir. 

 

.2   Durum.  Eğer  mnr <=<1   ise  ⊥= TMRadTM  dir. Böylece }0{)( =⊥TMS  

olduğundan;  TM  ve  MT
~

, sırasıyla, 

⊥⊥= TMTMSTM )(  

 ve  

))(()()(
~

TMltrTMTMSTMltrTMMT ⊕⊥=⊕= ⊥  

olur. Bu durumdaki  M  ye co-isotropik altmanifold denir. 

 

.3  Durum.  Eğer nmr <=<1   ise  TMRadTM =  dir. Buradan }0{)( =TMS  

olduğundan; ⊥TM  ve MT
~

 sırasıyla,  

)( ⊥⊥ ⊥= TMSTMTM  

ve  

))()((
~ ⊥⊥⊕= TMSTMltrTMMT  

dir. Bu şekildeki  M  manifolduna  isotropik altmanifold denir. 
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.4  Durum.  Eğer  nmr ==<1   ise,  

⊥== TMTMRadTM  

dir. Buradan  }0{)()( == ⊥TMSTMS  olduğundan; 

)((
~

TMltrTMMT ⊕=  

dir. Bu durumda  da M  ye tamamen lightlike altmanifold adı verilir [3]. 

 

Teorem  232 ..  . M
~

, Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu  M  olsun.  

∇~ , M
~

 de Levi-Civita konneksiyon ve  ))(),(( ⊥TMSTMS  çiftine göre M
~

 nin 

transversal vektör demeti  )(TMtr   olmak üzere;  )(, TMYX Γ∈∀   ve ))(( TMtrV Γ∈   

için Gauss ve Weingarten denklemleri, sırasıyla,  

),(),(
~

YXhYXhYY s
XX ++∇=∇ ℓ  

 ve  

LVDSVDXAV s
XXVX ++−=∇ ℓ~

 

 şeklinde tanımlanır. Burada ℓD  ve sD , )(TMtr  üzerinde lineer konneksiyonlar, ℓh  ve 

sh  sırasıyla altmanifoldun lightlike ikinci temel formu ve screen ikinci temel formu 

olup, 

),()(:     ,)()(: ⊥→→ TMSTMtrSTMltrTMtrL  

  

),(),(     ,),(),( YXShYXhYXLhYXh s ==ℓ  

 ve  

LVDLVX

TMSTMltrTMD
s
X

S

→
Γ→Γ×Γ ⊥

),(

))(())(()(:
 

 

SVDSVX

TMltrTMSTMD

X
ℓ

ℓ

→
Γ→Γ×Γ ⊥

),(

))(())(()(:
 

dir [3]. 

 

Teorem  332 ..  . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu olsun. 

Eğer  M   co-isotropik yada tamamen lightlike altmanifold ise screen vektör demetleri 
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olmayacağından )(, TMYX Γ∈∀  ve ))(( TMtrV Γ∈  yerine özel olarak ))(( TMltrN Γ∈   

alınırsa, Gauss ve Weingarten denklemleri, sırasıyla,  

),(
~

YXhYY XX
ℓ+∇=∇  

 ve  

NXAN XNX
ℓ∇+−=∇~  

şeklindedir [3]. 

 

Tanım  832 ..  . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu olsun. Eğer 

)(, TMYX Γ∈   için  

LHYXgYXh ),(~),( =ℓ  

ve  

S
s HYXgYXh ),(~),( =  

olacak şekilde  ))(( TMltrHL Γ∈   ve  ))(( ⊥Γ∈ TMSHS  vektör alanları var ise  M  ye 

total umbiliktir denir [10]. 

 

Teorem 432 ..  . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike veya co-isotropik 

altmanifoldu olsun. O zaman  P ,  TM  tanjant demetinden screen distribüsyon üzerine 

bir projeksiyon dönüşümü olmak üzere;  )(, TMYX Γ∈∀   ve  ))(( TMRadΓ∈ξ  için 

 

 

),(** YXhYY XX +∇=∇  

 ve  

ξξ ξ
⊥∇+−=∇ XX XA*  

dir. Burada  YX
*∇  ve XA*

ξ  )(TMS  nin, ),(* YXh  ve ξ⊥∇X  ise RadTM nin elemanları 

olup, ∇  ya indirgenmiş, *∇  a ise screen konneksiyon denir [3]. 
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42.  .  Semi-Riemann Manifoldunun Lightlike Hiperyüzeylerinin Geometrisi 

 

Tanım 2.4.1 .  M
~

, )2( +m -boyutlu ve  q  ,  11 +≤≤ nq  , indeksli bir Semi-Riemann 

manifold olsun. M
~

 nin )1( +m -boyutlu bir hiperyüzeyi  M  olmak üzere; Mp∈∀  için,  

MRadTMpRad p→∈:  

dönüşümü, M  üzerinde rankı 1 olacak şekilde diferensiyellenebilir bir distribüsyon 

tanımlıyorsa,  M  ye lightlike hiperyüzey denir.  M , lightlike hiperyüzeyi için  )(TMS , 

TM  de  ⊥TM  in tümleyen vektör demeti olmak üzere; 

⊥⊥= TMTMSTM )(  

 dir. Burada  )(TMS , non-dejenere olduğundan  MT
~

,  

⊥⊥= )()(
~

TMSTMSMT
M

 

şeklinde yazılabilir.  

Böylece  )(TMtr , ⊥)(TMS  in tümleme vektör demetini göstermek üzere;  

)()( TMtrTMTMS ⊕= ⊥⊥  

 dir. Bu durumda  

)(

))(()(

)()(
~

TMtrTM

TMtrTMTMS

TMSTMSMT
M

⊕=
⊕⊥=

⊥=
⊥

⊥

 

ayrışımı elde edilir. 

 

∇~  ve  ∇ , sıırasyla,  M
~

 ve  M  üzerindeki Levi-Civita ve lineer konneksiyonlar 

olsunlar. Bu durumda )(, MYX Γ∈∀  için, 

,YX∇ )(TMXAN Γ∈  ve ),,( YXh  ))(( TMtrNX Γ∈∇⊥  

olmak üzere;  

Gauss ve Weingarten denklemleri, sırasıyla,  

),(
~

YXhYY XX +∇=∇  

 ve  

NXAN XNX
⊥∇+−=∇~  
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şeklinde verilir. 

ξ  ve N , M  lightlike hiperyüzeyi üzerindeki kesitlerin bir parçası olmak üzere; B  

bilineer formu ve τ 1-formu, )(, TMYX Γ∈∀  için, 

)),,((~),( ξYXhgYXB =  

 ve  

),(~)( ξτ NgX X
⊥∇=  

şeklinde tanımlıdır. Açıkça görülür ki 

),(),( YXhNYXB =  

ve 

NXNX )(τ=∇⊥  

dir. Buradan 

NYXBYY XX ),(
~ +∇=∇  

 ve  

NXXAN NX )(
~ τ+−=∇  

 olur. Burada B , M  nin ikinci temel formu ve NA  de M  nin şekil operatörüdür. 

Teorem  12.4.  .  )~,
~

( gM  bir Semi-Riemann manifold ve bu manifoldun lightlike 

hiperyüzeyi  ))(,,( TMSgM  olsun. U  koordinat komşuluğunda  ξ  , )( ⊥Γ TM  nin bir 

bazı olmak üzere; ))(( TMSX Γ∈∀   için  )(TMtr  lightlike transversal vektör demetinin  

 

( ) ( ) 0,, == XNgNNg  

ve  

1),(~ =ξNg  

olacak şekilde bir tek N  diferensiyellenebilir kesiti vardır [3]. 
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Teorem 242 ..  . ))(,,( TMSgM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir 

hiperyüzeyi olsun. O zaman )(, TMYX Γ∈∀  için 

)1   *∇  lineer konneksiyonu metriktir. 

)2  ∇  indirgenmiş konneksiyonu, )(,, TMZYX Γ∈∀  için, 

),(~)( NZgZ =τ  

olmak üzere;  

)(),()(),(),)(( YZXBZYXBZYgX ττ +=∇  

eşitlikleri sağlanır [3]. 

 

Tanım  242 ..  . M , )1( +m -boyutlu bir lightlike hiperyüzey ve )(TMS , M  nin bir 

screen distribüsyonu olsun. },,...,{ 1 nEE  )(TMS  nin bir ortanormal bazı olmak üzere;  

),(
1

ii

n

i

EEBH ∑
=

−=  

biçiminde tanımlanan  H  ye  M  nin ortalama eğrili ği denir [11]. 

 

Tanım  342 ..  . M , M
~

 nin lightlike bir hiperyüzeyi olmak üzere; X∀ , )(TMY Γ∈  için, 

),(),( YXgYXB ϕ=  

olacak şekilde  M  de  ∞C  sınıfından bir ϕ  fonksiyonu varsa, M  hiperyüzeyine total 

umbiliktir denir [3]. 

Teorem  32.4.  . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer 

,M  Einstein ise M  nin Ricci tensörü simetriktir. 

 

İspat.  M  lightlike hiperyüzeyi Einstein olsun. O zaman )(, TMYX Γ∈∀  ve )(TMS  nin 

{ nEE ,...,1 } ortonormal bazı için M  nin Ricci eğrilik tensörü göz önüne alınır ve Gauss 

formülü kullanılırsa,  

),(2),(),( YXdXYRicYXRic τ−=−  

elde edilir. Ayrıca, Einstein manifold tanımından,  
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),(2),(),( YXdXYkgYXkg τ−=−  

dir. Böylece  

0),( =YXdτ  

olur. Bu ise Ricci tensörünün simetrik olduğunu gösterir. 

 

Teorem 442 ..  . M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyüzeyi M  olsun. O 

zaman transversal vektör demeti üzerindeki ⊥∇  transversal lineer konneksiyonun flat 

olması için gerek ve yeter şart, lightlike transversal vektör demeti N  nin paralel ve M  

nin total geodezik olmasıdır. 

 

İspat . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperyüzeyi olsun. O halde 

)(, TMYX Γ∈∀  ve ))(( TMtrN Γ∈  için MT
~

 ve )(TMtr  üzerindeki konneksiyonlar, 

sırasıyla ∇~  ve ⊥∇  olmak üzere; 

NYXAN

YAXAYhXAN

XAYAXhYANYXR

YXNXY

NXNNYYX

NYNNX

⊥⊥⊥

⊥⊥

∇+−∇∇−
++∇+∇∇+

−−∇−=

],[

)(

)(

],[

),()(

),()(),(
~

τ

τ

 

dir. Böylece lightlike tranversal vektör demetinin eğrilik tensörü, 

),(),(

),(
~

],[

YAXhXAYh

NNNNYXR

NN

YXXYYX

−+
∇+∇∇+∇∇= ⊥⊥⊥⊥⊥⊥

 

olur. Bu son eşitlikten açıkça görülür ki ⊥∇  nin flat olması için gerek ve yeter şart N  

nin paralel ve M  nin total geodezik olmasıdır.  

 

Teorem  542 ..  .  )(
~

cM , sabit kesit eğrilikli bir Semi-Riemann manifold ve M  de  

)(
~

cM  nin lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda ⊥∇  konneksiyonunun flat olması 

için gerek ve yeter şart M  nin total geodezik olmasıdır. 

 

İspat . R
~

, )(
~

cM  nin eğrilik tensörünü göstermek üzere; )(, TMYX Γ∈∀ , 

))(( TMtrN Γ∈  ve  )(RadTMΓ∈ξ  için, 
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NYXRYXA

XAYYAXYAXh

XAYhYAXANYXR

N

NNN

NNXNY

),(
~

],[

)()(),(

),()()(),(
~

⊥+−
−+−

+∇−∇=
ττ  

dir.  M
~

 nin sabit kesitsel eğrili ği göz önüne alınır ve eşitli ğin her iki tarafı ξ  ile skalar 

çarpılırsa, 

),(),(),),(
~

(),),(
~

(~ YAXBXAYBNYXRgNYXRg NN −+= ⊥ ξξ  

elde edilir. Böylece  

),(),(),),(
~

( XAYBYAXBNYXRg NN −=⊥ ξ  

olur. Bu ise  ⊥∇  nin flat olması için gerek ve yeter şartın  M  nin total geodezik olması 

gerektiğini ifade eder. 

 

Örnek  142 ..  .  4
2R   de M  hiperyüzeyi  

02113 )sin(cos
2

1
xxxx =+−  

şeklinde verilsin. O halde M  nin  

0),(),(),( === WNgWgg ξξξ  

1),( =Ng ξ  

olacak şekildeki radikal ve transversal vektör alanı ile screen uzayı, 

 








∂
∂+

∂
∂+−

∂
∂++

∂
∂=

32
11

1
11

0
)sin(cos)sin(cos

xx
xx

x
xx

x
SpRadTM  

 

  ( ) ( )





∂
∂−

∂
∂++





∂
∂++

∂
∂

++
−=

32
11

1
11

0211

)sin(cos

sincos
)sin(cos12

1
)(

xx
xx

x
xx

xxx
TMtr

 

ve  





∂
∂++

∂
∂=+





∂
∂+−

∂
∂==

1
11

22

0
11

11

)sin(cos

)sin(cos)(

x
xx

x
W

x
xx

x
WTMS
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şeklinde bulunur. Böylece M , 4
2R  de bir lightlike hiperyüzeydir [12]. 

 

Teorem  642 ..  .   İndirgenmiş ∇  konneksiyonunun Levi-Civita konneksiyon olması 

için gerek ve yeter şart )(, TMYX Γ∈∀  için 0),( =YXB  olmasıdır. 

 P , TM  den )(TMS  ye projeksiyon, ∇  bir Levi-Civita konneksiyonu iken 

)(TMS  nin Levi-Civita konneksiyonu *∇ , şekil operatörü *A  ve RadTM nin ikinci 

temel formu *h  olmak üzere; )(, TMYX Γ∈∀  ve RadTM∈ξ  için, 

),(** PYXhPYPY XX +∇=∇  

ξξ ξ
⊥∇+−=∇ XX XA*  

ifadeleri elde edilir. 

)),,((~),( * NPYXhgPYXC =  

ve 

)(),(~)( XNgX X τξε −=∇= ⊥  

ile C  ve ε  fonksiyonları tanımlanırsa, )(TMS  nin Gauss ve Weingarten formülleri 

ξ),(* PYXCPYPY XX +∇=∇  

ξτξ ξ )(* XXAX −+−=∇  

şeklinde elde edilir. Diğer taraftan 

),(~),( * YXAgYXB ξ=  ,  0),(~ * =NXAg ξ  

ifadesiyle M  nin ikinci temel formu ile )(TMS  nin şekil operatörü arasındaki ilişki ve  

),(~),( PYXAgPYXC N=  ,  0),(~ =NXAg N  

ifadesiyle de )(TMS  nin ikinci temel formu ile M  nin şekil operatörü arasındaki ilişki 

tanımlanır [13]. 
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Teorem  72.4.  .  M
~

, sabit bir  c  eğrili ğine sahip Semi-Riemann manifold ve  M , M
~

 

nin total umbilik lightlike altmanifoldu olsun. Eğer screen distribüsyon total umbilik ise 

M  sabit kesit eğrili ğe sahiptir. 

 

Tanım  42.4.  .  ))(,,( TMSgM , Semi-Riemann manifoldun lightlike bir hiperyüzeyi 

olsun. ϕ , M  nin bir U  koordinat komşuluğu üzerinde diferensiyellenebilir bir 

fonksiyon olmak üzere; M  nin şekil operatörü ile )(TMS  nin şekil operatörü arasında  

*
ξϕAAN =  

bağıntısı varsa, M  ye screen konformal hiperyüzey denir. Özel olarak ϕ , sıfırdan farklı 

bir sabitse M , screen homotetik hiperyüzey adını alır [13]. 

 

Teorem  82.4.  . ))(,,( TMSgM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir 

hiperyüzeyi olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir. 

)1  )(TMS  distribüsyonu integrallenebilirdir. 

)2  ))((, TMSYX Γ∈∀  için ),(),( ** XYhYXh =  dir. 

)3  M  nin şekil operatörü g  ye göre simetriktir. Yani, ))((, TMSYX Γ∈∀  ve 

))(( TMtrV Γ∈  için, 

),(),( YAXgYXAg VV =  

dir [13]. 

 

Tanım 52.4.  . ))(,,( TMSgM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir 

hiperyüzeyi olsun. Eğer Mp∈∀  noktasında )(, TMYX Γ∈  için, 

),(),( YXgYXB φ=  

olacak şekilde bir φ  diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa, M  ye tamamen umbilik 

hiperyüzey denir. O halde 

XXA φξ =*  

olur [13]. 
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Tanım 62.4.  . M , lightlike hiperyüzeyi üzerindeki bir geodezik, M  nin immersed 

olduğu M
~

 manifoldunda da geodezik ise M  ye tamamen geodezik hiperyüzey adı 

verilir [13]. 

 

Tanım  72.4.  .  M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperyüzeyi olsun. 

)(TMΓ  üzerinde bir D  distribüsyonu ve L  lie türev fonksiyonu verilsin. Bu durumda 

)(,, DZYX Γ∈∀  için, 

0),)(( =ZYgLX  

yani 

),(),(),( ZLYgZYLgZYXg XX +=  

oluyorsa, X  vektör alanına killing vektör alanı denir ve eğer D  nin her X  vektör alanı 

killing vektör alanı ise, D  distribüsyonuna killing distribüsyonu denir [13]. 

 

Teorem  82.4.  . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperyüzeyi olsun. 

Bu durumda aşağıdakiler denktir. 

)1  M , tamamen geodeziktir. 

)2  0=h  dır. 

)3  M  üzerinde 0* =ξA  dır. 

)4  M  üzerindeki indirgenmiş ∇  konneksiyonu metriktir. 

)5  RadTM paraleldir. 

)6 RadTM killing distribüsyondur [13]. 

 

Teorem  92.4.  . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir hiperyüzeyi olsun. 

Bu durumda aşağıdakiler denktir. 

)1  )(TMS  paraleldir. 

)2  ))((, TMSYX Γ∈∀  için, 0),( =PYXC  dır. 

)3  0=NA  dır [13]. 
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3.   HALF-LIGHTLIKE ALTMAN İFOLDLAR 

 

3.1 .  Genel Kavramlar 

 

 2 -ekboyutlu lightlike altmanifold M  için iki durum söz konusudur. RadTM, 

radikal distribüsyonunun boyutu ya birdir yada ikidir. Eğer 1=boyRadTM  ise, M  ye 

half-lightlike altmanifold denir [15]. Şimdi ise half-lightlike altmanifoldların genel 

özelliklerini verelim. 

)~,
~

( gM , 1≥q  indeksli )2( +m -boyutlu bir Semi-Riemann manifold ve ),( gM , M
~

 nin 

2 -boyutlu bir lightlike altmanifoldu olsun. g , dejenere olduğundan; sıfırdan farklı bir 

)(TMΓ∈ξ  vektör alanı vardır öyle ki )(TMX Γ∈∀  için,  

0),( =Xg ξ  

dır. Böylece MTx  tanjant uzayı için  

},0),(~:
~

{ MTvvugMTuMT xxx ∈∀=∈=⊥  

olacak şekilde MTx

~
 nın 2 -boyutlu dejenere bir altuzayı vardır. M , lightlike 

olduğundan; MTx  ve ⊥MTx  in ikisi de dejenere, ortogonal fakat birbirlerinin 

tamamlayanı olmayan altuzaylardır. Bu durumda 

⊥∩= MTMTMRadT xxx  

olduğundan, MRadTx  nin boyutu, Mx∈  noktasına bağlıdır. Burada, RadTM ile M  

nin TM  tanjant demetinin bir radikal distribüsyonu ifade edilmektedir. MRadTx  

altuzayı MTx  nin 1 yada 2  boyutlu bir altuzayıdır. TM  de RadTM ye komplemant 

olan non-dejenere bir )(TMS  distribüsyonu vardır ve M  nin screen (ekran) 

distribüsyonu olarak isimlendirilir. Ortogonal distribüsyonla 

 

)(TMSRadTMTM orth⊕=  

yazılabilir. Eğer RadTM  nin boyutu 1 ise, ))(,,( TMSgM  altmanifolduna, half-lightlike 

altmanifold denir. Bu durumda ⊥TM  de half-lightliketır. Diğer taraftan, eğer 

2=boyRadTM  ise,  
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}0{)( =⊥TMS  

olduğundan  

⊥= TMRadTM  

 tir ve ))(,,( TMSgM , co-isotropik altmanifold diye isimlendirilir [14].  

Bu tezde 

0),(~ =vg ξ , ,0),(~ ≠uug  ⊥∈∀ MTv x  , ⊥∈ MTu x,ξ  

eşitli ğini sağlayan half-lightlike altmanifoldlar için yapılan çalışmalardan derlenen 

sonuçlar verilecektir. 

Yukarıdaki denklemden MTx∈ξ  olur ve dolayısıyla MRadTx∈ξ  dir. Bununla 

beraber M  üzerinde lokal bir ξ  lightlike vektör alanı vardır öyle ki )(TMX Γ∈∀  ve 

)( ⊥Γ∈ TMu  için,  

0),(~),(~ == ugxg ξξ  

dır. Böylece RadTM, lokal olarak ξ  tarafından gerilir. Bu durumda TM  de RadTM 

yi tamamlayan )(TMS  distribüsyonu vardır. MT
~

 da )(TMS  ye ortogonal komplemant 

olan ⊥)(TMS  distribüsyonu göz önünde bulundurulursa, ))((, ⊥Γ∈ TMSuξ  olur. 

Böylece 1±∈=  olmak üzere, =∈),(~ uug  olacak şekilde bir birim vektör alanı seçilebilir. 

Buradan RadTM, ⊥TM  nin 1-boyutlu bir alt vektör demeti olur. RadTM yi 

tamamlayan ve u ile oluşturulan bir D  distribüsyonu M  nin screen transversal demeti 

olarak adlandırılır. Böylece ⊥)(TMS  de D  ye ortogonal komplemant olan ⊥D  

distribüsyonu ile birlikte 

⊥⊥ ⊥= DDTMS )(  

 ortogonal parçalanması elde edilir. ⊥D  in non-degenereliği ve )( ⊥Γ∈ Dξ  olduğu göz 

önüne alınırsa, 

,0),(~ ≠ξNg  ,0),(~ =NNg  0),(~ =uNg  

şartını sağlayan bir tek )( ⊥Γ∈ DN  olması için gerek ve yeter şart 0),(~ ≠vg ξ  iken N  

vektör alanının  







 −= ξ

ξξ ),(~2
),(~

),(~
1

vg

vvg
v

vg
N  , )(

U
Fv Γ∈  
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şeklinde tanımlanmasıdır. Burada F , ⊥D  de RadTM nin komplemantıdır. Buradan ve 

0),(~ =ug ξ  eşitli ğinden açıkça görülür ki N  lightlike vektör alanı, ne M  ye tanjanttır 

ne de u  ile lineer bağımlıdır. Eğer başka bir koordinat komşuluğu üzerinde αξξ =*  

seçilirse, NN
α
1* =  elde edilir. Böylece M  üzerinde 

)()( TMltrDTMtr orth⊕=  

ile verilen )(TMtr  vektör demeti tanımlanır. Burada )(TMltr , RadTM ile aynı boyuta 

sahip  olan ve lokal olarak N  ile gerilen 1-boyutlu bir vektör demetidir. )(TMltr  ye 

)(TMS  distribüsyonuna  göre M  nin lightlike transversal vektör demeti denir [13]. 

Böylece 

                               
))(()(

))(()(
~

TMltrRadTMDTMS

TMtrRadTMTMSMT

⊕⊥⊥=
⊕⊥=

                               (*)  

dir. (*)  ayrışımı yardımıyla { }121 ,..., −mFFF , ))(( TMSΓ  nin bir ortonormal bazı olmak 

üzere; M  için { }121 ,...,, −mFFFξ  ve M
~

 için de { }NuFFF m ,,,...,, 121 −ξ  vektör alanları 

çatısı seçilebilir.  

 

Örnek  3.1.1 .  4
2R  ün 

)(
2

1
213 xxx +=  

                                                         ))(1log(
2
1 2

214 xxx −+=  

denklemi ile verilen M  manifoldunu düşünelim. O zaman 








 −+=+= ))(1log(
2
1

),(
2

1
,, 2

21421321 xxxxxxxx  

ifadesini sırasıyla 1x  ve 2x  ye göre türevlersek, 

( ) ( ) 4213
2

211
2

211 )(2))(1))(12 ∂−+∂−++∂−+= xxxxxxU  

( ) ( ) 4213
2

212
2

212 )(2))(1))(12 ∂−+∂−++∂−+= xxxxxxU  

                        






 −++= ))(1log(
2
1

),(
2

1
,, 2

212121 xxxxxxξ  
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olup, ξ  ifadesinde 121 == xx  alınırsa, 

)0,2,1,1(=ξ  

bulunur. 

421312212 ))(1()(2)(2 ∂−++∂−+∂−= xxxxxxu  

olup,  

},{ 21 UUSpanTM =  ve },{ uSpanTM ξ=⊥  

bulunur. M  üzerindeki radikal distribüsyon RadTM, ξ  ile gerildiği için rankı 1 olup, 

M  bir half-lightlike altmanifolddur. Ayrıca )(TMS  ve D  de sırasıyla 2U  timelike ve u  

spacelike vektörleri ile gerilirler [13]. 

 

Örnek  3.1.2 .  4
1R  ün  

31 xx = , 2

1

42 )1( xx −=  

ile verilen M  altmanifoldunu göz önüne alalım. 









− 41

2

1

41 ,,)1(, xxxx  ifadesinin sırasıyla 

1x  ve 4x  e göre kısmi türevleri alınırsa, 

)0,1,0,1(
1

=xX  

      







−= 1,0,,0

2

4
4 x

x
Xx  

olup, 

},{ 422431 xxxxvxxSpanTM ∂+∂−=∂+∂== ξ  

},{ 242231 xxxxuxxSpanTM ∂+∂=∂+∂==⊥ ξ  

elde edilir. Böylece  

 

}{ξSpanRadTM=  

}{)( vSpanTMS =  

}{)( uSpanTMS =⊥  

ve 
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





 ∂+∂== )(

2
1

)( 31 xxNSpanTMltr  

olup, M , 4
1R  ün bir half-lightlike altmanifoldudur [13]. 

 

Yukarıdaki (*)  ayrışımına göre P , TM  nin )(TMS  üzerine olan projeksiyonu 

ve τ  da 

),()( NXgX =τ  

ile verilen M  üzerinde lokal diferensiyel −1 form olmak üzere; )(TMX Γ∈∀  için, 

ξτ )(XPXX +=  

elde edilir. ,
~∇  M

~
 üzerinde metrik konneksiyon olsun. (*)  ayrışımı kullanılarak ve 

               ),( YXh , NX∇ , uX∇ ))(( TMtrΓ∈  ve YX∇ , XAN , XAu )(TMΓ∈                (**) 

olmak üzere; )(, TMYX Γ∈∀  ve ))((, TMtruN Γ∈  için, 

                                           

uAuXu

NXAN

YXhYY

XX

XNX

XX

∇+−=∇
∇+−=∇

+∇=∇

~

~
),(

~

                                             (3.1.1) 

eşitlikleri elde edilir. Burada ∇ , M  üzerinde torsiyonsuz lineer konneksiyon ve h  da 

)(TMΓ  üzerinden ))(( TMtrΓ  ye bilineer formdur. Böylece { }N,ξ , MU ⊂  üzerinde 

lokal lightlike kesit olduğundan, )(, TMYX Γ∈∀  için, U  üzerinde 

 )),,((~),(1 ξYXhgYXD =  

 )),,((~),(2 uYXhgYXD =∈  

),(~)(1 ξρ NgX X∇=  

  ),(~)(2 uNgX X∇=∈ρ  

),(~)(1 ξε ugX X∇=  

),(~)(2 uugX X∇=∈ε  

olacak şekilde 2121 ,,, εερρ  −1 formları ve 21,DD  simetrik )(MF  lineer formları 

tanımlanabilir. Yukarıdaki eşitliklerden de 

                                            uYXDNYXDYXh ),(),(),( 21 +=  

                                               uXNXNX )()( 21 ρρ +=∇                                          (3.1.2)                               



 
 

32

                                                uXNXuX )()( 21 εε +=∇                              

eşitli ği elde edilir. 

Böylece (3.1.2) değerleri (3.1.1) eşitli ğinde yerine yazılırsa, 

            uYXDNYXDYY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇      (3.1.3) 

            uXNXXAN NX )()(
~

21 ρρ ++−=∇             (3.1.4) 

                                     uXNXXAu uX )()(
~

21 εε ++−=∇                                         (3.1.5) 

bulunur. Burada h , 1D ve 2D , sırasıyla )(TMtr  ye göre M  nin ikinci temel formu, 

lightlike ikinci temel formu ve screen ikinci temel formudur. NA  ve uA  ise )(TMΓ  

üzerinde lineer operatörler olup NA , M  nin şekil operatörü olarak adlandırılır. 

uXNXXAu uX )()(
~

21 εε ++−=∇  

denkleminde (3.1.2) eşitli ği göz önüne alınırsa; 

uXNXuX )()( 21 εε +=∇  

elde edilir. Bu eşitli ğin her iki tarafı u  birim vektörüyle çarpılırsa, 

)(

),(~)(),(~)(),(~

2

21

X

uugXuNgXuug X

ε
εε

∈=
+=∇

 

elde edilir. Bu eşitlikten de 

                                               0),(~)(2 =∇=∈ uugX Xε                                              (3.1.6) 

bulunur. Benzer yolla ξ  ve N  lightlike vektör alanları oldukları için, 

                                          uYXDNYXDYXh ),(),(),( 21 +=  

                                              uYXDNYXDYY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇  

                                             uXNXXAN NX )()(
~

21 ρρ ++−=∇  

denklemleri elde edilir. Bu denklemleri ve (3.1.1) eşitli ğini kullanarak, 

uXDNXDXX ),(),(
~

21 ξξξξ ++∇=∇  

eşitli ği bulunur. Bu eşitli ğin her iki tarafı ξ  ile çarpılırsa, 

),(~),(),(~),(),(~),
~

(~
21 ξξξξξξξξ ugXDNgXDgg XX ++∇=∇  

ve buradan da 

                                                      0),(1 =ξXD                                                         (3.1.7)                                         
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elde edilir. Diğer taraftan, 

uXNXXAN NX )()(
~

21 ρρ ++−=∇  

eşitli ğinin her iki tarafı N  ile çarpılırsa, 

),(~)(),(~)(),(~),
~

(~
21 NugXNNgXNXAgNNg NX ρρ ++−=∇  

ve buradan da 

                                                         0),(~ =NXAg N                                                  (3.1.8)    

elde edilir. Ayrıca 

uXNXXAu uX )()(
~

21 εε ++−=∇  

eşitli ği göz önüne alınırsa, (3.1.6) dan 

                                                     NXXAu uX )(
~

1ε+−=∇                                         (3.1.9)  

olur. Bu denklemde XAu  çekilir ve denklemin her iki tarafı Y  ile çarpılırsa, 

)()(),(~),(

)()()),(),(,(~
)()()

~
,(~

),(~)(),
~

(~),(~

12

121

1

1

YXuugYXD

YXuYXDNYXDYug

YXYug

YNgXYugYXAg

X

X

Xu

τε
τε

τε
ε

+=
+++∇=

+∇=
+∇−=

 

buradan da 

                                       )()(),(),(~
12 YXYXDYXAg u τε+=∈                                (3.1.10) 

bulunur. (3.1.3) ve (3.1.7) kullanılırsa,  

uXD

uXDNXD

X

XX

),(

),(),(
~

2

21

ξξ
ξξξξ

+∇=
++∇=∇

 

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafı N  ile çarpılırsa, 

),(~)
~

,(~
),(~),(),(~),

~
(~

2

NgNg

NugXDNgNg

XX

XX

ξξ
ξξξ

∇=∇−⇒

+∇=∇
 

olur. Burada (3.1.4) eşitli ği yerine yazılırsa, 

NguXNXXAg XN ,(~))()(,(~
21 ξρρξ ∇=++−−  

),(~),(~)(1 NgNgX Xξξρ ∇=−  

elde edilir. 1),(~ =Ng ξ  olduğundan, 

                                                ),(~)(1 NgX Xξρ ∇−=                                               (3.1.11) 

bulunur. Benzer şekilde 
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uXNXXAu uX )()(
~

21 εε ++−=∇  

denkleminin her iki tarafı N  ile çarpılırsa, 

                               ),(~)(),(~)(),(~),
~

(~
21 NugXNNgXNXAgNug uX εε ++−=∇  

                            ),(~)
~

,(~ NXAgNug uX −=∇−  

elde edilir. Burada (3.1.4) eşitli ği yerine yazılırsa, 

),(~)(),(~
))()(,(~),(~

2

21

uugXXAug

uXNXXAugNXAg

N

Nu

ρ
ρρ

+−=
++−=

 

olur. Buradan da 

                                           )(),(~)(2 XANXAgX uu τρ =∈=∈    (3.1.12) 

olduğu görülür. Diğer taraftan, )(, TMYX Γ∈∀  için, (3.1.10) denkleminde ξ=Y  

yazılırsa, 

)(),(

)()(),(),(~

12

12

XXD

XXDXAg u

εξ
ξτεξξ

+∈=
+∈=

 

olur. O halde 

                                                  ),()( 21 ξε XDX ∈−=                                             (3.1.13) 

dir. )(,, TMZYX Γ∈∀  için, 

uYXDNYXDYY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇  

eşitli ği kullanılırsa, 

                                   )(),()(),(),)(( 11 YZXDZYXDZYgX ττ +=∇             (3.1.14) 

bulunur. Gerçekten, ∇~ , metrik konneksiyon olduğundan, 

)(),()(),(),)((

0)(),()(),(),)((

0)(),(),(~
)(),(),(~),(~

0),(~),(),(~),(

),(~),(~),(~),(

),(~),(),(~),(~
0)),(),(,(~

),),(),((~),(~
0)

~
,(~),

~
(~),(~0),)(~~

(

11

11

1

1

21

2

1

21

21

YZXDZYXDZYg

YZXDZYXDZYg

YZXDZYg

ZYXDZYgZYgX

YugZXDYNgZXD

ZYgZYgZugYXD

ZNgYXDZYgZYgX

uZXDNZXDZYg

ZuYXDNYXDYgZYgX

ZYgZYgZYgXZYg

X

X

X

X

XX

X

X

X

XXX

ττ
ττ

τ
τ

−=∇⇒

=−−∇⇒

=−∇−
−∇−⇒

=−−
∇−∇−−

−∇−⇒

=++∇−
++∇−⇒

=∇−∇−⇒=∇
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dir. Buradan görülür ki ∇ , her zaman bir Levi-Civita konneksiyonu değildir. 

(3.1.3) ifadesinden 1D  ve 2D  nin )(TMΓ  üzerinde simetrik bilineer formlar 

olduğunu ve screen distribüsyona bağlı olmadıkları görülür. Gerçekten, )(, TMYX Γ∈∀  

için, 

),(),
~

(~
1 YXDYg X =∇ ξ  ,  ),(),

~
(~

2 YXDuYg X =∈∇  

dir. 1D  ve 1ρ , )(RadTMΓ∈ξ  kesitine bağlıydı. Eğer αξξ =*  alınırsa, NN
α
1* =  

bulunur. Böylece )(TMX Γ∈∀  için, 

)()(log

),(~)(log

),(~),(~)(
1

))(,(~1

,
1~

),(~
),(~

)()(

*
1

**

****

***

**

1

XX

NgX

NgNgX

NNXg

Ng

Ng

Ng

X

X

X

X

X

X

X

X

ρα
ξα

ξξα
α

ααξ
α

αξ
α

ξ
ξ
ξτρ

+=
∇+=

∇+=

∇+=








 ∇=

∇=
∇−=
∇−=

 

ve buradan da 

1
*
1

1
*

1

*
1

*
11

),(),(

),(
11

,),(

DD

XDXD

XDXDXD

α
ξαξ

ξ
α

ξ
α

ξ

=⇒

=⇒

=






=

 

olur. Böylece, 

{ }]),([))(())((
2
1

),( 1111 YXXYYXYXd ρρρρ −−=  

diferensiyel −2 formu kullanılarak, aşağıdaki teorem ifade edilir. 

 

Teorem 113 ..  . M , 2  ekboyutlu )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike 

bir altmanifoldu olsun. Kabul edelim ki, 1ρ  ve *
1ρ , U  üzerinde sırasıyla ξ  ve *ξ  a göre 

−1 formlar olsunlar. O halde U  üzerinde 1
*
1 ρρ dd =  dir [13]. 

 Şimdi 
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)()(
~

ltrTMRadTMDTMSMT ⊕⊥⊥=  

ayrışımını göz önüne alalım. Bu durumda )(, TMYX Γ∈∀  için PYX
*∇ , ))((* TMSA Γ∈ξ  

ve ),(* PYXh , )(RadTMX Γ∈∇⊥ξ  olmak üzere; 

                                               ),(** PYXhPYPY XX +∇=∇                                     (3.1.15) 

                                                  ξξ ξ
⊥∇+−=∇ XX XA*                                               (3.1.16) 

denklemleri yazılır. Burada *∇  ve ⊥∇ , sırasıyla screen ve radikal distribüsyonlarının 

lineer konneksiyonları, *
ξA , )(TMΓ  üzerinde lineer operatör, *h  da  ))(()( TMSTM Γ×Γ  

üzerinde bilineer formdur. Ayrıca *∇ , )(TMS  üzerinde metrik konneksiyondur. Bu 

taktirde MU ⊂  üzerinde )(, TMYX Γ∈∀  için, 

)),,((~),( *
1 NPYXhgPYXE =  

ve 

                                                             ),(~)(1 NgXu Xξ⊥∇=  

eşitlikleri tanımlanırsa, )(, TMYX Γ∈∀  için, 

),(),( *
1 PYXhPYXE =ξ  

ve 

                                                           ξξ ⊥∇= XXu )(1  

elde edilir. Böylece (3.1.15) ve (3.1.16) denklemleri, 

                                           ξ),(1
* PYXEPYPY XX +∇=∇                                      (3.1.17) 

ve 

                                               ξξ ξ )(1
* XuXAX +−=∇                                              (3.1.18) 

eşitliklerine dönüşür. Burada *h  ve 1E  e RadTM ye göre )(TMS  nin sırasıyla ikinci 

temel formu ve lokal ikinci temel formu, *
ξA  a da  screen distribüsyonun şekil operatörü 

denir. Bu durumda )(, TMYX Γ∈∀  için, 

                                             ),(~),( *
1 PYXAgPYXD ξ=                                            (3.1.19) 

                                             ),(~),(1 PYXAgPYXE N=                                           (3.1.20) 

                                                    )()( 11 XXu ρ−=                                                   (3.1.21) 



 
 

37

bulunur. Gerçekten, 

uPYXDNPYXDPYPY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇  

eşitli ğinden 

uPYXDPYPYNPYXD XX ),(
~

),( 21 −∇−∇=  

olur. Bu eşitli ğin her iki tarafı ξ  ile çarpılırsa, 

),(~),(),(~),
~

(~
),),(

~
(~),),((~

2

21

ξξξ
ξξ

ugPYXDPYgPYg

uPYXDPYPYgNPYXDg

XX

XX

−∇−∇=
−∇−∇=

 

elde edilir. Buradan 

),(~),(~
),(~)(),(~

)(,(~
),(~),(),(~

),(),(,(~
)

~
,(~

),
~

(~),(

**
1

*
1

*
2

21

1

PYXAgXAPYg

PYgXuXAPYg

XuXAPYg

uPYgXDPYg

uXDNXDPYg

PYg

PYgPYXD

X

X

X

X

ξξ

ξ

ξ

ξ
ξ
ξξ

ξξξ
ξ

ξ

==
−=

+−−=
−∇−=

++∇−=
∇−=

∇=

 

bulunur. Yine benzer şekilde 

ξ),(1
* PYXEPYPY XX +∇=∇  

eşitli ği kullanılır ve bu eşitli ğin her iki yanı N  ile çarpılırsa, 

),(~),(~
),(~),),((~

*

*
1

NPYgNPYg

NPYPYgNPYXEg

XX

XX

∇−∇=
∇−∇=ξ

 

elde edilir. Buradan da 

),(~),(~
),(~)(),(~)(),(~

))()(,(~
)

~
,(~

),
~

(~
),),(),(

~
(~

),(~),(

21

21

21

1

PYXAgXAPYg

uPYgXNPYgXXAPYg

uXNXXAPYg

NPYg

NPYg

NuPYXDNPYXDPYg

NPYgPYXE

NN

N

N

X

X

X

X

==
−−=

++−−=
∇−=

∇=
−−∇=

∇=

ρρ
ρρ

 

bulunur. Diğer taraftan, 

ξξ ⊥∇= XXu )(1  

eşitli ğinin her iki tarafı N  ile çarpılırsa, 
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),(~
),(~),)((~

*
1

NXAg

NgNXug

X

X

ξξ
ξξ

+∇=
∇= ⊥

 

elde edilir. Bu durumda 

)(

))()(,(~
)

~
,(~

),
~

(~
),),(),(

~
(~

),(~),(~)(

1

21

21

*
1

X

uXNXXAg

Ng

Ng

NuXDNXDg

NXAgNgXu

N

X

X

X

X

ρ
ρρξ

ξ
ξ

ξξξ
ξ ξ

−=
++−−=

∇−=
∇=

−−∇=
+∇=

 

bulunur. Böylece (3.1.18) eşitli ği 

ξρξ ξ )(1
* XXAX −−=∇  

şeklini alır.  

 (3.1.19) denkleminde ξ=X  alınırsa, (3.1.7) den 

),(~),( *
1 PYAgPYD ξξ ξ=  

olur. Bu eşitlikten de 

                                                           0* =ξξA                                                          (3.1.22) 

bulunur. Buradan ξ  nin *
ξA  ın 0  özdeğerine karşılık gelen özvektör olduğu açıkça 

görülür. 

(3.1.17) ve ∇  torsiyonsuz lineer konneksiyonu kullanılırsa, 

( )
XY

XYhXYXhY

XYYX

YX

YX

YX

∇−∇=
+∇−+∇=

∇−∇=
),(),(

~~
],[

 

olur. Burada  

ξτ
ξτ

)(

)(

YPYY

XPXX

+=
+=

 

projeksiyonu kullanılırsa, 
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[ ]
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

{ } {
( ) ( ) }ξρτρτττ

ττ
ξρτξτξ

ξρτξτξ
ξτξτξτξτ

ξτξτ

ξξ

ξ

ξ

)()()()()()(

),(),()()(

)()()(),(

)()()(),(

)()()()(

)()(

),(),(

~~
,

11

11
****

1
*

1
*

1
*

1
*

YXXYXYYX

PXYEPYXEYAXXAYPXPY

YYAXXYPXYEPX

XXAYYXPYXEPY

XXYPXYYXPY

XPXYPY

XYhXYXhY

XYYX

YX

Y

X

YYXX

YX

YX

YX

+−−+
−++−∇−∇=

−−−−−∇−
−−+++∇=

∇++∇−∇++∇=
+∇−+∇=

+∇−+∇=
∇−∇=

 

denklemi elde edilir. 

Bu denklem sırasıyla N  ve PZ  ile skalar çarpılır ve (3.1.19) eşitli ği yerine 

yazılırsa, 

{(
} )

)()()()())(())((),(),(]),([

)()()()())(())((),(),(

,)()()()())((

))((),(),(~),(~)(

),(~)(),(~),(~)],,([~

1111

1111

11

11
*

***

YXXYXYYXPXYEPYXEYX

YXXYXYYXPXYEPYXE

NYXXYXY

YXPXYEPYXEgNYAgX

NXAgYNPXgNPYgNYXg YX

ρτρττττ
ρτρτττ

ξρτρττ
ττ

τ

ξ

ξ

+−−+−=⇒

+−−+−=
+−−

+−++
−∇−∇=

 

dir. Buradan da 

]),([)()()()()()(),(),( 1111 YXXYYXYXXYPXYEPYXE τττρτρτ −−=−+−  

olup, −2 form tanımından 

               ),(2)()()()(),(),( 1111 YXdYXXYPXYEPYXE τρτρτ =−+−               (3.1.23) 

elde edilir. Benzer şekilde 

{(
} )

),()(),()(

),(~)(),(~)(

),(~),(~
,)()()()())((

))((),(),(~
),(~)(),(~)(

),(~),(~)],,([~

11

**

**
11

11

**

**

PZXDYPZYDX

PZYAgXPZXAgY

PZPXgPZPYg

PZYXXYXY

YXPXYEPYXEg

PZXAgYPZYAgX

PZPXgPZPYgPZYXg

YX

YX

ττ
ττ

ξρτρττ
τ

ττ

ξξ

ξξ

−=
+−
∇−∇=

+−−
+−+

−+
∇−∇=

 

olur. Burada (3.1.19) eşitli ği kullanılırsa, 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )PZXDYPZYDXPZPXgPZPYgPZYXg YX ,)(,)(,~,~,,~
11

** ττ −=∇+∇−  

bulunur. Ayrıca ),(~)( NXgX =τ  eşitli ği ve (3.1.23) denkleminden, 
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[ ]( ) [ ]( )
( )
( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
( ) ( )NPXPYEPXgNPYPXEPYg

NPXgNPYg

NuPXPYDNPXPYDPXg

NuPYPXDNPYPXDPYg

NPXgNPYg

NPXPYg

NPYPXgPYPX

PYPX

PYPX

PY

PX

PYPX

PYPX

,),(~,),(~
,~,~

,),(),(
~~

,),(),(
~~

,
~~,

~~
,

~~~
,,~,

1
*

1
*

21

21

ξξ

τ

+∇−+∇=
∇−∇=

++∇−
++∇=

∇−∇=
∇−∇=

=

 

ve böylece 

                                    [ ]( ) ),(),(, 11 PXPYEPYPXEPYPX −=τ                             (3.1.24) 

elde edilir. 

 (3.1.20) ve (3.1.24) eşitliklerinden aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 213 ..  .  Eğer M , M
~

 manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu ise 

aşağıdaki ifadeler denktir. 

)1(   )(TMS  screen distribüsyonu integrallenebilirdir. 

)2(  )(TMS  nin ikinci temel formu, ))(( TMSΓ  üzerinde simetriktir. 

)3(  M
~

 nin M  immersiyonunun NA  şekil operatörü, g~  ye göre ))(( TMSΓ  üzerinde 

simetriktir [15]. 

 

İspat . )2()1( ⇔  Kabul edelim ki )(TMS  screen distribüsyonu integrallenebilir olsun. 

Bu durumda )(, TMSPXPY ∈∀  için [ ]( ) 0, =PYPXτ  dır. O halde (3.1.24) 

denkleminden, ),(),( 11 PXPYEPYPXE =  olur. Tersine ),(),( 11 PXPYEPYPXE =  ise, 

[ ]( ) 0, =PYPXτ  olur. Bu ise )(TMS ’ nin integrallenebilir olduğunu gösterir. 

)3()2( ⇔  [ ]( ) ),(),(, 11 PXPYEPYPXEPYPX −=τ  denkleminde (3.1.20)  ifadesi yerine 

yazılırsa, [ ]( ) ),(~),(~, PXPYAgPYPXAgPYPX NN −=τ  olur. Eğer 1E , ))(( TMSΓ  

üzerinde simetrikse ),(~),(~ PXPYAgPYPXAg NN =  olur. Yani NA , g~  göre ))(( TMSΓ  

üzerinde simetriktir. Karşıt olarak NA , g~  ye göre ))(( TMSΓ  üzerinde simetrik ise, 

(3.1.20) ve (3.1.24) eşitliklerinden ),(),( 11 PXPYEPYPXE =  olur. Yani 1E , ))(( TMSΓ  

üzerinde simetriktir. 
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)1()3( ⇔  kabul edelim ki NA , ))(( TMSΓ  üzerinde simetrik olsun. O halde 

[ ]( ) 0),(~),(~, =−= PXPYAgPYPXAgPYPX NNτ  olup, )(TMS  integrallenebilirdir. 

Tersinin doğruluğu da açıktır. 

 Öte yandan, (3.1.7), (3.1.14), (3.1.18) ve (3.1.19) denklemleri kullanılırsa, 

aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

Teorem 313 ..  .  M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu 

olsun. O halde aşağıdaki ifadeler denktir. 

)1  M  üzerindeki ∇  bir metrik konneksiyondur. 

)2  M  üzerinde 01 =D  dır. 

)3  M  üzerinde 0* =ξA  dır. 

)4  ξ  bir killing distribüsyondur. 

)5  ⊥TM , ∇ ’ ya göre paralel distribüsyondur [15]. 

 

İspat. )2()1( ⇒  yi gösterelim: 

Kabul edelim ki ∇  bir metrik konneksiyon olsun. Bu durumda (3.1.14) denkleminde 

ξ=Y  yazılırsa,  

)(),()(),(),)(( 11 ξττξξ ZXDZXDZgX +=∇  

elde edilir. Burada 1)( =ξτ  ve (3.1.7) ifadeleri göz önüne alınırsa, 

)(, TMZX Γ∈∀  için, 

                                                    0),(1 =ZXD                                                         (3.1.25) 

bulunur. 

)3()2( ⇒ : PYZ =  için (3.1.25) ifadesi, (3.1.19) denkleminde kullanılırsa, 

)(TMX Γ∈∀  için, 0* =XAξ  olur. Yani M  üzerinde 0* =ξA  dır. 

)4()3( ⇒ : 0* =XAξ  olduğunu kabul edelim. Bu durumda )(, TMYX Γ∈∀  ve 

)(RadTMΓ∈ξ  için, 
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~
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~
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1
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XgYuYAXgYgXuYXAg

YuYAXgXuXAg
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uXgYDXgYugXDYg

uYDNYDXg

YuXDNXDg

XgYg

XgYXgYg

YXgYXgYXg

YXgYXgYXgYXg

YLXgYXLgYXgYXgL

YX

YX

Y

X

YX

YX

ξξ

ξξ

ξξ

ξ

ξξξ

ξξ

ξξξ

ξξ
ξξ

ξξ
ξξξξ

ξξξ
ξξξ

ξξ
ξξ

ξξ
ξ

 

dır. Bu da ξ  nin bir killing vektör alanı olduğunu gösterir. 

)5()4( ⇒ : Kabul edelim ki ξ  bir killing vektör alanı olsun. Eğer RadTM killing 

distribüsyon ise RadTM∈∀ξ  için 0=ξL ’ dır. Böylece M  üzerinde g ’ ye göre bir ∇  

Levi-Civita konneksiyonu vardır. Buradan )5()4( ⇒  ve )1()5( ⇒  sağlanır ve ispat 

tamamlanır. 

 Şimdi (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5), (3.1.7) ve (3.1.13) denklemlerini kullanarak, ∇~  ve 

∇  ya göre sırasıyla R
~

 ve R  eğrilik tensörlerini tanımlayalım. )(,, TMZYX Γ∈∀  için,  
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şeklindedir. Bu denklemler yardımıyla *R , *∇  ın eğrilik tensörü olmak üzere;  
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elde edilir. 

 

3.2 . Total Umbilik Half-lightlike Altmanifoldlar  

 

 ),( gM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. 

M  üzerinde M  nin afin normal eğrilik vektör alanı olarak adlandırılan öyle bir 

))(( TMtrZ Γ∈  vektör alanı vardır ki )(, TMYX Γ∈∀  için, 

),(~),( YXgZYXh =  

dir. Bu eşitli ği sağlayan ),( gM  half-lightlike altmanifolduna total umbiliktir denir. Özel 

olarak, ),( gM  half-lightlike altmanifoldu üzerinde )(, TMYX Γ∈∀  için 0),( =YXh  ise 

),( gM total geodezik olarak adlandırılır. Direkt hesaplamayla M  nin total geodezik 

olması için gerek ve yeter şartın M  üzerinde sırasıyla lightlike ve screen ikinci temel 

tensörler olan 1D  ve 2D  nin sıfır olması gerektiği kolayca görülür. Böylece 

)(, TMYX Γ∈∀  için, 

0),(),( 21 == YXDYXD  

olur. Bunun yanında (3.1.10), (3.1.12), (3.1.13) ve (3.1.19) ifadelerinden, 

02
*

1 ==== ρε ξ uAA  

bulunur. uYXDNYXDYXh ),(),(),( 21 +=  eşitli ğinden , M  total umbiliktir denir gerek 

ve yeter şart her U  koordinat komşuluğunda )(, TMYX Γ∈∀  için, 

                                                
),(~),(

),(~),(

22

11

YXgHYXD

YXgHYXD

=
=

                                        (3.2.1) 
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olacak şekilde, sırasıyla )(TMltr  ve D  üzerinde 1H  ve 2H  diferensiyellenebilir 

fonksiyonları vardır. Bu tanım M  nin screen distribüsyonuna bağlı değildir. Bunların 

yanında (3.1.7), (3.1.8), (3.1.10), (3.1.19) ifadeleri ve )(TMS  nin non-dejenere 

olmasından aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

 

Teorem 3.2.1 .  ),( gM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir 

altmanifoldu olsun. M , total umbiliktir gerek ve yeter şart her U  koordinat komşuluğu 

üzerinde 1H  ve 2H  diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır öyle ki )(TMX Γ∈∀  için 

                                                          PXHXA 1
* =ξ                                                    (3.2.2) 

ve  

                                                     PXHXAP u 2)( =∈                                                 (3.2.3) 

olup )(TMΓ  üzerinde 01 =ε  dır [13]. 

 

İspat  .  

),(),( *
1 PYXAgPYPXD ξ=  

eşitli ğinde (3.2.1) kullanılırsa, 

),(),(~ *
1 PYXAgPYPXgH ξ=  

olur. Buradan da 

),(),(~ *
1 PYXAgPYPXHg ξ=  

XAPXH *
1 ξ=  

elde edilir. Benzer şekilde 

)()(),(),(~
12 PYXPYXDPYXAg u τε+=∈  

eşitli ğinde (3.2.1) kullanılır ve ξτ )(XPXX +=  izomorfizmi göz önüne alınırsa, 

),(~
),)((~

),(~),(~

2

2

2

PYPXgH

PYXPXgH

PYXgHPYXAg u

∈=
+∈=

∈=
ξτ  

olur. Buradan da 

PXHXAP u 2)( =∈  
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bulunur. 

 

Teorem 3.2.2 . M  nin total umbilik olması durumunda )(TMX Γ∈∀  için; 

                                      0),(2 =ξXD  , 0)(2 =ξρ  , 0=ξuA                                     (3.2.4) 

ve 

                                           ξρ )(22 XPXHXAu +=∈                                               (3.2.5) 

dir [13]. 

 

İspat .  Kabul edelim ki M  total umbilik olsun. Bu durumda 

uXDNXD

XgZXh

),(),(

),(~),(

21 ξξ
ξξ

+=
=

 

dir. Buradan 

0),(2 =ξXD  

olur. Benzer şekilde (3.1.10) ifadesinde ξ=X  alınır ve yukarıdaki sonuç kullanılırsa, 

)(

)()(),(),(~

1

12

ξε
ξτξεξξ

=
+∈= YDYAg u  

elde edilir. Bu eşitlikte (3.1.13) ifadesi kullanılırsa, 

),(),(~
2 ξξξ DYAg u ∈−=  

bulunur. Buradan 

0=ξuA  

olur. Böylece (3.1.12) den 

0)(2 =ξρ  

bulunur. Bunların yanında (3.1.10) denkleminde PYY =  alınır ve (3.2.1) ifadesi 

kullanılırsa, 

),(~)(),(~
),)((~

),(~
)()(),(),(~

22

2

2

12

PYgXHPYPXgH

PYXPXgH

PYXgH

PYXPYXDPYXAg u

ξτ
ξτ

τε

∈+∈=
+∈=

∈=
+∈=

 

olur. Bu da 

PXHXAu 2=∈  
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eşitli ğini verir. Ayrıca 

ξρ
ξτ

ξτ

)(),(~
)(

),)((~
),(~),(~

22

22

2

2

XPXHPYXAg

XHPXH

PYXPXgH

PYXgHPYXAg

u

u

+∈=
∈+∈=
+∈=

=

 

eşitli ği de yazılabilir.  

 

Tanım 3.2.2 . )(, TMYX Γ∈∀  için M  üzerinde ),(),(* PYXgPYXh ω=  olacak 

şekilde bir )(RadTMΓ∈ω  vektör alanı varsa, M  de )(TMS  total umbiliktir denir. 

)(TMS , total umbiliktir gerek ve yeter şart )(, TMYX Γ∈∀  için her MU ⊂  koordinat 

komşuluğunda bir K  fonksiyonu vardır öyle ki 

                                                ),(),(1 PYXKgPYXE =                                            (3.2.6) 

dir. Bu da )(TMS  üzerinde 1E  in simetrik olduğunu ifade eder. Bu taktirde Teorem 

3.1.2 den )(TMS  integrallenebilirdir. Özel olarak eğer 0=K  ise )(TMS  ye total 

geodezik, 0≠K  ise de )(TMS  ye proper total umbiliktir denir [13].  

 (3.1.8), (3.1.20) ve (3.2.6) ifadelerinden )(TMX Γ∈∀  için, 

                                                 
0),(1 =

=
PXE

KPXXAN

ξ
                                                           (3.2.7) 

elde edilir. (3.1.23) denklemi ve )(TMS  nin total umbilik olduğunu göz önüne alırsak, 

)()()()(),(2 11 XYYXYXd τρτρτ −=  

bulunur. Böylece aşağıdaki teorem ifade edilebilir. 

 

Teorem 3.2.3 . ),( gM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir 

altmanifoldu ve )(TMS  total umbilik olsun. Bu durumda  

00 1 =⇔= ρτd  

ifadesi sağlanır [13]. 

 



 
 

48

Teorem 3.2.4 . ),( gM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir 

altmanifoldu olsun. M  ye indirgenen ∇  konneksiyonunun Ricci tensörü simetriktir 

gerek ve yeter şart 1ρ  kapalı yani 01 =ρd  dır [13]. 

 

3.3.  Screen Konformal Half-lightlike Altmanifoldlar  

 

Non-dejenere bir alt manifoldun ikinci temel formuyla manifoldun şekil 

operatörü arasındaki metrik tensöre bağlı ili şki (3.1.19) ve (3.1.20) ile verilen 

                                              
),(),(

),(),(
*

1

1

PYXAgPYXD

PYXAgPYXE N

ξ=

=
                                                (*) 

bağıntılarından bilinmektedir [16]. Şekil operatörü, alt manifoldların geometrisini 

çalışırken bize bir takım bilgiler sağlar. Bu bölümde aşağıdaki tanımlamayla verilen 

screen konformal half-lightlike  altmanifoldlar ele alındı. 

 

Tanım  3.3.1 . M , bir Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. 

M  nin üzerindeki her U  koordinat komşuluğunda tanımlı sıfırdan farklı, 

diferensiyellenebilir bir ϕ  fonksiyonu vardır öyle ki her null )( ⊥Γ∈ TMξ  vektör alanı 

için M ve )(TMS  nin şekil operatörleri arasında )(
u

TMX Γ∈∀  için 

                                                       XAXAN
*
ξϕ=                                                       (3.3.1) 

ili şkisi varsa, M lokal screen konformal olarak isimlendirilir [17]. 

 

Teorem 3.3.1 . ),( gM , )~,
~

( gM  Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir 

altmanifoldu olsun. O zaman M  screen konformaldir gerek ve yeter şart 

)(, TMYX Γ∈∀ için  

                                                 ),(),( 11 PYXDPYXE ϕ=                                          (3.3.2) 

dir [13]. 

 

İspat .  Kabul edelim ki M  bir screen konformal half-lightlike altmanifold olsun. O 

zaman )(, TMYX Γ∈∀  için, 
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),(
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),(),(

1

*

*
1

PYXD

PYXAg

PYXAg

PYXAgPYXE N

ϕ
ϕ

ϕ

ξ

ξ

=
=
=
=

 

olur. Tersine eğer )(, TMYX Γ∈∀  için 

),(),( 11 PYXDPYXE ϕ=  

ise o zaman yukarıdaki (*) ifadesinden; 

),(),(

),(),(
*

11

PYXAgPYXAg

PYXDPYXE

N ξϕ
ϕ

=⇒

=
 

sağlanır. Böylece XAXAN
*
ξϕ=  eşitli ği bulunur. 

 M  screen konformal olsun. O zaman )(, TMYX Γ∈∀  için, 

                                       

ξϕ
ξ
),(

),(

),(

1
*

1
*

**

PYXDPY

PYXEPY

PYXhPYPY

X

X

XX

+∇=
+∇=
+∇=∇

                                    (3.3.3) 

olur.  

 

Teorem 3.3.2.  ))(,,( TMSgM , )~,
~

( 2 gM m+  Semi-Riemann manifoldunun screen 

konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. O zaman M nin her screen distribüsyonu 

integrallenebilirdir [13]. 

 

İspat . )(, TMSYX ∈∀  için  

uYXDNYXDYY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇ , )(],[ TMSYX ∈  olduğunu göstermeye 

çalışalım. Bunun için de 0)],,([~]),([ == NYXgYXτ  olduğunu göstermeliyiz. 

)},(),({

),(),(

),(),(

),),((~),),((~
),(~),(~

),),(),((~),),(),((~
),

~
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~
(~)],,([~

11

11

11

1
*

1
*

2121

XYDYXD

XYDYXD

XYEYXE

NXYEXgNYXEYg

NXgNYg

NuXYDNXYDXgNuYXDNYXDYg

NXgNYgNYXg

YX

YX

YX

YX

−=
−=

−=
+∇−+∇=

∇−∇=
++∇−++∇=

∇−∇=

ϕ
ϕϕ

ξξ
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1D  simetriktir. Dolayısıyla 0)],,([~ =NYXg  olup )(TMS  integrallenebilirdir. 

 

Tanım 3.3.2. M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu 

olsun. Eğer 0
)(

=htr
TMS

 ve 0)(1 =ξε  ise M  ye minimal half-lightlike altmanifold   

denir [13]. 

)(, TMYX Γ∈∀  için, 

uYXDNYXDYY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇  

ve 

)()(),(),(~
12 YXYXDYXAg u τε+=∈  

eşitliklerinden M  nin minimal olması için gerek ve yeter şart 1
11}{ −

=
n
ie  )(TMS  nin 

ortonormal bir bazı iken  

0),(
1

1
1 =∑

−

=

n

i
ii eeD  , 0),(

1

1
2 =∑

−

=

n

i
ii eeD  ve 0)(1 =ξε  

olmasıdır.  

 

Teorem 3.3.3 . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun screen konformal bir 

altmanifoldu ve M ′  de )(TMS  nin bir lifi olsun. Bu durumda 

1)  M total geodeziktir. 

2)  M total umbiliktir. 

)3  M minimaldir. 

gerek ve yeter şart M ′  nün, M
~

 nın bir alt manifolduna immersed ve M  üzerinde 

01 =E  olmasıdır [13]. 

 

İspat . )(, TMYX Γ∈∀  için,  

),(),( 11 PYXDPYXE ϕ=  

ifadesinin kullanılmasıyla, 

)(, MTYX ′Γ∈∀  için,  

                           uYXDNYXDYXDYY XX ),(),(),(
~

211
* +++∇=∇ ξϕ                     (3.3.4) 
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bulunur. Bir önceki teoremden screen konformal bir altmanifold, integrallenebilir bir 

screen distribüsyona sahiptir. Böylece )(TMS  nin lifi, bir Semi-Riemann alt manifold 

olur. Buradan M
~

 de, M ′  nün Levi-Civita konneksiyonu ∇′  ve ikinci temel formu h′  

olmak üzere;  

                                                   ),(
~

YXhYY XX ′+∇′=∇                                            (3.3.5) 

bulunur. Böylece (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerinden )(, MTYX ′Γ∈∀  için 

uYXDYXDNY

uYXDNYXDYXDYY

X

XX

),(),()(

),(),(),(
~

21

211

+++∇′=
+++∇′=∇

ϕξ
ξϕ

 

elde edilir. Buradan 

                                        uYXDYXDNYXh ),(),()(),( 21 ++=′ ϕξ                         (3.3.6) 

bulunur. Diğer taraftan, (3.1.10) ifadesinde PZY =  alınırsa, 

),(

)()(),(),(~

2

12

PZD

PZPZDPZAg u

ξ
τξεξξ

∈=
+∈=

 

ve 

)()(),(),(~
12 ξτεξξ PZPZDPZAg u +=∈  

dir. O halde 

)()(),( 12 ξτεξ PZPZD −=∈  

bulunur. 2D  simetrik olduğundan; 

)(),(~
1 PZPZAg u εξ −=  

dir. Benzer şekilde 

)(),( 12 ξεξξ =∈ D  

alınabilir. Sonuç olarak )(TMZ Γ∈∀  için, 

                            0)(0),(),(),( 1222 =⇔=== ZDPZDPZD εξξξξ                       (3.3.7) 

dır. Böylece (3.3.6) ve (3.3.7) den  

uYXDYXDNYXh ),(),()(),( 21 ++=′ ϕξ  

uPYDPYDNPYh ),(),()(),( 21 ξξϕξξ ++=′  

0)(0),(0),( 12 =⇔=⇔=′ ZPYDPYh εξξ  

olur ve ispat tamamlanır. 
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Tanım 3.3.3 . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun lightlike bir altmanifoldu olsun. 

)(TMX Γ∈∀  ve )(RodTMΓ∈ξ  için  

)(TMX Γ∈∇ ξ  

ise M  ye irrotasyonaldir denir [7]. 

M , half-lightlike altmanifoldu için 0),(1 =ξXD  olduğundan, yukarıdaki tanım 

)(TMX Γ∈∀  için,  

)(0),( 12 XXD εξ ==  

ifadesine denktir. Bu ifadenin (3.3.7) de kullanılması ile aşağıdaki sonuç elde edilir.  

 

Sonuç . M , M ′  Semi-Riemann manifoldunun irrotasyonal screen konformal half-

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman  

1) M total geodeziktir. 

2) M total umbiliktir. 

3) M minimaldir. 

gerek ve yeter şart )(TMS  nin her M ′  lifi, M
~

 nin bir altmanifolduna immerseddir [13]. 

 

Teorem 3.3.4 . M , bir Semi-Riemann manifoldunun screen konformal half-lightlike 

alt manifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir. 

1)  )(TMS  nin her lifi M  de total geodeziktir. 

2)  M ′ , )(TMS   nin bir lifi iken M , L  ve M ′  nün lightlike çarpım manifoldudur. 

Burada M ′  non-değere manifold ve L , 1-boyutlu lightlike manifoldtur. 

3) M üzerinde 01 =D  dır. 

4) M üzerindeki ∇  konneksiyonu, metrik konneksiyondur [13]. 

 

İspat  . )(( TMSX Γ∈  ve )(RodTMΓ∈ξ  için uYXDNYXDYY XX ),(),(
~

21 ++∇=∇  

ifadesinden 

),
~

(~),( XgXg ξξ ξξ ∇=∇  

olur. Ayrıca ∇~ , metrik konneksiyon olduğundan 
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)
~

,(~),(~ XgXg ξξ ξξ ∇−=∇  

dir. Bu durumda 

0

),(~),(

)),(),(,(~)
~

,(~),(~

1

21

=
−=

++∇−=∇−=∇
NgXD

uXDNXDXgXgXg

ξξ
ξξξξξ ξξξ

 

dır. Böylece  

                                                       ),(~ Xg ξξ∇ =0                                                      (3.3.8) 

bulunur. Benzer şekilde ))((, TMSYX Γ∈∀  ve ))(( TMltrN Γ∈  için, 

)),(),(,(~
)

~
,(~),

~
(~

21 uYXDNYXDYNg

YNgYNg

X

XX

++∇−=
∇−=∇

 

dir. Buradan, 

),(~),
~

(~ YNgYNg XX ∇−=∇  

yazılabilir. Bu durumda 

),(~
),)()((~

),
~

(~),(~

21

YXAg

YuXNXXAg

YNgYNg

N

N

XX

−=
++−=

∇=∇−
ρρ  

olur. Böylece 

),(~),(~ YXAgYNg NX =∇  

bulunur. )(
u

TMX Γ∈∀  için screen konformallikten gelen 

XAXAN
*
ξϕ=  

eşitli ği kullanılırsa, 

),(~
),(~),(~

* YXAg

YXAgNYg NX

ξϕ=
=∇

 

olur. O halde 

),(~),(~ * YXAgNYg X ξϕ=∇  

bulunur. Burada (3.1.17) ifadesi kullanılırsa,  

),(),(~
1

* YXDYXAg =ξ  

olduğundan; 
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                                                   ),(),(~
1 YXDNYg X ϕ=∇                                          (3.3.9) 

elde edilir. 

0),(~ =∇ Xg ξξ  ve ),(),(~
1 YXDNYg X ϕ=∇  olduğunu hatırlayalım. O halde )2()1( ⇔  

dir. Eğer M  bir çarpım manifoldu ise o zaman )(TMS  nin her lifi paraleldir. Böylece 

(3.3.9) ve (3.1.7) den 01 =D  dır. Eğer 01 =D  ise o zaman )(TMS  nin lifi (3.3.9) dan 

paraleldir ve (3.3.8) in göz önünde bulundurulmasıyla )2(  elde edilir. Böylece 

)3()2( ⇔  olur. Diğer taraftan, 01 =D  ise daha önce ispatlanmış olan Teorem 3.1.3 ten 

)4()3( ⇔  gelir ve böylece ispat tamamlanır. 

 

 M , screen konformal half-lightlike bir altmanifold olsun. ∇~  nın )4,0(  tipindeki 

Riemann eğrili ğini düşünelim. 

{
}

{
}uZYDXZYDX

ZXDZYD

NZXDYZYDXZXDY

ZYDXZXDZYD

XAZYDYAZXD

XAZYDYAZXDZYXRZYXR

YX

YX

uu

NN

),()(),()(

),)((),)((

),()(),()(),()(

),()(),)((),)((

),(),(

),(),(),(),(
~

1212

22

212111

1111

22

11

ρρ

εερ
ρ

−+
∇−∇+

−+−
+∇−∇+

−+
−+=

 

ifadesinin kullanılmasıyla ve eğrilik tensörünün tanımından 
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                                                 (3.3.10) 
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                           (3.3.12) 

elde edilir.  

*R , *∇  ın eğrilik tensörü olmak üzere; (3.1.18) ve (3.3.2) den, 

{ }
{ }

{ } { }ξϕρϕξϕρϕ
ξϕ

ϕ ξξ

)()(),()()(),(

),)((),)((

),(),(),(),(

1111

11

*
1

*
1

*

YYPZXDXXPZYD
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−−=

 

bulunur. 

 

Teorem 3.3.5 . M , )(
~

cM  Semi-Riemann uzay formunun screen konformal half-

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman M ’ nin Ricci tensörü simetriktir gerek ve yeter 

şart 

)(),(),,)(( 2222 ξρξρ YXDYXD =∧  

olmasıdır [13]. 

 

İspat .  Half-lightlike bir altmanifoldun Ricci tensörü )(, TMYX Γ∈∀  için, 

∑
−

=

+∈=
1

1

),),((~),),((),(
m

i
ii NYXRgeYeXRgYXRic ξ  

ile ifade edilir. 

 )(
~

cM  uzay formu için ),(),( 11 PYXDPYXE ϕ= , (3.3.10) ve (3.3.11) 

eşitliklerinden,  
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dir. Böylece  

{ })(),()(),(),(),( 2222 YXDXYXDXYRicYXRic ρξρ −=∈−  

ya da 

                   )(),(),,)((),(),( 2222 ξρξρ YXDYXDXYRicYXRic −∧=−              (3.3.14) 
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olur ve ispat tamamlanır. Bu durumda Tanım 3.3.3 ve (3.3.14) denkleminden aşağıdaki 

sonuç elde edilir. 

 

Sonuç . )(
~

cM  nin her irrotasyonel screen konformal half-lightlike altmanifoldunun 

Ricci tensörü simetriktir [13]. 

 

 Mp∈  ve ξ , MTp  nin bir null vektörü olsun. Bu durumda HW ∈∀  için  

0),(~ =Wg ξ  ve 0),(~
00 ≠WWg  olacak şekilde HW ∈0  varsa, MTp  nin ξ  yi de içeren bir 

H  düzlemi, ξ  yönünde null düzlem olarak isimlendirilir. Böylece ∇~  ve ξ  ye göre H  

nın null kesit eğrili ği  

),(

),,,(
)(

WWg

WWR
HK

p

p ξξ
ξ =  

ile tanımlanır [13]. 

 

Teorem 3.3.6 .  M , )(
~

cM  nin bir screen konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. 

O zaman M  nin null kesit eğrili ği ))(( TMSX Γ∈∀  ve )(RadTMΓ∈ξ  için, 

                          { }),(),(),(),()( 2222 XDXDXXDDHK ξξξξξ −=∈                      (3.3.15) 

olur. 

 

İspat .  (3.3.10) dan  
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XXDDXDXDHK
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elde edilir. Burada (3.1.7) nin kullanılmasıyla (3.3.15) denklemi bulunur. (3.1.3) 

eşitli ğinin (3.3.15) te yerine yazılmasıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç . )(
~

cM  nin screen konformal half-lightlike altmanifoldu olan M  nin null kesit 

eğrili ğinin sıfıra eşit olması için gerek ve yeter şart ))(( TMSX Γ∈∀  ve )(RadTMΓ∈ξ  

için, 

)(),,)(( 2
112 XXXD εξε ∈−=∧  
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 olmasıdır. Gerçekten, 

{ }),(),(),(),()( 2222 XDXDXXDDHK ξξξξϕξ −=  

eşitli ği kullanılarak 
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elde edilir. 

Sonuç olarak, )(
~

cM  nin her irrotasyonal screen konformal half-lightlike 

altmanifoldunun null kesit eğrili ği sıfırdır [13]. 

 

Teorem 3.3.7. ))(,,( TMSgM , )(
~

cM  nin screen konformal half-lightlike altmanifoldu 

ve 02 =D  olsun. Bu taktirde M  nin flat olması için gerek ve yeter şart )(TMS  nin bir 

M ′  lifinin de flat ve 0=c  olmasıdır [13]. 

 

Teorem 3.3.8 . M , M
~

 Semi-Riemann manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu 

olsun. Kabul edelim ki )(TMS  integrallenebilir ve )(TMS  nin bir M ′  lifi : 0>αβ  la 

ekboyutu 3 olan non-dejenere altmanifold olarak M
~

 ye immersed total umbilik olsun. O 

zaman M  screen lokal konformaldir. ⇔  α  ve β  , ξ  ve N  yönündeki lifinin ortalama 

eğrilik vektör alanının bileşenleri iken  )(TMX Γ∈  ve  )(RodTMΓ∈ξ  için 

0),(1 =PXE ξ  dır [13]. 

 

İspat . M ′ , )(TMS  nin  lifi olsun. O zaman )(, MTYX ′Γ∈∀  için,  

uYXDNYXDYXEYY XX ),(),(),(
~

211
* +++∇=∇ ξ  

ve *H  ortalama eğrilik vektör alanı olmak üzere,  

uNH γβαξ ++=*  

dur. M , M
~

 de total umbilik olduğundan; 
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))(,(),(),(),( 211 uNYXguYXDNYXDYXE γβαξξ ++=++  

dur. Böylece 

                                                ),(),(1 YXgYXE α=                                                 (3.3.22) 

ve 

                                    ),(),(2 YXYXD β=    ,   ),(),(2 YXgYXD γ=                     (3.3.23) 

bulunur. Buradan ),(),( 11 YXDYXE
β
α=  olur. )(, MTYX ′Γ∈∀  için 0* =ξξA  ve 

0),(1 =YE ξ  olduğundan,  )(TMX Γ∈∀  için , 

XAXAN
*
ξϕ=  

olur. Yani M screen konformaldir.  

Tersine, kabul edelim ki M  screen konformal olsun. Bu durumda  

)(TMX Γ∈∀  için, 

                                                ),(),(1 PYXg
K

PYXD
ϕ

=                                        (3.3.24) 

oluyorsa, ),(),(1 PYXKgPYXE =  olduğundan M ′  total umbiliktir. 

 

Teorem 3.3.9 . M , M
~

 nin bir screen konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. O 

zaman )(TMX Γ∈∀  için, M  total umlibiktir ⇔  PXHXAP u 2)( =  , 0)(1 =Xε    ve  

)(TMS  nin her M ′  lifi de M  de total umbiliktir [13]. 

 

İspat : )(TMX Γ∈∀  için, 
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PXHAuXP 2)( =  ve 0)(1 =Xε  

dır. Gerçekten,  
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ve  

0),(~),()(

),(~)(),(

221

12

=∈−=−=
=+∈

XgHXDX

XAgXXD u

ξξε
ξεξ

 

dir. 

Kabul edelim ki ),(~),( 11 YXgHYXD =  olsun. Bu durumda M  screen konformal 

olduğundan ve (4.3.2) den  

),(~),(),( 111 YXgHYXDYXE ϕϕ ==  

dir. Böylece 'M , 1HK ϕ=  ile total umbiliktir. Tersine 'M  total umbilikse o zaman 

(3.3.2) , (3.3.11) ve (3.1.10) kullanılarak, 
ϕ
K

H =1  olmak üzere;  

),(~),( 11 YXgHYXD =  

bulunur. 

 

Teorem 3.3.9 . M , M
~

 nin screen konformal total umbilik half-lightlike altmanifoldu 

olsun. Bu durumda aşağıdaki şartlar sağlanır. 

)1  M , M
~

 de total umbiliktir. 

)2  M  total geodeziktir. ⇔ M , M
~

 de total geodeziktir [13]. 

 

İspat . M  total umbilik olduğundan 0),(2 =ξXD  dır ve (3.3.6) , (3.2.1) den 

)(, MTYX ′Γ∈∀  için 

),)(,(),( 21 uHNHHYXgYXh ++=′ ϕξ  

sağlanır. 

 

3.4. Irrotasyonel Screen Homotetik Half-Lightlike Altm anifoldlar  

 

Tanım 143 .. . ))(,,( TMSgM , )~,
~

( gM  Lorentz manifoldunun bir half-lightlike 

altmanifoldu olsun. M  üzerinde sıfırdan farklı bir b sabiti için, 

*
ξbAAN =  

veya denk olarak )(, TMYX Γ∈∀ için  
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                                                    ),(),( 11 YXbDPYXE =                 (3.4.1) 

eşitli ği sağlanıyorsa,  M  ye screen homotetiktir denir [18].    

 Eğer M , screen homotetik ise 1E , M  üzerinde simetriktir ve )(TMS  

integrallenebilirdir. Burada L , lightlike bir eğri ve *M da )(TMS ’nin bir lifi olmak 

üzere;  

*MLM ×=  

olacak şekilde bir çarpım manifoldudur diyebiliriz. 

Eğer M , irrotasyonelse, )(TMX Γ∈∀  için (3.1.3) ve (3.1.13) ifadelerinden 

0),(2 =ξXD  ve dolayısıyla 0)(1 =Xε  olduğunu gösterebiliriz.  

 

Tanım 243 .. . M  nin )2,0(R  ile verilen Ricci tensörü genel olarak simetrik değildir. Eğer 

)2,0(R , M  üzerinde simetrik ise M  nin indirgenmiş Ricci tensörü olarak adlandırılır. 

[13]. 

 

Teorem 143 ..  . ))(,,( TMSgM , )~),(
~

( gcM  nin bir irrotasyonel screen homotetik half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M  nin )2,0(R  Ricci tensörü, indirgenmiş Ricci 

tensörüdür [18]. 

 

İspat . )~),(
~

( gcM  Lorentz uzay formu olduğundan 

 
)()(),(),(

),(),(),(

1
*

1
)2,0(

YXYAXAgYAXAg

rArAYXDYXmcgYXR

uuN

uN

εξξ +−−

+++=
  

elde edilir [18]. Böylece *
ξbAAN =  ve 01 =ε  olduğunun hesaba katılmasıyla ispat 

tamamlanır.  

 

Teorem 243 ..  . ))(,,( TMSgM , )~,
~

( gM  Lorentz manifoldunun bir half-lightlike 

altmanifoldu olsun. Eğer )2,0(R simetrikse, U üzerinde öyle bir },{ Nξ  çifti vardır ki, M  

de τ  1-formu sıfıra eşittir [18]. 
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M  nin τ  1-formu sıfır olduğunda U  daki },{ Nξ  çiftine M  nin distinguished 

null çifti denir. )(TMS  nin genellikle tek olmamasına rağmen, 

RadTMTMTMS /)( * =  

factör demetine izomorfiktir. Böylece )(TMS  lerin hepsi mutually izomorfiktir [7]. 

Sonuç olarak ))(,,( TMSgM , },{ Nξ  disttinguished null çiftine sahip )~),(
~

( gcM  Lorentz 

uzay formunun irrotasyonel screen homotetik half-lightlike altmanifoldudur. 

 

Teorem 343 ..  . ))(,,( TMSgM , )~),(
~

( gcM  Lorentz uzay formunun screen homotetik 

half-lightlike bir altmanifoldu olsun. Eğer 3>boyM ise, 

)1  M  ye indirgenmiş ∇  konneksiyonu bir metrik konneksiyondur. 

)2  M , total umbiliktir ve L , null bir eğri, *M  da küreye izometrik olan total geodezik 

bir Riemann uzay formu olmak üzere, *ML × şeklinde bir yerel çarpım manifoldudur 

[18]. 
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