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ONSOZ

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasi Selguk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik
Béliimii Ogretim Uyesi Dog. Dr. Yildiray KESKIN yoénetiminde hazirlanarak Aksaray

Universitesi Fen Bilimler Enstitiisiine sunulmustur.

Hazirlamis oldugum yiiksek lisans tezim igerik olarak bes boliimden olugsmustur.
Birinci boliimde konu ile ilgili temel tamimlar verildi. Ikinci béliimde niimerik
yontemler hakkinda literatiir 6zeti verilmistir. Ugiincii boliimde ise niimerik ve analitik
¢oziimlerin ifadeleri iizerinde durdum. Varyasyonel Iterasyon ydntemi, Adomian
Ayrisim  ydntemi ve Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim yontemine giris yapildi.
Dordiincii boliimde bazi 6zel kismi tiirevli diferansiyel denklemleri indirgenmis
diferansiyel doniisiim yontemi ile ¢ozlip diger yontemler ile kiyaslamalar yaptim. Son
boliimde ise elde ettigim verilerden faydalanarak, yontemler hakkinda degerlendirme

yaptim.

Talip BOZDEMIR
AKSARAY 2014

Imza
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Tez calismast se¢imi ve yiiriitilmesi siirecinde yardimlarindan ve
yonlendirmelerinden dolay1 tez ydneticisi saymn hocam Dog. Dr. Yildiray KESKIN’e ve
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK
COZUMLERI UZERINE YENi YONTEMLER

Talip BOZDEMIR
T.C.
Aksaray Universitesi — Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Yildiray KESKIN

Bir¢cok miihendislik problemleri ve fen bilimleri uygulamalarinda karsilagtigimiz
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri kimi zaman zor, imkansiz
veya karmasik hesaplamalar olabileceginden bu denklemlerin istenilen ¢oziimlere daha
pratik olarak bizi ulagtirabilecek bazi yeni yontemler gelistirilmistir. Bu yontemleri
kullanarak denklemlerin niimerik ¢oziimleri daha kisa zamanda istenilen sartlara uygun

olarak elde edilebilmektedir.

Bu tez calismasinda segilen bazi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin var
olan yeni yontemler (indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi, varyasyonel iterasyon
yontemi ve adomian ayrisim yontemi) ve bilgisayar yardimiyla nasil ¢oziilecegi

arastirilmis ve bu problemlere uygun prosediirler yazilmistir.

2014, 34 sayfa

Anahtar Kelimeler : Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem, Indirgenmis Diferansiyel

Déniisiim Yontemi, Varyasyonel iterasyon Yéntemi, Adomian Ayrisim Y dntemi.



ABSTRACT
MS THESIS

NUMERICAL SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS’NEW METHODS

Talip BOZDEMIR
TR.

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
OF AKSARAY UNIVERSITY — SELCUK UNIVERSITY

THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yildiray KESKIN

Some new methods have been developed to reach there quested solutions more
practically as several engineering problems and the numerical solutions of the partial
differential equations seen on the science practises might sometimes be difficult ,
complex or even impossible.Through these methods numeric solutions of the quations

may be obtained in a short time.

On this study, it is searched how to solve some partial differantial equations
through current new methods (reduced differantial transform method, method of
variational iteration and adomian decomposition method) and the help of ICT and also

suitable procedures to these problems are noted.

2014, 34 Pages

Keywords: Partial Differential Equations, Reduced Differential Transform

Method, Method of Variational Iteration , Adomian Decomposition Method.



SIMGELER DIiZiNi

An AdomianPolinomu

L Lineer operator

Lt Integral operatérii

N Lineer olmayan operator
A Lagrange ¢arpant

u(x,t)  Coziim fonksiyonu

a, Sinirlanmis varyasyon

Vi



1. GIRIS

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Uygulamali matematik, fizik ve mihendislik bilimlerindeki bir ¢ok
problemlerinin matematik analizinde ve temel tabiat kanunlarinin modellenmesinde
siklikla kismi tiirevli diferansiyel denklemler (KTDD) karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
denklemler modern matematikte Ozellikle fizik, miihendislik, kimya, geometri ve
analizde ¢ok O6nemlidir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri i¢in analitik ve niimerik olarak
birgok yontem tanitilmistir. Genelde bu tiir denklemlerin niimerik ¢oziimlerine
gereksinim duyulmaktadir. Bunun nedeni ise niimerik ¢6ziimlerin bilgisayarlar ile daha
uyumlu olmasit ve farkli algoritmalarla istenilen sonuglarin daha kolay elde

edilebilmesidir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri hakkinda literatiirde

bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin bazilar su sekilde 6zetlenebilir.

Indirgenmis diferansiyel déniisiim yontemi ilk olarak Keskin ve Oturang (2011)
tarafindan diferansiyel doniisiim yonteminin bir adim ilerisi olarak tanitilmistir (Keskin
ve Oturang, 2011). Indirgenmis diferansiyel déniisiim yonteminin klasik doniisiim
yontemlerinden farki, kismi diferansiyel denklemi yar1 cebirsel bir denkleme
doniistiirmektedir. Klasik donilisiim yontemlerine gore avantaji ise daha az islemle daha

net bir sonuca ulagsmasidir (Keskin, Caglar 2011).

Analitik ¢6ziime hizla yakinsayan basarili yaklasimlar veren Varyasyonel
Iterasyon Yoéntemi Ji Huan He (1997) tarafindan tamtilmistir. Bu ydntem ile elde edilen
nimerik ¢oziimlerin hata miktarmin az olmasinin yaninda islemler sirasinda
kullanilacak bilgisayarda yiiksek kapasiteye de ihtiyag duyulmamasi yontemin
uygulamalarin1 artirmigtir. Ji Huan He, gelistirdigi yontemi otonom diferansiyel
denklemlere (2000), lincer olmayan kismi diferansiyel denklemlere (2004), integro
diferansiyel denklemlere uyguladi (Wang ve He 2007). He’nin yontemi, Abdou ve
Soliman (2005), Burger ve coupledBurger, Schrodinger-KdV,genellestirilmis KdV ve
s1g su denklemlerinin ¢dziimlerini arastirmada kullandilar. Momani ve Abuasad, lineer
Helmholtz kismi diferansiyel denklemin ¢dziimil i¢in bu yontemi uyguladilar. Ganji ve
arkadaglar1 (2006) lineer olmayan Joulent-Miodek, coupledKdV ve coupledMKdV

denklemlerinin ¢6ziimlerini varyasyonel iterasyon yontemi ile arastirdilar.



G.Adomian’in 1980 yilinda tanittigi kendi ismi ile anilan ydntem picard
yonteminden tiiretilmistir. Adomian, picard yontemi uygulanirken lincer olmayan
fonksiyonlarin yerine kendi ismi ile anilan Adomian polinomlarini kullanmis ve ardisik
integraller alarak yaklasik ¢oziim elde etmistir. Burada hemen séylememiz gerekir ki
Adomian polinomlar1 lineer olmayan fonksiyonlara karsilik gelen Taylor seri agilimdaki

katsayilardir (Keskin ve Oturang, 2010)

Yukarida belirtilen ¢alismalar 1518inda bu tez ¢alismamizda, secilen baz1 kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerin var olan yeni yontemler ve bilgisayar yardimiyla nasil

coziilecegi arastirilip bu problemlere uygun bilgisayar programlari yazilacaktir.



2. LITERATUR OZETI

AYAZ, F. “On the two dimensional differential transform method”, Applied
Mathematics and Computation; 143, 361-374, 2003. Bu c¢alismada, iki boyutlu
diferansiyel doniisiim i¢in bazi teoremler verilmis ve bununla birlikte lineer ve lineer

olmayan kismi tlirevli baglangi¢ deger problemleri ¢oziilmiistiir.

AYAZ, F., “Applications of differential transform methods to differential algebric
equations”, Appl. Maths Comput; 152, 649-657, 2004. Bu ¢alismada lineer cebirsel-
diferansiyel denklemlerin ¢0ziimii diferansiyel doniisiim yontemi ile incelenerek

konuyla ilgili 6rneklerden elde edilen sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir.

CHEN, C.K., HO, S.H.; Solving partial differential equations by two dimensional
differential transform method. Applied Mathematics and Computation; 106, 171-179,
1999. Bu c¢aligmaya kadar yalnmizca adi tirevli diferansiyel denklemler icin
uygulanabilen diferansiyel doniisiim metodu, bu ¢aligmayla birlikte ilk olarak kismi
tirevli diferansiyel denklemlere genigletilmis olup bunun i¢in iki boyutlu diferansiyel

doniigiim tanimlanmustir.

HE, J. H. "Variational iteration method-a kind of non-linear analytical technique:
Some examples.” International Journal of Non-Linear Mechanics 34(4): 699-708
(1999). He, bu calismasinda lineer olmayan problemlerin ¢dziimleri i¢in variational
iteration method ismi verilen yeni bir analitik ¢6zliim tanitmistir. Bu yontem baslangic
deger problemini varyasyon teorideki lagrange carpani yardimiyla ¢6zmiistiir. Adomian

Ayrisim Yontemi ile kiyasladiginda daha iyi sonug vermistir.

HE, J. H. "Variational iteration method-a kind of non-linear analytical technique:
Some examples.” International Journal of Non-Linear Mechanics 34(4): 699-708
(1999). He, bu calismasinda lineer olmayan problemlerin ¢dziimleri igin variational
iteration method ismi verilen yeni bir analitik ¢6ziim tanitmistir. Bu yontem baslangig
deger problemini varyasyon teorideki lagrange carpani yardimiyla ¢ozmiistiir. Adomian

Ayrisim Yontemi ile kiyasladiginda daha 1y1 sonu¢ vermistir.

KESKIN Y., OTURANC G.,“Reduced Differential Transform Method for
Partial Differential Equations”, International Journal of Nonlinear Sciences and
Numerical Simulation, 10(6),(2009). Bu ¢alismada indirgenmis diferansiyel doniisiim

yontemi ilk defa tanitilmistir.



KESKIN Y., OTURANC G., “Reduced differential transform method for
generalized KdVEquations”, Mathematical and Computational Applications, 15 (3),
382-393,(2010). Bu c¢alismada indirgenmis diferansiyel doniisim yontemi
genellestirilmis KdV denklemlerine bagarili bir sekilde uyarlanmistir

KESKIN Y., OTURANC G., “The Reduced Differential Transform Method: A
New Approach to Fractional Partial Differential Equations”, Nonlinear Science Letters
A, 1(2), 207-218, 2010. Bu ¢alisma kismi tiirevli diferansiyel denklemlere indirgenmis

diferansiyel doniisiim yontemini uygulanmistir .

KESKIN Y., KURNAZ A., KiRiS M.E., OTURANC G., “Approximate solution
of Generalized Pantograph Equations by the differential transform method”,
International Journal of Nonlinear Sciences and Numerical Simulation, 8(2) 2007,
159-164. Bu calismada,genellestirilmis pantograf denklemlerin ¢6zlimii i¢in diferansiyel

doniigiim yontemi uygulanmis, konuyla ilgili 6rnekler ortaya konulmustur.

KESKIN Y. OTURANC G., “The Differential Transform Methods For
Nonlinear Functions And Its Applications”, Sel¢uk Journal of Applied Mathematics,
9(1),69-76, 2008. Bu ¢alismada lineer olmayan fonksiyonlar igin diferansiyel doniisiim

tanimi verilmis ve Emden Fowler diferansiyel denklemi ¢oziilmiistiir.

KURNAZ A., OTURANC G., KIRIS M.E. “n dimensional differential
transformation method for solving PDE’s”, International Journal of Computer
Mathematic, 2005. Bu ¢alismada, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in
genellestirme yapilmis ve N boyutlu diferansiyel donilisim yontemi tanimlanmistir.
Sonuglar bazi lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ¢oziilerek

test edilmistir.

MOMANI S., ODIBAT Z. “Numerical comparison of methods for solving
lineardifferential equations of fractional order” Chaos, Solitons & Fractals, 31, 5,
2007, 1248-1255. Bu ¢alismada lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in
kesirli fark yontemi, Adomian decomposition yontemi ve varyasyonel iterasyon
teknikleri kullanilarak farkli tip problemler i¢cin ¢oziimler elde edilerek elde edilen

sonuglar ile analitik sonuglar karsilagtirilmistir.

MOMANI S., ODIBAT Z. “Numerical methods for nonlinear partial differential
equations of fractional order” Applied Mathematics and Computation, 32(1)

2008,28-39. Bu calismada lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
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¢oziimleri i¢in Adomian decomposition yontemi ve varyasyonel iterasyon teknikleri
kullanilarak farkli tip problemler i¢in ¢oziimler elde edilmis, elde edilen sonuglar ile

analitik sonug¢lar karsilagtirilmistir.
WAZWAZ A.M. “Handbook of Differential Equations: Evolutionary
Equations, 4”,485-568, 2008.Bu c¢alismada Adomian Ayristim yontemi kullanilarak

KdV denkleminin soliton ¢dziimleri arastirilmistir.

WAZWAZ AM. “Partial Differential Equations and Solitary Waves
Theory”,Springer, 2009.Bu ¢alismada kismi tiirevli diferansiyel denklemler incelenip bu
denklemlerin ¢oziimleri varyasyonel iterasyon yontemi ve adomian ayrisim yontemiyle

¢Oziilmistiir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri hesaplanirken

kullanacagimiz belli bagli yontemler asagida belirtilen sekildedir.

3.1. Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Indirgenmis diferansiyel doniisim yontemini tanimmi vermeden Once bu
yonteme temel teskil eden bir boyutlu diferansiyel doniisiim yontemini ve iki boyutlu
diferansiyel doniisim yoOntemini agiklayacagiz. Daha sonra bu yontemler 1s18inda

indirgenmis diferansiyel doniisiim yonteminin tanimini verecegiz.

3.1.1. Bir Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Tek degiskenli u(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U(k)

olmak iizere, U(X) in tek boyutlu diferansiyel doniigiimii

U(k) :%{W“(X)}

olarak tanimlanir.

U(k) doniisiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniisiim fonksiyonu,

u(x)= 3 UK)X*

bigimde tanimlanir.

Yukaridaki esitlikler dikkate alinarak asagidaki

esitligi elde edilir. (Zhou, 1986)
3.1.2. iki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yéntemi

Benzer sekilde, iki degiskenli u(x, y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim
fonksiyonu U(k, h) olmak {izere, u (X, y) nin iki boyutlu diferansiyel dontistimii

6



1 ak+h
U(k,h) = klh[ oy u(x, y)lOyo

olarak tanimlanir.

U(k, h) doniisiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniisiim fonksiyonu,

(x.Y) :ii U(k, h)x*y"

k=0 h=0
bigimde tanimlanir. Yukaridaki esitlikler dikkate alinarak asagidaki
o0 o0 l ak+h K h
x y = — u(x, y)} Xy
;ZO k h |: ké’ " x=0,y=0
esitligi elde edilir. (Chen, 1999)
3.1.3. Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yontemi

Kabul edelim ki iki boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii

=3 3 UK, hxt"

k=0 h=0
seklinde olsun. O zaman fonksiyonun diferansiyel doniisiim karsilig

U(k )_ 1 |: Ofyk+h

kih!| ox“at" e t)}

x=0,t=0

olarak tanimlanmisti.

oldugundan fonksiyonu agik halde yazarsak
Ugor Ups X, Ug, X2, Ut U i, U, 07, U, o 12, U, 2K

elde edilir. Buradaki terimleri t nin kuvvetlerine gore diizenleme yapilirsa yani ilk grup



> U, X, ikinci grup ) U, x“ , iigiincii grup t*> U, ,x“ ... v.b.
k=0

k=0

Boylece
ux,t = Z Uh (X)th
h=0

fonksiyonu elde edilir. Buradan hareketle asagidaki tanimlar verilmistir (Keskin, 2010).

Tanmm 3.1.1
Iki bilesenli u(Xx,t) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U(k,h)

olmak iizere, U(X,t) nin t boyunca hesaplanacak ¢dziimii

u(x,t):iuh(x)th

seklindedir (Keskin, 2010).

Tanim 3.1.2

Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U(k,h)

olmak {izere, u(x,t) nin t boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel

doniistimii

U, (x) :%{%u(x,t)}

t=0

seklindedir. (Keskin, 2010).

Tanim 3.1.3

U, (X) 'nin t boyunca indirgenmis diferansiyel doniigiim fonksiyonunun tersi;
u(xt)=> U, (t"
h=0

seklinde tanimlanir. Yukaridaki iki esitlik dikkate alinarak asagidaki esitligi elde

edebiliriz. (Keskin, 2010).



u(xt)= i%{% u(x,t)} t"

t=0

Tanmim 3.1.4

Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U(k,h)

olmak iizere, U(X,t)nin x boyunca hesaplanacak ¢dziimii

u(x,t):iuk(t)xk

seklindedir. (Keskin, 2010).

Tamm 3.1.5
Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel déniisiim fonksiyonu U(K,h)

olmak tizere, u(x,t) nin X boyunca hesaplanacak ¢6ziimiin indirgenmis diferansiyel

doniistimii,

U, (t)= %{% u(x,t)}

seklindedir. (Keskin, 2010).

3.2. Varyasyonel iterasyon Yontemi
Bu yontem ile elde edilen nlimerik ¢6ziimlerin hata miktarinin az olmasinin
yaninda islemler sirasinda kullanilacak bilgisayarda yiiksek kapasiteye de ihtiyag

duyulmamas1 yontemin uygulamalarini artirmistir.
Varyasyonel iterasyon yonteminin uygulanmast,
Du =g(x)

Kismi tiirevli diferansiyel denkleminde D tiirev operatoriinii L lineer tiirev operator ve

N lineer olmayan operatdr olmak iizere diferansiyel denklem

Lu+Nu=g(x)

9



seklinde yazilabilir.

X
L lineer tiirev operatdriiniin tersi L™ = Idx operatorli denkleme uygulanirsa ¢éziimii
0

aranan diferansiyel denkleme uygulanirsa

u=L"(g(x)—Nu)

u= j(g(x) —Nu)dx+u(0)

u :'|X.g(x)dx+u(0) +Jx' Nudx

elde edilir.

Buradan varyasyonel iterasyon yontemi ig¢in kullanilan iterasyon denklemi picard

yontemindeki gibi ardigik olarak

Uy () =U, () + [ A{Lu, (5) + NG, (5) - g (5)}ds

formunda varyasyon fonksiyonu kurulur. Burada A, Lagrange ¢arpani (Inokuti 1978)
olup varyasyon teorisinden hareketle Maple, Mathematica gibi paket programlar

yardimiyla hesaplanir. U, smirlanmis varyasyon (He 1999) olup o0, =0 dir.Bulunan

A say1 degerine gore varyasyon fonksiyonu yeniden diizenlenerek aranan ¢oziim
fonksiyonu i¢in rekiirans bagintist olusturulmus olur.Baslangi¢ kosulu olarak verilen

fonksiyonu, olarak secilmek suretiyle n>0icin u,terimleri igin yaklasimlar elde

edilmis olur.Son olarak ¢6ziim fonksiyonu,

u=Ilimu,

esitliginden elde edilir.

3.3. Adomian Ayrisim Yontemi

G.Adomian’1n yaptig1 gibi 6nce metodu yapisal olarak tanitalim. Bunun i¢inde

Flu®]=9(1)
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denklemini g6z Oniine alalim. Burada u(t) bilinmeyen fonksiyon ve g (t) stirekli bir

fonksiyon olup F ise lineer ve lineer olmayan terimleri igeren lineer olmayan bir
diferansiyel operatorii gostersin. Lineer terim L+R scklinde ayristirilir, R lineer
operatoriin geri kalan kismidir. L yiiksek mertebeden ve tersi alinabilen bir diferansiyel

operatdr olsun.
O zaman yukaridaki denklemi

Lu+Ru+Nu=g

seklinde verebiliriz. Burada N lineer olmayan operator ve L’de tersi alinabilen bir

operatdr oldugundan, denklemin her iki tarafina L™ ters operatdrii uygulanirsa
L'Lu=L"g-L'Ru—L"Nu
bulunur.

Ayrisim metodu, U (t) ‘nin ¢oziimiini

2.4,

n=0

seklinde seri formunda hesaplar ve lineer olmayan Nu terimlerini de

bigiminde ayristirir. Burada A, ’ler u,,u,,...,u, "lere bagli olan ve Adomian polinomlari

olarak adlandirilan polinomlaridir.

u ve Nu’lar, sirasi ile,

N(u)=N (2ziuijzgzw

olarak elde edilir. Burada A uygunluk i¢in alinan bir parametredir. A, ’ler

11



ifadesiyle bulunur.

Buradan

iun =0+L"'g- LlR(iunj— Ll[iﬁj

n=0
elde ederiz. Burada 6 =u(0)dir. D " u, serisinin terimleri indirgeme formiilii ile

u,=0+L"g,
u, = -L'R Uy — L’lAO ,

u,,=-L"Ru —L"A ,n>0.
seklinde yazilir.

Boylece dogru ¢oziim seri formunda belirtilmis olur. Fakat uygulamada zw u

n=0 N
serisinin biitlin terimlerini hesaplamak zordur. Bu nedenle kesme serisinden baglayarak

yaklasik ¢oziimi;

veya

¢1:u0’
¢2=U0+U1,
¢, =U,+U +U, ,

Gy =Uy+U +U,+---+U ,N>0

seklinde buluruz.

12



4. UYGULAMALAR:

Bu boliimde bazi kismu tiirevli diferansiyel denklemlerin indirgenmis doniisiim
yontemi, varyasyonel iterasyon yontemi ve adomian ayrisim yontemi ile ¢oziimleri elde

edilip, sayisal degerleri tablo halinde verilmistir.

4.1. Problem 1

2 2
Uy +U”—uZ =0 (4.1)
seklinde verilen lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin
u(0,y)=0,u,(0,y)=cosy (4.2)

baslangi¢ sartina uyan ¢oziimiinii ii¢ farkli yontemle bulalim. (Wazwaz A. M.,2009
“Partial Differential Equations and Solitary Waves Theory”)

4.1.1. Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziim

Denklemimizi operatdr formda yazip bunun her iki yanina L, ters operatorii
uygularsak

u(x,y)=x.cosy+L"(u?,—u?

olur. Buradan Adomian ayrigsim metodunu kullanarak

n=0 n=0 n=0

iun(x, y)=xcosy+L F(x+t)- Lx‘l(iﬁh —i an

olur.

Oyleki; A ve B, ler lineer olmayan terimler olan u®  veu’yi temsil eden Adomian

polinomlardir.
Boylece

Uy (X, y) = X.cos y

U (6 Y) =L, (A —B,), k>0

seklinde elde edilmis olur.
13



Sistemi acik sekilde yazarsak

Uy (X, y) = x.cosy

u(x,y) =L, "(A~B,)=0
U,(%,y) =L, (A~ B,) =0
u;(x,y) = L, " (A ~B,) =0

u(x,y) = x.cosy
yaklasik ¢Oziimiinii elde ederiz.
4.1.2. Varyasyonel Iterasyon Yontemi ile Coziim

Denklemimizin Lagrange ¢arpani A =& —X olmak {izere bu deger varyasyon

fonksiyonunda yerine yazilirsa aranan ¢6ziim fonksiyonu i¢in rekiirans bagintisi

_ ey Phale) (FuEW)
un+1<x,y>un<x,y>+g<5—x>[ ) [TWEN] L, <m>}a§

seklinde olur.
Us (X, y)=xcosy
den baglayarak

u, (X, y)=xcosy
u, (X, y)=xcosy
Uy (X, y)=xcosy

U, (X, y)=xcosy
yaklasimlarini elde ederiz.

Buradan ;
u(x,y)=Ilimu, (x,y)=xcosy
oldugu goriiliir.

14



4.1.3. indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemiyle Coziim

(4.1) denklemine indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemini uygularsak

(D02, 00) =30, (5, () + 3 e e 3)

rekiirans bagintisini elde ederiz. Burada U, (y),u(x, y) fonksiyonunun doniigmiis halini

gostermektedir. (4.2) baslangi¢ kosulunu kullanarak
U, (y) =0,U,(y) =cos(y), - (4.4)

denklemini yazabiliriz. (4.4) baslangi¢ kosulunu (4.3) denkleminde yerine yazarak ve

(4.3) rekiirans bagintisint kullanarak asagidaki U, (y)(k=1,2,...) degerlerini elde
ederiz.U,(y)=0,U,(y)=0,U,(y)=0 (k=4,5,...)

Daha sonra ters doniisiimii kullanarak

u(x, y):limznluk(y)x" =XCos Yy (4.5)

nN—oo

¢Oziimiinii elde ederiz.

4.2. Problem 2
u,+uu, =0 (4.6)

birinci mertebeden quasi lineer homojen kismi tiirevli diferansiyel denkleminin
u(x,0)=sinx (4.7)

baslangi¢ sart1 altindaki ¢oziimiinii ti¢ farkli metodla bulalim. (Wazwaz A. M.,2009
“Partial Differential Equations and Solitary Waves Theory”)

4.2.1. Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziim
Denklemimizi
Lu=-uu,
formunda yazip denklemin her iki tarafina L" ters operatoriinii uygularsak

u(x,t)=sinx—L"(uu,)

15



olur.

Buradan > u, (x,t):sinx—L[‘l(ZA]j elde edilir. Oyleki A, ler lineer olmayan uu,

n=0 n=0

terimlerini gosteren Adomian polinomlaridir.

Sistemi agik sekilde yazarsak;

U, (X,t) =sinx

U (%) ==L (A), k>0

olur.
Buradan;
Uy (X,t) =sin x
u (x,t)=-L""(A)=-tsinxcosx
71 - - 2 1 - 3 2
u, (x,t)=—L"(A)=-tsinxcosx=sin xcos x—(Esm x)t
- - - 2 1 - 3 2
un(x,t):slnx—tsmxcosx+(smxcos X—2sin xjt -
elde edilir.

4.2.2. Varyasyonel Iterasyon Yontemi ile Coziim

Denklemimizin varyasyon fonksiyonunu yazalim:

um(x,t):un(x,t)i/m(g)(%;f)wn(x,g)W}; 120
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Bu durumu uygun A(&)=-1dir.

Buradan;
Uy (X, T) =, (x,t)—j‘(%;(’ghun (x, 5)%}55 olur.
Uy (X,t) =sin x
den baglayarak

u, (x,t)=sinx—tsin xcos x

. . . 1. 1., .
U, (X,t) =sin x—tsin xcos x +sin x(cos2 x—Esm2 x)t2 —EtSSIn 2X C0S 2X

. . . 1. 1., .
u, (X,t)=sin x—tsin xcos x +sin x(cosz—zsm2 xjt2 —=1%sin2Xcos 2X +....

yaklasimlari elde edilir.

4.2.3. Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile Coziim

u(x,t) nin t boyunca hesaplanacak ¢O6ziimiin indirgenmis diferansiyel

doniigtimii

Uh(x)=%{a lgi)h(’t)}

olmak tizere;

denklemimizin indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonu

U, (%)

(K+DU .y (X) = _Zur (X) ox

17



seklinde olur.

Buradan;
U, (x) =sinx (baslangi¢ degerinin doniisiim karsilig1)
U, (X) =-sinx

U, (x) ’in t boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonunun tersi;

u(x,t) = iUh(x)th veu(x,t) ii{ahu(x )

} t" olmak tizere;
ho h! t=0

Uy (X,t) =sin x
U, (x,t) =sin X —tsin xcos X

U, (X,t) =sin x —tsin x.cos x +sin x.(cos x—%sin2 x)t? —%t?’sin 2X.C0S 2X

u, (X,t) =sin x—tsin xcos x +sin x[cosz—%sin2 x}t2 —%Psin 2XCOS2X +....

elde edilir.

4.3. Problem 3

U, =U, +2X+6t, —oo(x{o0, )0

seklinde verilen homojen olmayan kismi tiirevli dalga denkleminin
u(x,0)=0, u,(x,0)=sinx

baslangig sart1 altindaki ¢6ziimiinii farkli yontemlerle bulalim.

4.3.1. Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziim

Baslangic deger problemimizin homojen olmadigina dikkat ettikten sonra

esitligin her iki tarafina L, operatoriinii uygular ve baglangig degerlerini kullanirsak;
u(x,t)=xt? +t*+tsinx+L* (Lu(x.t))

denklemini elde ederiz.
18



Buradan adomian serilerini u(x,t) icin kullanirsak;

n=0 n=0

olur.
Sistemi acik sekilde yazarsak:

U (X,t)=xt* +t* +tsinx

U, (X, t) nin seri formundaki ¢6ziimii

u(X,t) =uy (X,t)+u, (X,t)+u, (X,t)+..= xt*+t* +sin x(t—

olur.

Coziimiin kapali formdaki ifadesi ise
u(xt)=xt*+t>+sinxsint

seklinde olur.

4.3.2. Varyasyonel Iterasyon Yontemi ile Coziim

Denklemimizi varyasyon formunda yazalim.

U, (X,t)=u, (x,t)+jﬂ(¢f)

0

; o, (x,&) o0, (x,&)
Py o

A =& —tyazarsak iterasyon denklemi;

19

iun (Xt)=xt? +t° +tsinx + L[1£LX (iun (x.t)

1t +
3!

)

3

1
5!

_ts_...j

- —2x—6§)d§.



(8=, () 50 T TR0 e aznzo

olur.

den baglayarak

U (X,t)=xt* +t> +tsin x— —sin x
! 3!

3 5
u, (x,t)=xt?+t* +tsinx—t—sin X +—sin x
2 3! 51

t* ot
u, (X,t)=xt* +t> +sin x{t ——+——...]
3! 5!
olur. Buradan;
u(xt)=xt*+t>+sinxsint
¢Oziimii elde edilir.
4.3.3. indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile Coziim
Denklemimize indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemini uygularsak

d°U, ()

(k+2)(k+2)U, (%) = =57+ 2x5(K) + 65(k 1)

rekiirans bagmtisini elde ederiz. Burada U, (X), u(x,t) fonksiyonunun déniismiis halini
gostermektedir. baslangi¢c kosulunu kullanarak

U, (x) =0,U,(x) =sin(x),
denklemini yazabiliriz. Baslangi¢ kosulunu rekiirans denkleminde yerine yazarak ve
rekiirans bagmtisini kullanarak asagidaki U, (X)(k =2,3,...) degerlerini elde ederiz.

Uz,x

|
U,, - gsm(x) + 1
U,o0

4 3
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U’—l—shﬁx)

5120
U0
L@’_-5040 sin(x)
U, 0
9362880 ~ \F
U .0

10

Daha sonra ters doniisiimii kullanarak

u(x,t)= Lmkznc;uk ()t =xt? +t° +sinxsint

¢Oziimiinii elde ederiz.

Maple Kod:

u[0]:=0:u[l] :=sin(x) :

for 1 from 0 to 10 do

f[1] :=coeftayl (2*x+6*t, t=0, 1):
od:

for k from 0 to 10 do
ulk+2]:=(diff (u[k],x,x)+£[k])/ (k+1)/ (k+2):
od:

y:=0:

for k from 0 to 10 do

y:=y+ul[k] *t*k:

od:

print(y):
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Calismamizda mithendislik ve fizik problemlerinin matematiksel modellemeleri
olan 6zel kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri literatiirde var olan
birkag yeni yontemler ile elde edilip bu denklemlerin analitik c¢oziimleriyle
karsilagtirmast yapilmistir. Bu tiir denklemlerin kesin ¢dzlimleri zor veya imkansiz
olabilmektedir. Bu nedenle tez calismamizda denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini
bilgisayar yardimiyla daha kolay hesaplayan indirgenmis diferansiyel doniisiim
yontemiyle ¢oziimiiniin daha uygun oldugu anlasilmistir. Indirgenmis diferansiyel
doniisiim yontemi ile daha az iterasyon ile daha yaklasik ¢oziimler vererek iyi sonuglar
alinmistir. Fakat lineer olmayan ifadelerin derecelerinin fazla olmasi durumunda
bilgisayar kullanmaksizin yontemin uygulanmasi karmasik islemler meydana

getirmektedir.
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