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E* DE SABIT ACILI YUZEY AILESI
OZET

Bu tezde, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir egriden gecen ve her bir {iyesinin
birim normali belirli bir dogrultu ile sabit ac¢1 yapan ylizey ailesi problemi
calisilmigtir.

Belirli dogrultu birim vektér olarak alinmustir. Bu birim vektoriin verilen
egrinin Frenet ¢atisindaki ifadesi bulunup, egrinin bazi 6zel durumlari i¢in sonuglar
elde edilmistir.

Yiizey ailesinin gectigi egri izoparametrik egri olarak alinip yiizeyin
parametrik gosterimi bu egrinin Frenet catisi ile ifade edilerek sabit acili yiizeyin
birim normalinin 6zellikleri bulunmustur. Bunlarin yardimi ile sabit acili yiizey i¢in
gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Boylece sabit a¢ili yiizey ailesinin parametrik
ifadesine ulagilmustir.

Son olarak farkli egriler ve dogrultular i¢in yiizey ailesi 6rnekleri alinip bu
ailelerin bazi iiyeleri sekiller ile gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yiizey Ailesi; Sabit A¢il1 Yiizey; Frenet Catis.
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CONSTANT ANGLE SURFACE FAMILY IN E®
ABSTRACT

In this thesis, problem of constant angle surface family which passing through a
given curve and every members unit normals makes constant angle with a fixed
direction was studied on 3-dimension Euclidean space.

A unit vector is utilitized fixed direction. The presentation of this unit vector
is found on Frenet frame of given curve, than conclusions is derived for some
specific situation of the curve.

By representing the surface parametrically depending on the Frenet frame of
the curve, properties of the unit normal of the constant angle surface are obtained
with considering the curve, which the surface family posses through, is an
isoparametric curve. With the help of these necessary and sufficient conditions are
obtained for constant angle surface. Thus, the parametric representing of the family
of constant angle surface has been reached.

Finally, constant angle surface family samples is taken with some members of
these families are shown by figures for different curves and directions.

Key Words: Surface Family; Constant Angle Surface; Frenet Frame.
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1. GIRIS

Bu tezde, 3-boyutlu Oklid uzaymnda (E®) bir egri ve bir sabit dogrultu verildiginde,
her bir iiyesinin yiizey normali ile bu sabit dogrultu arasindaki ag1 sabit olan yiizey
ailesi elde etme problemi incelenmistir. Bu béliimiin ilk kisminda tezin amacina,
ikinci kisminda sabit agili yiizeyler ve yiizey aileleri ile ilgili literatiir aragtirmasina
yer verilmistir. Ikinci béliimde, diferansiyel geometrinin tez boyunca kullanilan
temel tanim ve teoremlerine, ticlincli boliimde sabit agili ylizeyler ve yiizey aileleri
ile ilgili daha 6nce yapilmig bazi ¢alismalara deginilmistir. Tezin orijinal kism1 olan
dérdiincii boliimde ise E® de bir sabit agili yiizey ailesinin olusturulmast ile ilgili elde
edilen sonuglar ile farkli egriler ve dogrultular i¢in diizenlenen sabit acili yiizey

aileleri ornekleri verilmistir.

1.1 Tezin Amaci

Bu doktora tezi ¢alismasinda;

1) Ortak bir egriden gegen yiizey ailesinin her bir {iyesinin her noktadaki birim
normali ile belirli bir dogrultu arasindaki aginin sabit olmasi baska bir ifadeyle ylizey
ailesinin her bir liyesinin ayn sabit dogrultuya gore sabit acili ylizey olmasi igin
gerek ve yeter kosullarin bulunmast,

2) Bir egri ve bir sabit dogrultu verildiginde sabit acili yiizey ailesi elde etmek igin
bir yontem gelistirilmesi,

3) Farkli egriler ve dogrultular igin ¢esitli sabit agili ylizey ailesi Ornekleri

olusturulmasi amaglanmistir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Son yillarda sabit agili yiizeyler ile ilgili calismalar Cermelli ve Di Scala (2007)
tarafindan yapilan “Constant angle surfaces in liquid crystals” isimli makale ile

artmistir. Cermelli ve Di Scala bu makalede sabit agili yilizeyleri Hamilton—Jacobi



denklemleri ile incelemistir. Ayrica bu ylizeylerin sivi kristaller ile katmanh
akiskanlardaki uygulamasini gostermistir.

Sabit acili yiizeylerle ilgili Dillen ve dig. (2007) S?xR uzayinda, Dillen ve
Munteanu (2009) H?xR uzaymnda calismalar yapmuslardir. Munteanu ve Nistor
(2009) E* de, parametre egrilerinin hiz vektorlerini birbirine dik alarak sabit agili
yiizeylerin parametrik denklemlerini elde etmis ve bu yiizeylerin Gauss egriligi,
ortalama egriligi gibi 6zelliklerini incelemistir.

Nistor (2011) bir egriden gegen tanjant, normal ve binormal regle ylizeylerini
sabit a¢ili yiizey olma yoniinden incelemis ve bu ylizeylerin hangi tiirlerinin sabit
acil1 yiizey olduklarim belirlemistir. Ozkald1 ve Yayli (2011) bu sabit acil1 yiizeyler
tizerindeki jeodezik egri, asimtotik egri ve egrilik ¢izgisi gibi ylizey iizerindeki bazi
0zel egriler hakkinda bir ¢alisma yapmustir.

Giiler ve dig. (2011) Minkowski uzayinda timelike sabit acili yiizeyleri ele
almig, Atalay ve dig. (2012) Minkowski uzayinda spacelike sabit acili yiizeyler ile
ilgili calisma yapmis, L'opez ve Munteanu (2011) ise Minkowski uzayinda genel
olarak sabit agil1 yiizeyleri incelemistir.

Ayrica sabit acilt ylizeylerle ilgili Fastenakels ve dig. (2011), Lopez ve Munteanu
(2011), Dillen ve Kowalczyk (2012), Garnika ve dig., Chen ve dig. (2012) farkl
uzaylarda ¢aligsmalar yapmustir.

Pottmann ve Wallner (2001) dogrultman dogrular: belirli bir diizlem ile sabit
ac1 yapan agilabilir yiizeyleri sabit egimli a¢ilabilir yiizeyler (developable surfaces of
constant slope) adi altinda kapsamli bir sekilde incelemis ve bu yiizeyler ile ilgili
siniflandirmalar yaparak uygulamalar1 hakkinda bazi ornekler vermistir. Bu ¢aligma
ylizey normalinin belirli bir dogrultu ile sabit a¢i yapmasi problemi olarak ele
alinmamig olmakla beraber agilabilir yiizeylerin dzelligi geregi yiizey normalinin de
diizlemin normali ile sabit ac1 yapacag ifade edilmistir. Ancak burada sabit agili
yiizey ismi Kullaniimamustir.

Wang ve dig. (2004) ortak bir egriden gegen yiizey ailelerini bu egrinin her bir
yiizey i¢in jeodezik egri oldugu “ortak jeodezikli yiizey ailesi” igin gerek ve yeter
kosullar1 belirtip baz1 6zel denklemler kullanarak incelemislerdir. Kasap ve dig.
(2008) ise ortak jeodezikli yiizey ailesini daha genel bagintilar ile inceleyerek gerek

ve yeter kosullar1 ortaya koymuslardir.



Li ve dig. (2011) ortak egrinin her bir yiizey tizerinde egrilik ¢izgisi oldugu yiizey
ailesi i¢in, Bayram ve dig. (2012) ortak egrisi her bir yiizey iizerinde asimtotik egri

olan yiizey ailesi i¢in gerek ve yeter kosullar1 bulup ¢esitli drnekleri incelemislerdir.






2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, diferansiyel geometrinin tezde kullanilan temel tanim ve teoremlerine
yer verilmistir. Birinci kistmda 3- boyutlu Oklid uzayinda tanjant vektor ve vektdr
alanlar1 ile yone gore tiirev kavramlar1 hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci kisimda bir
yiizey tizerinde tanjant vektor, vektor alanlari ve ydne gore tlirev tanimlarina
deginilmistir. Uciincii kisimda ise regiiler bir egrinin Frenet catis1 ve Frenet

formiillerinden bahsedilmistir.

2.1  3-Boyutlu Oklid uzay:

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda tanjant vektorler, vektor alanlart ve bunlarin
tiirev bagintilari ile ilgili temel tanimlara yer verilmistir.
2.1.1 Tamm
R® reel vektor uzayina,
<, >»R*xR* >R
3
(X, Y) <X,y >=D XY,

i=1
bigiminde tammli Oklid i¢ ¢arpmm ile birlikte 3-boyutlu OKlid uzay: denir ve E? ile
gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).

2.1.2 Tamm

E® de bir v vektoriiniin baslangict p noktasinda olan elemanina p noktasinda bir

tanjant vektori denir ve v ile gosterilir. Bir p noktasindaki biitiin tanjant

vektorlerinin kiimesine E® iin p noktasindaki tanjant uzayi denir ve Tp(ES) ile

gosterilir (O’ Neill, 2006).



2.1.3 Tanim

E® {in her noktasina sadece bir tanjant vektorii karsilik getiren fonksiyona bir vektdr
alam denir. E® deki biitiin vektor alanlarmin kiimesi y(E®) ile gsterilir. Bir V

vektor alaninin bir p noktasindaki eleman V) ile gosterilir (O’Neill, 2006).

214 Tamm

f :E®* >R bir diferansiyellenebilir fonksiyon ve v, eTp(E3) olsun,

d
Vp[f]:_(f (p+tv))|t=0
dt
tiirevine f fonksiyonunun v, tanjant vekt6rii yoniindeki tiirevi denir (O’ Neill, 2006).

2.1.5 Tanm

Bir fonksiyonunun bir vektor alan1 yoniindeki tiirevi,

(VIF)(R)=V,[f]
esitligi ile tanimlanir (O’Neill, 2006).

2.1.6 Tamm

peE® ve VpeTp(ES) verildiginde 0('(0):Vp olacak bi¢cimde en az bir

a:l cR—E?® egrisi vardir. Bu egriye v, eTp(Eg) vektoriinlin bir integral egrisi
ad1 verilir (O’ Neill, 2006).

2.1.7 Teorem

W, E® uzayinda bir vektdr alani ve vV, eTp(E3) olsun. v, tanjant vektoriiniin her

a:l cR—E?® integral egrisi igin (W oa) (0) vektorii ayn1 vektordiir (O’Neill,
2006).
2.1.8 Tanmm

W, E® uzayinda bir vektdr alan1 ve v, eTp(E3) olsun,

D, W = (W oat) (0)

Vo



esitligiyle taniml Dva vektoriine W vektor alaninin, v, tanjant vektorii
yoniindeki kovaryant tiirevi denir (O’Neill, 2006).
2.1.9 Tanim

V,W e y(E®) olsun. peE?® igin,

(DW)(p)=Dy W

esitligiyle tanimli D)W vektor alanmna, W vektor alaninm, V teget vektor alani

yoniindeki kovaryant tiirevi denir (O’Neill, 2006).

2.1.10 Tanim

D kovaryant tiirev operatorii olmak tizere,

D: x(E®)x x(E*) > #(E®)
(VW) = DV W) = D,W

bigimindeki doniisiime E® uzayindaki dogal koneksiyon denir (O’Neill, 2006).

2.2 Yiizey Uzerinde Bagintilar

Bu kisimda ylizey i¢in teget diizlemi, teget vektorii, teget vektor alani, kovaryant

tiirev gibi bagintilara yer verilmistir.

2.2.1 Tanmm

U < R?agik kiime olmak iizere bir M c E® kiimesi i¢in
P:U->M

(u,v) > P(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v))

fonksiyonunun diferansiyellenebilir ve jakobiyen matrisinin ranki maksimum ise M
ye E® de bir yiizey denir (Kiihnel, 2005).

2.2.2 Tanm

E? de bir M yiizeyi icin,

kismi tiirevlerine yiizeyin parametre egrilerinin hiz vektorleri denir (Kiithnel, 2005).



2.2.3 Tanim
M vyiizeyinin iizerindeki bir p noktasinda P, ile P, vektorlerinin gerdigi diizleme

yiizeyin p noktasindaki feget diizlemi denir ve Tp(M) veya T, (p) ile gosterilir

(O’Neill, 2006).

2.24 Tanmm

M yiizeyinin bir p noktasindaki teget diizleminin her bir elemanina yiizeyin p

noktasindaki bir teget vektorii denir (O’Neill, 2006).

2.25 Tanm

M vyiizeyin her noktasina yalniz bir teget vektor karsilik getiren fonksiyona ylizey
tizerinde bir teget vektor alani denir ve y(M) ile gosterilir (O’Neill, 2006) .

2.2.6 Tamm

W, M yiizeyi ilizerinde bir vektor alan1 ve V, M ylizeyi lizerinde teget vektor alani

olsun. D, E® de dogal koneksiyonu gdstermek iizere her p e M igin,

(DW)(p)=Dy W

esitligiyle tanirmli D)W vektor alanina, W vektor alaninin, V teget vektor alani

yoniindeki kovaryant tiirevi denir (O’Neill, 2006).

2.2.7 Tamm

V,W e (M) olmak iizere,
[V,W] =DW-D,V

esitligiyle tanimlanan [V,W] vektor alanina V ile W vektor alanlarmin parantez

carpimi (Lie ¢arpimi) denir (Kiihnel, 2005).

2.2.8 Sonuc

P,, P, vektdrleri igin [P, P,] =0 dir (Kiihnel, 2005).



2.2.9 Tanmm

V, M yiizeyi lizerinde bir teget vektor alani, n birim normali ve peM olmak

uzere
S,(V)=-Dyn

ile tammlanan S, fonksiyonuna M yiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii

(Weingarten doniisiimii) denir (O’Neil, 2006).
2.2.10 Sonuc¢

Eger p noktasi kaldirilirsa S (V ) =—D,n olur (O’Neil, 2006).

2.2.11 Tamm
V,W e (M) olsun, D)W vektdr alanmnin M yiizeyi iizerindeki dik izdiisimi

D,W olmak iizere,

DW : z(M)x z(M) = x(M)
(V,W)—D(V,W)=DW

bigiminde tanimlanan D doniisiimiine M yiizeyi iizerine indirgenmis koneksiyon

denir (O’ Neill, 2006) .

2.2.12 Sonug

Yiizey lizerinde D ve D baglantilari arasinda
DW =DW+<S(V),W>n
esitligi vardir. Bu esitlige Gauss esitligi adi verilir (O’Neill, 2006).

2.2.13 Teorem

V,W € (M) ve D, M yiizeyi iizerinde indirgenmis koneksiyon olmak iizere
[V W)= B -5,V

dir (O’Neill, 2006).



2.3 Egrinin Frenet Formiilleri
Bu kisimda E de bir egrinin Frenet catis1 ve Frenet formiillerine yer verilmistir.

2.3.1 Tanm

r:lcR—>E*, r(s)=(r(s),1,(s), 1,(s)) egrisi verilsin. Her se | igin ||[r'(s)[ =0 ise
r egrisine regiiler egri denir (O’Neill, 2006) .

2.3.2 Tanim

rilcR—E? r(s)=(r(s),r(s),r(s) regiler egri olsun. Eger [[r'(s)|=1 ise r
egrisine yay parametreli egri denir (O’Neill, 2006) .

2.3.3 Tanim

r:1 — E® yay parametreli egri olsun. s € | noktasinda

T(s)=r'(s)
vektoriine egrinin teget vektorii,
N(s) = L)
[Tl

vektoriine egrinin normal vektorii,
B(s)=T(s)xN(s)
vektoriine de egrinin binormal vektérii denir (O’Neill, 2006) .
2.3.4 Onerme
Yay parametreli bir egri i¢cin her noktada T, N, B vektorleri ikiser ikiser birbirlerine

diktir. Bdylece {T,N,B} vektorleri bir ortonormal baz olusturur. Bu iigliiye egrinin

Frenet ¢atist denir (O’Neill, 2006).

2.3.5 Teorem

Yay parametreli bir egrinin Frenet vektorleri arasinda asagidaki iliski vardir:

10



T'(s) =x(s)N(s),
N'(s) =—x(S)T(s)+7(s)B(s),
B'(S) =—7(S)N(5).

Bu formiillere Frenet formiilleri denir. Burada x ve 7 fonksiyonlarina, sirasiyla,

egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlari ad1 verilir (O’Neill, 2006).

2.3.6 Sonuc

r, E3 de yay paramatreli bir egri, x egrilik ve 7 burulma fonksiyonu olmak iizere,
I) r egrisinin bir dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x =0 olmasidir,

i) r egrisinin diizlemsel olmasi igin gerek ve yeter kosul 7 =0 olmasidir,

iii) r egrisinin ¢ember olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x=sabit >0 ve r=0

olmasidir (O’Neill, 2006).

2.3.7 Tanmm

E® de bir r egrisinin her noktadaki teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit agi

yapiyorsa I egrisine bir helis egrisi denir (O’Neill, 2006).

2.3.8 Teorem

E® de bir egrinin helis egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

r_ sabit
K

olmasidir (O’Neill, 2006).

2.3.9 Tanmm

Her noktadaki normali sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapan egriye slant helis denir
(Izumiya, 2004).

2.3.10 Onerme

r:1 R — E® egrisi yay parametreli olmayan regiiler bir egri olsun. Egrinin Frenet
catis1 i¢in V(t) = ||I"(t)|| ve r'(t)=v(t)T(t) olmak iizere asagidaki esitlikler elde

edilir:

11



T'(t) =v(t)x()N(t),
N'(t) = —v(0)x ()T () + V() 7 (t) B(t),
B'(t) = —v(t) ()N (t)

(O’Neill, 2006).

2.3.11 Tanim

E® de, bir M yiizeyi iizerindeki bir r egrisinin her noktadaki normali M yiizeyine dik
ise r egrisine M yiizeyi lizerinde bir jeodezik egri denir (O’Neill, 2006).

2.3.12 Tamm

E2 de, bir M yiizeyi iizerindeki Vp tanjant vektori igin
<S(vp),vp> =0

ise vp tanjant vektoriine M yiizeyi lizerinde asimtotik dogrultu denir. M yiizeyi
tizerindeki bir r egrisinin her noktadaki tegeti bir asimptotik dogrultu ise r egrisine M

yiizeyi lizerinde bir asimptotik egri denir (O’Neill, 2006).

2.3.13 Tanim

E® de, bir M vyiizeyi iizerindeki bir r egrisinin teget vektor alani yiizeyin S sekil
operatoriiniin  karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa r egrisine M yiizeyi

tizerinde bir egrilik ¢izgisi denir (Hacisalihoglu, 2000).
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3. MATERYAL VE METOD

Bu boliimiin birinci kisminda E® de sabit agili yiizeyler ile ilgili daha 6nce yapilmis
olan caligmalardan, ikinci kisminda ise ortak bir egriden gegen ylizey ailesinden

bahsedilmistir.

3.1 E®de Sabit Acil Yiizeyler

Bir yiizeyin her noktadaki birim normali ile belirli bir dogrultu arasindaki ag1 sabit

ise bu ylizeye sabit a¢ili yiizey denir.

E® de sabit agili ylizeyler Munteanu ve Nistor (2009) tarafindan yiizeyin parametre
egrileri birbirine dik alinarak incelenmis ve bu yiizeylerin genel parametrik
denklemleri ile bu boliimde verilen 6nerme ve teoremler elde edilmistir. Munteanu

ve Nistor (2009) bu calismada sabit birim vektorii
k=(0,0,1)
olarak almistir.

Bir M yiizeyinin birim normali N ve bu N vektoriniin sabit bir kK vektori
ile yaptigt a¢1 @ olsun. kK nin M ylizeyinin tanjant diizlemi tizerindeki dik izdiistimii

yoniindeki birim vektor e, olmak iizere,
k =sinée, +cosén

esitligi yazilabilir. Ayrica {e,e,,n} ortonormal baz olacak sekilde e, e y(M)
bulunabilir (Sekil 3.1).
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Sekil 3.1 k sabit vektoriiniin teget diizlemi tizerindeki dik izdiigimii.

3.1.1 Onerme

D, M yiizeyi lizerindeki kovaryant tiirev operatorii olmak tizere {e,e,,n} baz

vektorleri arasinda asagidaki esitlikler vardir:

D, e =Acotoe,,
D, e, =—Acotde +4n,
(Munteanu ve Nistor, 2009).

3.1.2 Onerme

[e..€,]lle, dir (Munteanu ve Nistor, 2009).

3.1.3 Sonuc¢
M ylizeyi,
P:U—->M

(u,v) > P(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v))
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seklinde verilsin.
R=¢&, Rle
alnabilir. Buradan g diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere
R =Bu,v)e,

bulunur. Boylece Sabit a¢il1 yiizeyin kismi tiirevleri arasinda asagidaki esitlikler elde

edilir,

B, —pAcotd =0,
A, +A%cotf=0,
(Munteanu ve Nistor, 2009).

3.1.4 Yorum

Yiizeyin birim normali ile sabit dogrultu arasindaki aci sabit oldugundan Gauss
doniistimii birim kiire iizerinde bir ¢ember pargasidir. Buradan sabit agili yiizeyin

Gauss egriligi K =0 dir (Munteanu ve Nistor, 2009).
3.1.5 Onerme
a(Vv) ve p(v) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

tan @
Uu+a(v)’

A(u,v)=

B(u,v)=p\V)(u+a(v))
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veya

A(u,v)=0,

B(u,v)=B(v)

dir (Munteanu ve Nistor, 2009).

3.1.6 Teorem

E® de bir M yiizeyinin sabit agili yiizey olmasi igin gerek ve yeter kosul
asagidakilerden birisine esdeger olmasidir:

i) P:UcR*—> M c E® olmak iizere

P(u,v)=(ucosé(cosv,sinv)+y(v),usiné)
7 (v)=cos 6?(—j.a(t)sin tdt, Jv.a(t)costdt)

ii) xsin@—zcos@=0 diizlemi,
iii) o € R*olmak iizere o xR silindirik yiizeyi

(Munteanu ve Nistor, 2009).

Nistor (2011), bir egriden gegen bazi1 6zel regle ylizeylerini sabit acil1 ylizey
olma yoniinden incelemistir. Bu ylizeyler asagida belirtilen, tegetsel acilabilir yiizey,
normal ylizey ve binormal ylizeydir.

1) Tegetsel acilabilir yiizey;

P(s,t) =r(s)+tT(s),
if) Normal yiizey;

P(s,t) =r(s)+tN(s),
Iii) Binormal yiizey;

P(s,t) =r(s)+tB(s)

esitligi ile verilir. Burada r(s) yay parametreli bir egri ve T(S),N(s), B(S) egrinin

Frenet vektorleridir.
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3.1.7 Teorem

Sabit ag1l1 tegetsel agilabilir yiizey yalnizca silindirik helis tarafindan tretilir (Nistor,
2011).

3.1.8 Teorem

1) Sabit agili normal yiizeyler diizlem pargasidir,
I1) Sabit agil1 binormal yiizeyler silindir ylizeyi pargasidir
(Nistor, 2011).

3.1.9 Onerme

Sabit acili konik yiizeyler sadece dairesel konilerdir (Nistor, 2011).

Ozkald: ve Yayli (2011) sabit agil1 yiizeyler iizerindeki 6zel egrilerle ilgili

asagidaki teoremi vermistir.

3.1.10 Teorem

P(s,t), sabit bir k vektoriine gore sabit agili yilizey ve r(s) bu yiizey iizerinde bir

egri olsun,

i) r(s) bir jeodezik egri ise k vektoriine gore bir slant helis egrisidir,

i) r(s) bir asimptotik egri ise k vektoriine gore bir helis egrisidir,

iii) r(s) bir egrilik ¢izgisi ise k sabit vektori egrinin normal diizlemindedir

(Ozkald1 ve Yayl, 2011).

3.2 Ortak Bir Egriden Gecen Yiizey Ailesi

Bu kisimda ortak bir egriden gecen yiizey ailesinde kullanilacak olan izoparametrik
yiizey ailesi (isoparametric surface family) hakkinda yapilan caligmalara yer

verilmistir.

3.2.1 Tamm

sel =R ve teJ <R olmak lizere,

r:1 —»Egl
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yay parametreli bir egri, {T, N, B} egrinin Frenet vektorleri olmak tizere,

P:IxJ —>E®
P(s,t) =r(s)+u(s,t)T(s) +V(s,t)N(s) +w(s,t)B(s)

ylizeyi igin

P(s,t,) =r(s)
olacak bigimde

u(s,t,) =v(s,t,) =w(s,t,) =0

kosulunu  saglayan  u(s,t),v(s,t),w(s,t) reel degerli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar: varsa r(s) egrisi P(s,t) yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egridir

veya P(s,t) yiizeyi r(s)egrisinden geger denir. Burada u(s,t),v(s,t), w(s,t)

fonksiyonlarina sapma fonksiyonlar: (marching-scaea functions) denir.

Bu yiizey denkleminin kismi tiirenleri alinir ise,

oP(s,1) 8u(s t)
0s

av(s t) 8W(s t)

N(s) +

T(s)+ B(s)
+u(s,t)T (s)+v(s,t)N’(s)+w(s,t)B (s)

bulunur. Frenet formiilleri uygulanarak,

oP(s,t) au(s t)T() N(s,t)
oS 0s 0s

+V(s,t)(—=x(S)T (S) + 7(S) B(S)) + W(s, t)(x(S)N(S))

N(s)+

awés 1) B(s) +u(s,t)x(s)N(s)

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

1+ D puis.
ap(gz = =(T(s) N(s) B(s)) VEY | (s)u(s.t) - (s)wis.)
aW(S D4 r(s)v(s.t)

bulunur. Benzer bicimde
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ou(s,t)

OP(s,t) ov(s,1)
ot

ow(s,t)

=(T(s) N(s) B())

seklindedir.

Yiizeyin birim normali

oP(s,t) y oP(s,t)

_ 05 ot
ns.t) = ‘6P(s,t) PG

0S ot

esitligi ile hesaplandiginda

o (s.1) = (aw(s,t)j(av(s,t)

o ~ +/<(s)u(s,t)—r(s)w(s,t)j

_(m(s,t)j(aw(s,t)
ot 0s

3.1)

- r(s)v(s,t))

0, (5,t) = (aug’t)j(a""éz’t) 4 r(s)v(s,t)j

[ ow(s,t) ou(s,t)
[ p j(u o K(S)V(S,t)j

o,(5,1) = (a"g’t)j(u (s, —K(S)V(s,t)j

(3.2)

0S

_(auéi,t) j(angS,t) +r(S)u(s,t) - T(s)w(s,t)j

(3.3)

olmak tzere

(2,5, DT(5) + 0, (S, HN(S) + (5, 1) B(5))
J2 (5,17 +0,(5,)% + ¢, (s, 1)’

n(s,t) = (3.4)

olur.

Wang ve dig. (2004) yiizey tlizerindeki bir izoparametrik bir egrinin jeodezik

egri olmasi ile ilgili agagidaki teoremi ifade etmistir.
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3.2.2 Teorem

P(s,t) ylizeyi tizerindeki izoparametrik r(s) egrisinin jeodezik egri olmasi igin
gerek ve yeter kosul

@(s,t) =p,(s,t,) =0 ve g, (s,t) = 0

ve

@5(s,t,) =0

olmasidir (Wang ve dig., 2004).

3.2.3 Teorem
r(s) egrisinin asimptotik egri olmasi igin gerek ve yeter kosul

9P (5,t,) ~ x(5)p,(5.t) =0
oS

olmasidir (Bayram ve dig., 2012).
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4.  BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, E* de bir egri ve bir sabit dogrultu verildiginde, bu egriden gegen ve her
bir iiyesi verilen bu sabit dogrultuya gore sabit agili ylizey olan yiizey ailesi elde
etme problemi i¢in yapilan ¢alismalar sonunda elde edilen bulgulara yer verilmistir.
Bir 6nceki boliimde bahsedildigi gibi sabit agil1 yiizeylerle ilgili bugiine kadar
yapilan ¢alismalarda sabit birim vektor olarak k =(0,0,1) vektorii alinmistir. Yine bu
caligmalarda, baska dogrultular igin sabit agili yilizey elde etmek istenildiginde,
k =(0,0,1) dogrultusuna gore bulunmus olan sabit agil1 yiizeyin veya yiizeyin ifade
edildigi koordinat sisteminin dondiiriilebilecegi belirtilmistir. Fakat bu yapildigi
takdirde yiizeyin gectigi egri de dondiiriilmiis olacaktir. Ornegin, bir cember
parcasindan gegen ve k sabit vektoriine gore sabit agili ylizey olan bir silindir yiizeyi
dondiiriilerek | sabit vektoriine gore sabit agili yiizey elde edilebilir ancak bu

durumda sekilde goriildiigii gibi egri de dondiirtilmiis olacaktir (Sekil 4.1-4.2).

Sekil 4.1 k sabit vektoriine gore sabit agil1 ylizey.

21



Sekil 4.2 | vektorii i¢in egrinin sabit a¢il1 yiizeyle birlikte donmesi.

Buradan hareketle bu tezin orijinal kism1 olan bu bdliimde, sabit agili yiizeyi
veya koordinat sistemini dondiirmeden ve egrinin koordinat sistemindeki konumunu
degistirmeden, verilen bir egriden gecen ve verilen herhangi bir sabit dogrultuya goére
sabit a¢il1 ylizeyler elde edebilmek amaciyla yapilan ¢calismalara yer verilmistir.

Bu boliimiin birinci kisminda, sabit dogrultu i¢in belirlenen birim vektoriin
verilen egrinin Frenet ¢atisindaki ifadesi ile ilgili durumlar incelenmistir.

ikinci kisimda, E® de bir egri ve bir sabit dogrultu verildiginde sabit acil1 yilizey
ailesi olusturabilmek i¢in gerek ve yeter kosullarin bulunmasi ile ilgili yapilan
caligmalar ve bu kosullar yardimi ile elde edilen sabit agili yiizey ailesinin parametrik
ifadesine yer verilmistir.

Ugiincii kisminda ise verilen egrinin sabit agili yiizey ailesinin iiyeleri i¢in ortak

jeodezik egri, asimptotik egri ve egrilik ¢izgisi olma kosullar1 incelenmistir.

4.1 Sabit Dogrultunun Frenet Catisi ile ifadesi

Bir oOnceki bolimde sabit acili yiizey ailesinin {iyelerini ifade etmek icin
izoparametrik yilizey esitliginde verilen egrinin Frenet catist kullanilmisti. Bunun
sonucu olarak yiizeyin birim normali yine verilen egrinin Frenet catisina bagli olarak
bulunmustu. Iki vektdr arasindaki ag1 igin i¢ carpim islemi yapilacagindan sabit
dogrultuyu temsil eden birim vektoriinii de egrinin Frenet catisi ile ifade etmek

gerekir.
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Bu kisimda oncelikle sabit birim vektoriin Frenet ¢atisindaki katsayilart igin
gerek ve yeter kosullar incelenmistir. Daha sonra bu kosullar kullanilarak katsayilar
ve egrinin bazi 6zel durumlari i¢in sonuglar elde edilmistir.

Yiizeyin birim normalinin sabit ag1 yaptigi sabit dogrultu A sabit birim
vektorii ile gosterilsin. Burada A birim vektoriiniin belirttigi sabit dogrultu ile —A
birim vektdriiniin belirttigi sabit dogrultunun ayni olduguna dikkat etmek gerekir
(Sekil 4.3). Bu iki vektoriin de birim normal ile i¢ ¢arpimlar1 arasinda sadece bir
isaret farki vardir. Bu igaret farki birim normalin sabit dogrultuyla arasindaki ag1 i¢in

Onemsizdir.
A /

Sekil 4.3 Sabit dogrultunun birim vektor ile ifadesi.

sel cR yay parametresi olmak iizere, yiizeyin gectigi yay parametreli

regiiler egri

r-ilcR-egé
ve bu egrinin Frenet catist {T(s), N(s), B(s)} olsun. Egri regiiler oldugu igin
{T(s), N(s), B(s)} her noktada tamimlidir. Ayrica bu gati ortonormal bir cati

oldugundan A vektori,
A=a(s)T(s)+b(s)N(s)+c(s)B(s) (4.2)

bi¢ciminde ifade edilebilir. Burada a(s), b(s), c(s) fonksiyonlar1 reel degerli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve
a(s)® +b(s)* +c(s)* =1

dir.
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Bu ifadedeki a(s), b(s), c(s) fonksiyonlari asagidaki onerme yardimi ile

r(s) egrisinin egrilikleri olan x(s) ve z(s) ye bagl olarak bulunabilir.

4.1.1 Onerme

Bir A birim vektoriiniin sabit vektor olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bu vektoriin

(4.1) esitligindeki katsayilarmin asagidaki esitlikleri saglamasidir:
a'(s) = x(s)b(s),
b'(s) = —x(s)a(s) +z(s)c(s), (4.2)
¢'(s) =—z(s)b(s).
ispat: (4.1) esitliginin tiirevi alimnir ise
A =a(s)T(s) +b'(s)N(s) +c'(s)B(s) +a(s)T'(s) +b(s)N'(s) +c(s) B'(s)
bulunur. Frenet formiillerinden ve A sabit oldugundan
0= (a'(s) ~ x(S)b(s))T (5) + (0'(s) + (s)a(s) — z(s)c(s))N(s) +(c(s) +7(s)b(s)) B(s)
olur ve {T(s), N(s), B(s)} catisinin ortogonalliginden,
a'(s) - x(s)b(s) =0,
b'(s) +x(s)a(s) —z(s)c(s) =0,
c'(s)+z(s)b(s) =0

elde edilir. Boylece (4.2) esitlikleri bulunur.

Tersine, esitlikler saglandiginda A vektoriiniin sabit olacag: asikardir. O
4.1.2 Sonug
r(s) egrisi diizlemsel ise,
a(s) = usinw(s),
b(s) = ucos w(s), (4.3
c(s) =4,
bi¢iminde yazilabilir. Burada x ve A sabit,

,uz+12 =1
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ve
o(s) = [ x(s)ds

dir.

Ispat: r(s) egrisi diizlemsel oldugundan
7(s)=0
olur. Bu ifade (4.2) esitliginde yerine yazildiginda
a'(s) = x(s)b(s),
b'(s) =—x(s)a(s),
c'(s) =0.
elde edilir. Buradan,
c(s) = sabit
olur. Bununla beraber egri regiiler oldugundan
x(s)=0
i¢in sistem ¢oziildiigiinde
a(s)a’(s)+b(s)b’(s)=0
bulunur. Boylece,
a(s)? +b(s)? = 1% = sabit
elde edilir. O halde,
a(s) = usinw(s),
b(s) = pcos a(s)

esitlikleri yazilabilir. Ayrica bu iki esitligin tiirevlerinin (4.3) esitliklerini saglamasi

i¢cin
(s) = [ x(s)ds

elde edilir. O
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4.1.3 Sonug
a(s) =sabit =0
ise
b(s) =0,
c(s) = sabit

ve r(s)egrisi A sabit vektoriine gore bir helis egrisidir.

ispat:
a(s) = sabit
ise (4.2) esitliklerinden
x(s)b(s) =0
olur. Buradan
x(s)=0
veya
b(s)=0

dir. x(s) #0 oldugundan, b(s) =0 olmalidir. Yine (4.2) esitliklerinden
c'(s) =0 = c(s) = sabit
olur. Ayrica
(T(s), A)=a(s) = sht
dir. Bu ise r(s) egrisinin bir helis egrisi olmas1 demektir.
4,14 Sonug
b(s) = sabit ise r(s) egrisi bir slant helis olur.
Ispat: b(s) = sabit ise
(N(s), A) =b(s) = sabit

olur. Bu ise egrinin bir slant helis olmas1 demektir.
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4.1.5 Sonug¢

a(s)=0
ise

b(s) =0,

c(s)=+1
ve r(s) egrisi diizlemseldir.
ispat:

a(s)=0
ise (4.2) esitliklerinden

0=x(s)b(s)

b'(s) = z(s)c(s)
c'(s) =—z(s)b(s)

olur. Bu ii¢ esitligin birden saglanabilmesi igin

b(s) =c(s) =0
veya
Kk(s)=7(s)=0
veya
b(s) =0
c(s) = sabit
7(s)=0

olmalidir. A sabit vektorii sifir olamayacagi i¢in
a(s)=b(s)=c(s)=0
olamaz. O halde
x(s)#0

oldugundan
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ve

b(s) =0

c(s) = sabit

7(s)=0

dir. Yani egri diizlemsel olmalidir. Ayrica

oldugundan

olur.

4.1.6 Sonug

a(s)’ +b(s)* +c(s)* =1

c(s)=+1

b(s) =0

a(s) =0,

c(s)=0

ise r(s) egrisi bir helis egrisidir.

ispat:

ise (4.2) esitliklerinden

olur. Buradan

ve

b(s) =0

a'(s)=0

0=—«(s)a(s) +z(s)c(s)

c'(s)=0

a(s) = sabit

c(s) = sabit
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x(S)

—— =gabit
z(s)

olur. Bu ise r(s) egrisinin bir helis egrisi olmasi demektir.

4.1.7 Sonuc¢
c(s)=0
a(s) =0,
b(s) =0
ise r(s)egrisi diizlemseldir.
Ispat:
c(s)=0

ise (4.2) esitliklerinden
a'(s) = x(s)b(s)

b'(s) =—«x(s)a(s)

0=17(s)b(s)
olur. Buradan
7(s)=0

yani egri diizlemsel olur.
4.1.8 Sonug
r(s) egrisi igin

a(s)=c(s)=0
olamaz.
Ispat:

a(s)=c(s)=0

ise (4.2) esitliklerinden
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0=x(s)b(s),
b'(s) =0,
0=1z(s)b(s),
olur. Bu ii¢ esitligin ayn1 anda saglanabilmesi i¢in
b(s)=0
veya
b(s) = sabit
k(s)=7(s)=0
olmalidir. A sabit vektdrii sifir olamayacagi i¢in
b(s)=0
olamaz. Bu durumda
k(s)=7(s)=0
olmalidir. Bu ise r(s) egrisinin regiiler olmasi ile gelisir.
4.1.9 Sonug
r(s) egrisi igin b(s) =c(s) =0 olamaz.

Ispat: Kabul edelim ki b(s) =c(s) =0 olsun. (4.2) esitliklerinden,

a'(s)=0
0=rx(s)a(s)
olur. Buradan
a(s)=0
veya
a(s) = sabit
x(s) =0

olmalidir. A sabit vektorii sifir olamayacagi icin

a(s)=b(s)=c(s)=0
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olamaz. O halde

a(s) = sabit
ve
x(s)=0
olmalidir. Bu ise r(S) egrisinin regiiler olmasi ile ¢elisir. o

Eger verilen egri yay parametreli degilse, sabit dogrultunun Frenet ¢atisindaki

ifadesi ile ilgili 4.1.1 Onerme deki islemler yapilarak asagidaki 6nerme elde edilir.

4.1.10 Onerme
r:1 <R — E® yay parametreli olmayan regiiler bir egri,

v(u) =|r'@)],

r'(u) =v(u)T (u)
ve
a’(u)+b*(u) +c’(u) =1
olmak tizere, birim uzunluklu bir
A=a(u)T () +b(Uu)N(u)+c(u)B(u)

vektoriiniin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

a’(u) = v(u)x(u)b(u),
b'(u) =—-v(u)x(u)a(u) +v(u)z(u)c(u),
c'(u) =—v(u)z(u)b(u)

esitliklerinin saglanmasidir.

Bu 6nerme yardimi ile yay parametreli egri i¢in bulunan sonuglarin yay
parametreli olmayan bir egri igin de sadece bir katsayr farki ile gecerli oldugu
goriiliir.

Sonug olarak bir egri ve bir sabit birim vektor verildiginde bu vektoriin Frenet

catisindaki katsayilarini bulmak igin,
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i) 4.1.1 Onerme veya 4.1.10 Onerme deki diferansiyel denklem sisteminin
genel ¢oziimii bulunur,
ii) Genel ¢oztimden elde edilenler (4.1) esitliginde yerine yazilarak verilen A

sabit birim vektorii i¢in 6zel ¢oziimler elde edilir.

4.2 E®de Sabit Acih Yiizey Ailesi

Bu kisimda ilk olarak sabit agili ylizey ailesinin tanim1 yapilmistir. Daha sonra sabit
acili bir ylizeyin birim normalinin saglamasi gereken kosullar bulunmustur.
Ardindan, birinci kisimda ifade edilen sabit birim vektorle ylizey normali arasindaki
acinin sabit olmasi i¢in gereken kosullar verilmistir. Son olarak bu kosullar
kullanilarak, ortak bir egriden gegen ve her bir tiyesi verilen bir sabit dogrultuya gore

sabit ag1l1 ylizey olan yiizey ailesinin parametrik ifadesi olusturulmustur.

42.1 Tamm

Ortak bir egriden gegcen ve aymi sabit dogrultuya gore sabit acili yiizey olan
yiizeylerin olusturdugu aileye sabit acili yiizey ailesi denir.

Bu tanima gore bir sabit acil1 yiizey ailesindeki her liye ayn1 egriden gecer ve
ayni dogrultuya gore sabit acil1 ylizeydir. Bununla beraber her tiyenin birim normali

ile sabit dogrultu arasindaki sabit ag1 farkli olabilir.

4.2.2 Onerme

selcRveteld cR,
r:1->Eg?

yay parametreli izoparametrik bir egri ve {T,N,B} egrinin Frenet catis1 olmak iizere
P(s,t) yiizeyi bir sabit agili yiizey ise birim normalinin Frenet ¢atisindaki katsayilar

asagidaki bigimdedir,

o (s,t)=0 (4.4)

ow
?,(s,1) _E(S,tO)

2 _- 2 _ (4.5)
\/((Pz(s’t)) +(¢3(S’t)) \/(aw(s’to)j "‘(av(s’to)j
ot ot
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ov
(03(510 = E(S’tO)
J:(s.0) + (a0 \/(aw(s,to)jz +(8V(S’t°)j2
ot ot

(4.6)

Ispat: P(s,t) bir sabit acil1 yiizey ise yiizeyin birim normali ile sabit bir dogrultu
arasindaki ag1 sabittir. Bu yiizden 3.1.4 Yorum da belirtildigi gibi yiizeyin Gauss
dontisiimii, birim kiire iizerinde, sabit dogrultu etrafinda € sabit agisi yaparak bir
¢ember pargasi ¢izer (Sekil 4.4). Bu nedenle yiizeyin birim normali sadece bir
parametreye bagli olmalidir. Yiizeyin gectigi egrinin Frenet catis1 {T(s), N(S), B(S)}

S parametresine bagli oldugundan

on(s.t) _ 0 @S HT(6) + e (S HNES) +a (s HB(S), _
oot fa(s,t) +o,(s, 1) + (s 1)’

dir. Frenet vektorleri lineer bagimsiz oldugundan

g( ¢1(S’t)
A J@60) +Hos0) +(a6h)

)=0,

o ?,(8,1)
A J@a60) +Ho60) +(a6h)

2( @,(s,1)
A J@ D) +(2s0) + (D)

olur. Buradan

- (01(S,t) - - :¢l(s)’
\/(%(S:t)) +((/)2(S,t)) +((03(S,t))
2060 G
J(@6.D) +(2,8.D) +(ps.)
2] = 4,6)

J@GD) +o,60) +(p(s.0)

bulunur. Bu esitliler her t € J = R i¢in saglanacagindan t =t; i¢inde saglanmalidir.
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Boylece

2 §01(S1t0) 2 - =4,(s),
J@66)) +He,6.6)) +(o:(5.1))

2 @2(S:t0) : : =¢2(S),
J@.65.1) +(2.51)) +(2,6:)

2 05(s,1,) : : = 4,()
J@.5.6)) +(2:(5.6)) +(2:(5:1))

elde edilir. Bununla beraber r egrisi izoparametrik egri oldugundan
u(s,t,) =v(s,t,) =w(s,t,) =0

dir. Boylece

ou ov oW
—(s,t.)=—(s,t,))=—(s5,t,)=0
as( o) aS( o) as( o)

olur. (3.1)-(3.3) esitliklerinden
(pl(s’to) =0,

@, (s,1) = _%N(S’to)a

@5(s,t,) = %(S1to)

bulunur. Bunlar yerine yazildiginda (4.4)-(4.6) esitlikleri elde edilir.

Sekil 4.4 Sabit acil1 yiizeyin Gauss doniistimii cember parcasidir.
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Not: Burada
oW ov
E(S’tO) = g(s,to) =0

olursa yiizey normali egri iizerinde tanmimsiz olur. Bu durum daha sonra

incelenecektir.

4.2.3 Sonuc¢

P(s,t) sabit acili yiizeyinin birim normali

ow ov
(= GLIN(E) + - (5.5)B(s))

ow 2 (ov ?
\/(at (Sato)] +[8t (S’to)]

bigimindedir. Burada %(s,to) £0 Ve %(s,to) £0 dir.

n(s,t) =

4.7)

4.2.4 Sonug
P(s,t) sabit agil1 ylizeyinin birim normali ile
A=a(s)T(s)+b(s)N(s)+c(s)B(s)

sabit birim vektorii arasindaki sabit ag1 @ olmak {izere,

o®) 2 (5:) D) 7 (5.1

\/(Z\t/(s,to)jz +@‘1V (s,to)T

=Cc0sd (4.8)

dir.
ispat:

(n(s,t), A)=cos 6

esitlignden kolayca goriilebilir. o

Bu sonuglarla birlikte asagidaki teorem elde edilir.
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425 Teorem

selcR ve teJcR, r:1 —»E® yay parametreli izoparametrik egri, {T,N,B}

egrinin Frenet catis1 olmak iizere, P(s,t) yilizeyinin
A=a(s)T(s)+b(s)N(s)+c(s)B(s)
sabit birim vektoriine gore bir sabit acili ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

¢1(Svt) = O,

oW
@,(s,1) _7(5 )

J(@.(5.0)) +(es(s.)) \/((S”j ( (st)j

oV
0,(5.1) a &b

\/(%(S,t))2 +(ps(s,0)’ ) J(‘g‘t'v(s,to)jz +(Ztv(s,to)j2

c(s) (st) b(s) (st)

\/(Gt (S'to)j + (& (S,to)j

esitliklerinin saglanmasidir. Burada ¢,, ¢,, @, ylizeyin birim normalinin Frenet

=Ccosd

catisindaki katsayilaridir.

Ispat: P(s,t) sabit acil1 yiizey ise 4.2.2 Onerme, 4.2.3 Sonuc ve 4.2.4 Sonu¢ dan bu

esitlikler saglanir. Tersine, ylizey denklemi bu esitlikleri saglayacak bigimde

diizenlendiginde
(n(s,t), A) =cos @ = sabit

olur. Bu ise yiizeyin sabit acil1 yiizey olmas1 demektir. Boylece ispat tamamlanir. o

Burada (3.1)-(3.3) esitlikleri incelendiginde asagidaki 6nerme elde edilir.

4.2.6 Onerme

f (s,t) diferansiyellenebilir fonksiyon olmak {izere
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q’l(s’t) = O

ise

25 = -2 £, (4.9)
ve

2(s0=22D 15 (4.10)
dir.

Ispat: ¢,(s,t) =0 olsun. (3.1) esitliginden

(G\Ng,t) ](%ésst) +x(S)u(s,t) - T(s)W(S,t)j

_(Wést,t)j((?w(s t) OGS, t)j:

dir. Bu ifade diizenlenirse

(awé?t)j(avgt) KUY —r(s)w(s,t)j:(avg’t)j[mg’t) +r(s)v(s,t)j,

1 aV(S,t) B 1 aVV(S,t)
(5"(50)( o5 TrEENG _T(S)W(S’t)j‘ (aw(st))( - +r(s)v(s,t)j,
a at

ou(s,t)

_ 8W(2;,t) (&Né:’t)+r(s)v(s,t)j+( 6”;20 k(S)V(s, t)j

ot
ou(s,t)

ot ov(s,t)
(s, ( ds
ot

ou(s,t)

+ x(s)u(s,t) - r(s)w(s,t)j + (1+

—x(s)v(s, t)j

bulunur. Bu esitligin her iki tarafindaki ifadeler f(s,t) ile gosterilsin. Ayrica (3.2)
ve (3.3) esitliklerinden
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@5(s,

ou(s,t)

ot (8W(S,t)
— ow(s,t
0,(5.0) = 6wﬁis,t) (g: ) s

N ou(s,t)

+7(s)v(s, t)j

+|1

—x(s)v(s, t)]

ou(s,t)

v(s,t)| | ov(s,t) s

t) =
) ot ot

1 ou(s,t)

—x(s)v(s, t)j

elde edilir. Buradan,

ve

bulunur.

4.2.7 Sonug

ise

ve

dir.

2.0 =~ 2D £,

f(s,t)

2,5t = avf;’t)

¢1(S’t) =0

_ow(s,t)
?,(s,1t) -4 ot

|t (8\’(5’0 +x(s)u(s,t) - T(S)W(S,t)j

Jlo.s.0) +((s.0) J(awm)j(av@t))

ot ot

ov(s,t)

@,(8,1) —+ ot

V(e.6.0) (o650 \/(aw(oj(av(t)j

ot ot

Ispat: (4.9) ve (4.10) esitlikleri kullamldiginda
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_awéi,t)f(s’t)

?,(s.1) _
2 2 2 2
ORI ET TP N ETEN
ot ot
ve
ov(s,t)
f(s,t
?5(s,t) _ (s.1)
2 2 2 2
V(e.6.0) +(p,(s0) (avws,t) f(s,t)j +(aws,t) f(s,t)j
ot ot
olur. Bunlar diizenlendiginde (4.11) ve (4.12) esitlikleri elde edilir. o
Bu sonuglarla birlikte asagidaki 6nerme elde edilir.
4.2.8 Onerme

selcRveteld cR,
r:1->Eg?

yay parametreli izoparametrik egri ve {T, N, B} egrinin Frenet catis1 olmak {izere,
P(s,t) bir sabit agili yilizey ise u(s,t),v(s,t),w(s,t) sapma fonksiyonlarinin
asagidakilerden birisi gibi olmasi1 gerekir;

i) U(s),V(s),W(s) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,
V(S!t) = (t _tO)V (S))

W(s, 1) = (t =)W (s),

W/(S)V (3) =V ()W (8) + Z(S)W*(5) +V *(s))

u(s,t) =(t—t,) W) (4.13)
ii) h(s) =0 diferansiyellenebilir fonksiyon olmak {iizere,
v(s,t) =h(s)w(s,1),
_[z(s)(h(s)* +1) —h'(s)
u(s,t) _£ < Jw(s,t). (4.14)

iii) 1(s) = 0 diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere,
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_(1(s)—z(s)(I(s)* +1)
u(s,t) _£ <OI(S) jv(s,t).

Ispat: P(s,t) sabit a1l yiizey oldugu igin

é( ¢Z(S,t) ) :0’
A J(2(s0)) +(os(s.0))

ve

g( (03(5,1:) ) :0
A L2 50) (20

olmalidir. (4.11) ve (4.12) esitliklerinden

_ow(s,t)
g( 2at 2):O
(8w(s,t)} +(av(s,t)j
\/ ot ot
ve
V(s b)
T
(8w(s,t)} +(av(s,t)j
\/ ot ot

bulunur. O halde,

v(s,t) O°W(s,t) ov(s,t) O°v(s,t) w(s,t)

ot ( ot? ot ot? ot
ve
ow(s, 1) (azv(s,t) ow(s,t) d*w(s,t) ov(s,t)
ot o’ ot ot? ot
elde edilir. Buradan
O°v(s,t) ow(s,t)  D*w(s,t) dv(s,t) 0

ot? ot ot? ot

dir. Bu esitliklerin saglanmasi ti¢ durumda miimkiindiir;
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o*w(s,t) o%v(s,t)
2 T a2

0 ve 0

ov(s,t)
. 0 ot o\
i) p aw(s,t)) =0
ot

ov(s,t)
0 ot
W GG
ot

Bu durumlar incelendiginde:

2 2
o°w(s,t) _Ove o°v(s,t) _

ot? ot? 0

ise

ov(s,t)

ows,t) =W (s) ve & =V (s)

ot
olur. Burada baslangi¢ kosullarida gozoniine alindiginda
v(s,t) =(t—t,)V(s) ve w(s,t) = (t—t,)W(s),
elde edilir, bu esitlikler (4.4) esitliginde kullanildiginda

W (S) ((t =tV '(s) + x(s)u(s, 1) —z(s)(t —t, )W (s))
—V () ((t—t,)W'(s) + 7(S)(t —t,)V (5)) = 0

olur Bu esitlik diizenlendiginde (4.13) esitligi elde edilir.

ov(s,t)
: 0 ot A
i) p 8w(s,t))_0 ise
ot
ov(s,t)
ot _
sy e
ot

olur. Buradan
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ov(s,t) _h(s) ow(s,t)

ot ot
elde edilir. Baslangi¢ kosullar1 dikkate alindiginda
v(s,t) =h(s)w(s,t)

bulunur.
Bu esitlik (4.4) esitliginde kullanildiginda

_ [ #(s)(h(s)* +1) —h'(s)
u(s,t) —[ < ]w(s,t)
elde edilir.
ow(s, 1)
. 0 ot N
i) P av(s,t))_o ise
ot
ow(s,t)
ot _
aEn G
ot

olur ve ii) i¢in yapilan islemler tekrarlandiginda (4.15) esitligi bulunur. O

Burada verilenler (4.11) ve (4.12) esitliklerinde kullanildiginda asagidaki

sonug elde edilir.

4.2.9 Sonug

P(s,t) sabit acili yiizeyinin birim normali i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur,

“W (s)N(s)+V (s)B(s)

) n(s,t) ==+ (4.16)
JW(s)? +V (s)°
.. —N(s)+h(s)B(s)
1) ==+ 4.17
i) n(s,t)=+ m (4.17)
i) n(s,t) =22 SNE)+BE) (4.18)

J1+1(s)®

Bu ifadeler (4.8) esitliginde kullanildiginda asagidaki sonug elde edilir.
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4.2.10 Sonuc¢

i) c(s)*—cos* @ =0 icin,

b(s)c(s) £ cos ex/b(s)2 +c¢(s)* —cos® @

h(s) = c(s)* —cos® & (4.19)
ve
V (s) =W (s)h(s) (4.20)
dir.
i) b(s)”>—cos® @0 icin,
I(s) = b(s)c(s) F cos(igéb_(sc):; ;(s)z —cos’ @ 4.21)
ve
W (s) =V (s)h(s) (4.22)
dir.
Ispat:

i) c(s)” —cos®@ =0 olmak iizere yiizey normalinin (4.17) deki ifadesiyle A

sabit birim vektoriiniin i¢ carpimi yapilirsa,

c(s)h(s) —b(s)

J1+h(s)?

=+coséd

bulunur. Son esitlikten

(c(s)? —cos® B)h(s)> —2b(s)c(s)h(s) +b(s)* —cos* @ =0
elde edilir. Bu denklem h(s) nin 2. derece denklemi olarak ele alindiginda
diskirminanti,

A =4cos® B(b(s)” +c(s)* —cos® )

olur ve bu 2. derece denklemin ¢oziimiinden (4.19) esitligi elde edilir.
Benzer bigimde yiizey normalinin (4.16) esitligindeki ifadesiyle A sabit

vektoriiniin i¢ ¢arpimi yapilirsa,
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c(s)V(s)—b(s)W(s)

4/@ (s)> +W (s)?

=1C0S4,

bulunur. Son esitlikten
(c(s)? —cos? B)V (s)* —2b(s)c(s)V (s)W () + (b(s)* —cos? O)W (s)? =0

elde edilir. Bu denklem V(s) nin 2. derece denklemi olarak ele alindiginda

diskirminanti,
A =4cos® O(b(s)* +c(s)* —cos® )

olur ve bu 2. derece denklemin ¢ézlimiinden

b(s)c(s) £ cos 6?\/b(s)2 +c(s)® —cos® @

V) =W) c(s)* —cos” @

olur. Buradan (4.20) esitligi elde edilir.
i) b(s)’—cos® @ =0 olmak iizere icin i) deki islemler tekrarlandiginda

(4.21) ve (4.22) esitlikleri elde edilir. o

Bu sonuca gére 4.2.8 Onerme deki i) durumu aslinda ii) ve iii) durumlarinin

0zel bir halidir. O halde tiim bu sonuglarla beraber asagidaki teorem diizenlenebilir.

4.2.11 Teorem
selcR veteJcR, r:l —E® yay parametreli bir izoparametrik egri, {T,N, B}
egrinin Frenet ¢atis1 ve @ = sabit olmak iizere,
P(s,t) =r(s)+u(s,t)T(s) +Vv(s,t)N(s) +w(s,t)B(s)
ylizeyinin
A=a(s)T(s)+b(s)N(s)+c(s)B(s)

sabit birim vektdriine gore bir sabit acili ylizey olmasi icin gerek ve yeter kosul

u(s,t),v(s,t),w(s,t) sapma fonksiyonlarinin asagidaki bigimde olmasidir;

i) c(s)® —cos® 8 0 icin,

b(s)c(s) + cos O4b(s)? +c(s) —cos? 0

h(s)= c(s)® —cos’ @
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v(s,t) =h(s)w(s,t)

z(s)(h(s)* +1) —h'(s)
x(8)

u(s,t):( jw(s,t)

ii) b(s)> —cos® @ =0 igin,

b(s)c(s) ¥ cos 9\/b(s)2 +c¢(s)? —cos® 6

()= b(s)? —cos® &

w(s,t) =1(s)v(s,t)

(1) +2(s)(I(s)? +1)
u(s,t) —( <OI(s) jv(s,t)

Ispat: P(s,t) sabit acili yiizey ise 4.2.6 Onerme den itibaren yapilanlarla bu

esitliklerin gerekli kosullar oldugu gosterildi.
Tersten, eger sapma fonksiyonlart bu sekilde segilirse 4.2.5 Teorem deki esitlikler
saglanir. Boylece ylizey bir sabit acil1 yiizey olur. i

4.2.12 Sonug

6 nin her farkli degeri i¢in sabit agili yiizey ailesinin farkl bir tiyesi elde edilir. Bir
0 degeri i¢cin W(s,t) veya v(s,t)nin her farkli segiminde ailenin ayni iiyesinin farkli

kesitleri elde edilir.

Sapma fonksiyonlarinin 6zel durumlari olan
ow ov
E(S’t") =0 veya E(S’t()) =0

olmast iki durumda miimkiindiir:

) w(s,t) =W (s) veya v(s,t) =V (s),

i) w(s,t) =0 veya v(s,t)=0.

Burada i) izoparametrik sarta uygun degildir. ii) durumu igin asagidaki iki teorem
elde edilir.

4.2.13 Teorem

w(s,t) =0 olsun.
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P(s,t) =r(s)+u(s,t)T(s) +V(s,t)N(s)
ylizeyinin bir sabit agili yiizey olmasi i¢in asagidakilerden birisinin olmasi gerek ve
yeter kosuldur,
) P(s,t) yiizeyi bir diizlem pargasidir.
i) r egris bir helis egrisi ve

v(s,t)=0

dir.
Ispat: P(s,t) sabit agil1 yiizey olsun. Yiizeyin birim normali hesaplandiginda ¢,

katsayis1

ov(s.t) _

@ (s,1) =—z(s)v(s:1) 0

olur. Buradan,
i)
7(s) =0
ve
n(s,t) =£B(s)
olur bu ise ylizeyin bir diizlem pargas1 olmas1 demektir.
i)
v(s,t)=0

olsun. O halde
P(s,t) =r(s)+u(s,t)T(s)

olur. Bu ise 3.1.7 Teorem den egrinin bir helis olmasi demektir.
Tersine,
i) Yiizey bir diizlem pargas1 ise normali sabittir dolayisiyla sabit acili yiizey olur.

i) regrisi helis egrisi ise 3.1.7 Teorem den bir yiizey sabit agil1 yiizey olur. i

4.2.14 Teorem

v(s,t) =0 olsun.

P(s,t) =r(s) +u(s,t)T(s) +w(s,t)B(s)
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yiizeyinin bir sabit a¢il1 ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul egrinin bir slant helis

ve
u(s,t) :ﬂw(s,t) (4.23)
K (8)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki P(s,t) sabit agil1 yiizey olsun. Yiizeyin birim normali

hesaplandiginda
260 = 2D (s n - r(owis 1) -0

olur. Buradan,
(x(s)u(s, ) —z(s)w(s, 1)) =0
ve
n(s,t) =£N(s)

bulunur bu ise egrinin slant helis olmas1 demektir.

Tersine, yiizey normali hesaplanip (4.23) esitligi yerine yazildiginda
n(s,t) =xN(s)

bulunur. Egri slant helis oldugundan yiizey sabit acil1 yiizey olur. O

Yay parametreli olmayan bir egri i¢in asagidaki sonug elde edilir.

4.2.15 Sonug

Yay paremetreli bir egriden gecen sabit acili yiizey ailesi i¢in elde edilen esitlikler

yay parametreli olmayan regiiler bir egri i¢in de gecerlidir.

Ispat: 2.3.10 Onerme ye gore yay parametreli bir egrinin Frenet formiilleri sadece
bir katsay1 farki ile yay parametreli olmayan bir egri i¢inde gegerlidir. Ayrica aynm
durum 4.1.10 Onerme ye gore sabit birim vektoriin Frenet ¢atisindaki katsayilari igin
de gecerlidir. Bu kisimda yapilan islemler yay parametreli olmayan bir egri i¢cinde

yapildiginda bu katsayinin sadelestigi rahatlikla goriilebilir. ]
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4.2.16 Sonuc¢

4.2.11 Teorem, 4.2.13 Teorem ve 4.2.14 Teorem ile E2 de bir egri ve sabit dogrultu
verildiginde olusturulabilecek sabit acil1 yiizey ailesinin biitiin {iyeleri elde edilebilir.
4.2.17 Sonuc¢

Bir egri ve bir sabit dogrultu verildiginde sabit acil1 ylizey ailesi olusturmak i¢in;
I) Egrinin Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplanir,
ii) Sabit dogrultunun Frenet ¢atisindaki katsayilar1 hesaplanir,

iii) Bu katsayilar 4.2.11 Teoremde kullanilarak sapma fonksiyonlar1 bulunur.

4.3  Ozel Egrilerden Gegen Sabit Acih Yiizey Ailesi

Bu kisimda verilen egrinin yiizey iizerinde jeodezik, asimptotik veya egrilik cizgisi
olmasi halinde elde dilen sonuglara yer verilmistir.
selcR veteJcR, r:l —E® yay parametreli izoparametrik bir egri, {T,N, B}
egrinin Frenet ¢atis1 olmak tizere,

P:1xJ >E®

P(s,t) =r(s) +u(s,t)T(s) +V(s,t)N(s) +w(s,t)B(s)

yiizeyi bir A sabit dogrultusuna gore sabit agili yiizey olsun.

4.3.1 Sonug
r egrisinin yiizey tizerinde bir jeodezik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kosul,

r egrisinin A dogtultusuna gore bir slant helis ve

P(s,t)=r(s) +W(S,t)(%T(S) + B(s)) (4.24)

olmasidir.

Ispat: r(s) egrisi yiizey iizerinde jeodezik egri olsun.
3.1.10 Teorem e gore egri jeodezik egri ise bir slant helistir. Ayrica egri jeodezik
egri ise

n(s,t)[IN(s)
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olacagindan, (4.7) esitligine gore
ov
Y (s,t,)=0

olur. Buradan 4.2.14 Teorem den (4.24) esitligi saglanir.

Tersine r egrisi A sabit dogrultusuna gore bir slant helis olsun. (4.7) esitligine gore
% (s,t;) =0=n(s,t) || N(s)

olur. Bu ise egrinin bir jeodezik egri olmasi demektir. m]
4.3.2 Sonug

r(s) egrisinin yiizey lizerinde bir asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A

vektoriine gore bir helis egrisi ve
v(s,t) =w(s,t) =0

olmasidir.

Ispat: r(s) egrisi yiizey iizerinde bir asimptotik egri olsun.

3.2.3 Terorem de (4.4)-(4.6) esitlikleri kullanildiginda asimptotik egri igin gerek ve
yeter kosul,

ow
E(S!to) =0
olur. Buradan 4.2.13 Teorem e gore
v(s,t) =w(s,t) =0

olur. Ayrica 3.1.7 Teorem den egri bir helis egrisidir.

4.3.3 Sonug
r egrisinin P(s,t) sabit acili ylizeyi iizerinde bir egrilik ¢izgisi olmasi igin
diizlemsel bir egri olmasi gerekir.

Ispat: 3.1.10 Teorem den sabit vektdriin egrinin normal diizleminde olmasi gerekir.

Buradan a(s) =0 olmalidir. Bu ise 4.1.5 Sonug¢ a gore egrinin diizlemsel olmasini

gerektirir
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4.4  Ornekler

Bu boliimde sabit agili yiizey ailesi o6rnekleri verilmistir. Birinci kisimda bir ¢gember
igin, ikinci kisimda ise bir helis egrisi igin sabit acili yiizey ailesi Ornekleri

incelenmistir. Bu 6rneklerde
t,=0
kabul edilmistir.

4.4.1 Bir Cemderden Gecen Sabit Acih Yiizey Ailesi Ornekleri

Ik 6rnekte sabit dogrultu olarak

92

2 H )

_ 2
A=( )

sabit birim vektorii alinarak bu vektore gore sabit ag1 yapan yiizey ailesinin iki tiyesi,

ikinci Ornekte ise sabit dogrultu olarak
A, =(0,0,1)

sabit birim vektorii alinarak olusturulan sabit acili yiizey ailesinin iki iiyesi
gosterilmistir.

r:[0,27] — E® olmak iizere
r(s) =(coss,sins,0)
cemberinin Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplandiginda
T(s) =(-sins,coss,0),

N(s) =(-coss,—sins,0),

B(s)=(0,0,1)
ve
x(s)=1,
7(s)=0
bulunur.
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4.4.1.1 Ornek
r egrisinden gecen ve A vektorii ile sabit ac1 yapan B,(s,t;6) sabit acili ylizey
ailesini elde etmek icin ilk olarak A vektoriiniin Frenet catisindaki katsayilari

bulunur.
r egrisi diizlemsel oldugundan 4.1.2 Sonug¢ kullanlabilir. «ve 7 nun

degerleri (4.3) esitliklerinde yerine yazilirsa
a(s) = usins,
b(s) = ucoss,
c(s)=41
olur. Bu esitlikler ve r egrisinin Frenet vektorleri kullanilarak (4.1) esitligi
¢oziildiiglinde

ve A=

bulunur. Boylece

N7

a(s) =——sins,
(5)=-

2

b(s) =———coss,
(5)=-"7

N7

c(s)= 72

elde edilir. Bu esitlikler 4.2.11 Teorem de kullanildigida

—c05S++/2 cosOcos? s +1—2cos? 0

h(s) =
(s) 1-2cos? 6
—c0sSF /2 cosOcos? s +1—2cos? 0
I(s) = 2 2
C0S“S—2c0s‘ @
olur.
1) & =— 1cIn
) 5 1

h(s) =—coss
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olur.

w(s,t) =t

secilirse 4.2.11 Teorem den

u(s,t) =-tsins,

v(s,t) =—tcoss

elde edilir. Boylece B, (s,t;6) sabit acil1 yiizey ailesinin bir iiyesi

R (s,t;%) = (t+coss,sins,t)

olur (Sekil 4.5).

1.0 f
0.8 f
0.6 i
0.4 i
0.2

0.04

-1.0

Sekil 4.5 r egrisi ve P,(s,t;Z) sabit acil1 yiizeyi.

I1) 8 =— icin
) i

2C0ss
sin’s

I(s) =

olur ve

v(s,t) :%(t2 +t)sin’®scoss

secilirse 4.2.11 Teorem den
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u(s,t) = —%(t2 +t)(sins)(1+cos’s),

W(s,t) = 2(t* +t)cos®s

elde edilir. Boylece B (s,t; &) sabit agil1 yiizey ailesinin diger bir iiyesi
P(s,t;2) = (% (t? +t) (sins)? +coss, (t* +1t) (sin s)(cos s) —sin s, (t* +1) (cos s)?)

olur (Sekil 4.6).

Sekil 4.6 r egrisi ve P,(s,t;Z) sabit acil1 yiizeyi.

Sekil 4.7 A dogrultusu ve B (s,t;0) sabit acili ylizey ailesinin iki liyesi.
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4.4.1.2 Ornek
Onceki ornekteki gibi r egrisinden gegen ve A, vektdrii ile sabit agi yapan
P,(s,t;0) sabit acili yiizey ailesini elde etmek i¢in ilk olarak A, vektoriiniin Frenet

catisindaki katsayilari 4.1.2 Sonug ve (4.1) esitligi hesaplandiginda,
a(s)=0,
b(s) =0,
c(s)=1

elde edilir. Bu esitlikler 4.2.11 Teorem de kullanildigida

cosd
h(s) =+——
() sin@
sin@
I(s) =+——
) cosé@
olur.
. T . .
1) & =— 1CcIn
) 5 19
h(s)=0
ve buradan
u(s,t) =v(s,t) =0
olur. Eger

w(s,t) =t
secilirse P,(s,t; ) sabit agil1 ylizey ailesinin bir tiyesi
P,(s,t;%) = (coss,sins,t)

olarak bulunur (Sekil 4.8).
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1.0
0.8
0.6
% o
0.4 -
0.2
0.0
-1.0
-0.5
y 0.5 10_1‘0 0.5 0.0 1.0
' %
Sekil 4.8 r egrisi ve P,(s,t;Z%) sabit acili ylizeyi.
i) =— 1¢in
) O="15 ¢
NE)
I(s)=—
()=
ve
v(s,t) =t
secilir ise
u(s,t)=0
ve
NG
w(s,t) =—t
(0=

bulunur. Béylece P,(s,t;6) sabit agil yiizey ailesinin diger bir iiyesi
P,(s,t;2) = (coss—tcoss,sins—tsins, 1 /3t)

olarak elde edilir (Sekil 4.9).
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-0.5
X -1610 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0

Sekil 4.9 r egrisi ve P,(s,t;%) sabit acili yiizeyi.

1.5
1.0

0.5

1.0

Sekil 4.10 A dogrultusu ve P,(s,t;8)sabit agil1 ylizey ailesinin iki iiyesi.

4.4.2 Helis Egrisi Icin Sabit Acil Yiizey Ailesi Ornekleri
[k olarak
A, =(0,0,1)

dogrultusuna gore, ikinci olarak

A, =(0,1,0)

dogrultusuna gore sabit agili ylizey ailesinin bazi iiyeleri gosterilmistir.

a(s):[0,27] — E® olmak iizere
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¥ coss Pons
2

a(s) = (~—C0ss,~——sin s, ~——
(s)= (2 5

helis egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplandiginda

V2 s, Y2 o5, Y2y,
2)

T(s)= —sms 5 ——C0SS,—

N(s) =(-coss,—sins,0),

ﬁ.«/_\/_

B(s) =(—sins,———Cco0ss,—
(s) (2 5

ve

xk(s)=17(s) =

olur.

4.4.2.1 Ornek

o egrisinden gegen ve A, vektorii ile sabit ag1 yapan H,(s,t;6) sabit agili ylizey
ailesini elde etmek icin yine ilk olarak A, vektoriiniin Frenet ¢atisindaki katsayilari

bulunur.

a egrisi icin 4.1.1 Onerme ve (4.1) esitligi kullamldiginda

oL
b(s) =0,
f

c(s)=
elde edilir. Bu esitlikler 4.2.11 Teorem de, kullanildigida

++/2 cos 0\/1 2cos?

h(s) =

(5)= 1-2cos? 6

I(5) = +1/2 cos 91— 2cos? 0
2c0s% 6

olur.
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1) =— 1¢In
) 5 16

h(s)=0
olur ve
w(s,t) =t
secildiginde
u(s,t) =,
v(s,t)=0

bulunur. Boylece H,(s,t;0) sabit ag1l1 yiizey ailesinin bir tiyesi
H,(s,t;2) = (Zcoss, Zsins, 2 s —/2t)

olarak bulunur (Sekil 4.11).

—
0500-05 -0707

y X

Sekil 4.11 a egrisi ve H,(s,t;£) sabit ac1l1 yiizeyi.
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I1) =— icin
) 3

I(s)=+1
olur ve
v(s,t)=—t
secilirse
w(s,t) =—t,
u(s,t) =-2t

elde edilir. Boylece H,(s,t;8) sabit agil1 yiizey ailesinin bir diger liyesi
H,(s,t;2) = (2 coss +t(coss +Zsins), Zsins +t(sins— 2 coss), 2 s — 221t)

olarak bulunur (Sekil 4.12).

-1 0 -1
Yy X
Sekil 4.12 « egrisi ve H,(s,t;%) sabit acil1 yiizeyi.
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Sekil 4.13 A, dogrultusu ve H,(s,t; ) sabit acil1 yiizey ailesinin iki iiyesi.

4.4.2.2 Ornek
a egrisinden gecen ve A, dogrultusu ile sabit ac1 yapan H,(S,t;0) sabit acili yiizey
ailesini elde etmek icin yine ilk olarak A, vektoriiniin Frenet ¢atisindaki katsayilari

bulunur.

a egrisi igin 4.1.1 Onerme ve (4.1) esitligi kullanildiginda,

2

a(s) =—coss,
(s) >

b(s) =-sins,
c(s):ﬁcoss

olur. Bu esitlikler 4.2.11 Teorem de, kullanildigida

J2(sinscoss + cos O1+cos s* —cos’ @)
coss’ —2cos” 6

h(s) =

J2 sinscoss +cos O/1+cos s —cos? &
2 sins? —cos® @

I(s) =

elde edilir.
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1) =— 1¢In
) 5 16

I(s) = 72%
olur ve
v(s,t) = J2tsins
secilirse

w(s,t) =tcoss,
u(s,t) =—tcoss
elde edilir. Boylece H,(s,t;6) sabit ag1l1 yiizey ailesinin bir iiyesi
H,(s,t;%) = (l”;écoss,%ésin s—ﬁt,:g@s)

olarak bulunur (Sekil 4.14).

05 00 05 -10 -15 2.0
X
y

Sekil 4.14 o egrisi ve H,(s,t;%) sabit a¢il yiizeyi.
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1) 8 =— 1¢in
) 2

olur ve

secilirse

2J2sinscoss ++/241+2coss?)

h(s) =
®) ~2sins’
w(s,t) =—sin*s
WS )=t 2\/2sinscoss —2sins? +/1+2coss?
) 2 )
v(s,t) = ﬁ(sinzs)(ZSin sc0ss+1+2c0ss?)

2

elde edilir. Boylece H,(s,t;6) sabit ag1l1 yiizey ailesinin diger bir iiyesi

H,(s,t;Z) = (Zsins, 2 coss, Zs) +
—(4sin® s +1(+/25in? s+ cos s)(2sin sCOS s + /2082 5 +1) — ¥ cos ssin? s,

t| $sin s((1+1gésin 5€055)(2c0555iNs++/2c0s2 s +1) ++/2sin s(-sins+coss)),
~(Zsin*s+1(2cosssins—+/2sin?s +\2c0s% s +1))

elde edilir (Sekil 4.15).
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Sekil 4.16 A, dogrultusu ve H,(s,t;8) sabit ac1l1 ylizey ailesinin iki tiyesi
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5.  SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismas sonucunda, E* de bir egri ve bir sabit dogrultu verildiginde herhangi
bir kisitlama olmadan sabit ag1l1 yiizey ailesi elde edilebilmektedir.

Sabit acil1 yiizey ailesinin iiyelerinin siniflandirmasi ve bu yiizeylerin singiiler
noktalar1 arastirilabilir.

E® de yapilan bu ¢alismalar farkli uzaylara tasinarak sabit acili ylizey ailelerin

parametrik ifadeleri elde edilebilir.
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