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OZET

(4, k) TOPLANABILME METODLARI ICIN

TAUBER TiPi TEOREMLER

HASEKILER, Ferhat

Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismant: Dog. Dr. Ibrahim CANAK
Agustos 2013, 40 sayfa

Bu tezde, Karamata’nin temel teoremi ve sonucunun yardimiyla klasik
Tauber teorisinde elde edilmis sonuglarin yeniden ispatlanmasi ve (A4,k)
toplanabilmeye genellestirilmelerinin verilmesi amacglanmistir. Girig bolimi ile

birlikte bes boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde, Tauber teorisi ile ilgili temel tanimlar ve bazi teoremler

verilmigtir.

Ucgiincii béliimde, kontrol modiilosu 1liml1 salmimli olan diziler igin klasik

Tauber teoremleri genellestirilmis ve sonuglari verilmistir.

Dérdiincii boliimde, kontrol modiilosu sinirlt olan diziler i¢in klasik Tauber

teoremleri genellestirilmis ve sonuglar1 verilmistir.

Besinci boliimde, alt dizisel Tauber teorisi tanitilip, bununla ilgili Tauber

teoremleri verilmistir.

Anahtar sozciikler: Tauber teoremleri, kontrol modiilo, yavas salinimh

diziler, iliml1 salinimh diziler, alt dizisel yakinsak diziler.
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ABSTRACT

TAUBERIAN THEOREMS

FOR (4, k) SUMMABILITY METHODS

HASEKILER, Ferhat

MSc in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ibrahim CANAK
August 2013, 40 pages

In this thesis, it is aimed to prove once again the results obtained in the
classical Tauberian theory by means of Karamata’s Hauptsatz and its corollary and
to generalize them to (4, k) summability. With the introduction, the thesis consists

of five chapters.

In Chapter 2, basic definitions related to Tauberian theory and some theorems

are given.

In Chapter 3, classical Tauberian Theorems are generalized for sequences

whose control modulo is slowly oscillating and their corollaries are given.

In Chapter 4, classical Tauberian Theorems are generalized for sequences

whose control modulo is bounded and their corollaries are given.

In Chapter 5, subsequential Tauberian Theory is introduced then Tauber

Theorems related to it are given.

Keywords: Tauberian theorems, control modulo, slowly oscillating

sequences, moderately oscillating sequences, subsequential convergent sequences.
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1. GIRIS

Klasik Tauber teorisi yakinsak dizi siifindan daha genis olan, Abel’in

gerek kosulu olarak bilinen, (u,) reel say1 dizisi olmak tizere

xli_)r{l_(l —X) 2 U, x"
n=0

limitini saglayan dizi sinifindan yakinsakligin yeniden elde edilebilmesi i¢in
gerekli olan kosullar1 bulmak iizerine kurulmustur. ilk olarak Tauber, A. (1897),
kontrol modiilonun {iizerine konan kosul ile Abel’in gerek kosulunu saglayan
dizinin yakinsakligin1 elde etmistir. Daha sonra ¢alismalar bu kosulun
zayiflatilmasi tizerine yogunlasmistir. Littlewood, J. E. (1910) ve Hardy, G. H.
and Littlewood, J. E., (1914) kontrol modiilo iizerine koyduklar1 daha genel
kosullar ile de yakinsakligin elde edilebildigini gostermistir. Sonralari bu
kosullarin genellestirilmesi siirecinde Schmidt, R. (1925) yavas salinimlilik
kavramini tanitmig ve yakinsakligin yeniden elde edilebilmesi i¢in daha zayif bir
kosul insa etmistir. Fakat daha genel kosullar ile yakinsakliga gecis yaparken
ispatlar gittikce daha uzun ve karmasik hale gelmistir. Bunun lizerine Karamata, J.
(1930) tarafindan verilen teorem hem daha 6nce yapilan ispatlar1 basitlestirmis
hem de genel kosullar bulmak igin bir ara¢ olmustur. Karamata’nin teoremi
yardimiyla Dik M. (2002), Stanojevig, C. V. (1998) tarafindan tanitilan m.
mertebeden kontrol modiilo iizerine kosullar koymus ve Tauber teoremleri elde
etmistir. Son zamanlarda Canak, I. and Totur, U., (2007), Canak, I. and Albayrak,
M., (2007), Canak, 1., Totur, U. and Dik, M., (2010a), Canak, 1., (2011), Canak,
I., Hasekiler, F. and Kebapci, D., (2011) ve Canak, I., Totur, U. and Dik, M.,
(2011) bu kosullar1 (A, k) toplanabilmeye genisletmis ve Tauber teoremlerinin
bazi sonuglarini elde etmistir. Bolim 3 ve BoOlim 4’te bu tip teoremlerden
bahsedilecektir.

Tauber ile baglayan bu tip teoremlerde bazi kosullar ile Abel’in gerek
kosulunun varhigindan yakinsaklik elde edilememistir. Dik, F. (2002) bu tip
kosullar ile ilgilenmis ve yakinsakliktan daha genel olan alt dizisel yakinsaklik
kavramini tanitarak Karamata’nin teoremi yardimiyla teoremler ispatlamistir. Bu

tip teoremler Tauber teorisinin yeni bir ¢esidi olan alt dizisel Tauber teorisini



olusturmaktadir. Canak, 1., Totur, U. and Dik, M. (2010b) ve Canak, I. (2011)
Abel yakinsaklik ic¢in olan alt dizisel Tauber teorisini (4,k) toplanabilmeye
genisletilmesi ile ilgili ¢alismalar yapmislardir. Son bdliim olan Boliim 5°te bu

caligmalar hakkinda bilgi verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Tanim ve Gosterimler

Klasik Tauber teorisinde yakinsakligin yeniden elde edilmesi problemi

Abel’in gerek kosulu olarak bilinen (u,,) reel say1 dizisi olmak tizere
lim (1 —x) Z Upx™
x—1"
n=0

limitinin mevcut olmasi ve (u,,) dizisi izerine konulan bazi kosullarla
o0
lim u, = lim (1 —x) Z Upx™
n—oo x-1"
n=0
esitliginin ispatlanmasina indirgenir. Her yakinsak dizi ayn1 zamanda Abel’in

gerek kosulunu gercekler. Fakat tersi dogru degildir.

Ornegin

(un) = <Z(—1)’<>
k=0

dizisi Abel’in gerek kosulunu gergekler ama yakinsak degildir. O halde Abel’in
gerek kosulunu gercekleyen dizilerin sinifi yakinsak olan dizilerin sinifindan daha

genistir.

Daha genis dizi sinifindan yakinsaklhiga geg¢is i¢in u = (u,,) dizisi iizerine
konulan kosullara Tauber kosullari, bu kosullar1 iceren teoremlere de Tauber
teoremleri denir. Tez boyunca kullanilacak tanim ve gosterimler asagidaki gibi

verilebilir.

Tamim 2.1.1 m pozitif tamsay1 ve n dogal say1 olmak iizere

n
1
(m_l) > 1
o) = | 0t 1;"'« @ m2
un

dizisine (u,,) dizisinin m. mertebeden aritmetik ortalama dizisi denir.



Tamm 2.1.2 m pozitif tamsay1, n dogal say1 ve

_(up—up, ,m=1
Au, = { Ug n=0
olmak tlizere
1 n
— 12 v m=1
tn_l_leAuk ,m=0
k=0

dizisine (u,) dizisinin m. mertebeden iirete¢ dizisi denir. Burada ozel olarak,
(Vn(o) (Au)) dizisine (u,,) dizisinin tirete¢ dizisi denir.

Esitlik 2.1.3 (u,) reel sayilarin bir dizisi olmak iizere
uy — o ) = Y, (4w
esitligi vardir ve bu esitlige (u,,) dizisi i¢in Kronecker esitligi denir.

Ispat u, yerine esiti olan #ZLO A(k + 1) uy, ifadesi yazilirsa

n n
) 1 1
U, — o, (u)=n—+1 A(k+1)uk—n—+1 Uy
k=0

k=0
1 - 1 <
:n+1Z(k+1)uk_kuk_1_n+1zuk
k=0 k=0
1 n n
=n+1Z(;kuk—kuk_1 —?kz kAuk

Esitlik 2.1.4 (u,) reel sayilarin bir dizisi olmak {izere
nAa,(ll) (w) = 07(11) (nAu)

dir.



Ispat
naayY () = n (0,” @) ~ o2, ()
n n-1
_ 1 Z 1
“\nr1 LM TR LM
k=0 k=0
n n—-1
n
- n+1 Z e ™ Z b
k=0 k=0
n n
n
S ) et
k=0 k=0
n
1
T Th+1 2 Ui + Un
k=0
= 01(11) (w) + uy,
=V, (Au)
n
= kA
n+1 Z b
k=0
= 07(11) (nAu)
dir.

Burada nAo*,(ll) (w) = a,gl) (nAu) = Vn(o) (Au) esitligi de gortliir. Ayrica m
ile k dogal say1 ve

(nA)g_nAu k=1

()i = | ez

olmak iizere
MB)oy™ W) = 0™ () w)
esitligi elde edilir.
Esitlik 2.1.5 (u,,) reel sayilarin bir dizisi olmak tizere;
0151) (V<0)(Au)) _ Vﬂ(e)(Mu)(u))

dir.



Ispat Esitlik 2.1.4 kullanilirsa
e (V(O) (Au)) =gV (nAaT(ll) (u)) =y (Ac®w))
elde edilir.

Esitlik 2.1.6 (u,,) reel sayilarin bir dizisi olmak tizere
nAV® (aw) = ©® (A(nAw))
dir.
Ispat Kronecker esitligi ve Esitlik 2.1.4 kullanilirsa
nAVn(O) (Au) = nA (u — @ (u)) = nAu,, — nAa,(ll) (w)
= nAu, — 07(11) (nAu) = Vn(o) (A(nAu))

dir.
Tamm 2.1.7 (u,) reel sayilarin bir dizisi olmak tizere

(0 @) = (nduy)
dizisine (u,,) dizisinin klasik kontrol modiilosu denir.

m = 1 tamsayis1 igin
o W) = 0" @) - o (™D W)

seklinde tanimlanan (w,ﬁm)(u)) dizisine de (u,) dizisinin m. mertebeden kontrol

modiilosu denir. Ayrica Kronecker esitliginden
g @) = (0™ V@)
elde edilir.
Esitlik 2.1.8 (u,,) reel sayilarin bir dizisi olmak tizere
0, (0O W) = 0 (eP (W)

dir.



Ispat Esitlik wr(lo)(u) = nAu, oldugundan Esitlik 2.1.4’¢ esit olur. Ayrica

Esitlik 2.1.5 kullanilirsa m ile k dogal say1 olmak iizere
0, (0™ W) = 0" (e® W)
esitligi elde edilir.
Esitlik 2.1.9 (u,,) reel sayilarin bir dizisi ve m > 1 tamsay1 olmak tizere
o (W) = (n8) V™ ()
dir.
ispatm = 1 icin 0" (w) = (A(nAw)) = nAV® (Aw)
m i¢in dogru iken m + 1 i¢in dogru mudur?
0™ (w) = (nA),, V.V (Aw) olsun.

o™V =1, (80 ™ W)
=, (A1) ™ P (A )
= ()" (n8),V ™D (aw))
= (D) r10” (VD (aw) )
= (nA) ™ (Bu)

Tamim 2.1.10 (u,,) reel sayilarin bir dizisi olmak tizere
lim 0,(11) (uw)
n-co
limiti mevcut ve s ye esit ise (u,,) dizisine s ye Cesaro toplanabilir denir ve kisaca
u, »s(C1)
ile gosterilir.

Tanmm 2.1.11 (u,) reel sayilarin bir dizisi olmak iizere; k dogal sayisi igin
lir?_(l —X) Z a,gk) (u)x™
x—
n=0

limiti mevcut ve s ye esit ise (u,,) dizisine s ye (4, k) toplanabilir denir ve kisaca



u, - s (4,k)

ile gosterilir. Burada k = 0 olmasi durumunda limit Abel’in gerek kosuluna
dontisiir. Ayrica u,, = s (4,0) olmasi1 k dogal sayisi i¢in u,, = s (4, k) olmasini

gerektirir.

Bu tezde bundan sonraki kisimlarda, u, = o(1) ile (u,) dizisinin sifira

yakinsak olmasi, u,, = 0(1) ile de (u,) dizisinin sinirli olmasi ifade edilecektir.

Tamm 2.1.12 (u,,) reel sayilarin bir dizisi olmak tizere;
n
Uy, — Uy = 0(1), E_)l

ise (u,) dizisine yavas salimimli bir dizi denir. Schmidt R. (1925) tarafindan
verilen bu tanim bazi ispatlara uygun olmadigindan Stanojevic C. V. nin (1998)

vermis oldugu asagidaki tanim kullanilacaktir.

Tanim 2.1.13 (u,) reel sayilarin bir dizisi olmak {izere;

k
lim lim max Z Auj =0
A-1% n n+1<k<[A,]

j=n+1

ise (u,) dizisine yavas salinimli bir dizi denir.
Yavas salimimli dizilerin sinif1 yakinsak olan dizilerin smifini kapsar.

(u,) = (logn) dizisi yavas saliniml olup yakinsak olmayan dizilere bir 6rnektir.

Gergekten,

k k ] k ,
Z Alogj = z log—— = log 1_[ L=1ogk
j—1 j—1 n

j=n+1 j=n+1 j=n+1
dir. Buradan tanimi uygularsak, 1,, = [An] olmak iizere —max logE = log}ﬁ
n+1sks<A, n n
bulunur. Once n — o« igin iist limit ve A - 1% i¢in limit alindiginda tanimi
sagladig1 goriiliir. Bu 6rnegin Schmidt R. nin (1925) yavas salinimlilik tanimini

sagladig1 da kolayca gosterilebilir.



(u,) dizisinin yavas salinimli olmasi ig¢in gerek ve yeter kosulun (u,)
dizisinin iretecinin yavas salinimli ve sinirli olmasi oldugu Dik, M., (2002)
tarafindan ispatlandi. Dolayisiyla, Kronecker esitliginden (u,,) dizisinin aritmetik
ortalama dizisi de yavas salinimlidir.

Yavas salinnmliktan daha genel olan 1limli salimimlilik asagidaki gibi

tanimlanmustir.

Tanim 2.1.14 1 > 1 igin,

k
lim max Z Ayj| < oo
n n+1<k<[A,]
j=n+1
ise (u,,) dizisine 1liml1 salinimli bir dizi denir.

[liml1 salinimli olup yavas salinimli olmayan bir dizi olarak

-1 ,k=2"+1,n=12,..

1 ,k=2"n=1,.2,..
0 ,diger

dizisi verilebilir.

(u,,) dizisi ilimh salinimhi bir dizi ise (u,) dizisinin ireteci 1limh

salimimlidir ve aritmetik ortalama dizisi yavas salinimlidir.
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2.2 Klasik Tauber Teorisinin Kisa Bir Ozeti

Klasik Tauber teoremlerinde dizilerin salinim davraniglarini ya da sinirhilik
modlarini1 kisitlayan bazi araglardan yararlanarak Abel’in gerek kosulu saglayan
dizilerin sinifindan tekrar yakinsak diziler elde edilir. Ik olarak Tauber, A.
(1897), (u,) dizisi Abel’in gerek kosulunu sagladiginda ve w,(lo) (u) = nAu, =
0(1) oldugunda yakinsakligin saglandigini1 gostermistir. Gergekten,

1) N(x)
N(x) » o iginz Au,x™ — Z Au, =o(1),x » 1~
n=0 n=0

esitligini saglayan bir N(x) pozitif tamsayis1 secilsin. nAu,, = 0(1) oldugundan

€ > 0 verildiginde n = ny(¢) igin n|Au,| < € olacak sekilde bir n,(¢) tamsayisi

vardir.
o) N(x)
Z Au,x™ — Z Au, = o0 (1), x— 1"
n=0 n=0

esitliginde sol tarafi tekrar diizenlersek

© N(x) N(x) © N(x)
z Au,x™ — Z Au, = Z Au,x™ + Z Au,x™ — z Au,
n=0 n=0 n=0 n=N(x)+1 n=0
o0 N(x)
= Au,x™ — Z Au, (1 —x™)
n=N(x)+1 n=0
=515

olur.

x" 1 1
iz 3 wce S T (1)
15:1 [Bun|x™ < & n EN(x)+1 1-x) ¢
n=N(x)+1 n=N(x)+1

elde edilir. Benzer sekilde
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N(x)
1S ) 1wyl (1 = x™)
n=0
N(x)
<(1-x) ) nldw,
n=0
N(x)
1
= 1 Z n|Au,|
[1 — x] n=0
N(x)
- A
N (x) Z nldu,|
n=0
=c

bulunur. Boylelikle w,ﬁ") (u) = nAu, = o(1) kosulunun Tauber kosulu oldugu
ispatlanmis olur. Farkli ispatlar ig¢in Szasz, O. (1944), Hardy, G. H. (1949),
Postnikov, A. G. (1980) ve Korevaar, J. (2004) e bakilabilir.

Tauber daha sonra w,ﬁ") (u) = nAu, = o(1) kosulunu daha zayif olan
Vn(o) (Au) = o(1) kosulu ile degistirerek asagidaki teoremi elde etmistir.

Teorem 2.2.1 (u,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger u, — s (4,0) ve
O Au) = o(1) ise u, — s elde edilir.

Bundan sonra Abel’in gerek kosulunun varligindan yakinsakligi elde
edebilmek i¢in daha zayif kosullar bulmaya dogru giden bir donem agilmistir ve
w1(10) (u) = nAu, = o(1) kosulunun 6nemli bir genellestirilmesi Littlewood, J. E.

(1910) tarafindan verilmistir.
Teorem 2.2.2 (u,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger u,, = s (4, 0) ve

w® (W) = nAu, = 0(1) ise u, — s elde edilir.

Daha sonralar1 boyle aracglar bulmak, hatta bunlarin calistigin1 géstermek
oldukca zorlagmustir.
Ik kisimda verilen Schmidt, R. nin (1925) yavas salimimlilik tanimini

saglayan diziler u, — s (4,0) dan yakinsakligi yeniden elde -etmeyi

saglamaktadir.

Teorem 2.2.3 (u,,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger u,, — s (4,0) ve (u,)

yavag salinimli bir dizi ise u,, — s elde edilir.
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Tek tarafli sinirliligin tanimi1 Landau, E., (1910) tarafindan verilmistir.

Tamm 2.2.4 (u,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Negatif olmayan her n tamsayisi
ve bir € =0 igin u,, = —C ise (u,) dizisine soldan tek tarafli siirl bir dizi
denir.

Landau, E., (1910), Littlewood J. E., (1910) un vermis oldugu nAu, =
0(1) kosulunun genellestirilmis hali olan tek tarafli sinirli olma kosulunun da bir

Tauber kosulu oldugunu ispatlamistir.

Teorem 2.2.5 (u,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger 07(11) (u) — s ve negatif
olmayan her n tamsayisi ve bir € > 0 i¢in nAu,, = —C ise u,, — s elde edilir.

Hardy, G. H. and Littlewood J. E., (1914) daha sonra yukaridaki teoremin

genellestirilmis halini vermistir.

Teorem 2.2.6 (u,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger u,, = s (4, 0) ve negatif
olmayan her n tamsayisi ve bir € > 0 i¢in nAu,, = —C ise u,, — s elde edilir.

Yukarida verilen Teorem 2.2.3, Teorem 2.2.5 ve Teorem 2.2.6’nin ispati
Karamata’nin usta teknigine kadar ¢ok karmasikti. Karamata’nin temel teoreminin
sonucu sadece daha onceki sonuglarin ispatlarinin basite indirgenmesi igin degil,
daha onemlisi (u,) dizisinin salinim davraniglarinin genel kontrol modiilosunu

gerektiren Tauber teoremlerini elde etmek i¢in yeni bir alan agmustir.

Teorem 2.2.7 (Karamata, J., 1930) (u,,) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger

lim (1 — x)z u,x" =A
x-1"
n=0

ve negatif olmayan her n tamsayisi ve bir C = 0 igin u, = —C ise (0,1) agik

araligindaki Riemann integrallenebilir her g fonksiyonu igin,
* 1
lim (1 — x) Z Upg(x™x™ = Af g
x—1" 0
n=0
dir.

Ispat. @ > 0 olsun. lim,_,;- (1 — x) X%°_, u,,x™ limitinde x yerine x*** yazilirsa,
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A
1+«

o0
lim (1 —x) Z Uy xTx™ =
x-1"
n=0

elde edilir. Sonug olarak (0,1) a¢ik araliginda her P polinomu i¢in

x-1"

d 1
lim (1 — x) Z U, P(x™)x™ = Af P
n=0 0

olur. (0,1) agik araligindaki Riemann integrallenebilir her g fonksiyonu ve her
€ > 01igin (0,1) agik araligindap < g < P ve fol(P —p) < € olacak sekilde p ve
P polinomlar1 vardir. Buradan istenen sonug¢ elde edilir. (0,1) agik araligindaki
Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi olan R(0,1) uzayma gore
lim, - (1 — x) Yy7=o Uy x™ limitinin parametrik formu olan

d 1
lim (1 —x) Z Upg(x™x™ = Af g
n=0 0

x-1"

ifadesinde g fonksiyonunun uygun segilmesiyle bircok olanak saglanir. Ornegin,

) 0 ,0<t<e?
x=e nve g() =41
Al L
t
secilirse Karamata’nin temel teoreminin asagidaki 6zel ve 6dnemli bir sonucu elde

edilir.

Teorem 2.2.8 (Karamata’nmin Temel Teoreminin Sonucu) (u,) reel sayilarn
bir dizisi olsun. Eger u,, —» s (4,0) ve negatif olmayan her n tamsayisi ve bir
C = 0i¢inu, = —C ise 0'7(11)(11) — s elde edilir.

Klasik Tauber teorisinin 6nemli sonuglar1 Karamata’nin temel teoreminin

ornekleri olarak verilebilir.
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3. KONTROL MODULOLARI ILIMLI SALINIMLI OLAN DIiZiLER
ICIN TAUBER TEORISI

Teorem 3.1 u, — s (4,0) olsun. Eger m > 0 tamsayis! igin (07(11) (™ (u)))

dizisi yavas salinimli ise u,, — s dir.

Yavas salmimli bir dizinin aritmetik ortalamast da yavas saliimli

oldugundan asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.2 u,, — s (4,0) olsun. Eger m > 0 tamsayisi igin (w,(lm)(u)) dizisi
yavas salimimli ise u,, — s dir.

3.1 Boliimiinde kontrol modiilolart 1limli salinimli olan reel say1 dizilerinin
Abel yakinsaklik i¢in Tauber kosulu olmasi k = 0 igin (4, k) toplanabilmeye

genisletilecektir. 3.2 Boliimiinde de bu genislemenin sonuglari verilecektir.

Bu ve daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan lemma asagida
verilmistir. Lemmanin ispat1 i¢in Canak, I. and Totur, U. (2007) incelenebilir.

Lemma 3.3 m > 0 tamsayis1 ve negatif olmayan her n tamsayisi igin

m
. /m N
0w = Y (1) (7)) nav? aw
j=0
m
dir. Burada ( j ) = (m(_mj))!,j,
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3.1 KONTROL MODULOLARI ILIMLI SALINIMLI OLAN
DIiZILER iCIN TAUBER TEOREMLERI

Teorem 3.1.1 k > 0 tamsayisi igin u, — s (4, k) olsun. Eger m > 0 tamsayisi

icin (w,({”) (u)) dizisi (C, 1) yavas salimml ise u, — s dir.

Ispat Eger (w,({”) (u)) dizisi (C,1) yavag salinimli ise (0,(11) (a)(m) (u))) dizisi
yavas salinimlidir.

o (0™ W) = wi™ (6@ (w))
oldugundan (wf{”) (0(1) (u))) dizisi yavas salmimlidir. Yavas salimimli bir

dizinin aritmetik ortalamasi da yavas salinimli oldugu ve Esitlik 2.1.8 kullanilirsa
j=1,2,..,k igin <a,(ll) (w(m) (a(j) (u))))
dizisinin yavas salinimli oldugu elde edilir.

Ayrica u, - s (4,k) olmasi ar(lk) (u) > s(4,0) olmasma denk
oldugundan, j = k i¢in <0',(11) (a)(m) (a(j) (u))>> dizisinin yavas salinimli oldugu

kullanilirsa Teorem 3.1 den

CROIEE
elde edilir. Bu (J,Ek_l)(u)) dizisinin s ye Cesaro toplanabilir olmasi demektir.

Her Cesaro yakinsak dizi Abel yakinsak oldugundan (a,(lk_l) (u)) dizisi s ye Abel

yakinsaktir. Yani
(6% @w) > s (4,0)
dir. Benzer sekilde j =k —1,...,2,1 igin <0,(11) (w(m) (a(j)(u)))> dizisinin
yavag saliimli oldugu kullanilirsa Teorem 3.1 den
u, > s (4,0)
elde edilir. (a),({”) (u)) dizisi (C, 1) yavas salinimli oldugundan Teorem 3.1 den

Uy, =S

elde edilir.



16

Iliml1 salinimli bir dizinin aritmetik ortalamasi yavas salinimli oldugundan

asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.1.2 k > 0 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. Eger m > 0 tamsayisi i¢in
(w,({”) (u)) dizisi thmli salinimli ise u, — s dir.

Yavas salinimli bir dizi ayn1 zamanda 1liml1 salinimli oldugundan asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonug 3.1.3 k > 0 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. Eger m > 0 tamsayisi igin

(w,(lm) (u)) dizisi yavas salmmli ise u,, — s dir.

Teorem 3.1.4 k > 0 tamsayisi igin u,, = s (4, k) olsun. Eger m = 0 tamsayisi
icin (w,(lm) (u)) dizisi (C,1) 1limli salinimli ise (u,,) dizisi sinirlidir.

Ispat Eger (w,(lm)(u)) dizisi (C,1) ilmli saliniml ise (a,gl) (a)(m)(u))> dizisi

tlimli salinimlidir. Ilimli salinimli bir dizinin aritmetik ortalamasi yavas salinimli
oldugundan (o;(lz) (a)(m)(u))) dizisi yavas salimmlidir. Yani (a,gl) (a)(m) (u)))

dizisi (C, 1) yavas salinimlhidir. Esitlik 2.1.8 8’den
) (0™ W) = o™ (e W)

oldugundan da (a),(lm) (0(1)(u))> dizisi (C,1) yavas salimimhdir. Ayrica

u, - s (A, k) olmasi U,gl)(u) — s (A,k —1) olmasma denk oldugu kullanilirsa

Teorem 3.1.1 den
07(11) (u) »s

elde edilir.

Iliml1 salinimli bir dizinin tireteci sinirli oldugundan ilimli salinimli olan

<a,(ll) (a)(m) (u))) dizisinin treteci de sinirlidir. Yani

(Vnm) ( 20 (@ (u))))

dizisi siirhdir. Esitlik 2.1.8 kullanilirsa
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(Vn(o) (Ao.(l) (w(m) (u)))> _ <Vn(o) (Aw(m) (0(1) (u))>> _ (wr(lm+1) (0(1) (u))>
elde edilir. Dolayistyla
i o)

dizisinin sinirh oldugu elde edilir. Lemma 3.3 den
m
. m i
o (00@w) = 3 1 (F)nanPew =0 @
j=0

elde edilir.

a,gl) (u) = s ve yakinsak bir dizinin iirete¢ dizisi sifira yakinsak oldugu

kullanilirsa
5O (ae® @) = K (aw) - 0
elde edilir. Benzer sekilde
y© (AV(D (Au)) = nAV P (Aw) - 0
elde edilir. Sifira yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamalari da sifira yakinsak

oldugu ve Esitlik 2.1.4 kullanilirsa

j=12,..,m ig¢in nAVn(jﬂ)(Au) -0

elde edilir. Boylece (3.1) den
(nAVn(l) (Au))

dizisinin smirli oldugu elde edilir. Ayrica Vn(l)(Au) — 0 oldugundan ve
(I/;fo) (Au)) dizisi i¢in Kronecker Esitligi olan
nAv "V (dw) = ¥ dw) - 1 (W)
esitliginden
(4 @w)

dizisinin smirh oldugu elde edilir. a,(ll)(u) — s oldugundan ve (u,) dizisi igin

Kronecker Esitligi olan

U, — o5 (W) = VO (Au)

esitliginden (u,,) dizisinin sinirli oldugu elde edilir.
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3.2. KONTROL MODULOLARI ILIMLI SALINIMLI OLAN
DIZIiLER iCIN TAUBER TEOREMLERININ SONUCLARI

a = (a,) herhangi bir reel say1 dizisi olmak tizere u = (u,,) dizisini
o =M+ Day,

seklinde tanimlayalim.

Simdi bir sonraki bdliimde kullanacagimiz bazi 6nemli sonuglar

ispatlanacaktir.

Lemma 3.2.1 Ay = (Ap,) dizisinin fireteci o (a) = (w” (@)) dizisidir.

Ispat u, = (n + 1)a,, oldugundan

Ap, = (n+ Da, —na,_4 = na, —na,_q +a, = nla, +a,

dir. Ayrica (Ap,) dizisinin aritmetik ortalamasi da Esitlik 2.1.4 den

01(11) (Ap) = a,gl)(nAa +a)= 0_7(11) (nAa) + 0_7(11) (a) = Vn(o) (Aa) + 0,51) (a) = a,

dir. (Au,) dizisi i¢in Kronecker Esitligi olan
VO (0%) = Dpty — 0P (A
esitligi kullanilirsa
vOA2)) = nha, + a, — a, = nba, = 0O (a)
elde edilir.
Lemma 3.2.2 x = (x,,) dizisinin iireteci (Aw,) ise @ (x) = (o (x)) dizisinin
tireteci a = (ay) dizisidir.
Ispat Esitlik 2.1.5 kulamlirsa
Vn(o) (Aa(l) (x)) = 0_7(11) (V(O) (Ax))
dir. Vn(o) (Ax) = Au, ve a,(ll) (Au) = a, oldugundan

y© (Aa(l)(x)) — s (V(O)(Ax)) = (Ap) = a,

elde edilir.

Bu bélimde (a,) dizisini, (u,) dizisinin kontrol modiilosu olan m = 0
tamsay1si i¢in (w,(lm) (u)) dizisi olarak alinacaktir.
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Teorem 3.2.3 k >0 tamsayisi i¢in u, = s (4,k) olsun. Eger (Au,)

dizisinin iireteci 1limli salimmli ise u,, — s dir.

Ispat (Ap,,) dizisinin iireteci Lemma 3.2.1 den

HO(A%0) = naoi @) = o (0™ W)
oldugundan (w,ﬁ” (w<m> (u))) dizisi 1limh salimmhidir. Timli salmmli bir dizinin

aritmetik ortalamasi yavas salinimli oldugundan

(aﬁ“ (0@ (wtm (u)))) = (W (2™ @W)) = (0" w)

dizisi yavag salimimlidir. Yavag salinimli bir dizinin aritmetik ortalamasi da yavas
salinimli oldugundan (wflmﬂ) (u)) dizisi (C,1) yavas salimmmlidir. u,, = s (4, k)
oldugu kullanilirsa Teorem 3.1.1 den

U, =S

elde edilir.

Sonug 3.2.4 k > 0 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. Eger tireteci (Au) olan dizi

thimli salinimli ise w,, — s dir.

ispat Ureteci (Ap) olan dizi 1liml1 salinimli ve 1limli salinimli bir dizinin iireteci
thmli salinimh oldugundan (Au) dizisi ve benzer sekilde (Au) dizisinin iireteci
1liml1 salinimhidir. Teorem 3.2.3 den

Uy, =S

elde edilir.

Sonug 3.2.5 k > 0 tamsayisi i¢in u, = s (4, k) olsun. Eger lireteci (Vn(o) (Az,u))

olan dizi ilmli salinimli ise u, — s dir.

Ispat Ureteci (Vn(o) (Azu)) olan dizi yani (4u,) dizisi 1limh salimimli ve 1liml

salimimli bir dizinin ireteci 1limhi salinimli oldugundan (4p,) dizisinin {ireteci
thimli salinimlidir. Teorem 3.2.3 den

Uy, =S

elde edilir.
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Teorem 3.2.6 k >0 tamsayisi i¢in u, = s (4,k) olsun. Eger (aél)(Au))

dizisinin tireteci 1limli salinimli ise u,, — s dir.

Ispat (aﬁl)(Au)) dizisinin ireteci 1lml salinmli ve o2 (Ap) = 0™ (w)
oldugundan
(Vn(O) (Ao.(l)(A‘u))) — (V‘n(O) (Aw(m) (u))) = (wflm+1) (u))

dizisi ilimli salinimlidir. I[limli salinimli bir dizinin aritmetik ortalamasi yavas

salimimli oldugundan (w,(lmﬂ) (u)) dizisi (C,1) yavas salinimlidir. Teorem 3.1.1
kullanilirsa

Uy, =S
elde edilir.

Sonu¢ 3.2.7 k = 0 tamsayisi i¢in u, — s (4, k) olsun. Eger iireteci (01(11) (A,u))
olan dizi iliml1 salimimli ise u,, — s dir.

ispat Ureteci (0,(11) (Au)) olan dizi 1limli salinimli ve i1limli salinimli bir dizinin
treteci 1limli  salimimli  oldugundan (07(11) (A,u)) dizisi ve benzer sekilde

(ar(ll) (A,u)) dizisinin tireteci 1liml1 salinimlidir. Teorem 3.2.6 kullanilirsa
U, =S

elde edilir.

Sonug 3.2.8 k = 0 tamsayisi i¢in u, — s (4, k) olsun. Eger iireteci (Vn(l) (Azu))

olan dizi ihmli salinimli ise u, — s dir.
Ispat Ureteci (I/;fl)(Az ,u)) olan dizi 1liml1 salinimli oldugundan ve
WD @) = v (80D @)
esitliginden (0,(11) (Au)) dizisi 1limli salmimhidir. Ilimli salinimli bir dizinin

iireteci 1liml1 salinimli oldugundan (07(11) (Au)) dizisinin treteci 1liml1 salinimlidar.
Teorem 3.2.6 kullanilirsa
Uy > S

elde edilir.
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Teorem 3.29 k >0 tamsayisi i¢in u, — s (4,k) olsun. Eger (a,(lz)(Au))

dizisinin ireteci ilimli salimmli ise w,, = O(1) dir.

Ispat a,(ll)(Au) = wr(lm) (u) ve Esitlik 2.1.5 kullanilirsa

(Vn(o) (Aa(z) (Au))) = <a,§1) (V(O) (Aa)(m) (u)))) = (01(11) (a)(m“) (u)))

dir. Ayrica Esitlik 2.1.8 ve (a,(lz) (Au)) dizisinin ireteci 1limh salinimlh
oldugundan

(Vn(o) (Aa(z)(Ay))) _ (051) (w(m+1)(u))) _ <w1(1m+1) (0(1)(u))>
dizisi ilimli salinmmlidir. Thmli salinimli bir dizinin aritmetik ortalamasi yavas

salmimli oldugundan (a),(lmﬂ) (0(1) (u))) dizisi (C, 1) yavas salinimlidir.

u, = s (4,k) olmasi 07(11) (u) » s (A, k — 1) olmasina denktir. Ayrica
D (g (u) ) ) dizisi (C,1) yavas salinimli oldugu kullanilirsa Teorem 3.1.1
n yavas g
den
0_7(11) (u) -»s

elde edilir.

[liml1 salinimli bir dizinin tireteci siirl oldugundan

<Vn(o) (Aw(m+1) (0(1) (u))>> _ (wr(lm+z) (0(1) (u))>

dizisi sinirhdir. Lemma 3.3 den

m+1

w0l (s @) = Z( o ("D nanaw =0 @2)
dir.

a,ﬁ” (u) » s ve yakinsak bir dizinin trete¢ dizisi sifira yakinsak

oldugundan
HO (Ae® @) = K (dw) - 0
dir. Benzer sekilde
vOar®aw) = nav® (au) - 0
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dir. Sifira yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamalar1 da sifira yakinsak

oldugundan Esitlik 2.1.4 kullanilirsa

j=12,..,m+ 1ligin nAVI*(Aw) - 0
elde edilir. (3.2) den

(n Ay D (Au))
dizisinin sinirli oldugu elde edilir. Ayrica Vn(l)(Au) — 0 oldugundan ve
(Vn“’) (Au)) dizisi icin Kronecker Esitligi olan

n AV (aw) = 10 (aw) - v (aw)

esitligi kullanilirsa

(% aw)

Kronecker Esitligi olan
u, — o3P () = U (aw)

esitligi kullanilirsa (u,,) dizisinin sinirli oldugu elde edilir.

Sonug 3.2.10 k > 0 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. Eger tireteci (0,52) (A,Ll))

olan dizi ihmli salinimli ise u,, = 0(1) dir.

ispat Ureteci (0,(12) (A,u)) olan dizi 1limli salinimli ve 1limli salinimli bir dizinin
treteci 1limli  salimimli  oldugundan (0,(12) (A,u)) dizisi ve benzer sekilde
(0,52) (A,u)) dizisinin treteci 1hmli salinimlidir. Teorem 3.2.9 kullanilirsa (u,,)

dizisinin sinirh oldugu elde edilir.

Sonu¢ 3.211 k>0 tamsayist i¢in u, = s (A,k) olsun. Eger iireteci
(Vn(z) (Az,u)) olan dizi iliml1 salimimli ise u,, = 0(1) dir.
Ispat Ureteci (Vn(z)(Azu)) olan dizi ilimli salinimli oldugundan ve
W2 @) = 1 (a0 (ap)
esitliginden (a,(lz) (Ay)) dizisi 1liml salinimlhidir. Ilimhi salinimli bir dizinin

iireteci 1liml1 salinimli oldugundan (ar(lz) (A,u)) dizisinin treteci 1liml1 salinimlidir.

Teorem 3.2.9 kullanilirsa (u,,) dizisinin sinirlt oldugu elde edilir.
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4. KONTROL MODULOLARI SINIRLI OLAN DIZILER iCIN
TAUBER TEORISI

Teorem 4.1 u,, — s (4,0) olsun. Eger C > 0igin w,(lo)(u) = nAu, > —C ise

u, — s dir.

Teorem 4.2 u,, = s (A4,0) olsun. m > 0 tamsayisi ve bazi C = 0 i¢in w,(lm) (u) =
—C ise u, — sdir.

Ispat m > 0 tamsayis1 ve C > 0 igin a),(lm)(u) > —C olsun. Genel kontrol

modiilonun tanimdan
o™ @) =V (8™ D @) 2 —C
dir. Esitlik 2.1.4 kullanilirsa
1O (8™ V@) = @)a® (0™ VW) = o (¢0 (0™ Hw))
esitligi elde edilir. Dolayisiyla

0™ () = 0™ (0(1) (w(m_l) (u))) >—C

oldugunu elde ederiz.

u, - s (4,0) oldugundan o (w) - s (4,0) dir. Béylece (u,) dizisi icin
Kronecker Esitligi olan

u, — 0P () = VI (aw)

esitligi kullanilirsa

HO (t) = nao P @) = 0 (6M () - 0 (4,0)
elde edilir. Yani Abel yakinsak bir dizinin iirete¢ dizisi 0’a Abel yakinsaktir.
w1(10) (0(1) (u)) - 0 (4,0) oldugu igin (a)ff’) (0(1) (u))) dizisinin {ireteci de 0 a
Abel yakinsaktir. Yani

i (80O (6®@)) = af (¢P @) - 0 (4,0
elde edilir. Benzer sekilde

™M™V (a<1> (u)) =gV (w<m-1) (u)) —0(4,0)

elde edilir. ® (0(1) (w(m"l) (u))) > —C oldugu kullanilirsa Teorem 4.1 den
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07(11) (w(m—l)(u)) 50

elde edilir. (w,(lm_l)(u)) dizisi i¢in Kronecker Esitligi olan
w™ V() - a,(ll)(a)(m_l) (w) = 0™ (W)
esitligini ve C > 0 icin 0™ (1) = —C oldugu kullanilirsa
¢, > 0icin ™ YW > —¢,
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

Cy, = 0Oicin w( )(u) > —Cpy,

elde edilir.

u, = s (4, 0) oldugu kullanilirsa Teorem 4.1 den
U, =S
elde edilir.
4.1 Bolimiinde kontrol modiilolar1 tek tarafli sinirli olan reel sayi
dizilerinin Abel yakinsaklik i¢in Tauber kosulu olmasi k =0 i¢in (4, k)

toplanabilmeye genisletilecektir. 4.2 Boliimiinde de bu genislemenin sonuglari
verilecektir.

Bu boliimde kullanilacak olan lemma asagida verilmistir. Lemmanin
ispat1 igin Canak, I. and Totur, U. (2007) incelenebilir.

Lemma 4.3

)} A > 1igin,

n = @) = P (00— 00) ~ Z Z B

k=n+1 j=n+1

z Au}

M= A+l j=k+1

i) 0 <A< 1igin,

An+1
u, _0.(1)( ) =
n—A,

(o) - o) +
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4.1. KONTROL MODULOLARI SINIRLI OLAN DIZIiLER iCiN
TAUBER TEOREMLERI

Teorem 4.1.1 k > 0 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. m > 0 tamsayisi ve bazi
C > 0icin 0™ (u) = —Cise u, — s dir.

Ispat Smirli bir dizinin aritmetik ortalamasi da sinirli oldugundan
wg®@W) = —C
olmasi
j=12,.. kicin a,gj) (w(m)(u)) >_(C
olmasini gerektirir. Esitlik 2.1.5 ve Esitlik 2.1.8 8 kullanilirsa
j=12, .., kicinc? (a)("‘)(u)) = o™ (g(j)(u)) > _C

elde edilir. Ayrica u, = s (4,k) olmasi a,gk) (u) = s (4,0) olmasmna denktir.
j =k igin a,(lj ) (a)(m) (u)) > —( kullanilirsa Teorem 4.2 den
a,(lk) (u) -»s

elde edilir.

(O’,Sk) (u)) dizisinin s ye yakinsak olmasi (a,(lk_l)(u)) dizisinin s ye Cesaro

toplanabilir olmasina denktir. Her Cesaro yakinsak dizi Abel yakinsak
oldugundan (a,(lk_l) (u)) dizisi s ye Abel yakinsaktir. Yani

o D) 5 5(4,0)

dir. Buda u, — s (4, k — 1) olmasi demektir.

Benzer sekilde devam edilirse

u, - s (4,0)
elde edilir. wr(lm) (u) = —C oldugu kullanilirsa Teorem 4.1 den
U, > S

elde edilir.
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4.2. KONTROL MODULOLARI SINIRLI OLAN DIZILER iCiIN
TAUBER TEOREMLERININ SONUCLARI

Teorem 4.2.1 k > 0 tamsayisi i¢in u, = s (4, k) olsun. (Au,) dizisinin iireteci,

( Z=1%) dizisi 1hmli salinimli olacak sekilde negatif olmayan bir M = (M,,)

dizisi ile soldan sinirli ise u,, — s dir.

Ispat ( he1 %) dizisi 1iliml1 salinimli ve 1limli salinimli bir dizinin tireteci sinirlt
oldugundan

y© (AZ %) = s ) = 0(1)

k=1
dir. Lemma 3.2.1 den

0 (0%) = nawl™ (u)
oldugundan ve (Ap,) dizisinin iireteci (M,,) dizisi ile soldan sinirli oldugundan
nAw™ (u) = —M,
dir. Iki tarafin aritmetik ortalamasi alinirsa, 0',(11) (M) = 0(1) oldugundan
C = 0igin 0,51) (nAw(m) (u)) = a),(lm“)(u) > —0,(11) M) = —-C

dir. Yani

w™ (W) = —C

elde edilir. u,, = s (4, k) oldugu kullanilirsa Teorem 4.1.1 den

U, =S

elde edilir.

Teorem 4.2.2 k > 0 tamsayisi i¢in u, — s (4, k) olsun. (0,51)(A/1)) dizisinin

iireteci ( LA%) dizisi 1liml salimimli olacak sekilde negatif olmayan bir

M = (M,) dizisi ile soldan sinirli ise u,, — s dir.

Ispat ( h=1 7") dizisi 1liml1 salinimli ve 1limli salinimli bir dizinin tireteci sinirlt

oldugundan
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A (AZ %) = PM) =0(1)

k=1
dir. Lemma 3.2.1 den

V0% = ndwd™ (u)
dir. Dolayisiyla

hP @2 = o (nae™ @) = o™ @)

oldugundan ve (Ur(ll)(Au)) dizisinin treteci (M,) dizisi ile soldan smirl
oldugundan

KO (a0 ® @) = K@) = 0™ P W) = M,

dir. iki tarafin aritmetik ortalamasi alinirsa, 01(11) (M) = 0(1) oldugundan

C > 0igin o (a)(m“) (u)) > V(M) = —C
elde edilir. (w,) dizisinin s ye (4, k) toplanabilir olmast (a,(}) (u)) dizisinin s ye
(A, k — 1) toplanabilir olmasina denktir. a),(lmﬂ) (0(1) (u)) > —C olmasi
kullanilirsa Teorem 4.1.1 den
P (u) - s

elde edilir. Yakinsak bir dizinin tireteg dizisi sifira yakinsak oldugundan

hO (a0D @) = P du) - 0
dir. Benzer sekilde
y© (AV(l) (Au)) = nAV@ (Aw) - 0
dir.

j =12, ...k — 1igin nAVI*V(Aw) - 0

dir. w,(lmﬂ) (0(1) (u)) > —C oldugu kullanilirsa Lemma 3.3 den
m
. /m :
0™ (6W(w) = Z(—1)J (7)nand*ew = -
j=0

elde edilir. j = 1,2, ...,k — 1 i¢in nAVnUH) (Au) — 0 oldugu kullanilirsa



28

C, = 0icin n AV (Aw) > —(,

elde edilir. Lemma 4.3 (i) deki dizi (V,fO)(Au)) almirsa ve AV (Aw) 2 -2

esitsizligi kullanilirsa

An k
Ay +1 1 c
O () — P (o) < == (VP (aw) - P (aw) ) + Z =
Ap—n\/n Ap—n ,
k=n+1 j=n+1
Ay +1
< — (P @w) - P (4w) + Dlog, D >0
n f— n

elde edilir. Iki tarafin da limsup unu alinirsa

A
limsup (Vn(o) (Au) — Vn(l) (Au)) < limsup (V/l(l) (Au) — Vn(l) (Au))
n -1 n n

A
+Dlog A

bulunur. iki tarafin da A — 17 iken limiti alinirsa

limr?up (Vn(o) (Au) — Vn(l) (Au)) <0 (4.2.1)
elde edilir. Benzer igslemler yapilarak Lemma 4.3 (ii) den

lin}Linf(Vn(o) (au) - P (aw)) 2 0 (4.2.2)
elde edilir. (4.2.1) ve (4.2.2) esitsizliklerinden

lim v @A) = lim v®aw) =0
oldugu goriiliir. Ayrica 0,51) (u) — s oldugu kullanilirsa Kronecker Esitliginden
Uy, > S

elde edilir.

Teorem 4.2.3 k > 0 tamsayist i¢in u, = s (4,k) olsun. Ureteci (Vn(o)(Azu))
olan dizi, ( 112:1%) dizisi 1limh salinimli olacak sekilde negatif olmayan bir

M = (M,,) dizisi ile soldan sinirli ise u, — s dir.

Ispat ( h=1 %) dizisi 1liml1 salinimli ve 1limli salinimli bir dizinin tireteci sinirlt
oldugundan

y© (AZ %) = s ) = 0(1)

k=1
dir. Ureteci (Vn(o)(Azu)) olan dizi (Aw,) dizisidir ve ireteci (Vn(o)(Azu)) olan

dizi (M,,) dizisi ile soldan sinirli oldugundan
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Ay, = 0™ W) + nAw™ (w) > —M,,
dir. Iki tarafinin aritmetik ortalamasi alinirsa 0,(11) (M) = 0(1) oldugundan
€ > 0igin oi”(Ap) = 0™ W) > —aP (M) > —C

elde edilir. u,, —» s (4, k) kullanilirsa Teorem 4.1.1 den

U, =S

dir.

Teorem 424 k>0 tamsayisi i¢in u, = s (4,k) olsun. Eger iireteci
(I/;fl)(Azu)) olan dizi, ( ﬁzl%) dizisi 1limli salinimli olacak sekilde negatif

olmayan bir M = (M,,) dizisi ile soldan sinirli ise u,, — s dir.

Ispat (Zﬁ=1 7") dizisi 1limli salimimli ve ilimli salinimli bir dizinin tireteci sinirli

oldugundan

i (AZ %) = o) = 0(1)

k=1
dir. (Vn(l) (Az,u)) = (Vn(o) (Aa(l) (A,u))) oldugundan ve tireteci (V;L(l)(Azu)) olan

dizi (M,,) dizisi ile soldan sinirli oldugundan
0n” (B = w0 (W) = ~M,
Lo . . €Y _ 5
dir Iki tarafinin aritmetik ortalamasi alinirsa o, (M) = 0(1) oldugundan
€2 0igin o (Ap) = 0" (0™ W) 2 —oP (M) 2 —C
elde edilir.
€20 igin o’ (0™ @)z -C

elde edilir. Ayrica u, = s (4, k) oldugu kullanilirsa Teorem 3.1.1 den
U, =S

elde edilir.
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5. KONTROL MODULOSU ILIMLI SALINIMLI OLAN DiZILER
ICIN ALT DIiZiSEL YAKINSAK TAUBER TEORISI

Tamm 5.1 (u,) bir reel say1 dizisi olsun. (u,) dizisinin tiim yigilma noktalar1
I(u) da olmak lizere sonlu bir I(u) araligit mevcut ve I(u) araliginin her noktasi

(u,,) dizisinin bir y1gilma noktasi ise (u,,) dizisine alt dizisel yakinsak dizi denir.

Tanimdan alt dizisel yakinsak her dizinin sinirli oldugu agiktir. Fakat tersi
dogru degildir. Ornegin ((—1)™) dizisi smirhdir ancak alt dizisel yakinsak
degildir.

Teorem 5.2 (u,) bir reel say1 dizisi olsun. u, —u,_; = o (1) ve (u,) dizisi

siirlt ise (u,) dizisi alt dizisel yakinsaktir.

Teorem 5.3 u,, — s (4, 0) olsun. Eger (wT(Lm) (u)) dizisi (C, 1) ilimlh salinimli ve

(AVn(O) (Au)) dizisi yavas salimimli ise (u,,) dizisi alt dizisel yakinsaktir.

Teoremin ispati alt dizisel yakinsaklik kavramini tanitan Dik, F., (2002)
incelenebilir.

5.1 Boliimiinde kontrol modiilolart ilimli salinimli olan diziler i¢in alt
dizisel yakinsak Tauber teoremleri k =0 i¢in (A4,k) toplanabilmeye

genisletilecektir. 5.2 Boliimiinde de bu genislemenin sonuclari verilecektir.
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5.1. KONTROL MODULOSU ILIMLI SALINIMLI OLAN DiZiLER
ICIN ALT DIiZiSEL YAKINSAK TAUBER TEOREMLERI

Teorem 5.1.1 k > 1 tamsayisi i¢in u, = s (4, k) olsun. Eger (a)r(lm)(u)) dizisi
(€, 1) 1limh salimiml ve (AVn(O) (Au)) dizisi yavag salimmli ise (u,) dizisi alt

dizisel yakinsaktir.

Ispat u, > s (4,k) ve (a),(lm) (u)) dizisinin (C,1) 1limh salmimli oldugu
kullanilirsa Teorem 3.1.4 den dolayr (u,) dizisi smirhdir. (nAu,) dizisi igin
Kronecker esitligi yazilirsa

nlAu, — 07(11) (nAu) = Vn(o) (A(nAuw))
esitligi elde edilir. Esitlik 2.1.4 ve Esitlik 2.1.6 kullanilirsa

(0)
V Au
n ( ) Lo/ [/1-1(0)( A )

Au,
elde edilir. (u, ) dizisi smrlt ve smirli bir dizinin aritmetik ortalamasi da sinirli

oldugundan (0,51) (u)) dizisi sinirhidir. Boylece
uy — 0 (W) =V, (4w
esitliginden (I/;l(o) (Au)) dizisi de sinirlidir. O zaman

v, (Aw)
_—

oD (AV<0> (Au)) - 0

dir. Ayrica (AVn(O) (Au)) dizisinin yavas salinimli oldugu kullanilirsa Lemma 3.3
den

AV®(aw) - 0
elde edilir. Dolayisiyla

©
V. (Au
Au, = * + AV (Aw)

esitliginden
Au, -0

elde edilir. (u, ) dizisinin smirh ve Au,, = 0 oldugu kullanilirsa Teorem 5.2 den
(uy,) dizisinin alt dizisel yakinsak oldugu elde edilir.
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Teorem 5.1.2 k > 1 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. Eger (a),(lm) (u)) dizisi

(C,1) ilimh salinimh ve (Auw,) dizisi yavas salinimli ise o zaman (u,,) dizisi alt
dizisel yakinsaktir.

Ispat u, > s (4,k) ve (a),(lm)(u)) dizisinin (C,1) 1lmh salimimli oldugu
kullanilirsa Teorem 3.1.4 den dolayr (u, ) dizisi smurhdir. (nAu,) dizisi i¢in
Kroncker Esitligi yazilirsa

ndu, — 0P (maw) = VO (A(nAw))
esitligi elde edilir. Esitlik 2.1.4 ve Esitlik 2.1.6 kullanilirsa

(0
V Au
. ( ) AVn(O) (A LL)

Un
elde edilir. (u, ) dizisi smirh ve smurli bir dizinin aritmetik ortalamasi da siirli
oldugundan (a,gl) (u)) dizisi sinirhdir. Boylece

uy — 0P (W) = 1 (8w)
esitliginden (Vn(o) (Au)) dizisi de sinirhidir. Bundan dolay1

@)

0
n
dir. O zaman
0)
V7 (Au
Au,, = % + AV9(Aw)

esitligi kullanilirsa (Au,,) dizisi yavas salimmli oldugundan (AVn(O) (Au)) dizisi

yavas salinimlidir. Teorem 5.1.1 kullanilirsa (u,) dizisinin alt dizisel yakinsak
oldugu elde edilir.

Teorem 5.1.3 k > 1 tamsayisi i¢in u,, = s (4, k) olsun. Eger (w,(lm) (u)) dizisi

(C,1) 1limh salimml ve (u,,) dizisi yavas salimmli ise o zaman (u,,) alt dizisel
yakinsaktir.

Ispat u, —» s (4,k) ve (w,gm)(u)) dizisinin (C,1) 1lml salmimli olmasi

Teorem 3.1.4 den dolay1 (u, ) dizisinin sinirli olmasimi gerektirir. Ayrica (uy,)
dizisi yavas salimiml oldugundan Au,, — 0 dir. (u,, ) dizisinin smirh ve Au, — 0
oldugu kullanilirsa Teorem 5.2 den (u,,) dizisinin alt dizisel yakinsak oldugu elde

edilir.
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5.2. KONTROL MODULOSU ILIMLI SALINIMLI OLAN DIZILER
ICIN ALT DIZISEL YAKINSAK TAUBER TEOREMLERI
SONUCLARI

Bu bolimde p= (u,) dizisi yu,=mm+ 1)w,(lm)(u) seklinde

kullanilacaktir.

Teorem 5.2.1 k > 2 tamsayisi i¢in u, = s (4,k) olsun. Eger (ar(lk)(Au))

dizisinin treteci 1limli salinimli ve Ao,(lk_z)(u) = 0(1) ise 0 zaman (ar(lk_z)(u))

dizisi alt dizisel dizisel yakinsaktir.
ispat u, = (n + Dw™ () oldugundan Lemma 3.2.1 den
V0% = ndwd™ (u)

dir. Boylece Esitlik 2.1.5 kullanilirsa

(W (a0®@w)) = (o (V@ @20) ) = (62 (nsw™w))

elde edilir. Ayrica Esitlik 2.1.4 kullanilirsa
(Vn(o) (Ao.(k) (AM))) _ (O_T(lk—l) (w(m+1)(u))>

elde edilir. (O'r(lk) (A,u)) dizisinin ireteci ilimli salinimli oldugu ve Esitlik 2.1.8

kullanilirsa

(O_T(lk—l) (w(m+1)(u))> _ (wr(lm+1) (O.(R—l) (u))>

dizisinin 1limli salinimli oldugu elde edilir. Ilimli salinimli bir dizinin aritmetik

ortalamas1 yavag salinimli oldugu ve Esitlik 2.1.8 kullanilirsa

(O_r(lk) (a)(m+1) (u))> _ (wr(lm+1) (O.(k) (u)))
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dizisinin yavas salinimli oldugu elde edilir.
(u,) dizisinin s ye (A4, k) toplanabilir olmasi (a,(lk) (u)) dizisinin s ye Abel
toplanabilir olmasina denktir. (wr(lmﬂ) (a(k) (u))) dizisi yavas salimimli oldugu

kullanilirsa Sonug 3.2 den

a,gk) (u) »s

elde edilir. (o (u)) dizisinin s ye yakinsak olmast (o, (w)) dizisinin s ye

Cesaro toplanabilir olmasina denktir. Her Cesaro toplanabilir dizi Abel

toplanabilir oldugundan (™ (u) ) dizisi s ye Abel toplanabilirdir.

(w,%mﬂ) (a(k'l)(u))) dizisi iliml1 salinimli oldugu kullanilirsa Teorem 3.1.1 den
a,(lk_l) (w) »s
elde edilir. (a,(lk_l) (a)(m“)(u))) dizisi 1limh salinimli ve 1limli salinimli bir

dizinin treteci sinirli oldugundan, Esitlik 2.1.5 ve Esitlik 2.1.8 kullanilirsa
Vn(o) (Ao.(k—l) (w(m+1)(u))> _ Ur(lk_l) (w(m+2)(u)) _ w1(1m+2) (a("‘l) (u))

dizisi smirlidir. O zaman Lemma 3.3 den

m+1

7(qu+2) (=D (y)) = (—1)J m-.l-l AVn(Hk_l)(A y=0(1) (.1)
w (0 u) JZ(; ( j )n u

elde edilir. G,Ek_l)(u)—ns ve yakinsak bir dizinin trete¢ dizisinin sifira

yakinsamasindan

h? (a0* D)) = h P u) - 0
dir. Benzer sekilde

nAv® (aw) = v, (av &V (au)) - 0

dir. Yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamalar1 da yakinsak oldugundan
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j = 0igin nAVn(jJrk)(Au) -0

elde edilir. Ayrica (5.1) esitliginden
(nAVn(k_l) (Au))

dizisinin smirl oldugu elde edilir. (Vn(k_z)(Au)) dizisi icin Kronecker Esitligi
olan

n AV, V() = P (aw) - 1,57 (aw)
esitligi ve V.5V (Aw) - 0 kullanilirsa

(Vn("‘” (Au))

dizisinin sinirli oldugu elde edilir. (a,(lk_z) (u)) dizisi i¢in Kronecker Esitligi olan
o P W) - o VW = P

esitligi ve ar(lk_l) (u) — s kullanilirsa

(e P w)

dizisinin smirl oldugu elde edilir. (ar(lk_z) (u)) dizisi smrl ve Aa,sk_z)(u) -0

oldugu kullanilirsa Teorem 5.2 den (ar(lk_z)(u)) dizisinin alt dizisel yakinsak

oldugu elde edilir.

Teorem 5.2.2 k > 2 tamsayist i¢in u, — s (4, k) olsun. Eger tireteci (U,(Lk) (A,u))

olan dizi iliml1 salinimli ve Aa,gk_z) (u) =0 (1) ise 0 zaman (U,(Lk_z)(u)) dizisi

alt dizisel yakinsaktir.

ispat Ureteci (ar(lk) (A,u)) olan dizi i1limli salinimli ve 1liml1 salinimli bir dizinin

tireteci sinirl oldugundan (ar(lk) (Au)) dizisi sinirhdir.

n

1
o (8w) Tn+ 1ZA“1' -
=0

oldugu ve FEsitlik 2.1.8 kullanilirsa
ol (ap) = o (0™ W) = 0™ (oD (w)

dizisinin sinirl oldugu elde edilir. Lemma 3.3 den de
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m-—1
0™ (aoc—n(u)) _ Z (=1)/ (m]— 1) nAVIHED (Ay)
j=0

dizisinin sinirlt oldugu elde edilir. Sinirl bir dizinin aritmetik ortalamasi da sinirlt

oldugu ve Esitlik 2.1.8 kullanilirsa
o (0™ W) = 0™ (6© W)

dizisinin sinirh oldugu elde edilir.

(u,) dizisinin s ye (A4, k) toplanabilir olmasi (a,(lk) (u)) dizisinin s ye Abel

toplanabilir olmasima denktir. Ayrica (w,(lm) (0(") (u))) dizisi sl oldugundan

Sonug 3.1.5 den

a,gk) (u) »s

elde edilir.

( a,(Lk) (u)) dizisinin s ye yakinsak olmasi (a,(lk_l) (u)) dizisinin s ye Cesaro
toplanabilir olmasina denktir. Her Cesaro toplanabilir dizi Abel toplanabilir

oldugundan (a,gk_l)(u)) dizisi s ye Abel toplanabilirdir. Yani u,, - s (4, k — 1)

dir. Ayrica <w,(lm) (a(k_l)(u))> dizisi sinirh oldugundan Sonug 3.1.5 den
a,gk_l)(u) -s

elde edilir.

Yakinsak bir dizinin iireteci sifira yakinsak oldugundan

(a0 D)) = E "V @aw) > 0
dir. Benzer sekilde
nAv® (aw) = v, (av %D (au)) - 0
dir. Yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamalar1 da yakinsak oldugundan
j = 0igin nAVn(jJrk)(Au) -0
dir.
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m-—1
W (o0 ) = Y (=17 (") nand P

j=0

dizisi siirl oldugundan

(n AI/;l(k_l) (Au))

olan
n AV (0w = 157 (w) ~ 1 (4w
esitlizi ve V. D (Aw) > 0 kullanilirsa (Vn(k_z)(Au)) dizisinin siirli oldugu elde
edilir. ( (e=2) (u)) dizisi i¢in Kronecker Esitligi olan
o P W) — o P W) = E P (Aw)
esitligi ve ar(lk_l) (u) — s kullanilirsa
(ot @)
dizisinin smirl oldugu elde edilir. (ar(lk_z) (u)) dizisi smurli ve Aa,sk_z)(u) -0

oldugu kullanilirsa Teorem 5.2 den (ar(lk_z)(u)) dizisinin alt dizisel yakinsak

oldugu elde edilir.

Teorem 5.23 k >2 tamsayisi igin u, - s (4,k) olsun. Eger iireteci
(Vn(k)(Az,u)> olan dizi ilimh salinimli ve Aa,gk_z)(u) =o0(1) ise (U,(Lk_z)(u))

dizisi alt dizisel yakinsaktir.

Ispat Ureteci (Vn(k) (Az,u)> olan dizi 1limli saliniml1 ve

W@ = 1 (800 aw)
esitliginden dolay1

(O—rgk) (AH))

dizisi 1limh salinimhdir. Ilimli salinimli bir dizinin treteci de i1limh salinimh
oldugundan (ar(lk) (A,u)) dizisinin treteci de 1limli salimmhidir. u,, — s (4,k) ve
Aa,(lk_z)(u) = 0(1) oldugu kullanilirsa Teorem 5.2.1 den (a,(lk_z)(u)) dizisinin

alt dizisel yakinsak oldugu elde edilir.
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