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BÖLÜM 1 

 

1.Temel Kavramlar 

Bu bölümde ileride iĢimize yarayacak olan ve cebirin de temelini teĢkil eden tanımlar 

verilecektir. Bu bilgiler ıĢığında konumuzun ilerleyen safhalarında karĢımıza çıkacak 

olan tanımlar daha iyi anlaĢılacaktır. 

 

Tanım 1.1 (Fonksiyon) : X ve Y herhangi iki küme olsun. X in her bir elemanına Y nin 

bir ve yalnız bir elemanını karĢılık getiren f  kuralına X den Y ye bir fonksiyon denir.  

f : X →Y veya 𝑋
𝑓
 𝑌 

Ģeklinde gösterilir. X kümesine tanım kümesi, Y kümesine de değer kümesi adı verilir. 

Eğer f( X) →Y  ise f fonksiyonu örtendir denir. 

 x1+x2 ϵ X olsun. x1≠x2 için  f (x1)≠f(x2) ( ise f fonksiyonuna birebir fonksiyon adı verilir. 

Hem birebir hem de örten olan fonksiyona birebir örten fonksiyon denir (Alp ve 

Wensley, 2010).. 

 

Tanım 1.2 (Topolojik uzay) : X boĢtan farklı bir küme ve r da X in alt kümelerinin bir 

sınıfı olsun. Eğer aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa r sınıfına X üzerinde bir topoloji ve (X,r)  

ikilisine de bir topolojik uzay denir. 

[T1]ø,X Є r dır.  Gk1,Gk2,…Gkn Є r 

[T2]Gk1,Gk2,…Gkn Є r  ise  𝐺𝑘𝑖
∈ 𝜏𝑛

𝑖=1  ,yani r sınıfı sonlu arakesite göre kapalıdır. 

[Ta]  i Є I  için  Gki Є r   ise  𝐺𝑘𝑖
∈ 𝜏𝑖∈𝐼  ,yani r sınıfı keyfi birleĢime göre kapalıdır 

(Alp, 1997).. 

 

Tanım 1.3 (Homeomorfizm) : (X,r)  ve (Y,σ) topolojik uzaylar olmak üzere bir              

f:(X,r) → (Y,σ)fonksiyonu verilsin. Eğer aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa f fonksiyonuna bir 

homeomorfizm denir. 

a) f fonksiyonu birebir ve örten; 

b) f fonksiyonu sürekli; 

c) f  nin ters fonksiyonu f
-1

: (Y,σ) → (X,r) sürekli. 

Eğer (X,r)  ve (Y,σ)  uzayları arasında bir homeomorfizm varsa bu uzaylara homeomorf 

ya da topolojik olarak eĢ yapılıdır denir (Alp, 1997).. 
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Tanım 1.4 (Grup) : Grup tanımını yapabilmek için öncelikle ikili iĢlem tanımını 

vermeliyiz. G≠ø  bir küme olmak üzere *:G x G→G  Ģeklinde tanımlanan * dönüĢümüne 

G de bir ikili iĢlem ve üzerinde ikili iĢlemin tarif edildiği bu G kümesine de cebirsel yapı 

denir ve (G,*) ile gösterilir.G≠ø  bir küme olmak üzere  *:G x G→G  dönüĢümü G de bir 

ikili iĢlem olsun. (G,*)  ikilisi aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa buna grup denir. 

 G1) a,b Є G  için a * b  dir. (Kapalılık Özelliği) 

 G2)  a,b,c Є G için (a*b)*c = a*(b*c)dir. (BirleĢme Özelliği) 

G3) a Є G için e*a = a*e olacak Ģekilde  ᴲ e Є G vardır. (Birim Eleman)  

G4)  a,e Є G için  a * a
-1

 = a
-1 * a olacak Ģekilde ᴲ a

-1 Є G vardır. (Ters Eleman) 

  ikili iĢlemi   a,b Є G  için a*b=b*a Ģartını sağlıyorsa bu gruba değiĢmeli (abelyen, 

komütatif) grup denir (Andre, 1970). 

(G,*)  bir grup ve H,G ‗nin boĢ olmayan bir alt kümesi olsun. G deki grup iĢlemine göre 

H kümesi bir grup teĢkil ediyorsa H‗ye G ‗nin alt grubu denir ve H ≤G ile gösterilir 

(Arvasi ve Porter, 1997). 

 

Tanım 1.5 (Cosetler (Yan kümeler)) : G bir grup ve H,G ‗nin bir alt grubu olsun. g Є G 

olmak üzere, 

H.g ={hg : h Є H } ve g.H = { gh : h Є H} 

kümelerine H ‗nin sırasıyla sağ ve sol yan kümeleri denir. (toplam notasyonunda  

                                   H + g = { h + g:h Є H} ve g+ H = {g+h:h Є  H} olur.) (Arvasi ve 

Porter, 1997). 

 

Tanım 1.6 (Normal Alt grup) : G bir grup ve H≤ Golsun. Eğer H‗ın G ‗deki bütün sağ 

ve sol yan kümeleri eĢitse, yani   a Є G için aH = Ha oluyorsa o takdirde H alt grubuna 

G ‗nin normal alt grubu denir ve H ∆ G ile gösterilir (Andre, 1970). 

 

Tanım 1.7 (Bir grubun merkezi) : G bir grup olmak üzere G ‗nin merkezi M(G)ile 

gösterilir ve 

M(G) = {aЄG:ax = xa, xЄG için} 

olarak tanımlanır. Diğer bir deyimle bir G grubunun merkezi, G ‗nin her elemanı ile 

değiĢmeli olan  G deki elemanlardan oluĢan bir kümedir (Andre, 1970). 

 

Tanım 1.8 (Bir grubun bir küme üzerine etkisi) : G  bir grup ve A boĢtan farklı bir 

küme olsun. Bir 
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*:G x A → A,       (g,a) → ((g,a))=g*a 

fonksiyonu verilsin. Eğer  

i. aЄ A için e*a=a ise; 

ii. aЄ A  ve g,hЄ G için (gh)*a=g*(ha) ise; 

o zaman  fonksiyonuna G  nin A  üzerine bir etkisi ve A ya bir G-kümesi denir (Blyth, 

1986). 

 

Tanım 1.9 (Grup izomorfizmi ve homomorfizmi) : 

 (G,о),(G̕,о)̕ iki grup ve ø:G→G ̕birebir ve örten bir dönüĢüm olsun.  a,b Є Giçin, 

ø(a о b) = ø(a) о ̕ø(b) 

oluyorsa bu ø dönüĢümüne izomorfizm (eĢ yapı dönüĢümü) denir. G = Go̕lması halinde  

ø:G→Gi̕zomorfizmine ise G ‗nin otomorfizmi adı verilir.  

ġayet, ø:G→Gb̕ir izomorfizm ise G ve G ̕ye izomorf denir ve bu G ≈ G ̕ ile ifade edilir.  

Homomorfizm kavramı izomorfizm kavramından daha zayıf olmakla beraber cebirde çok 

büyük bir öneme sahiptir.  

(G,о),(G̕,о)̕ iki grup ve  ø:G→Gb̕ir dönüĢüm olsun.  a,b Є G için, 

ø(a о b) = ø(a) о ̕ø(b) 

oluyorsa bu ø dönüĢümüne grup homomorfizmi (veya kısaca homomorfizm) denir. 𝜙 

homomorfizmi birebir ise 𝜙 ye monomorfizm, ø dönüĢümü örten ise ø ye epimorfizm 

adı verilir.  G=G ̕ olması halinde ø:G→G ̕ homomorfizmine ise G nin endomorfizmi 

denir (Arvasi ve Porter, 1997).  

 

Tanım 1.10 (Ġç otomorfizm) : G bir grup ve a Є G olsun.  x Є G için, 

φa(X) = axa
-1 

ile tanımlı φa :G→G nin bir otomorfizmasıdır.ya φa‗ninG bir iç otomorfizması denir 

(Asar ve Arıkan, 2009) 

G nin bütün otomorfizmlerinin kümesi Aut(G) ile gösterilir (Andre, 1970). 

 

Tanım 1.11 (Halka) : H ≠ ø bir küme olmak üzere H üzerinde aĢağıdaki Ģartları 

sağlayan toplama (+) ve çarpma (.)  iĢlemleri tanımlı ise, H kümesine toplama ve çarpma 

iĢlemlerine göre bir halka denir ve ( H, +, . ) ile gösterilir. 

 𝑯𝟏) H kümesi (+) iĢlemine göre değiĢmeli grup olmalıdır. 

 𝑯𝟐)  a,b,c Є H için a.(b.c) = (a.b).c olmalıdır. (Çarpma iĢleminin birleĢme özelliği) 
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 𝑯𝟑) a,b,c Є H için a.(b+c) = (a.b)+(a.c) olmalıdır. (Çarpma iĢleminin toplama iĢlemi 

üzerine soldan ve sağdan dağılma özelliği) 

Eğer  a Є H için a.e=e.a=a olacak Ģekilde e Є H  varsa yani H halkasının çarpma 

iĢlemine göre birim elemanı varsa H halkasına birimli bir halka denir (Andre, 1970). 

 

Tanım 1.12 (Cisim) : H değiĢmeli ve birimli bir halka olsun. 

 a Є H  a ≠ 0 için ᴲ b ϵ H ; a.b = b.a = 1 

ise ,yani değiĢmeli H halkasının sıfırdan farklı her elemanının çarpma iĢlemine göre bir 

tersi varsa H ye bir cisim denir (Andre, 1970). 

 

1.1.Kategori 

 Kategori teorisinin matematiğin diğer birçok dallarında da kullanım alanı vardır. 

Kategori teorisi aynı tip nesneler ve bunlar arasındaki dönüĢümlerle ilgilidir. Daha genel 

olarak, kümeler arasındaki fonksiyonların bileĢkesinin birleĢme özelliğine sahip 

olduğunu ve her bir küme için bir birim fonksiyonu bulunduğunu biliyoruz. Burada daha 

genel olarak kümeler yerine nesneler ve fonksiyonlar yerine morfizmler alındığında 

kategori kavramı elde edilmiĢ olur (Alp, 1997;Higgins, 1971). 

Genellikle bu kavramların açıklandığı temel kaynak Blyth ‗in yapmıĢ olduğu Categories 

(Higgins, 1971) kitabı olduğundan burada o kaynak referans gösterilerek alıntılar 

yapılmıĢtır. 

 

Tanım 1.13 : Bir 𝒞 kategorisi nesnelerinin kümesi Ob(Ƈ), morfizimlerinin kümesi 

Mor(Ƈ), kaynak ve hedef dönüĢümleri, 

α,β:Mor(Ƈ)→Ob(Ƈ) 

nesne dönüĢümü, 

ɛ:Ob(Ƈ)→Mor(Ƈ) 

x→ɛ(x)=Ix 

ve 

Mor(Ƈ)α xβ Mor(Ƈ) = {(a,b) ϵ Mor(Ƈ) x Mor(Ƈ):α(b) = β(a)} 

üzerinde tanımlı  “.” biçimindeki çarpma iĢlemi kısmi çarpma iĢlemi olarak 

adlandırılacaktır. Bu dönüĢümler aĢağıdaki Ģartları sağlarlar; 

K1) (a,b)ϵ Mor(Ƈ)α xβ Mor(Ƈ)için α(b.a) = α(a) 

K2) a,b,c ϵ Mor(Ƈ) ile α(c) = β(b) ve α(b) = β(a) için  

c.(b.a) = (c.b).a 
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K3) x ϵ Ob(Ƈ )için α (Ix)=x=β(Ix) 

K4) aϵ Mor(Ƈ)için a.I α(a) = I β(a).a=a dır (Alp, 1997; Higgins, 1971). 

 

Tanım1.14 :Her hangi bir kategorisinde nesnelerin ve morfizmlerin bir diyagramı için 

verilen bir kaynak nesnesinden bir hedef nesnesine tüm bileĢke morfizmler eĢit ise 

kategori değiĢimlidir denir. Bu geometrik olarak gösterilecek olursa 

                           α                                    α 

               

 

 b                 c            α                              b 

                                                            

   𝛽 

ġekil 1.1. Morfizmlerin Diyagram 

biçiminde ifade edilir. Bu diyagramının değiĢmeli olması için gerek ve yeter Ģart    

c = b о a ve β о α = b о a 

olmasıdır. DeğiĢmeli kategoriye aĢağıdaki örnekler verilebilir (Higgins, 1971;Whitehead, 

1949). 

 

Örnek 1.1: Ƈ bir kategori ve A,Ƈ kategorisinin sabit nesnesi olsun. AĢağıdaki gibi bir A
→ 

kategorisi oluĢturulabilir:Ƈ kategorisinin morfizmleri olarak 𝐴
𝑓
 𝑋 nesneleri alınır. Yani,  

𝑂𝑏 𝐴  =  𝑓 𝑓: 𝐴  𝑋  , 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝒞)  

dir. 𝐴
𝑓
 𝑋 nesnesinden 𝐴

𝑔
 𝑌 nesnesine bir morfizm aĢağıdaki diyagramdaki gibi 

verilirse 

                 f  

                     A                       X   

                                  

                                                       g     

                                                          Y 

ġekil 1.2. Morfizmlerin DeğiĢimli Diyagramı 

değiĢimli diyagramı elde edilir. 

Benzer Ģekilde ; 𝐴  kategorisi de aĢağıdaki gibi elde edilebilir: 

Nesneler için Ƈ kategorisinin 𝑋
𝑓
 𝐴 Ģeklindeki morfizmleri ile ve  𝑋

𝑓
 𝐴  nesnesinden 

𝑌
𝑔
 𝐴 nesnesine bir morfizm de aĢağıdaki diyagramla ifade edilir ve  
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                                      f  

                   X                           A   

                                 

                                                   h                    g 

                                                       Y 

ġekil 1.3. Morfizmlerin Katogori DeğiĢimli Diyagramı 

değiĢimli diyagramı elde edilir (Higgins, 1971) .  

Bu kategorilere comma kategorileri de denir. 

Örnek 1.2 : Ƈ bir kategori olsun. Bu durumda Ƈ kategorisinden aĢağıdaki gibi bir baĢka 

kategori de elde edilir. 

Nesneleri Ƈ kategorisinin morfizmleri ve 𝐴
𝑓
 𝐵 nesnesinden 𝐶

𝑔
 𝐷  nesnesine bir 

morfizm olan kategori 

      f 

A  B                            

 

                                  𝛼                         𝛽 

                                              C       g       D 

değiĢimli diyagramı ile tanımlıdır.  

Morfizmlerin bileĢimi de aĢağıda verilen Ģekilde tanımlanabilir:  

               f                                 𝑓 ′  

A  B                     𝐴′                 𝐵′  

                           

                      𝛼                           𝛽          𝛼′                         𝛽′  

 

C                 D                    𝐶 ′                 𝐷′  

         g                                          𝑔′  

ġekil 1.4. Morfizmlerin BileĢkeleri Diyagramı 

Bu diyagramlarının birleĢimli olması için gerek ve yeter Ģart  

A’ = B ve C’ = D 

olmasıdır. Bu durumda diyagramların bileĢkeleri olan Ģekil  

                              ƒ’оƒ 

     A                            𝐵′  
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                      α’ β’ 

                                                

 

                                               C                             𝐷′ 

                                                                      g’о g   

ile verilir. Bu kategoriye 𝒞 kategorisi üzerindeki ok kategori denir (Higgins, 1971).  

 

Tanım 1.15: Eğer bir kategorinin nesneleri bir küme Ģeklinde ise bu kategoriye küçük 

kategori denir (Higgins, 1971). 

Kategori tanımından hemen sonra alt kategorinin ne olması gerektiği konusunda alt 

kategori tanımı aĢağıdaki biçimde verilebilir. 

 

Tanım 1.16:   Ƈ ve Ɗ iki kategori olsun.  

 i ) ObƇ bƊ 

ii ) x,y ϵ Ob(Ƈ)  için  Ƈ(x,y) Ɗx,y) 

iii) Ƈ nin morfizmalarının bileĢke iĢlemi Ɗ nin ki ile aynı ise bu durumda 

Ƈ,Ɗ,nin alt kategorisidir denir (Arvasi ve Porter, 1997) . 

Ƈ,Ɗ,nin alt kategorisi ve x,y ϵ Ob Ƈ  için Ƈ(x,y) = Ɗ(x,y) ise Ƈ ye Ɗ nin dolu alt 

kategorisi, ObƇ = ObƊ ise Ƈ ye Ɗ nin geniş alt kategorisi denir (Alp, 1997;Whitehead, 

1949). 

Tanımını vermiĢ olduğumuz kategorilere aĢağıdaki örnekler tanımların anlaĢılması için 

verilebilir. 

 

Örnek 1.3 :  Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir (Alp, 1997). 

Çözüm için her kategori kendisinin bir alt kategorisi ise bu kategorinin nesnelerinin 

kümesi ve morfizmlerinin kümesi her zaman için mevcuttur. Aynı zamanda birebir 

olduklarından alt kategori Ģartları sağlanır. Bu durumda her kategori kendisinin dolu alt 

kategorisidir.  

 

Örnek 1.4 : Sonlu olan kümelerin kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt kategorisidir 

(Alp, 1997). 
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Örnek 1.4 : Abel grupların kategorisi, Grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir(Alp, 

1997). 

Örneklerle tanıttığımız Set kategorisi için aĢağıdaki önemli özellikler verilebilir. 

 

Önerme 1.1 : Kümelerin Set kategorisinde bir a:A→B morfizmi için aĢağıdaki durumlar 

birbirine denktir. 

1. 𝑎 bire-bir dir.(Yani a(X) = a(Y) ise X=Y dir.) 

2. 𝑎 soldan sadeleĢebilirdir. .(Yani a о b = a о c  b=c dir.) (Higgins, 1971). 

 

Ġspat : Gerçekten ; 

 1 2)Kabul edelim ki a birebir, b,c:C→A  ve  a о b = a о c olsun. Bu durumda x ϵ C 

için, 

(a о b)(X) = (a о c)(X)  a(b(X)) = a(c(X)) 

olur ve a bire-bir olduğundan  

b(X) = c(X) 

dir. x ϵ C  için ve b,c:C→A tanımlandığından b = c bulunur.  

 2 ⇒ 1) ∶ Kabul edelim ki a soldan sadeleĢebilir ve bire-birlik Ģartının hipotez kısmı olan 

a(X) = a(Y) ve C = {α} olsun. 

b(α) = X ve c(α) = Y 

olacak Ģekilde  b,c:C→A  dönüĢümleri tanımlansın. Bu takdirde  

a(X) = a(Y) 

eĢitliğinde X ve Y yerine yazılırsa  

a(b(α)) = a(c(α)) = a о b = a о c 

                   b=c 

olduğundan  

X = b(α) = c(α) = Y 

bulunur (Higgins, 1971) . 

 

 Tanım 1.17 (Monik)  :  Ƈ bir kategori olsun. Eğer Ƈ  kategorisinde bir  a:A→B 

morfizmi soldan kısaltılabilir ise a‘ ya monik denir. 

  Set kategorisinde bir morfizmin monik olması için gerek ve yeter Ģart morfizmin bire-

bir olmasıdır (Higgins, 1971;Brown, 1999).  
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Tanım 1.18 (Epik) : Ƈ bir kategori olmak üzere Ƈ kategorisinde bir a:A→B morfizmi 

sağdan kısaltılabilirse, yani; 

b о a = c о a  b=c 

ise a‘ ya epik morfizmler denir.Epik morfizmlerin özelliklerini yansıtan önerme ve 

örnekler aĢağıdaki gibi verilebilir (Higgins, 1971;Brown, 1999). 

 

Tanım 1.19:  Bir Ƈ kategorisinde ƒ : A → B morfizmi verilsin. Eğer bu 𝑓 morfizmi 

soldan kısaltma özelliğine sahipse yani ƒg = ƒh olacak Ģekildeki g ve h morfizmleri için 

g = h olacak Ģekilde bulunabilirse ƒ morfizmine bir monomorfizm denir (Alp, 1997) . 

 

Tanım 1.20: Bir Ƈ kategorisinde ƒ : A → B morfizmi verilsin. Eğer bu ƒ morfizmi 

sağdan kısaltma özelliğine sahipse yani olacak Ģekildeki g ve h morfizmleri için g = h 

bulunabilirse ƒ morfizmine bir epimorfizm denir (Alp, 1997) . 

 

Tanım 1.21: Ƈ bir kategori ve ƒ : A → B de bu kategoride bir morfizm olsun. Eğer  

gƒ =1A olacak Ģekilde bir g : B → A morfizmi varsa ƒ ye bir kesit denir. Eğer ƒg =1B 

olacak Ģekilde bir g : B → A morfizmi varsa ƒ ye bir dual kesit denir (Alp, 1997). 

 

Tanım 1.22: Monomorfizm ve epimorfizm olan bir morfizme bimorfizm, kesit ve dual 

kesit olan bir morfizme ise izomorfizm denir. Eğer ƒ : A → B dönüĢümü bir izomorfizm 

ise A ve B nesnelerine izomorf denir (Alp, 1997). 

 

Tanım 1.23: Bir Ƈ  kategorisinde A ϵ Ob(Ƈ)  nesnesi verilsin. Eğer her bir X ϵ Ob(Ƈ)  

nesnesi için MorC (A,X) bir tek morfizme sahipse A ϵ Ob(Ƈ) nesnesine bir kaynak 

dönüşümü denir.Benzer olarak her bir X ϵ Ob(Ƈ)  nesnesi için MorC (A,X) bir tek 

morfizme sahipse A ϵ Ob(Ƈ)  nesnesine bir hedef dönüşümü denir (Alp, 1997). 

 

1.2.Funktorlar 

Her kategoride, nesneler arasındaki dönüĢümlere karĢılık gelen morfizmlerin olduğu 

bilinmektedir. Örneğin kümeler arasında fonksiyonlar, topolojik uzaylar arasında sürekli 

fonksiyonlar, gruplar arasında grup homomorfizmleri vardır. Benzer olarak kategoriler 

arasında da dönüĢümlerin olması kaçınılmazdır. Bu dönüĢümlere literatürde funktor denir 

ve çeĢitli özellikleri mevcuttur. Bu özellikler ve tanımlamalar aĢağıdaki gibi verilebilir. 
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Tanım 1.24:  Ƈ veƊ  iki kategori olmak üzere Ƈ nin her bir A nesnesini Ɗ nin bir F(A) 

nesnesine, Ƈ nin her bir ƒ : A → B morfizmini ise Ɗ deki bir F(ƒ) : F(A)→F(B) 

morfizmine dönüĢtüren ve aĢağıdaki Ģartları sağlayan bir F dönüĢümüne Ƈ den Ɗ ye bir 

funktor denir ve F : C → D biçiminde gösterilir. 

i) Ƈ kategorisinde g о ƒbileĢkesi tanımlı olacak Ģekildeki f ve g morfizmleri 

içinF(g о ƒ) = F(g) о F(ƒ) dir. 

ii)  A ϵ Ob(Ƈ)  için F(1A)=1F(A) dır (Alp, 1997)-(Alp ve Wensley, 2010).. 

 

Tanım 1.25 : Ƈ , Ɗ kategorisinin alt kategorisi, ∀ X ϵ Ƈ için iX = Xve Ƈ kategorisinin 

her morfizmi için de 

ia = a 

biçiminde ise i : Ƈ → Ɗ bir funktordur. Bu funktora dahil etme funktoru denir (Higgins, 

1971).  

 

Tanım 1.26 : F : Grp → Grp funktoruna türemiş grup funktoru denir. F : Grp → Abel 

funktoruna ise abel funktoru adı verilir (Higgins, 1971). 

 

Tanım 1.27 : F : A1 x A2 → A Ģeklinde tanımlı funktora bifunktor , F : A1 x A2 x A3→ A 

Ģeklinde tanımlı funktora  trifunktor ,ve 

F : A1 x A2 x A3 x…x An → A          n≥4 

Ģeklinde tanımlı funktora  ise multifunktor denir (Higgins, 1971). 

 

Tanım 1.28 : F:A→B funktoru için G о F =1A ve F о G =1B olacak Ģekilde G : B → A 

funktoru bulunabiliyor ise F funktoruna izomorfizm denir (Higgins, 1971). 

 

Tanım 1.29: Eğer F:A→B izomorfizm ise A ve B kategorilerine izomorfik kategoriler 

denir (Higgins, 1971) . 

 

1.3.Homotopi 

Tanım  1.30  : F(x,0) = ƒ0(x), F(x,1) = ƒ1(x)  x ϵX Ģartları ile birlikte F:X x I →Y 

sürekli dönüĢümüne homotopi denir. Burada X, Y uzaylar olmak üzere ƒ0, ƒ1 : X→Y 

sürekli dönüĢümlerdir ve ƒ0, ƒ1‘e  homotopiktir denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve 

Macdonold, 1969). 
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Ġki matematiksel nesnenin homotopik olması, birinin diğeri üzerine sürekli olarak 

deforme edilebilmesi ile aynı anlamdadır. Örneğin gerçel sayı doğrusu, tek bir noktaya 

homotopiktir. Ancak çember, tek bir nokta uzayına homotopik değildir (Mucuk, 1949; 

Atiyah ve Macdonold, 1969). 

  

Tanım 1.31 : Nesneleri X topolojik uzayları, Hom kümeleri Hom(X ,Y) = [X ,Y] ve 

birleĢimleri [g]  [ f ] = [g f ] biçimindeki bölüm kategorisi homotopi kategorisi olarak 

adlandırılır ve hTop ile ifade edilir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969). 

 

Tanım 1.32: Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri homotopi sınıfları ve kısmi çarpım 

iĢlemide homotopi sınıfları arasında tanımlı * iĢleminden oluĢan kategoriye homotopiler 

kategorisi denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969). 

 

Tanım  1.33  : ƒ : X→Y fonksiyonu sabit bir fonksiyona homotopik ise ƒ ‘ye null 

homotopik fonksiyon denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969). 

 

Tanım 1.34: (Relatif homotopi)-A ⊂ X,ƒ : X → Y ve g : X → Y sürekli fonksiyonlar 

olsunlar. Eğer a ϵ A için ƒ ve g arasında t ϵ I dan bağımsız  F(a,t ) homotopisi mevcutsa 

ƒ ve g fonksiyonlarına A ya göre homotopiktirler denir. Diğer bir deyiĢle  a ϵ A ve  t ϵ 

I için F(a,t ) = ƒ(a) = g(a) olacak Ģekildeki F homotopisine A ya göre homotopi denir. 

Bu homotopi ƒ  g veya F: ƒ  g(relA) biçiminde gösterilir. 

 F: ƒ  g(relA) ise  x ϵ X için F(x,0) = ƒ(x) ve F(x,1) = g(x) olup  x0ϵ A, ∀ t ϵ I için 

F(x0 , t) = ƒ( x0 ) = g(x0) elde edilir. Eğer A = ø ise 𝐴 ya göre homotopiye null homotopi 

denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969). 

 

1.4.Homotopi denkliği 

 

Ġki sürekli fonksiyonun homotopik iken denk oluğunu düĢünecek isek, homeomorfizm 

tanımını değiĢtirmemiz gerekir ‗=‘ iĢareti yerine homotopiyi koymalıyız. Bu bizi 

aĢağıdaki ‗homotopi denkliği‘ kavramına götürür: 

Tanım 1.35:X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eğer g о ƒ  Ix : X → X ve ƒ о g  Iy: Y →Y  

olacak Ģekilde ƒ : X → Y ve g : Y → X sürekli fonksiyonları mevcutsa, X ve Y uzaylarına 

aynı homotopi tipindendir ya da homotopik olarak denktir denir. f ile g fonksiyonlarına 

ise homotopi denklikleri denir. 
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Yazarken ‗homotopi denkliği‘ kavramından ziyade ‗iki uzayın homotopik olması 

kavramı daha yaygındır (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969). 

 

Teorem 1.1 : Homotopi bağıntısı " ≃ " bir denklik bağıntısıdır. 

 

Ġspat : " ≃ "  bağıntısının bir denklik bağıntısı olması için yansıma, simetri ve geçiĢme 

özelliğine sahip olduğunu göstermeliyiz. 

i)" ≃ "bağıntısınınyansıyan olduğunu göstermek için 𝐹 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥  𝑣𝑒 𝐹 𝑥, 1 = 𝑓(𝑥) 

olacak Ģekilde bir 𝐹: 𝑋 × 𝐼  𝑌 sürekli fonksiyonunun tanımlanması gerekir. Burada 

𝐹 𝑥, 𝑡 = 𝑓(𝑥) olacak Ģekilde tanımlanırsa f  f olduğu görülür. 

ii)  bağıntısının simetrik olduğunu göstermek için 𝑓 ≃ 𝑔 iken 𝑔 ≃ 𝑓 olduğunu 

göstermeliyiz. 𝑓 ≃ 𝑔 olsun. Bu durumda  

𝐹: 𝑋 × 𝐼  𝑌   ,        𝑥, 𝑡 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑡) 

sürekli fonksiyonu 𝐹 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥  𝑣𝑒 𝐹 𝑥, 1 = 𝑔(𝑥)  olacak Ģekilde mevcuttur. 

Buradan  

𝐺  ∶   𝑋 × 𝐼  ⟶    𝑌 

fonksiyonu da sürekli olup 𝐺(𝑥, 1) = 𝐹 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥  ve 𝐺(𝑥, 0) = 𝐹 𝑥, 1 = 𝑔 𝑥   elde 

edilir. O halde  𝑔 ≃ 𝑓 dir. 

iii)  𝑓 ≃ 𝑔 ve 𝑔 ≃ 𝑕 olsun. O halde;  

𝐹: 𝑋 × 𝐼  𝑌 

      𝑥, 𝑡 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑡) 

sürekli fonksiyonu 𝐹 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥) ve 𝐹 𝑥, 1 = 𝑔(𝑥) olacak Ģekilde ve  

𝐺: 𝑋 × 𝐼  𝑌 

      𝑥, 𝑡  ↦ 𝐺(𝑥, 𝑡) 

sürekli fonksiyonu 𝐺 𝑥, 0 = 𝑔(𝑥) ve 𝐺 𝑥, 1 = 𝑕(𝑥) olacak Ģekilde mevcuttur. 

F ve G yardımı ile  

𝐻: 𝑋 × 𝐼  𝑌 

      𝑥, 𝑡   ↦ 𝐻 𝑥, 𝑡 =  
𝐹 𝑥, 2𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1/2

𝐺 𝑥, 2𝑡 − 1 ,
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1

  

sürekli fonksiyonunu tanımlayabiliriz. Buradan  

𝐻 𝑥, 0 = 𝐹 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥) 

 ve  

𝐻 𝑥, 1 = 𝐺 𝑥, 1 = 𝑕(𝑥) 

 elde edilir. O halde  𝑓 ≃ 𝑕 dır (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969). 



 

 

Bölüm 2 

 

2.1 Temel Kavramlar 

           Bu böümde ilk olarak tüm bağlantılı homotopi tipleri icin cebirsel model teĢkil 

eden simplisel cebirler kategorisi, ©impCbr, incelenecektir. Daha sonra simplisel 

objelerin ve Carrasco tarafından (M. Gerstenhaber, 1966) de tanımlanan yüksek 

mertebeden Peiffer elemanları ile hiper çaprazlanmıĢ kompleks çiftlerinin bazı temel 

özellikleri verilecektir. (Özellikle bolüm sonunda verilen tablo yardımıyla ikinci bölümde 

3—çaprazlanmıĢ modül kavaramı tanımlanacaktır. 

2.2 Simplisel Cebirler 

           Bu kısımda simplisel cebirler ve homoloji modülleri ile ilgili bilinen bazı tanımlar 

ve özellikler yer almaktadır. Bu kısma iliĢkin daha fazla detay için Andre (Orter, 1993) 

nin "Homologie des algebres commutatives" kitabına baĢvurulabilir. 

k, bir sabit, birimli, değiĢmeli halka olsun. Burada bütün k-cebirleri değiĢmeli ve 

birleĢimli olarak kabul edilecek ancak idealler ve modülüler cebir olarak düĢünülecektir. 

Bütün k-modüllerinin kategorisi M o d ile gösterilecektir. 

 

Tanım 2.1    M bir k-modul olsun. Her m1,m2,m3 e M için 

 
 1 2 1 2

         

,        

Mx M M

m m m m




 

Ģeklinde tanımlanan k-bilineer fonksiyonu 

       1 2 2 1                               1 2 3 2 3i)   ) ( )  1 m m m m ii m m m m m m   

koĢullarını sağlıyorsa M ye bir değiĢmeli k-cebiri (ya da k üzerinde cebir) denir. 

DeğiĢmeli cebirler kategorisini  Cbr  ile göstereceğiz. 

Bu bölüme simplisel cebirler teorisi ile ilgili bazı temel bilgiler vererek 

baĢlayacağız. Birinci kısımda simplisel objeler üzerinde bazı genel sonuçları 

hatırlayacağız. Özellikle, değiĢmeli cebirler üzerinde tanımlı simplisel objeler üzerinde 

yoğunlaĢacağız. 

Tanım 2.2    En n
  cebirlerin bir ailesi olsun. 

 
1

1

d :            0 i  0,

s :            0 i ,

n

i n n

n

i n n

E E n

E E n





   

  
 

k—cebir homomorfizmleri olmak üzere 
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1 1

1

1 1

1

1 1

1

1

1 1

1

1. 0

2. 0

3. 0

4. 1

5. 0 1

n n n n

i j i i

n n n n

i j j i

n n n n

i j j i

n n

i j

n n n n

i j j i

d d d d i j n ise

d s s s i j n ise

d s s d i j n ise

d s id i j ya da i j ise

d s s d j i n ise

 



 



 





 



   

   

   

   

    

 

özdeĢlikleri sağlanıyorsa   ( E , , )n i in
d s


 üçlüsüne bir simplisel cebir denir ve kısaca 

E ile gösterilir. di, si homomorfizmlerine sırasıyla yüzey ve dejenere operatörleri  

denir. Uygulamadaki kolaylığı acısından yukarıdaki aksiyonların gerektirdiği aĢağıdaki 

eĢitlikler daha sık kullanılır. 

1

1

1

1

1. 0

2. 0

3.

4.

i j j i

i j j i

i j j i

i j j i

d d d d j i n ise

s s s s j i n ise

s d d s j i ise

s d d s i j ise









   

   

 

 

 

Bu eĢitlikler standarttır ve  (Gerstenhaber, 1966) de  bulunabilir. 

Tanım 2.3     x En   elemanlarına n- boyutlu simpleks  denir. Bazı  y  ler için  

( )ix s y   oluyorsa bu x simpleksine bir  dejenere simpleks denir. 

Tanım 2.4  Bütün  
n

id  yüzey operatörleri ve bütün  
n

is   denejere operatörleri birleĢmeli 

olan yani 

1 1,i n n i n i i nd f f d f s s f    

ġartını sağlayan    :n n nf E F     k-cebir homomorfizmlerinin bir    kümesine E  ve F 

simpisel cebirleri arasında bir  homomorfizm denir ve   E F  Ģeklinde gösterilir.  

Böylece  GimpCbr  ile göstereceğimiz simplisel cebirlerin kategorisi tanımlanmıĢ olur.  

Bu tanımın düĢük boyutlar için bir geometrik yorumu Ģu Ģekilde yapabilir: 

0n  için bir 0 – boyutlu simpleks açık bir   
0x E noktasıdır. 

1x E  için 1 - boyutlu 

simpleks  1 0

xd x d x    

2x E  için 2 - boyutlu simpleks üçgendir: 

  

 

 

 
                       

         

          
2

d x                    0
d x     

  

                      x                      
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ġekil 2.1. Simpleks Üçgeni 

ve 
3x E   için 3- boyutlu simpleks bir dörtyüzlüdür.6 

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

ġekil 2.2. Simpleks Dörtyüzlü 

Tanım 2.5  Bir simplisel k-modül, n  0 ,  Tanım 1.2.2 de verilen denklemleri 

sağlayan k—modül homomorfizmleri ile k—modüllerin bir En ailesidir. 

 

Tanım 2.6  E  herhangi bir simplisel  K – modül olsun ve 

                                             1:n n nE E    

Homomorfizmi 

                                                             
0

1
n

i n

n i

i

d


    

Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda k - modüllerinin bir kompleks zinciri vardır. Simplisel 

cebirlerin tanımında yer alan 1. aksiyom gereği  
n+1 n   0    dır. Bu böylece E 

simplisel modülüyle iliĢkili bir zincir kompleksi olur. Buradan 

n. homoloji modülü Hn (E) 

  
1Im
n

n

n

Çek
H E







 

ġeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.7 E bir simplisel k-cebir olsun. Her n    için En = E ve dJ = sj = id olmak 

üzere  ( E , , )n i in
d s


üçlüsü bir simplisel cebirdir. Bu simplisel cebire sabit simplisel 

cebir denir ve K(E, 0) ile gösterilir. 

 
  

                       
1

d x                    

 

 
                                                                         

   
3 0

d x d x  

 

 

                       

 

 

 

                       
0

d x  

             

                 
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Tanım 2.8   Bir E simplisel cebir,  K (E, 0)  sabit simplisel cebir olsun, 

  E K(E,  0)  

dönüĢümüne E simplisel cebirinin artırılmıĢı denir. Bu artırma 

 
1 1

0 1 1:fd fd E E   

örten k-cebir homomorfizmi yardımıyla olur. Eğer E artırılmıĢ simplisel cebiri devirli  ve 

n > 0 icin Hn (E)   0 , H0 (E)   E ise bu simplisel cebire devirli simplisel cebir denir. 

 

2.3 Bir Cebirinin Simplisel Çözümü 

Tanım 2.9  B bir değiĢmeli k-cebir olsun. B nin bir serbest simplisel çözümü, (E, f) 

devirli ve herbir En serbest olacak Ģekilde bir 
0f : E   B  geniĢlemesi ile birlikte bir E 

simplisel cebirinden oluĢur. 

 

2.4    Bir Simplisel Cebirin Moore kompleksi ve Homotopi Modülü 

Tanım 2.10   E simplisel cebir olsun. 

 
1

0

n
n

in
i

NE Çekd




   

ve  her  

 n n n—1 n n n-1n  0 icin  :  NE  NE  don m ,  d  : E   Enüşü ü     

dönüĢümünün (NE)n kümesine kısıtlanıĢı olmak üzere (NE,  )  zincir kompleksine 

E simplisel cebirin Moore kompleksi denir. 

 

Tanım 2.11  E  simplisel cebir olsun. E nin Moore kompleksinin n. Homolojisine 

E nin n. homotopi modülü denir ve 
n (E)  ile gösterilir. Yani 

 

1 1

1

1

( , )

/ ( )

n n

n
n n n

i n i

i

E H NE

Çekd d Çekd



 





 

 
.

 

( )nNE ve E nin yorumunu Ģu Ģekilde yapılabilir:   

 11,n NE     için 

 0     

Ve 2NE   
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0

0

 





 

 

 

Eğer
2NE 
 

 

0 0

0





 

 

Ģeklinde ise  ,Çek   içindedir. Eğer    onun 3. yüzünde ve diğer bütün yüzleri de sıfır 

olacak Ģekilde bir x 3-Ģimpleksi varsa 
2,x   (E) nin aĢikar elemanını verir. 

2.5 KısıtlanmıĢ Simplisel Cebirler 

NE ve  
n  (E) nin elemanları için bu basit yorum, ilerde, bazı baĢka durumlardaki 

elemanların yorumuna yardımcı olarak faydalı olacaktır. 

 

Tanım 2.12 E simplisel cebirinde mertebesinin boyutu > k olan En elemanlarını 

almayarak elde edilen komplekse E simplisel cebirin bir k-kısıtlanmıĢ simplisel cebiri 

denir ve trkE ile gösterilir. k-kısıtlanmıĢ simplisel cebirlerin kategorisi kTrSimpCbr  ile 

gösterilir.Ġskelet funktor hakkındaki bazı bilgiler (Gerstenhaber, 1966) dan 

hatırlanacaktır. Cebirlerin kategorisi Cbr  de bir kısıtlama funktoru vardır. Bu funktor k-

tersiskelet funktor olarak adlandırılan  

cos :k kk Tr SimpCbr SimpCbr  

Ģeklinde sağ ek (adjoint) ve k-iskelet funktor olarak adlandırılan bir 

 k ksk :  Tr ,SimpCbr SimpCbr
 

sol ek funktora Ģahip olan 

 ktr  :  kTrSimpCbr SimpCbr  

Ģeklinde bir kısıtlama funktoru vardır. Ġskelet funktor hakkındaki detaylı bilgi için 

(Gerstenhaber, 1966) ve (Andre, 1970) den elde edilebilir. 

AĢağıda verilen teorem (Mucuk, 2010) tarafından gruplar için yapılmıĢtır. Burada bunun 

ispatını vermeyeceğiz fakat daha farklı bir yol izleyerek bazı değiĢiklikler yapılmıĢ olan 
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ve değiĢmeli cebirler için kullanılan (Asar ve Arıkan, 2009) de bulunan sonucu 

vereceğiz. 

 

Teorem 2.1  (Mucuk, 2010)  E bir simplisel cebir olsun. E nin tersiskeleti   kcosk tr E  

nin Moore kompleksi k + 1 uzunluğundadır. Yani 

   k k i  k  1 i in N cosk tr E   0
i

ç    

dir ve k + 1 den küçük boyutlarda E nin Moore kompleksi ile özdeĢtir. Buradan 

     k k 1N cosk tr E   ek k :  NE  NEk k
k ı

Ç 


    

ve 

       1 k k k k: cosk tr E   cos  tr Ek k
k ı k

N N k NE


    

morfizmi birebirdir. 

 

 2.6 Yüksek Mertebeden Peiffer Elemanları 

Bu bölümde (Hungerford, 1974) de verilen aĢağıdaki sonuçları vereceğiz: 

NE n  1  Ġçin E nin Moore kompleksi olsun. Aynı Ģekilde n > 1 için ,Dn boyutlu 

dejenere elemanları tarafından Üretilen ideal olsun. Eğer   
n nE D  

ise her 

   n n n nNE I    

dir. Burada, ,n nI E  içinde, açık olarak verilen elemanların kümesi tarafından üretilen bir 

idealdir.Eğer n = 2, 3 ya da 4 ise bu durumda E simplisel cebirin Moore kompleksinin 

görüntüsü 

,

( )n n I J

I J

NE K K   

Formunda verilebilir. Burada     , 1 0,1...., 1I j n n      olmak üzere 

 1I J n     ve 

 1

1

n

i j j

i j J

K Çekd v ve K Çekd
 

    

dir. Genel olarak  n  >  4  için 

 
,

( )I J n n

I J

K K NE   

ifadesi tanımlanmıĢtır. 
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2.13 Tanım ve Notasyon:Ġlk olarak P. Carrasco ve A.M. Cegarra (Lichtenbaum ve 

Schlessinger, 1967) den aĢağıdaki notasyon ve terminolojiyi hatırlayalım.   

 

       0 1 ... : 1

,

1 ,

n

i

n

i

n n sıralı kümesi için n n

j j i ise

j j i ise





     


 

 

 

Ģeklinde tanımlanan artan, örten fonksiyon olsun. 

     , ,S n n r n den n r   ye monoton artan orten bütün fonksiyonların kümesi 

olsun. Bu küme 
n

i  lerin çeĢitli birleĢimleriyle üretilebilir. Bu üretilen fonksiyonların 

birleĢimi aĢağıdaki asitliği sağlar. 

 1j i i j j i      

 1 2

1 2

0 ... 1 , ,

....

r

i i ir

i i i n olmak üzere bu her S n n r elemanının

o o o



   

       



 

Ģeklinde bir tek açılımının olmasını gerektirir. Burada  
ki  indisleri 

       1,......, : 1ri i i i i     

olacak Ģekilde  n  nin elemanlarıdır. Böylece  ,S n n r  kümesini 

  1 1 2,......, : 0 ... 1r ri i i i i n       

kümesi ile belirleyebiliriz. Özellikle [n] üzerinde birim fonksiyon ile tanımlanan S(n, n) 

nin tek elemanı, 
n
 ile gösterilen bos 0 — tuple ( ) a karĢılık gelir. Benzer olarak S(n, 0) 

ın tek elemanı (n — 1, n — 2 , . . . , 0) dır. Her  0n   için 

    
0

S n,  n-r
r n

n S
 

   

olsun. Eğer  
1 1 1 1,....., k k k ki j i j fakat i j ise ya da eğer     

     1 1 1 1,...., ,....., ,...., ,r r si j j ve r s ise i i j j S n       nin içindedir denir.  

Bu   S n  yi bir sıralı küme yapar. Örneğin S (2) deki ve S (3)  deki sıra 

 

        

              

                 

             

2

2

2

2 1 0 1,0

2 2 2,1 0 2,0 1,0 2,1,0

2 { 3 2 3,2 1 3,1 2,1 3,2,1 0

3,0 2,0 3,2,0 1,0 3,1,0 2,1,0 3,2,1,0 }

S

S

S







   

      

        

      
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ġeklindedir.  , S n ise     , her ikisine birden ait olan indislerin kümesini 

belirtir. 

 

2.7. Bir Simplisel Cebirin Yarıdirekt AyrıĢması 

Buradaki temel fikir Conduche (TaĢcı, 2007) de bulunabilir. Bir simplisel grup durumu 

için ayrıntılı inceleme Carasco ve Cegarra tarafından (Lichtenbaum ve Schlessinger, 

1967) de verilmiĢtir. Bu yapının cebir durumu ise Carrasco tarafından (Gerstenhaber, 

1966) de yapılmıĢtır. 

 

Tanım 2.14  M bir k - cebir ve n  2  olmak üzere 
1 2 nM ,M  ,  . . . ,  M  ler  M nin alt 

cebirleri olsun. AĢağıdaki koĢulların sağlanması durumunda M k - cebirine 

1 2 nM ,M  ,  . . . ,  M  alt cebirlerinin bir n - yarıdirekt çarpımı denir ve 

 n1 2M=M M   . . .  M     

Ģeklinde gösterilir. 

 

 

 

   

1 s

1 n

1 s

i  M   ...  M  1  s _  n icin M nin bir idealidir,

ii  M   ...  M   M,

iii  M   ...  M   M  = 0         1 s<t n için,t

  

  

   
 

i im M    olmak üzere herhangi bir eleman, tek bir türlü olarak  
1 2 ... nm m m    

Ģeklinde ifade edilebilir. 

 

Teorem 2.2 (Hungerford, 1974). E bir simplisel cebir olsun. Bu durumda 
nE yarıdirekt 

çarpım olarak  

1

1 1( )n n

n n n nE Çekd S E

    

ġeklinde ifade edilebilir. Ġzomorfizm aĢağıdaki Ģekilde tanımlanabilir. 

 

1

1 1

1 1

: ( )

,

n n

n n n n

n n n n

E Çek d S E

e e s d e s d e

 

 

 



 


 

n n n-1 n-1E ile  ekd x S EÇ  arasında izomorfizm var olduğundan bu metodu her bir En, 

Moore kompleksteki terimlerin dejenerelerinin bir çok katlı yarıdirekt çarpımı seklinde 

elde edilene kadar tekrarlayabiliriz. Gerçekten, K, 

1
11
1

1 1 1

1 , n
nn
n

n n n n

n n i i iÇekd
Çekd

K Çekd d d ve s s



  

   
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ġeklinde tanımlanan simplisel cebir olsun. Her 
1 1

11 n n n n

n i i ni n için d d d d 

    

olduğundan 
n

nÇekd  bütün , 1n

id i n  morfizmleri tarafından 
1

1

n

nÇekd e

  resmedilir. 

Dahası
1 1

12 n n n n

n i i ni n için d s s d 

   olduğundan
1 1

1,n n n

i n ns Çekd yi Çekd 

  Resmeder.  

Teorem (1.3.2)  
1 1n nE ve K 

   e uygulanırsa 

 

 

1 1

1 1 2 2

1 1 1 2 2

n n n n

n n n n n

n n n n n

E Çekd s E

Çekd s Çekd s E

K s Çekd s E

 

   

    









 

 

 

Elde edilir. 

 K bir simplisel cebir olduğundan aĢağıdaki eĢitlik sağlanır. 

 
1 1 2 2

1 2 1

K

n n n n n

n n n n

Çekd K Çekd s K

Çekd Çekd s Çekd

   

  

 

 




 

 ve bu 

         1 1

1 11 2 2 1 2 2
n n

n n

n n

n n n n n n n nE Çekd Çekd s Çekd s Çekd s s E 

            

yazmamıza izin verir. Buradan En aĢağıdaki ifade edilebilir. 

 

Teorem 2.3 (Asar ve Arıkan, 2009)Eğer E bir simplisel cebir ise bu durumda herhangi 

0n   için 

  

  

2 1 2 0 1

2 1 1 2 2 1 2 0 0

... .... ...

... .... ...

n n n n n

n n n n n n n

E NE s NE s s NE

s NE s s NE s s s NE

  

      

    

 
 

dir.Bu çok katlı yarı-direkt çarpımdaki terimlerin sırası ve parantezler 

 
   

    

    

1 1 0

2 2 1 1 0 1 1 0 0

3 3 2 2 1 2 2 1 1

0 2 2 0 1 1 0 1 2 1 0 0

E NE NE

E NE s NE s NE s s NE

E NE s NE s NE s s NE

s NE s s NE s s NE s s s NE









  

   

  

 

ve 

 

4 4 3 3 2 3 3 2 2

1 3 3 1 2 2 1 2 3 2 1 1

0 3

((( ) ( ))

(( ) ( )))

( )

E NE s NE s NE s s NE

s NE s s NE s s NE s s s NE

s E ün ayrışımı

    

     

dizisi tarafından üretilir. 

Dikkat edilirse 1( ,......., ) ( )ri i S n    e benzer terim 

 
1....( ) ( )

rn i i nS NE S NE   # #  
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,
C

 
 

dir. Burada r #  dir. 

Buradan herhangi bir  
nx E   elemanı  

ny E  ve  
nx NE  #  olmak üzere 

 
( )S n

x y


    

Formunda yazılabilir. 

 

2.8 Hiper ÇaprazlanmıĢ Kompleks Çiftleri 

Arvasi (Hungerford, 1974) tarafından verilen aĢağıda bir 
nI idealini tanımlayacağız. 

HerĢeyden önce Carrasco (Gerstenhaber, 1966) k-lineer morfizmlerin bir ailesinin 

inĢasını hatırlayalım. 

      olmak üzere S(n) in   ikili elemanlarından olusan P(n) kümesini 

tanımlayalım.
1( ,..., ), ( ,..., ) ( )r s ii i j j S n    dır.Ġhtiyacımızolan k-lineer morfizmler, 

    : : , , 0n n nC NE NE NE P n n          

kompozisyonu olarak 

 

                                                                                       NEn
 

 

                                      ,s s                                          p  

 

                                                                                       En
 

    

ġekil 2.3. K-Lineer Morfizmler Diyagramı 

Diyagramı ile verilir. Burada 

1 1
... : , ... :

r s ni i n n j j ns s s NE E s s s NE E
      

##  

1 00,1..., 1 1 : , ...j j j n n nj n için p s d olmak üzere p E NE p p p       

bileĢke gösterimler ile tanımlanır ve çarpma 

: n n nE E E    

Ġle gösterilir. Buradan 

    

    

        1 1 0 01 ... 1 .n n

C x y p s s x y

p s x s y

s d s d s x s y

      

   

   



 

   



  

 

nnNE NE
  
 ##  

nnE E  
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dir. 

ġimdi, n nx NE ve y NE     # #   olmak üzere 

 ,C x y     

Formundaki elemanlar tarafından üretilen 
nI  idealini tanımlayalım. Bu idealin neye 

benzediğini görmek için   n  2   ve  3n    için ideali araĢtıralım. 

 

Teorem 2.4 (Hungerford, 1974) E bir simplisel cebir, 0 ,n nn ve D E  de dejenere 

elemanlar tarafından üretilen ideal olsun.  
n nE D  kabül edelim.     , ,nI P n    olmak 

üzere 

 ,C x y     

Formundaki  elemanlar tarafından üretilen ideal olsun. Burada ,nx NE  #  

ny NE  #   dır. Bu durumda 

   n n n nNE I  
                 

olur. 

  
 

Teorem 2.5    n  2   ve  3n   Durumları n  2   Durumu 

 

Teorem 2.6         2 2 0 1 0 1 I jI Çekd Çekd K K K K     dir. 3n    Durumu 

 

Teorem 2.7 

 
           3 3 0,1 0,2 0,2 1,2 0,1 1,2

,

( ) I J

I J

NE K K K K K K K K      

 . 2 ,dir Buradan I J I J ve    Ø  

      

      

      

0 1 0 20,1 0,2

0 2 1 20,2 1,2

0 1 1 20,1 1,2

K K Çekd Çekd Çekd Çekd

K K Çekd Çekd Çekd Çekd

K K Çekd Çekd Çekd Çekd

  

  

  
 

dir.  n = 4 durumu 
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Teorem 2.8 (Hungerford, 1974). 

     

       

3 4

,

(Asar ve Ar1kan, 2009)  3 , 3 ,

                                     3 , 4

( )

.

I J

I J

I J I

J ve P

olmak üzere

NE K K

dir



  

   

  

  

 

Ġspat:  Burada kullanılan aĢağıdaki bilgiler 2.,3., ve 4. bölümde sıkça kullanılacaktır.  

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4, , , ,x y NE x y NE ve x y NE için I    
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    

    

    

    

    

1 3 3 2 1 1 0 3 1 3 2 3 3 33,2,1 0

1 3 3 2 0 1 1 2 1 1 1 3 2 3 3 33,2,0 1

1 3 3 1 0 1 2 2 0 1 2 3 3 33,2,0 2

1 3 2 1 0 1 3 1 0 1 3 32,1 3

2 2 1 0 23,2 1,0

1) ( )

2) ( )( )

3) ( )( )

4) ( ) )

5) (

C x y s s s x s y s y s y s y

C x y s s s x s s s x s y s y s y

C x y s s s x s s s x s y s y

C x y s s s x s s s x s y

C x y s s x s

    

    

   

  

  

    

    

    

    

  

2 0 2 3 0 2 3 2 2

2 3 3 1 2 3 0 2 2 0 2 1 1 23,1 2,0

3 1 2 3 2 2

2 2 2 1 2 3 1 2 3 0 2 1 2 2 2 2 23,0 2,1

2 3 3 2 2 1 3 2 3 3 33,2 1

2 3 3 2 2 0 33,2 0

23,1 2

) )

6) ( )

( )

7) ( )( )

8) ( )

9)

10)

s x s s x s s y

C x y s s x s s x s s x s s x

s s y s s y

C x y s s x s s x s s y s s y s s y

C x y s s x s y s y s y

C x y s s x s y

C x



    



    

   

 

 

    

    

    

    

 

3 2 3 3 3 3 1 2 2 2 2

2 3 3 1 2 0 3 1 3 3 2 2 2 3 3 33,1 0

2 3 3 0 2 2 3 3 33,0 2

2 3 1 3 3 0 2 1 2 2 2 2 2 2 3 3 33,0 1

2 3 2 1 2 3 1 2 3 32,1 3

2,1

( )( )

11) ( ) ( )

12) ( )

13) ( ) ( )

14) ( )

15)

y s y s y s s x s s x

C x y s s x s y s y s s x s y s y

C x y s s x s y s y

C x y s y s s x s s x s s x s y s y

C x y s s x s s x s y

C

  

    

  

    

  

   

    

    

    

    

2 3 2 1 2 0 3 1 3 2 3 3 1 2 3 30

2 3 2 0 2 3 0 2 3 32,0 3

2 3 2 0 2 1 1 2 1 3 2 32,0 1

3 1 2 3 0 2 3 3

2 3 1 0 2 3 31,0 3

2 3 1 0 2 2 0 2 2 3 3 0 2 31,0 2

( )

16) ( )

17) ( )( )

( )

18)

19) ( )

x y s s x s y s y s y s s x s y

C x y s s x s s x s y

C x y s s x s s x s y s y

s s x s s x s y

C x y s s x s y

C x y s s x s s x s y s s x s y

    

  

    



 

   

    

    

    

    

    

    

3

3 3 3 3 2 3 3 33 2

3 3 3 3 1 33 1

3 3 3 3 0 33 0

3 3 2 3 1 3 2 3 3 3 32 1

3 3 2 3 0 32 0

3 3 1 3 0 3 1 3 2 3 3 3 3 31 0

20) ( )

21)

22)

23) ( ) ( )

24)

25) ( ) ( ) ( )

C x y s x s y s y

C x y s x s y

C x y s x s y

C x y s x s y s y s x y

C x y s x s y

C x y s x s y s y s x y s x y

  

 

 

   

 

    

 

dır. Teorem (1.3.5)      4 4 4 4NE I    dür. Burada    , 4P    olmak üzere üreteç 

elemanlarının tamamının  4 altındaki görüntüsü aĢağıdaki tablodadır.  

 

 

 

               



 

 

 

 

BÖLÜM 3 

 

3.1 Temel Kavramlar 

 

Bu bölümde sıkça söz edeceğimiz, genel grup, halka ve modül teoride de iyi bilinen 

aĢağıdaki kavramları örneklerle hatırlatalım.Bu bölümde vereceği-miz temel kavramlarla 

ilgili ayrıntılı bilgi için okuyucuya (Atiyah, 1969; Brown, 1975; Hungerford, 1974) 

referanslarını tavsiye ederiz.  

 

Tanım 3.1. R- modül:  R bir halka olsun. Her m, m1,m2, ϵ M ve r, r1, r2, ϵ R için 

R x M  M 

(r,m)  rm 

çarpımı ile 

r(m1+ m2) = r m1 + r m2 

(r1+r2)m= r1m+ r2m 

(r1 r2)m= r1 (r2m) 

ġartını sağlayan,bir M toplamsal abelyan gruba sol R-modül denir.Çarpım 

M x R   M 

(m,r)   mr 

ġeklinde sağdan tanımlı ise M bir sağ R-modül yapısı oluĢturur. 

 

Örnek 3.1R bir halka olmak üzere, herhangi bir A abelyan grubu r ϵ R ,a ϵ A için 

R x A A 

(r , a)  ra = 0 

tanımlaması ile R-modül yapısı oluĢturur. 

 

Tanım 3.2.(R-S)-bimodül: R ve S iki halka olsun.Bir M abelyan grubu hem sol R-modül  

hem de sağ S-modül ve her r ϵ R ,m ϵ M ve s ϵ S için 

r(ms) = (rm)s 

özelliğini sağlıyor ise M ye (R-S)-bimodül denir ve RMs olarak gösterilir. 
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Örnekler 3.2 

1) R halkasının kendisi bir (R-R)-bimodüldür. R halkası asosyatiflik Ģartını 

sağladığından istenen elde edilir. 

2) R komitatif halka ise her B sol R-modülden br=rb tanımlaması ile bir sağ R-

modül  elde edilir ve B bir (R-R)-bimodül olur. 

Tanım 3.3. Birimli R-modül: R birimli bir halka, M bir R-modül olmak üzere, her m ϵ 

M için 

1Rm = m 

ise M ye birimli R-modül denir. 

 

Örnek 3.3. Her G toplamsal abelyan grup bir birimli Z-modüldür. 

 

Tanım 3.4. Serbest R-Modül:M birimli sol (sağ) R-modül bir R-bazına sahipse M ye 

serbest sol ( sağ ) R-modül denir. 

 

Örnekler 3.4  

R, bir cisim ise R-modül bir vektör uzayı oluĢturur.Bir komütatif R halkasının N ideali, 

bir R-modüldür.Çünki; N ideal olduğundan bir abelyan grup yapısı oluĢturur ve her r ϵ R 

için rN  N dir. 
 

Dolayısıyla, 

R x N  N 

(r,n)  rn 

Çarpımı kapalıdır ve modül Ģartları sağlanır. 

 

Tanım 3.5. Modül Homomorfizmi: M ve N , iki R-modül olsun. 

ƒ : M  N 

fonksiyonu, her x , y ϵ M ve r ϵ R için, 

ƒ(x+y) = ƒ(x) + ƒ(y) 

                                                           ƒ(rx) = rƒ(x) 

Ģartını sağlıyor ise ƒ : M  N ye bir R-modül homomorfizmi denir. 

 

Tanım 3.6. Alt Modül: M bir R-modül olsun.M ̕, M nin alt grubu olmak üzere 

mϵ̕ M̕  ve her r ϵ R için r mϵ̕ M̕ 

ise M ̕ye M nin bir alt modülü denir. 
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Örnek 3.5. ƒ : M  N bir R-modül homomorfizmi olsun.Bu durumda 

Çekƒ = { m ϵ M :ƒ(m) = 0} 

M nin alt modülüdür.Çünkü; Çekƒ ,M nin alt grubu ve m ϵ M , r ϵ R için 

ƒ(rm) = rƒ(m) = r0 = 0 

olduğundan rm ϵ Çekƒ dir.Ayrıca 

ƒ (M) = {n ϵN : n = ƒ(m) , m ϵ M} 

de N nin alt modülüdür.Çünkü ; ƒ (M),N nin alt grubu ve n ϵ ƒ (M), r ϵ R için 

nr = ƒ(m)r = ƒ(mr) 

ve M bir R-modül olduğundan mr ϵ M dir.Dolayısıyla, 

nr ϵ ƒ (M) 

elde edilir. 

 

Tanım 3. 7. Bilineerlik: R komütatif halka , A,B ve G , R-modül olmak üzere 

ƒ:A x B  G 

fonksiyonu, 

ƒ(a+a,̕b) = ƒ(a,b) + ƒ(a ̕,b) 

ƒ(a,b+b)̕ = ƒ(a,b) + ƒ(a, b)̕ 

r ƒ(a,b) =  ƒ(ra,b) = ƒ(a, rb) 

Ģartlarını sağlıyor ise ƒ ye R-bilineer denir. 

 

3. 1. Bir grubun herhangi bir küme üzerine etkisi: 

 G bir grup ve S herhangi bir küme olmak üzere , x ϵ S, g1 ,g2 ϵ G için 

G x S  S 

(g , x)   gx 

fonksiyonu 

ex = x  ve  (g1g2) x = g1(g2x) 

eĢitliklerini sağlıyor ise bu fonksiyona G grubunun S kümesi üzerine sol etkisi denir. Sağ 

etkisi ise xg  olarak tanımlanır. 

 

Tanım 3.8. Kısa tam dizi (short exact sequence): 

A bir halka, Mi ler A-modül ve ƒi ler A-modül homomorfizmi olmak üzere 

                              …  Mi-1   
𝑓𝑖
    Mi   

𝑓𝑖+1
      Mi+1  …      (*) 

Dizisi her i  ϵ Z için Im(fi) = Çek(fi+1) Ģartını sağlıyor ise tamdır denir.Özel olarak  

0 → M ̕
𝑓
 M  

𝑔
  M

 n 
→ 0 
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Dizisinin tam olması için gerek ve yeter Ģart ƒ nin birebir , g nin örten olması ve g nin 

 M/f(M)̕ → M
 ̕̕
izomorfizmine indirgenmesidir.Bu özellikteki bir diziye kısa tam dizi 

denir.Eğer herhangi bir (*) uzun tam dizi , herbir i ϵZ 

için  

Ni = Im(fi) = Çek(fi+1) 

ise kısa tam diziye ayrılabilir. 

0 → Ni  →Mi →  Ni+1 → 0 

Ģeklinde kısa tam dizi elde edilir. 

 

Tanım 3. 9. Merkezsel geniĢleme: 

N grubuyla , G grubunun bir geniĢlemesi 

1 → N → E → G → 1  (**) 

Grupların bir kısa tam dizisi(short exact sequence) dir. 

  

                                                E 

 

   

 

  

 N                                                  G   1 

 

  

                                               E ̕

ġekil 3.1. Merkezsel GeniĢleme Diyagramı 

Diyagramı komütatif olacak Ģekilde E → E ̕izomorfizmi varsa , N grubuyla G nin ikinci 

bir geniĢlemesi 

1 → N → E̕ →G → 1 

(**) a denktir. N= Çek i nin bir abelyan A grup olduğu durumu düĢünelim. 

Bu durumun önemi, 

0 → A 
𝑖
  E 

ᴫ
    G → 1 

GeniĢlemesinin A yı bir G-modül yapan A üzerinde G nin bir etkisine neden olmasıdır.A, 

E nin bir normal altgrubu olarak gömüldüğünden ( resmedildiğinden) E, A üzerine 

eĢlenik yardımıyla etki eder ve A nın kendi üzerine eĢlenik etkisi sıfır (trivial) 
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dir.Dolayısıyla , G = E/A nin A üzerinde indirgenmiĢ etkisi vardır.Açık olarak,gϵG 

verilsin ve ᴫ(g) = g olacak Ģekilde g ϵ G seçelim.A üzerinde g nin etkisi a ϵ A için, 

İ(ga) = g i(a) g
-1

 

Ġle karakterize edilir.Bu eĢitlik 

g i(a) = i(ga)g 

Ģeklinde bir komütatör kural olarak da yazılabilir.Bu özel olarak i(A) nın E de merkez 

olması için gerek ve yeter Ģartın G-etkinin sıfır olması gerektiğini gösterir.Bu durumda 

geniĢlemeye bir merkezsel geniĢleme denir (Blyth, 1986). 

 

Tanım 3.10. Cebir:k bir komütatif halka olsun.Bir M k-cebir(k üzerinde bir M cebir) 

M x M → M 

(m1,m2) → m1m2 

ve  

(m1m2).m3 →m1( m2.m3) 

asosyatif çarpımını sağlayan bir k-modülüdür. 

A, R-cebir : R, bir k-cebir ise R üzernde A cebiri 

A x A → A 

(a , a1) → aa1 

ve 

(a1a2)a3 = a1( a2a3) 

asosyatif çarpımını sağlayan bir R-bimodüldür. 

 

3.2. Gruplar Üzerinde ÇaprazlanmıĢ Modüller 

Gruplar üzerinde çaprazlanmıĢ modül kavramı, Whitehead (1993) tarafından  

tanımlanmıĢtır. Whitehead, bu yapıyı homotopi grupları ile ilgili çalıĢmasında 

incelemiĢtir.Bu bölümde, gruplar üzerinde çaprazlanmıĢ modül kavramını tanımlayarak, 

bazı örnekleri inceleyeceğiz.Daha sonra, bazı temel özelliklere yer vereceğiz. Son 

olarakda, alt çaprazlanmıĢ modül, normal alt çaprazlanmıĢ modül ve çaprazlanmıĢ 

bölümmodülü tanımlarını ifade edeceğiz. 

 

3.3. 1-ÇaprazlanmıĢ Modül Kavramı 

Gruplar üzerinde çaprazlanmıĢ modül tanımını ifade ederek, grup teorisinden bildiğimiz  

normal alt grup, iç otomorfizmler grubu, grup geniĢlemesi,tensör çarpım gibi kavramlar  

üzerinde çaprazlanmıĢ modül örneklerini inceleyelim. 
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Tanım 3.11. 

 :  C  R   

grup homomorfizmi ve  

G x C → C 

(g,c) → gc   

G nin C üzerine etkisi ile birlikte, her c, c̕  ϵ C ve g ϵ G için  

ÇM1)  ∂( gc) = g ∂(c)g
-1

 

                                                       ÇM2) ∂cc̕
 
 = c cc̕

-1  

Ģartlarını sağlıyor ise C ye bir çaprazlanmıĢ modül denir ve (C,G,∂) ile gösterilir. 

ġimdi, herhangi iki çaprazlanmıĢ modül arasındaki morfizm kavramını verelim. 

 

Tanım 3.12 (C,G,∂) ve (C,̕
 
G̕ ,∂  ̕

) iki çaprazlanmıĢ modül olsun.Her c ϵ C ve g ϵ G  

için 9 

                                              φ(gc) = ѱ(g)φ(c) 

ve     

                                    C             φ                 C ̕

                                         

                                   ∂                                      ∂
 ̕
 

                                        

                                   

                                   G          
   

 ѱ                 G̕ 

ġekil 3.2. Ġki ÇaprazlanmıĢ Modül Diyagramı 

diyagramı komütatif, yani 

ѱ(∂(c)) =  ∂
 ̕
(φ(c)) 

olacak Ģekilde φ:C → C̕ , ѱ : G → G̕  homomorfizmleri varsa 

(φ, ѱ): (C,G,∂) → (C̕,G,̕
 
∂

 ̕
) 

morfizmine çaprazlanmıĢ modüller arasındaki morfizm denir. 

 

Örnek 3.7.N,G grubunun  altgrubunun normal altgrubu olmak olmak üzere 

iç: N → G 

i → i 

içine(inclusion) homomorfizmi ve 

G x N → N 
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               (g,n) → gn = gng
-1 

 

Ģeklindeki G nin N üzerine etkisi ile birlikte bir çaprazlanmıĢ modül yapısı  

oluĢturur.Gerçekten; 

ÇM1)                 ∂( gn)  = ∂( gng
-1

) 

                                                   =∂( g) ∂( n) ∂( g
-1

) 

                                            =g∂( n) g
-1

 

ÇM2)                  ∂nn
̕
 = nn

 ̕

                                      = nn
̕
n

-1 

Ģeklinde çaprazlanmıĢ modül aksiyomları sağlanır. 

 

Örnek: M,bir ZG-modül olmak üzere  

∂ = 1 : M → G 

: m → 1G 

aĢikar (trivial) homomorfizmi ve  

G x M → M 

(g,m) → gm = gm 

etki fonksiyonu ile birlikte bir çaprazlanmıĢ modül yapısı oluĢturur.Çünkü; 

ÇM1)               ∂( gn)  = ∂( gm) 

                          = 1 

                               =g1g
-1

 

                                     =g∂(m)g
-1

 

 

ÇM2)                   ∂mm
ı
   = 1m

̕
 

                                        =  1m
̕
 

                                          =m
̕
mm

-1
 

                                                                          = mm
̕
m

-1
    (M abelyan grup) 

Ģeklinde çaprazlanmıĢ modül aksiyomları sağlanır. 

 

3.4. ÇaprazlanmıĢ Modüllerin Bazı Temel Özellikleri 

∂ : C → G herhangi bir çaprazlanmıĢ modül olmak üzere, çaprazlanmıĢ modül 

kavramının temel bir sonucu olarak aĢağıdaki önermeleri verebiliriz. 

 

Önerme 3.1 

∂ : C → G 
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                                                             c → ∂c =g 

grupların bir çaprazlanmıĢ modülü olsun. 

i) ∂ nin çekirdeği, C nin merkezinin bir alt grubudur. 

ii) ∂C, G nin normal alt grubudur. 

 

Ġspat: i)G nin C üzerine etki fonksiyonu 

G x C → C 

(g,c) → gc = gc 

ve 

Çek∂ ={ a ϵ C | ∂(a)=1G }                    

                    Z(C) = {x ϵ C | her y ϵ C için , xy = yx} 

olmak üzere , a ϵ Çek∂ , y ϵ C 

 ay = aya
-1

a 

     = (∂(a)y)a  (C,G,∂) , çaprazlanmış modül) 

     = 1ya         (a ϵ Çek∂) 

    =1ya 

    =ya  

olduğundan Çek∂ C) sağlanır.Ayrıca a1,a2 ϵ Çek∂ için, 

∂( a1,a2
-1

) = ∂(a1) ∂(a2
-1

) = ∂(a1) ∂(a2)
-1

= 1 

olduğundan a1,a2
-1

 ϵ Çek∂ dir.Dolayısıyla, Çek∂  ˂ Z(C)  elde edilir. 

ii) (C,G,∂)çaprazlanmış modül olduğundan 

g∂(c)g
-1

 = ∂(gc) 

eĢitliği geçerlidir ve G nin C üzerine etkisinden dolayı  gc ϵ C dir. Dolayısıyla 

g∂(c)g
-1

 = ∂(gc) ϵ ∂(C) 

elde edilir. 

Önerme 3.2 ∂ : C → G çaprazlanmıĢ modül ve П1(∂)= G ∕ ∂(C) olmak üzere, Çek∂ bir 

П1(∂)-modül yapısı oluĢturur. 

Ġspat : Ġspat için, ∂(C) nin Çek∂ üzerine birim (trivially) etki ettiğini göstermek 

yeterlidir.ġimdi ∂(C) nin Çek∂ üzerine birim etki ettiğini göstermek için, n ϵ ∂(C) , a ϵ 

Çek∂ alalım.Bu durumda n = ∂c olacak Ģekilde en az bir c ϵ C vardır.Böylece bir önceki 

önermenin (i) Ģıkkı gereğince a ϵ Çek∂ C) olduğundan na = ∂ca = cac
-1 

= a 

elde ederiz.Dolayısıyla ∂C, Çek∂ üzerinde sıfır etki yapar. 
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Önerme 3.3 ∂ : C → G bir çaprazlanmıĢ modül olsun.C nin abelyanasyonu bir    G ∕ ∂C-

modül yapısına sahiptir. 

Ġspat: Ġlk olarak abelyanasyonun tanımını hatırlatalım. 

[C,C] = {ccc̕
-1

(c)̕
-1

 : c,c ̕ϵ C} 

kümesi C nin bir normal alt grubudur.Dolayısıyla  

C
Ab

 = C ∕ [C,C] bölüm grubu oluĢturur.Aynı zamanda, abelyan olan bu bölüm grubuna C 

nin abelyanasyonu denir.Ġspat için, bir önceki önermedeki gibi, ∂C nin C
Ab

 üzerine birim 

etki yaptığını göstermek yeterlidir. n ϵ ∂(C) ve ∂c = n olmak üzere , herhangi cꞋ ϵ C için, 

∂ çaprazlanmıĢ modül olduğundan  

nc̕
 
= ∂cc ̕= ccc̕

-1
 

eĢitliği geçerlidir.Dolayısıyla 

nc(̕c)̕
-1

 ϵ [C,C] 

veya bu ifadeye denk olarak 

n
(c[̕C,C]) = c[̕C,C] 

dir.Böylece ∂C , C
Ab

 üzerine birim etki eder. 

 

Sonuç: ∂ C
Ab

 =∂C ∕ [∂C, ∂C] abelyan grubu G ∕ ∂C-modül yapısına sahiptir. 

 

Önerme 3.4. (C,G,∂) bir çaprazlanmıĢ modül olsun.Bu durumda 

Çek∂ → C
Ab 

 
𝑔
 ∂ C

Ab
 → 1 

dizisi , G ∕ ∂C – modüllerin bir tam dizisidir. 

 

Ġspat: 

1 → Çek∂ 
𝑓
  C 

𝑔
  ∂C → 1  (*) 

dizisinin, tam dizi olduğu kolayca görülür.Buradan, I = ∂Colmak üzere    

                  g 

    C           I                                c                                  ∂c 

 

 

       

C ∕ [C,C]                     I ∕ [I,I]                   c[C,C]                          ∂c[I,I] 

                       ḡ 

ġekil 3.3. Komutatif Diyagramı 

komütatif diyagramı elde edilir.Yani ḡ fonksiyonu örtendir. 
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(*) dizisi tam olduğundan  

0 = gƒ : Çek∂ → ∂C 

fonksiyonu sıfır fonksiyonudur.Dolayısıyla 

Çek∂ → C → C
Ab 

bileĢke fonksiyonu yardımıyla 

Çek∂ → Çek(C
Ab 

→ ∂ C
Ab

) 

fonksiyonu örten olduğu kolayca görülür.Dolayısıyla iddia edilen dizi tamdır. 

 

Not:Yukarıda verilen önermelerin ispatının detayı cebirler üzerinde çaprazlanmıĢ 

modülde verilen ispat ile benzer olduğundan verilmemiĢtir. 

 

Önerme 3.5. 

∂ : A → G ve δ :B → G 

iki çaprazlanmış modül ve 

(ϕ,id) : (A,G,∂) → (B,G,δ) 

modül morfizmi olsun.Bu durumda A üzerinde bir B-etkisi 

B x A → A 

          (b,a) → ba = δ(b)a 

şeklinde tanımlanarak (A,B,ϕ) çaprazlanmış modülü elde edilir. 

 

Ġspat: 

 

(ϕ,id) : (A,G,∂) → (B,G,δ) 

çaprazlanmıĢ modül morfizmi olduğundan 

ϕ : A → B           id : G → G 

ve 

a → ϕ(a)              g → g 

için 

ϕ(ga) = id(g)ϕ(a) = gϕ(a) 

eşitliği geçerlidir.Ayrıca, a ϵ A ve b ϵ B için, B nin A üzerine etki fonksiyonu 

B x A → A           

     (b,a) → ba  = δ(b)a 

Ģeklindedir.Buradan 

δ(ba) = ϕ(δ(b)a)   (etki tanımından) 

=δ(b) ϕ(a)   ((*) dan dolayı) 
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                        =bϕ(a)b
-1

  ((B,G,δ), çaprazlanmış modül) 

elde edilir.Ayrıca                             ϕ  

    A B 

 

                                 ∂                                         δ 

                                     G            id            G 

ġekil 3.4. Komutatif Diyagramı 

komütatif diyagramı gereğince 

δϕ(a) = id(∂(a)) =∂a 

eĢitliği geçerlidir ve  

 

ϕaa ̕= δ(b) a ̕

                =δ(ϕ(a))aꞋ 

                =∂aaꞋ 

               =aa'a
-1

 

sağlanır.Böylece, çaprazlanmıĢ modül aksiyomları elde edilir. 

 

3.5. Alt ÇaprazlanmıĢ Modüller 

(C,G,∂) bir çaprazlanmıĢ modül olsun. 

i) S, C nin, H ise G nin bir altgrubu  

ii) ∂' = ∂ | s, ∂ nin S ye kısıtlanmışı ve 

iii) H ın S üzerine etkisi, G nin C üzerine etkisi tarafından indirgenir. 

ise (S,H, ∂') ye (C,G,∂) nin bir alt çaprazlanmış modülü denir ve 

(S,H, ∂') ≤ (C,G,∂) 

şeklinde gösterilir. 

 

Önerme 3.6 N,G grubunun herhangi bir normal alt grubu ve iç, içine fonksiyonu idG 

birim fonksiyonu tarafından 

iç:  idG|N : NG → G 

Ģeklinde indirgenmek üzere (N,G,iç),(G,G, idG ) çaprazlanmıĢ modülünün alt 

çaprazlanmıĢ modülünü oluĢturur. 

 

3.6. Normal Alt ÇaprazlanmıĢ Modüller Ve ÇaprazlanmıĢ Bölüm Modülleri 

(C,G,∂) nin bir (S,H, ∂') alt çaprazlanmıĢ modülü, 
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i) H, G nin bir normal alt grubu 

ii) Her g ϵ G , s ϵ S için gs ϵ S 

iii)Her h ϵ H, c ϵ C için, hcc-1 ϵ S 

Ģartını sağlıyor ise (S,H, ∂Ꞌ) ye (C,G,∂) nın normal alt çaprazlanmış modülü denir ve 

(S,H, ∂')≤ (C,G,∂) ile gösterilir. 

(S,H, ∂'),(C,G,∂)nın bir normal alt çaprazlanmıĢ modülü olsun. 

                                                   ∂ : C ∕ S → G ∕ H 

∂ tarafından indirgenmek üzere 

   G ∕ H x C ∕ S → C ∕ S            

                                              (gH , cS) → (gc)S                                  _                                                            

etki fonksiyonu ile birlikte (C ∕ S , G ∕ S, ∂ ) üçlüsünü ele alalım.Burada (C,G,∂) 

bir çaprazlanmıĢ modüldür ve G nın C üzerine etkisinden dolayı gc ϵ C dir. 

Dolayısıyla (gc)S ϵ C ∕ S olduğundan yukarıda tanımlanan G ∕ H ın C ∕ S üzerine etki  

fonksiyonu iyi tanımlıdır. Ayrıca, ∂ bu etki ile birlikte çaprazlanmıĢ modül Ģartını  

sağlar.ġöyleki ; ∂  , ∂ tarafından indirgendiğinden  

                                                              _ 

     ∂ :C/S → G/H 

cS → gH = (∂c)H 

yazabiliriz.Buradan 

∂(gHcs) = ∂((gc)S) 

           =∂((gc)H 

              =(g∂cg
-1

)H 

                  =gH(∂c)Hg
-1

H 

                                                                   =gH𝜕(cS)(gH)
-1 

                                                     ∂(cS)c'S = (∂c)H c'S 

  =(∂cc')S 

  =ccc
-1

S 

     =cSc'Sc
-1

S 

       =cSc'S(cS)
-1

 

elde edilir.Bu çaprazlanmıĢ modüle çaprazlanmıĢ bölüm modülü denir ve 

(C,G,∂) ∕ (S,H,∂') 

ile gösterilir. 

 Bu bölümle ilgili ayrıntılı bilgi için Carrasco‘e (1987) bakınız. 
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3.7. Cebir Üzerinde ÇaprazlanmıĢ Modüller 

Whitehead‘ in gruplar üzerinde tanımladığı çaprazlanmıĢ modül kavramı, diğer cebirsel 

yapılarda da önemlidir.Özel olarak asosyatif ve komütatif cebirler için (Lichtenbaum-

Schlessinger, 1987) ve (Gerstenhaber, 1988) in çalıĢmaları vardır. 

Bununla birlikte (T.Porter, 2001) komütatif cebirler için literatüre uygun bir biçimde 

çaprazlanmıĢ modül kavramını tanımlamıĢtır.Bu bölümde, öncelikle cebirler üzerinde 

çaprazlanmıĢ modüllerin tanımı verilerek çeĢitli örnekler incelenmiĢtir. Burada cebirlerin 

komütatif olması gerekmediğini de belirtelim. Daha sonra bu tanım yardımıyla bazı 

temel özellikler incelenmiĢtir. Ayrıca, çaprazlanmıĢ modüller, çaprazlanmıĢ idealler ve 

çaprazlanmıĢ bölüm modülü kavramları ayrıntılı olarak analiz edilmiĢtir. 

3.8. 2-ÇaprazlanmıĢ Modül Kavramı 

ÇaprazlanmıĢ modüller, modüller ve ideallerin genelleĢtirilmesidir.Ayrıca herhangi bir 

halka (cebir) bir çaprazlanmıĢ modüldür.Böylece, çaprazlanmıĢ modüller, halka (cebir) 

kavramının genelleĢtirlmesi olarak görülebilir.ġimdi,   k daha önce söz ettiğimiz, sıfırdan 

farklı birimi olan komütatif halka olmak üzere k-cebirler üzerinde çaprazlanmıĢ modül 

kavramının tanımını verelim. Daha sonra ise çeĢitli cebirsel yapılar üzerindeki örnekleri 

inceleyelim. 

Tanım 3.13 R,birimli bir  k-cebir olsun 

∂ : C → R 

bir R-cebir morfizmi ve  

R x C → C          C x R → R 

ve 

(r,c) → r.c          (c,r) → c.r 

R nin C üzerine etkisi ile birlikte, her c,c' ϵ C ve r ϵ R için 

ÇM1) ∂(r.c) = r∂(c) 

 

                                   ∂(c.r) = ∂(c)r 

  ÇM2)                          ∂cc' =cc' 

 

                                            c∂c' = cc' 

Ģartları sağlanıyor ise R üzerinde C cebirine bir ÇaprazlanmıĢ  modül denir ve (C,R,∂) ile 

gösterilir. 
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ġimdi, çaprazlanmıĢ modül kavramını ifade ettikten sonra, iki çaprazlanmıĢ modül 

arasındaki morfizm kavramını tanımlĢayalım. 

Tanım 3.14 (C,R,∂) ve (C',R',∂') iki çaprazlanmıĢ modül olsun. 

Ɵ(r.c) = ψ(r).Ɵ(c) 

                      Ɵ(c.r) = Ɵ(c). ψ(r)                   ve 

                                       C                Ɵ             C'                                 

 

      

 

                                     ∂R       ψ                ∂'R'                         

ġekil 3.5. Komutatif Diyagramı 

diyagramı komütatif, yani  

∂'Ɵ(c) = ψ∂(c) 

olacak Ģekilde Ɵ : C → C' , ψ : R → R' k-cebir morfizmleri varsa  

(Ɵ,ψ) : (C,R,∂) → (C',R',∂') 

morfizmine çaprazlanmıĢ modüller arasındaki morfizm denir. 

O halde, R=R' ve ψ birim dönüşüm ise, Ɵ bir r-cebir morfizmi olduğundan 

Ɵ(r.c) = rƟ(c) 

dir ve 

                                            Ɵ  

                                C                      C' 

                    ∂    ∂' 

 

                       R  

  ġekil 3.6. Komutatif Diyagramı 

diyagramı komütatif olduğundan, yani 

∂'Ɵ(c)= ∂(c)  

sağlandığından, Ɵ bir çaprazlanmıĢ R-modül morfizmidir. 

3.9. ÇaprazlanmıĢ Modüllerin Bazı Temel Cebir Özellikleri 

Herhangi bir ∂ : C → : R çaprazlanmıĢ R-modülün tanımını verdikten sonra ∂ nın 

çekirdeği ve görüntüsü ile ilgili bazı temel özellikleri inceleyelim.Bunlardan yararlanarak 

oluĢturulan modül yapılarını ve bazı cebirsel sonuçları inceleyelim. 

 

Önerme 3.7.(C,R,∂) bir çaprazlanmıĢ R-modül olmak üzere,  

i) Çek∂, C nin bir merkez idealidir ve R üzerinde bir modüldür. 
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ii)∂(C), R de biridealdir.Ayrıca , R nin bu ideali, Çek∂ üzerine sıfır olarak(trivially) etki 

ederve Çek∂ bir R ∕ ∂C-modül yapısı oluĢturur. 

iii)C ∕ C
2
 ve ∂C ∕ ∂ C

2 
, birer R ∕ ∂C modül yapısı oluĢturur. 

 

Ġspat: i) Çek∂ nin C nin ideali olduğu kolayca görülür.ġöyleki; a ϵ Çek∂ ve c ϵ C için 

∂(ca) = ∂(c)∂(a) = ∂(c)0 = 0 

ve 

∂(ac) = ∂(a)∂(c) = 0∂(c) = 0 

olduğundan ca, ac ϵ Çek∂ elde edilir. Ayrıca, 

ac = ∂a.c = 0c = 0 = 0c = c.∂a = ca 

olduğundan Çek∂, C nin merkezindedir. 

ġimdi, Çek∂ nin bir R-modül yapısı oluĢturduğunu gösterelim. 

R x Çek∂ → Çek∂ 

(r,a) → ra 

dönüĢümü,R nin C üzerine etki fonksiyonu olan 

R x C → C 

(r,c) → r.c 

ile uyumlu olmak üzere, birinci bölümde verdiğimiz etki Ģartları, her a ϵ Çek∂ C için 

de geçerli olacağından , Çek∂ bir R-modül yapısı oluĢturur. 

ii) ∂(C) nin, R de bir ideal olduğunu göstermek için, ∂(C) nın, R ile çarpım altında kapalı 

olduğunu göstermemiz yeterlidir. 

(C,R,∂) çaprazlanmıĢ modül olduğundan  

R x C → C 

(r,c) → r.c 

etki fonksiyonu gereğince, r.c ϵ C ve ∂(r.c) ϵ ∂(C) dir.Ayrıca, ∂c ϵ ∂(C) ve r ϵ R için, 

r∂c = ∂(r.c) ϵ ∂(C) 

eĢitliği geçerlidir.Benzer olarak 

∂(c)r = ∂(c.r) ϵ ∂(C) 

bulunur.Dolayısıyla, ∂(C), R de bir idealdir. 

∂(C) nin Çek∂ üzerine sıfır etkisi, a ϵ Çek∂ , ∂c ϵ ∂C için  

∂ca = ca = c∂(a) = c0 = 0 

ve benzer olarak 

a∂c = ac = ∂(a)c = 0c = 0 

Ģeklinde görülür.Böylece  

R ∕ ∂C x Çek∂ → Çek∂ 
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(r + ∂c,a) → (r + ∂c).a =ra 

 

fonksiyonu yardımıyla Çek∂ nın bir R ∕ ∂C-modül yapısı oluĢturduğu görülür. 

ġöyleki; etki fonksiyonunun tanımı ve Çek∂ nın bir R-modül olması kullanılarak 

 

i) (r + ∂c )(a1+a2) = r(a1+a2) 

                               = r a1 + r a2  

ii)((r1 + ∂c) + (r2 + ∂c))a =( (r1 + r2) + ∂c)a 

 = (r1 + r2)a 

 = r1 a+ r2a 

iii) ((r1 + ∂c) (r2 + ∂c))a = (r1 r2+ ∂c)a 

 = (r1 r2)a 

  =( r1 + ∂c) r2a  

 =( r1 + ∂c)((r2+∂c)a) 

eĢitlikleri elde edilir. 

iii)∂C nin C ∕ C
2
 üzerine etkisini inceleyelim. b,c ϵC ve c + C

2
 ϵ C ∕ C

2
,için x = ∂b ϵ ∂C 

olmak üzere 

x(c + C
2
) = xc + C

2
 

               =∂bc + C
2
 

              =bc + C
2
 

elde edilir. bc ϵ C
2
 ve C ∕ C

2
 ve C

2
∕ C

2 
  ≈ { 0 } olduğundan bu ifade sıfır verir. 

Dolayısıyla, ∂C nin  C ∕ C
2
 üzerine etkisi sıfırdır.Böylece  

R ∕ ∂C x C ∕ C
2
 →  C ∕ C

2
 

(r + ∂c,c + C
2
) → (r + ∂c).(c + C

2
) = rc + C

2
 

fonksiyonu ile  

i)                     (r + ∂c)(c1 + C
2
+ c2 + C

2
) = (r + ∂c)(( c1 + c2 )+ C

2
) 

                                                                    = r(c1+c2)+ C
2
 

                    =( rc1 + r c2) + C
2 

 =( rc1 + C
2 + r c2 + C

2
) 

 =(r + ∂c)( c1 + C
2
) + (r + ∂c)( c2 + C

2
) 

ii)  (( r1 + ∂c) + (r2+∂c)) ( c + C
2
)  =  (r1 + r2) + ∂c)(c + C

2
) 

   = (r1 + r2)c 

   =( rc1 + r c2) + C
2
 

 = rc1 + C
2 + r c2 + C

2 
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 =(r1 + ∂c)( c + C
2
) + (r2 + ∂c)( c + C

2
) 

iii) (( r1 + ∂c) + (r2+∂c)) ( c + C
2
)  =( (r1 r2)+∂c)(c + C

2
) 

 =(r1 r2)c + C
2
 

 =r1 (r2c) + C
2
 

                                                            =  (r1 + ∂c) (r2c + C
2
) 

                                                            =(r1 + ∂c)((r
2
 + ∂c)(c + C

2
) 

eĢitlikleri sağlandığından,∂C bir R ∕ ∂C-modüldür. 

Benzer düĢünce ile ∂C ∕ ∂C
2
 nin R ∕ ∂C-modülüdür. 

 

Önerme 3.8.∂C=I olmak üzere 

0 → Çek∂ → C   ∂  ∂C → 0 

tam dizisi                                                           _ 

Çek∂ 
𝑔
  C∕ C

2
     

∂     I ∕ I
2
 
𝑓
  0 

tam dizisine indirgenir. 

 

Önerme 3.9 (ψ,Ɵ): (C,R,∂) → ( B,R,β) çaprazlanmış R-modül morfizmi olsun.Bu 

durumda B,C üzerine β yoluyla etki etmek üzere,(C,B,ψ) biz çaprazlanmış B-modüldür. 

 

Önerme 3.10. (C,B,∂) bir çaprazlanmıĢ B-modül ve (B,R,β) çaprazlanmıĢ R-modül 

olsun.R nin C üzerine etkisi, B nin C üzerine etkisi ile uyuölu olmak üzere (C,R,β∂) bir 

çaprazlanmıĢ R-modüldür 

 

3.10. Alt çaprazlanmıĢ modüller,çaprazlanmıĢ idealler ve çaprazlanmıĢ bölüm 

modülleri 

Bu bölümde, verilen bir çaprazlanmıĢ modülün alt objeleri ve normal alt objeleri gibi  

düĢünebileceğimiz, alt çaprazlanmıĢ modüllerin ve çaprazlanmıĢ ideallerin tanımını 

vereceğiz.Daha sonra ise, çaprazlanmıĢ bölüm modülü kavramını oluĢturmak için, bir alt 

çaprazlanmıĢ modüle önemli Ģart getirerek bir normal alt çaprazlanmıĢ modül elde 

edeceğiz. 

3.11.Alt ÇaprazlanmıĢ Modüller 

(C,R,∂) bir çaprazlanmıĢ R-modül olsun.C' , C nin bir alt cebir ve  

∂' : ∂ ∕ C': C' → R 

∂ nin C' ye kısıtlanmıĢ olmak üzere (C',R,∂') çaprazlanmıĢ modülü,(C,R,∂) çaprazlanmıĢ 

R-modülün alt çaprazlanmıĢ modülüdür. 
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Hatırlatma: 

(C',R,∂'), (C,R,∂) nin bir alt çaprazlanmıĢ modülü olsun.Bu durumda 

c ϵ C ve x ϵ C' için 

cx = ∂c.x ϵ C' 

ve 

xc =x.∂c ϵ C' 

olduğundan C' , C de bir idealdir.Böylece, (C',∂') alt çaprazlanmıĢ modülü  

∂' : ∂ ∕ C': C' → R 

kısıtlanmıĢ fonksiyonu ile C nin bir C' idealidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

BÖLÜM 4 

 

3-ÇaprazlanmıĢ Modüller 

            ÇaprazlanmıĢ modül kavramı (J.H.C.Whitehead, 1949)  tarafından 

―Combinatorial Homotopy Theory‖ adlı ¸çalıĢmasında ve bağlantılı homotopi grupların 

cebirsel yapılarını inceleyen ¸çalıĢmasında tanımlanmıĢtır. Daha sonra, ¸çaprazlanmıĢ 

modüller matematiğin değiĢik branĢlarında (Homotopi teori, Grupların homoloji ve 

kohomolojisi, Cebirsel K- teori, Devirli homoloji, Kombinatoriyal grup teori ve 

diferensiyel geometri v.b.) önemli bir rol oynamıĢtır. 

Bugün de ¸çaprazlanmıĢ modüller temel cebirsel yapılardan biri olarak kabul 

edilmektedir. Whitehead ¸çaprazlanmıĢ modülleri kullanarak 3−tiplerin bir tanımlamasını 

vermiĢ ve bu tanımlama homotopi 2−tipler i¸cin bir model olmuĢtur. Bu b¨ol¨umde ilk 

olarak kısaca ¸çaprazlanmıĢ modüllere değinilecek ve daha sonra homotopi sınıfı 3 olan 

cebirsel modeller için 3−¸çaprazlanmıĢ modül kavramı tanımlanacaktır. Bu yapı 

oluĢturulurken Conduch´e‘nin (TaĢcı, 2007), 2−¸çaprazlanmıĢ modülü tanımlarken 

izlediği yol izlenmiĢ, Carrasco‘nun tanımladığı hiperçaprazlanmıĢ kompleksler baz 

alınmıĢ ve özellikle Peiffer  üreteç elemanları kullanılmıĢtır. 

 

4.1.3-ÇaprazlanmıĢ Modüller 

Bu bolümde ¸çaprazlanmıĢ modül tanımı ve Porter tarafından verilen değiĢmeli cebirlerin 

¸çaprazlanmıĢ modüllerinin temel teorisi tanıtılacaktır. 

 

Tanım 4.1 k değiĢmeli halka ve M ve R değiĢmeli cebirler olmak üzere 

( , ) .

R M M

r m r m

  


 

fonksiyonu her ' 'k  k,  m,m   M,  r,  r   R    için; 

     

 

 

     

   

' '

' '

' ' '

' '

1. k r · m   kr  · m  r · km ,

2. r · m  m   r · m  r · m ,

3. r  r  · m  r · m  r  · m,

4. r · mm   r · m m   m r · m ,

5. rr  · m  r · r  · m ,

 

  

  

 



 

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona değiĢmeli etki denir. 
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Bu tez boyunca r  R  nin m  M    üzerine etkisi r · m ile gösterilecektir. 

 

Tanım 4.2 R birimli bir k-cebir ve C bir R−cebir olsun her  c  C,  r  R   

için 

 :  C  R,   

R-cebir morfizmi 

 CM1) r · c   r c    

Ģartını sağlıyorsa  C,R,    üçlüsüne ön-çaprazlanmıĢ modül denir. 

Buna ek olarak her 'c,  c   C , 

                 
' '2) .CM c c cc   

ise  C,R,   üçlüsüne bir ¸çaprazlanmıĢ R-modül denir. Son ¸Ģart Peiffer özdeĢliği 

olarak adlandırılır. Bu ¸Ģekildeki bir ¸çaprazlanmıĢ modülü   C, R ,    ile göstereceğiz. 

Acık olarak, herhangi ¸çaprazlanmıĢ modül bir ön-çaprazlanmıĢ modüldür. 

 

Tanım 4.3  C,R,    den  ' ' 'C ,R ,   ye ¸çaprazlanmıĢ modüller olsun, 

' ' :  C  C ,   :  R  R ,    

k-cebir morfizmlerinin ikilisi 

         'r · c    r  · c  ve c    c         

ġartlarını sağlıyorsa ( , )   morfizmlerine  C,R,    ve  ' ' 'C ,R ,   çaprazlanmıĢ 

modülleri arasındaki morfizmler denir. Burada, eğer 'R  R  ise    bir ¸çaprazlanmıĢ 

R-modül morfizmi ve    birim morfizm denilecektir. Buradan XMod  ile gösterilen 

çaprazlanmıĢ modüllerin kategorisini tanımlayabiliriz. 

 

Örnek 4.1. I bir R, k-cebirinin herhangi bir ideali olsun. Bir 

inc. :  I  R.  

Ġçine fonksiyonunu gözönune alalım. Bu durumda (I,R, inc.) bir ¸çaprazlanmıĢ modüldür. 

Tersine herhangi bir ¸çaprazlanmıĢ R-modül  :  C  R   verilsin  

C  I   nın R de bir ideal olduğu kolayca gösterilebilir. 

 

Örnek 4.2. M herhangi bir R-modül olsun. M, sıfır ¸çarpımlı bir R-cebir 

olarak düĢünülebilir. Bu durumda her ' c,c C   için   ' ' '0 c  · c   0c   0  cc    
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ile 0:  M R bir ¸çaprazlanmıĢ R-modül olur. 

Tersine herhangi  :  C R   ¸çaprazlanmıĢ modülü verilsin bu durumda 

Çek  bir R / C modüldür.  

Teorem 4.1. (Hungerford, 1974) E bir simplisel cebir ve I, E nin bir simplisel ideali 

olsun. 

:inc I E  

içine fonksiyonu yardımıyla 

   0 0 : I  E    

fonksiyonu elde edilir ve E , I üzerine etkisi yardımıyla,  0 E  nin  0 I üzerine 

etkisi elde edilir. Bu tanımlamalarla     0 0I ,  E ,      bir ¸çaprazlanmıĢ modül olur. 

 

Teorem 4.2. Eğer  C,R,    bir ¸çaprazlanmıĢ R-modül ise bu durumda 

i) Çek  , C nin bir merkez idealidir, 

ii) Her C/C
2
 hem de Çek nin doğal R / C  modül yapısı vardır. 

 

    4.2. ÇaprazlanmıĢ Modüllerin Elde EdiliĢi 

E bir simplisel cebir ve NE bu cebirin Moore kompleksi olsun. Burada P(4)un 

elemanlarının tamamının 4 4  altındaki görüntüsü alınarak elde edilen üreteçler 

kullanılır ve verilen elemanların her birinin 4  altındaki görüntüsü 
30E
 tur.   

(Conduché, 1984) ‘nin de izlediği yol takip edilirse bir 3-çaprazlanmıĢ modülün tanımı 

aĢağıdaki biçimde olur. 

Tanım 4.4     
3 2 1

3 2 1 0C C C C
  

    bir  k-cebir kompleksi olsun. 

3 3 2:C C   

bir çaprazlanmıĢ modül olmak üzere herbiri C0-cebir ve C1 -cebir olan 

   

 

3 3

2 2 3 1 2 3(0)(1),(2)(0),(2)(1) (1,0)(2),(2,0)(1),(2,1)(0)

2

1 1 2(1)(0)

: , :

:

C C C C C C

C C C

     

  
 

dönüĢümleri 

3CM1)   1 1
2

2 1 1 1 1 1(1)(0)

yx y x x y


     

3CM2)      
3 3 3

1 2 2 1 2 1 2(0)(2,1) (0)(1) (2)(1)
x y x y x y      
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3CM3)    
3 2

3 1 2 2 2 2 2 2 2(1)(0) (1)(0)
x y x y x y       

3CM4)       1 1
3 3 3

1 3 3 1 3 3 1 3 3 3(2,0)(1) (2,1)(0) (1,0)(2)

xx y x y x y y


       

3CM5)    
3 3

2 2 2 2 2(2,0)(1) (0)(2)
x y x y     

3CM6)  
3

3 3 3 3 3 3(0)(1)
x y x y    

3CM7)  
3

2 2 3 3 2 2 3(2,1)(0)
.x y x y    

3CM8)    
3 3

2 2 3 3 2 3 3(1,0)(2) (0)(2)
x y x y     

3CM9)    2 2
3 3

2 2 3 3 3 2 3 3(2,0)(1) (0)(2)

x
x y y x y


      

3CM10)      
3 3 3

' ' '

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0)(1) (0)(2,1) (2)(1)
( ) ( )x y y x y y x y y      

3CM11)        
3 3 3 3

' ' ' '

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(2)(1) (1)(2,0) (2)(0) (1)(0)
( )x y y x y y x y y x y y        

3CM12)    
3 3

' '

2 2 2 2 2 2 2(2)(0) (2,1)(0)
( )x y y x y y     

3CM13)  
3

2 3 3 2 3(2)(1)
x y x y   

3CM14)   2 2
3

3 3 2 3 3 2(2)(1)
.

y
x y x x y


     

3CM15)  
3

3 3 2 2 3(0)(1)
.x y y x    

3CM16)  
3

3 3 2 (2)(0)
0x y    

3CM17)    
3 3

3 2 2 3 2 2 2(2)(0) (1,0)(2)
x y x y      

3CM18)   2 2
3

3 2 2 2 2 2(2)(1)

y
x y x x y


     

3CM19)       1 1 1
3 3 2

3 1 2 3 1 2 1 2 2 2(2,0)(1) (1,0)(2) (0)(1)

x x
x y x y x y y y


         

3CM20)     1
3 2

3 1 2 1 2 2 2(2,1)(0) (1)(2)

x
x y x y y      

Ģartlarını sağlıyorsa  3 2 2 3 2 1, , , , ,C C C    yapısına bir 3-çaprazlanmıĢ modül denir. 

Not:  3 3 2:C C  bir çaprazlanmıĢ modül ve  
3

(2)(1)
 dönüĢümü C1−cebir olduğundan 

3CM(11, 13, 14, 18) gereğince  3 2 2 3 2, , , ,C C C   yapısı 2−çaprazlanmıĢ modüldür. 
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Tanım 4.5.     3 2 2 1 0 3 2 1, , , , , ,C C C C C    ve  ' ' ' ' ' ' '

3 2 1 0 3 3 2 1, , , , , ,C C C C    
   

birer 

3−çaprazlanmıĢ modül olmak üzere bu iki yapı arasındaki dönüĢüm aĢağıdaki biçimde 

resmedilebilir.        

 

                                                                                

3 2 1

3 2 1 0C C C C

  
 

                                       
3 2 1 0f f f f  

 
/ / / /

3 2 1 0
C C C C

 

                                                  
3 2 1
  

  

ġekil 4.1. Ġki Yapı Arasındaki DönüĢüm Diyagramı 

ve cebir homomorfizmlerı aĢağıdaki Ģartları sağlamalıdır; 

 

Her 
3 3 2 2 1 1 0 0, , , ,c C c C c C c C       için, 

 

           ( ( )) ( ( )) ( ( ))

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, ,co fo co co fo co co fo cof c f c f c f c f c f c    

     

   

3 3 3

(0)(2) (2)(1) (1)(0)

2 2 2

, , için

f f f

  

   
 

     

   

3 3 3

(1,0)(2) (2,0)(1) (0)(2,1)

1 2 3

, , için

f f f

  

   
 

 

   

2

(1)(2)

1 1 2

ve için

f f f



   
 

olur. Böylece 3-çaprazlanmıĢ modüller kategorisini tanımlamıĢ oluruz. Bu kategoriyi 

XMod ile göstereceğiz. 
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