T.C. T.C.
AKSARAY UNIVERSITESI SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
ORTAK YUKSEK LiSANS PROGRAMI

DEGISMELI CEBIRLERDE CAPRAZLANMIS MODULLER

YUKSEK LiSANS TEZi

Yasemin ISIK
DANISMAN

Yrd. Dog¢. Dr. Tufan Sait KUZPINARI
Prof. Dr. Durmus BOZKURT

AKSARAY, 2012



Yasemin ISIK

YUKSEK LISANS

15/11/2012




T.C.
AKSARAY UNIVERSITESI - SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
KABUL ve ONAY BELGESI

Yasemin ISIK’'in DEGISMELI CEBIRLERDE CAPRAZLANMIS MODULLER
UZERINE baglikli lisansiistii tez ¢alismasi, Aksaray Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisi  Yonetim Kurulu’'nun  9.11.2012 tarih ve 2012/37-11 sayilh karari ile
olusturulan asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LiSANS
tezi olarak Oy Birligi ile kabul edilmistir.

Imza

Damsman  : Yrd. Dog. Dr. Tufan Sait KUZPINARI (Aksaray Universitesi )/ AV
Uye : Dog. Dr. Yildiray KESKIN (Selguk Universitesi)

a3
Uye : Yrd. Dog. Dr. Erdal OZUSAGLAM (Aksaray Universitesi). o —=—

Tezin Savunuldugu Tarih : 24.11.2012



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa No

ONSOZ ..ot iv
TESEKKUR .....oooooeeeeoeeeeee ettt ettt ettt et et e et st et s et et et et s et et enenneeeas v
[0 Y71 D SO PRSPPI Vi
ABSTRACT . bbbt h bbb bbb et R bbbttt vii
SEKILLER DIZINT ..ottt n ettt en s viii
SIMGELER DIZINI ......cooooiiiiiiiiiiiii s iX
L BOLUM ..t 1
IO S (1o (o o OSSO SRRSO RORPTPRTRSRPRON 4

L2 FUNKLEOTTAN ... 9

1.3 HOMIOTOPI ..ttt bbbt bbb 10

1.4, Homotopi DenKIii...........cccoooviiiiiiiiiiiee e 11
2BOLUM ..o 13
2.1.Temel KaVIAMIAT ... 13
2.2.SIMPLISEI CEDITIEE ..ottt 13
2.3.Bir Cebirin Simplisel COZIMII...............ccooiiiiiiiiiierc s 16

2.4 Bir Simplisel Cebirin Moore Kompleksi Ve Homotopi Modiilii ........................... 16
2.5.Kisitlanmig Simlisel Cebirler...............ccooviiiiiiiiiiiiiiiiicecceee e 17
2.6.Yiiksek Mertebeden Peiffer Elemanlari...............ccccccooovvvviiiicniiciicnececeeseene, 18
2.7.Bir Simplisel Cebirin YaridireKt AYFISIAST ............cccooveuriririnieenieieeenessee s 20
2.8.Hiper Caprazlanms Kompleks Ciftleri ...............cocooeiiiiiiiiiniiiniiicseeeenen 22
BBOLUM ....cooooiiii 26
3.1. Bir Grubun Herhangi Bir Kiime Uzerine EtKisi ................ccccocoevvveieiericeieicennns 28

3.2. Gruplar Uzerinde Caprazlanmis Modiiller....................cccccoovvrriercrersrecereeienens 30

3.3. 1-Caprazlanmis Modiil Kavraml..............c..cccooeiiiiiiiiiniiiicc e 30

3.4. Caprazlanmis Modiillerin Bazi Temel OzelliKIeri.................cccocooovevevervivnrennnnn, 32

3.5. Alt Caprazlanmis MOdUIIEr .................ccocooviviiiiiiiiiceeeeee e 36

3.6. Normal Alt Caprazlanmis Modiiller Ve Caprazlanmis Boliim Modiilleri............ 36

3.7. Cebir Uzerinde Caprazlanmig Modiller ...............c..cccooovvevenvenrerensreseessesesenenns 37

3.8. 2-Caprazlanmis Modiil Kavraml...........cccoccooviiiiiiiiiiiieiiee e 38



3.9. Caprazlanmis Modiillerin Baz1 Temel Cebir OzelliKleri....................cccccovevuevnenn. 39
3.10. Alt Caprazlanms Modiiller, Caprazlanms idealler ve Caprazlanmis Béliim

IMOATIICT T ... e 42

3.11. Alt Caprazlanmias ModULIEr ................cccooiiiiiiieieiieee e 42
ABOLUM .....ootiiiii 43
4.1. 3-Caprazlanmis MoOdiller.................c.ccoccoiiiiiiiiieiiice e 43

4.2. Caprazlanmis MOUIIEr ...................cccceiiiiiiiiiiccce e 43

4.3. Caprazlanms Modiillerin Elde Edili§i...............cccccoovieiiiiiiiiniiiicecce e 45
KAYNAKLAR ettt b bt b st e e bt b e et e e sbe e sreesnneanneens 48
OZGECMIS ..ottt ettt ettt et ettt et e e e et et et e et enen e e, 51



ONSOZ

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, temel kavramlar ile ilgili bilgiler
verilmistir.ikinci boliimde simplisel cebirler, yiiksek mertebeden peiffer elemanlar ve
hiper c¢aprazlanmis kompleks ciftleri incelenmistir. Uciincii boliimde caprazlanmis
modiiller incelenmistir. Dordiincii boliimde ise g¢aprazlanmis modiillerin elde edilisi

incelenmistir.
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BOLUM 1

1.Temel Kavramlar
Bu boliimde ileride isimize yarayacak olan ve cebirin de temelini teskil eden tanimlar
verilecektir. Bu bilgiler 1s1ginda konumuzun ilerleyen safhalarinda karsimiza ¢ikacak

olan tanimlar daha iyi anlasilacaktir.

Tamim 1.1 (Fonksiyon) : X ve Y herhangi iki kiime olsun. X in her bir elemanina Y nin

bir ve yalniz bir elemanini karsilik getiren f kuralina X den Y ye bir fonksiyon denir.

f:X->YveyaX L Y
seklinde gosterilir. X kiimesine tamim kiimesi, Y kiimesine de deger kiimesi ad1 verilir.
Eger f( X) Y ise f fonksiyonu ortendir denir.
X1+Xp € X olsun. x32X; igin f (x1)=f(x2) (ise f fonksiyonuna birebir fonksiyon adi verilir.

Hem birebir hem de orten olan fonksiyona birebir orten fonksiyon denir (Alp ve

Wensley, 2010)..

Tamm 1.2 (Topolojik uzay) : X bostan farkli bir kiime ve r da X in alt kiimelerinin bir
smifi olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa r sinifina X iizerinde bir topoloji ve (X,r)
ikilisine de bir topolojik uzay denir.

[Ti]e, X €Er dir. Gy, Gyz, . Gun€r

[T21Gk1,Giz. Grn € r ise N, Gy, €T ,yani r smifi sonlu arakesite gore kapalidir.

[T Vi€l igin GiEr ise Use Gy, € T ,yani r smifi keyfi birlesime gore kapalidir
(Alp, 1997)..

Tanmim 1.3 (Homeomorfizm) : (X;r) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak {izere bir
f:(X,r) = (Y,o0)fonksiyonu verilsin. Eger agsagidaki sartlar saglaniyorsa f fonksiyonuna bir
homeomorfizm denir.

a) ffonksiyonu birebir ve Orten;

b) f fonksiyonu siirekli;

¢) f nin ters fonksiyonu f*: (Y,0) = (X,r) siirekli.
Eger (X,r) ve (Y,0) uzaylari arasinda bir homeomorfizm varsa bu uzaylara homeomorf

ya da topolojik olarak es yapilidir denir (Alp, 1997)..



Tammm 1.4 (Grup) : Grup tanimimi yapabilmek i¢in Oncelikle ikili islem tanimini
vermeliyiz. G#g bir kiime olmak iizere *:G x GG seklinde tanimlanan * doniisiimiine
G de bir ikili islem ve tlizerinde ikili islemin tarif edildigi bu G kiimesine de cebirsel yap1
denir ve (G, *) ile gosterilir.G#g bir kiime olmak iizere *:G x G>G doniisiimi G de bir
ikili islem olsun. (G,*) ikilisi asagidaki sartlar1 sagliyorsa buna grup denir.

G1)Vab € G icina *b dir. (Kapalilik Ozelligi)

G2) Va,b,c € Gicin (a*h)*c = a*(b*c)dir. (Birlesme Ozelligi)

G3) Va € G icin e*a = a*e olacak sekilde @ e € G vardir. (Birim Eleman)

G4) Vae € Gigin a *a™ =a™ *aolacak sekilde # a™ € G vardir. (Ters Eleman)

= ikili islemi ¥V a,b € G i¢in a*b=b*a sartim1 sagliyorsa bu gruba degismeli (abelyen,
komiitatif) grup denir (Andre, 1970).

(G,*) bir grup ve H,G ‘nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. G deki grup islemine gore
H kiimesi bir grup teskil ediyorsa H'ye G ‘nin alt grubu denir ve H <G ile gosterilir
(Arvasi ve Porter, 1997).

Tamim 1.5 (Cosetler (Yan kiimeler)) : G bir grup ve H,G ‘nin bir alt grubu olsun. g € G
olmak tizere,
Hg={hg:h€H}vegH={gh:h€eH}
kiimelerine H ‘nin sirasiyla sag ve sol yan kiimeleri denir. (toplam notasyonunda
H+g={h+g:h €H}veg+H={g+h:h € H} olur.) (Arvasi ve
Porter, 1997).

Tanim 1.6 (Normal Alt grup) : G bir grup ve H< Golsun. Eger Hin G “deki biitiin sag
ve sol yan kiimeleri esitse, yani Va € G i¢in aH = Ha oluyorsa o takdirde H alt grubuna

G ‘nin normal alt grubu denir ve H A G ile gosterilir (Andre, 1970).

Tamm 1.7 (Bir grubun merkezi) : G bir grup olmak iizere G ‘nin merkezi M(G)ile
gosterilir ve

M(G) = {a€G:ax = xa, VXEG igin}
olarak tanimlanir. Diger bir deyimle bir G grubunun merkezi, G ‘nin her elemani ile

degismeli olan G deki elemanlardan olusan bir kiimedir (Andre, 1970).

Tamm 1.8 (Bir grubun bir kiime iizerine etkisi) : G bir grup ve A bostan farkli bir

kiime olsun. Bir



*GxA->A (9,8~ ((g,a)=g*a
fonksiyonu verilsin. Eger
i. ¥Va€ Aicin e*a=a ise;
ii. Va€A4 veg,h€ G icin (gh)*a=g*(ha) ise;
0 zaman * fonksiyonuna G nin A iizerine bir etkisi ve A ya bir G-kiimesi denir (Blyth,
1986).

Tamm 1.9 (Grup izomorfizmi ve homomorfizmi) :
(G,0),(G,0) iki grup ve g:G->G birebir ve drten bir doniisiim olsun. Yabe Gicin,
g(aob)=g(a) o'g(b)
oluyorsa bu ¢ doniisiimiine izomorfizm (es yap1 doniistimii) denir. G = Go6lmasi halinde
@:G->Gizomorfizmine ise G ‘nin otomorfizmi adi verilir.
Sayet, #:G->Gbir izomorfizm ise G ve G'ye izomorf denir ve bu G = G’ ile ifade edilir.
Homomorfizm kavrami izomorfizm kavramindan daha zayif olmakla beraber cebirde ¢ok
biiyiik bir 6neme sahiptir.
(G,0),(G,o) iki grup ve #:G->Gbir déniisiim olsun. ¥ a,b € G i¢in,
g(aob)=g(a) o's(b)
oluyorsa bu ¢ doniisiimiine grup homomorfizmi (veya kisaca homomorfizm) denir. ¢
homomorfizmi birebir ise ¢ ye monomorfizm, ¢ doniisiimii 6rten ise @ ye epimorfizm
ad1 verilir. G=G'olmas1 halinde g:G->G"homomorfizmine ise G nin endomorfizmi

denir (Arvasi ve Porter, 1997).

Tamim 1.10 (i¢ otomorfizm) : G bir grup ve a € G olsun. ¥V xeG igin,

0a(X) = axa™
ile tanimh ¢, :G->G nin bir otomorfizmasidir.ya ¢,‘ninG bir i¢ otomorfizmasi1 denir
(Asar ve Arikan, 2009)

G nin biitiin otomorfizmlerinin kiimesi Aut(G) ile gosterilir (Andre, 1970).

Tammm 1.11 (Halka) : H # g bir kiime olmak {izere H iizerinde asagidaki sartlar
saglayan toplama (+) ve ¢arpma (.) islemleri tanimli ise, H kiimesine toplama ve ¢arpma
islemlerine gore bir halka denir ve ( H, +, . ) ile gosterilir.

H ) H kiimesi (+) islemine gore degismeli grup olmalidir.

H;) Vab,c €Higina.(b.c) = (a.b).c olmahdir. (Carpma isleminin birlesme 6zelligi)



H3) ¥Va,b,c € H igin a.(b+c) = (a.b)+(a.c) olmalidir. (Carpma isleminin toplama islemi
iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi)
Eger Ya € H icin a.e=e.a=a olacak sekilde e € H varsa yani H halkasinin ¢arpma

islemine gore birim elemani varsa H halkasina birimli bir halka denir (Andre, 1970).

Tanim 1.12 (Cisim) : H degismeli ve birimli bir halka olsun.
Ya€CH a#0i¢cin?beH;ab=ba=1
ise ,yani degismeli H halkasinin sifirdan farkli her elemaninin ¢arpma islemine goére bir

tersi varsa H ye bir cisim denir (Andre, 1970).

1.1.Kategori

Kategori teorisinin matematigin diger bir¢ok dallarinda da kullanim alan1 vardir.
Kategori teorisi aynt tip nesneler ve bunlar arasindaki doniisiimlerle ilgilidir. Daha genel
olarak, kiimeler arasindaki fonksiyonlarin bileskesinin birlesme 6zelligine sahip
oldugunu ve her bir kiime i¢in bir birim fonksiyonu bulundugunu biliyoruz. Burada daha
genel olarak kiimeler yerine nesneler ve fonksiyonlar yerine morfizmler alindiginda
kategori kavrami elde edilmis olur (Alp, 1997;Higgins, 1971).
Genellikle bu kavramlarin agiklandigi temel kaynak Blyth ‘in yapmis oldugu Categories
(Higgins, 1971) kitab1 oldugundan burada o kaynak referans gosterilerek alintilar
yapilmistir.

Tamim 1.13 : Bir C kategorisi nesnelerinin kiimesi Ob(C), morfizimlerinin kiimesi
Mor(C), kaynak ve hedef doniisiimleri,

a,B:Mor(C)—Ob(C)
nesne doniisiimii,

£:0b(C)—Mor(C)
x—e(x)=Iy

ve
Mor(C), xg Mor(C) = {(a,b) ¢ Mor(C) x Mor(C):a(b) = B(a)}
iizerinde tanmimhi  “.” bigimindeki c¢arpma islemi kismi carpma islemi olarak
adlandirilacaktir. Bu doniisiimler agsagidaki sartlar1 saglarlar;
K1) ¥ (a,0)e Mor(C), xs Mor(Cligin a(b.a) = a(a)
K>) Yab,c € Mor(C) ile a(c) = B(b) ve a(b) = B(a) i¢in
c.(b.a) =(c.b).a



K3) Vx € Ob(@)igin a (1) =x=p(L,)
Ka) Wae Mor(Qigin a.l 4= go.a=a dir (Alp, 1997; Higgins, 1971).

Tamim1.14 :Her hangi bir kategorisinde nesnelerin ve morfizmlerin bir diyagrami i¢in
verilen bir kaynak nesnesinden bir hedef nesnesine tiim bileske morfizmler esit ise
kategori degisimlidir denir. Bu geometrik olarak gosterilecek olursa

(04 (03

. S e e— >

(3 o se
B
Sekil 1.1. Morfizmlerin Diyagram
biciminde ifade edilir. Bu diyagraminin degigsmeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
c=boavefoa=boa
olmasidir. Degismeli kategoriye asagidaki 6rnekler verilebilir (Higgins, 1971;Whitehead,
1949).

Ornek 1.1: C'bir kategori ve 4, C'kategorisinin sabit nesnesi olsun. Asagidaki gibi bir A~
kategorisi olusturulabilir:C"kategorisinin morfizmleri olarak A A X nesneleri alinir. Yani,

Ob(A™) = {fIf:A > X ,X € 0b(C)}

dir. A L X nesnesinden A 5 Y nesnesine bir morfizm asagidaki diyagramdaki gibi

verilirse

g
Y

Sekil 1.2. Morfizmlerin Degisimli Diyagrami
degisimli diyagrami elde edilir.
Benzer sekilde ; ~A kategorisi de asagidaki gibi elde edilebilir:
Nesneler i¢in C"kategorisinin X L A seklindeki morfizmleri ile ve X L A nesnesinden

=Y nesnesine bir morfizm de asagidaki diyagramla ifade edilir ve

5



Sekil 1.3. Morfizmlerin Katogori Degisimli Diyagrami
degisimli diyagrami elde edilir (Higgins, 1971) .
Bu kategorilere comma kategorileri de denir.
Ornek 1.2 : C'bir kategori olsun. Bu durumda C"kategorisinden asagidaki gibi bir baska
kategori de elde edilir.

. N . . f . g . .
Nesneleri C" kategorisinin morfizmleri ve A —» B nesnesinden C > D nesnesine bir

morfizm olan kategori

f
A ——8B
a p
C g D’

degisimli diyagrami ile tanimlidir.

Morfizmlerin bilesimi de asagida verilen sekilde tanimlanabilir:

r

f f
A —> B A—> B
a l { a ,8'
C —sD C —>D
g g

Sekil 1.4. Morfizmlerin Bileskeleri Diyagrami
Bu diyagramlarmin birlesimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A’=Bve(C’ =D
olmasidir. Bu durumda diyagramlarin bileskeleri olan sekil

fof




C D'
gog
ile verilir. Bu kategoriye C kategorisi tizerindeki ok kategori denir (Higgins, 1971).

Tamm 1.15: Eger bir kategorinin nesneleri bir kiime seklinde ise bu kategoriye kiigiik
kategori denir (Higgins, 1971).
Kategori tanimindan hemen sonra alt kategorinin ne olmasi gerektigi konusunda alt

kategori tanimi asagidaki bicimde verilebilir.

Tamm 1.16: C've D iki kategori olsun.
1) opc"c ObD
i) ¥xyec0b(C) igin Clxy) € DX.Y)
iii) C'nin morfizmalarinin bileske islemi D nin ki ile ayni ise bu durumda
C.D nin alt kategorisidir denir (Arvasi ve Porter, 1997) .
C'D nin alt kategorisi ve'Vx,y ¢ Ob C" i¢in C{x,y) = D(x,y) ise C" ye D nin dolu alt
kategorisi, ObC = ObD ise C"ye D nin genis alt kategorisi denir (Alp, 1997;Whitehead,
1949).
Tanimin1 vermis oldugumuz kategorilere asagidaki 6rnekler tanimlarin anlasilmasi igin

verilebilir.

Ornek 1.3 : Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir (Alp, 1997).

Cozim icin her kategori kendisinin bir alt kategorisi ise bu kategorinin nesnelerinin
kiimesi ve morfizmlerinin kiimesi her zaman i¢in mevcuttur. Aynt zamanda birebir
olduklarindan alt kategori sartlar1 saglanir. Bu durumda her kategori kendisinin dolu alt

kategorisidir.

Ornek 1.4 : Sonlu olan kiimelerin kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt kategorisidir
(Alp, 1997).



Ornek 1.4 : Abel gruplarin kategorisi, Grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir(Alp,
1997).

Orneklerle tanitigimiz Set kategorisi i¢in asagidaki 6nemli 6zellikler verilebilir.

Onerme 1.1 : Kiimelerin Set kategorisinde bir a:4—B morfizmi i¢in asagidaki durumlar
birbirine denktir.

1. a bire-bir dir.(Yani a(X) = a(Y) ise X=Y dir.)

2. a soldan sadelesebilirdir. .(Yani a o b = a o ¢ = b=c dir.) (Higgins, 1971).

Ispat : Gergekten ;
1=2)Kabul edelim ki a birebir, b,c:C—A4 ve a0 b =a o c olsun. Bu durumda ¥x ¢ C
igin,
(@0 b)(X) = (a0 c)X) = a(b(X)) = a(c(X))
olur ve a bire-bir oldugundan
b(X) = c(X)
dir. ¥x ¢ C igin ve b,c:C—A tammlandigindan b = ¢ bulunur.
2 = 1) : Kabul edelim ki a soldan sadelesebilir ve bire-birlik sartinin hipotez kismi olan
a(X) = a(Y) ve C = {a} olsun.
b(a) =Xvec(a) =Y
olacak sekilde b,c:C—A doniistimleri tanimlansin. Bu takdirde
a(X) = a(Y)
esitliginde X ve Y yerine yazilirsa
a(b(a)) = a(c(a)) =aob=aoc
= b=c
oldugundan
X=b(a) =c(a) =Y
bulunur (Higgins, 1971) .

Tamim 1.17 (Monik) : C'bir kategori olsun. Eger C kategorisinde bir a:4—B
morfizmi soldan kisaltilabilir ise &’ ya monik denir.

Set kategorisinde bir morfizmin monik olmasi i¢in gerek ve yeter sart morfizmin bire-

bir olmasidir (Higgins, 1971;Brown, 1999).



Tamm 1.18 (Epik) : C"bir kategori olmak iizere C"kategorisinde bir a:4—B morfizmi

sagdan kisaltilabilirse, yani;
boa=coa=b=c
ise a’ ya epik morfizmler denir.Epik morfizmlerin 6zelliklerini yansitan Onerme ve

ornekler asagidaki gibi verilebilir (Higgins, 1971;Brown, 1999).

Tamm 1.19: Bir C kategorisinde f : 4 — B morfizmi verilsin. Eger bu f morfizmi
soldan kisaltma 6zelligine sahipse yani fg = fh olacak sekildeki g ve h morfizmleri igin

g = h olacak sekilde bulunabilirse f morfizmine bir monomorfizm denir (Alp, 1997) .

Tamm 1.20: Bir C" kategorisinde f : 4 — B morfizmi verilsin. Eger bu f morfizmi
sagdan kisaltma ozelligine sahipse yani olacak sekildeki g ve h morfizmleri i¢in g = h

bulunabilirse f morfizmine bir epimorfizm denir (Alp, 1997) .

Tamm 1.21: C'bir kategori ve f : 4 — B de bu kategoride bir morfizm olsun. Eger
gf =Ia olacak sekilde bir g : B — A morfizmi varsa f ye bir kesit denir. Eger fg =Ig
olacak sekilde bir g : B — A morfizmi varsa f ye bir dual kesit denir (Alp, 1997).

Tamm 1.22: Monomorfizm ve epimorfizm olan bir morfizme bimorfizm, kesit ve dual
kesit olan bir morfizme ise izomorfizm denir. Eger f : A — B doniisiimii bir izomorfizm

ise A ve B nesnelerine izomorf denir (Alp, 1997).

Tamm 1.23: Bir  kategorisinde A ¢ Ob(C) nesnesi verilsin. Eger her bir X ¢ Ob(C)

nesnesi i¢in Morc (A,X) bir tek morfizme sahipse A ¢ Ob(C) nesnesine bir kaynak
doniigiimii denir.Benzer olarak her bir X ¢ Ob(C) nesnesi igin Morc (A,X) bir tek
morfizme sahipse A € Ob(C) nesnesine bir hedef doniisiimii denir (Alp, 1997).

1.2.Funktorlar

Her kategoride, nesneler arasindaki doniisiimlere karsilik gelen morfizmlerin oldugu
bilinmektedir. Ornegin kiimeler arasinda fonksiyonlar, topolojik uzaylar arasinda siirekli
fonksiyonlar, gruplar arasinda grup homomorfizmleri vardir. Benzer olarak kategoriler
arasinda da doniisiimlerin olmas1 kagiilmazdir. Bu doniistimlere literatiirde funktor denir

ve ¢esitli 6zellikleri mevcuttur. Bu 6zellikler ve tanimlamalar agsagidaki gibi verilebilir.



Tamm 1.24: C'veD iKi kategori olmak iizere C nin her bir A nesnesini D nin bir F(A)
nesnesine, C" nin her bir f : A — B morfizmini ise D deki bir F(f) : F(A)—F(B)
morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F doniisiimiine C den D ye bir
funktor denir ve F': C — D bigiminde gosterilir.
) C kategorisinde g o fbileskesi tanimli olacak sekildeki f ve g morfizmleri
iinF(g o f) = F(g) o F(f) dir.
i) ¥ A € Ob(C) igin F(1a)=1ga)dir (Alp, 1997)-(Alp ve Wensley, 2010)..

Tamm 1.25 : C, D kategorisinin alt kategorisi, v X ¢ C"i¢in iX = Xve C'kategorisinin
her morfizmi i¢in de

la=a
bigiminde ise i - C"— D bir funktordur. Bu funktora dahil etme funktoru denir (Higgins,
1971).

Tamm 1.26 : F : Grp — Grp funktoruna tiiremis grup funktoru denir. F : Grp — Abel

funktoruna ise abel funktoru adi verilir (Higgins, 1971).

Tanmm 1.27 : F : A; X A, — A4 seklinde tanimli funktora bifunktor , F : A; X Ay X As— A4
seklinde tanimli funktora trifunktor ,ve

F:A XA XAzx..xAh— A4 n>4
seklinde tanimli funktora ise multifunktor denir (Higgins, 1971).

Tanmm 1.28 : F:A—B funktoru icin G o F =15 ve F 0 G =1 olacak sekilde G : B — A

funktoru bulunabiliyor ise F funktoruna izomorfizm denir (Higgins, 1971).

Tamm 1.29: Eger F:A—B izomorfizm ise A ve B kategorilerine izomorfik kategoriler
denir (Higgins, 1971) .

1.3.Homotopi

Tammm 1.30 : F(x,0) = fo(x), F(x,1) = f1(X) ¥ x X sartlan1 ile birlikte F-.X x [ —Y
stirekli doniisiimiine homotopi denir. Burada X, Y uzaylar olmak iizere fo f1 - X—Y
stirekli dontisimlerdir ve fo fi’e  homotopiktir denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve
Macdonold, 1969).
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Iki matematiksel nesnenin homotopik olmasi, birinin digeri iizerine siirekli olarak
deforme edilebilmesi ile ayn1 anlamdadir. Ornegin gercel say1 dogrusu, tek bir noktaya
homotopiktir. Ancak ¢ember, tek bir nokta uzayma homotopik degildir (Mucuk, 1949;
Atiyah ve Macdonold, 1969).

Tamim 1.31 : Nesneleri X topolojik uzaylari, Hom kiimeleri Hom(X ,Y) = [X ,Y] ve
birlesimleri [g] ° [ f] = [g °f ] bi¢imindeki b6liim kategorisi homotopi kategorisi olarak
adlandirilir ve hTop ile ifade edilir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969).

Tamim 1.32: Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri homotopi siniflar1 ve kismi ¢carpim
islemide homotopi siniflart arasinda tanimli * igleminden olusan kategoriye homotopiler

kategorisi denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969).

Tammm 1.33 : f : X—Y fonksiyonu sabit bir fonksiyona homotopik ise f ’ye null
homotopik fonksiyon denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969).

Tamm 1.34: (Relatif homotopi)-A c X f - X — Y ve g : X — Y siirekli fonksiyonlar
olsunlar. Eger a € A igin f ve g arasinda ¢ € / dan bagimsiz F(a,t ) homotopisi mevcutsa
f ve g fonksiyonlarina A ya gére homotopiktirler denir. Diger bir deyisle VacAve ¥t e
| igin F(a,t ) = f(a) = g(a) olacak sekildeki F homotopisine A ya gére homotopi denir.
Bu homotopi f = g veya F: f = g(relA) bigiminde gosterilir.

F: f = g(relA) iseV x € X icin F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) olup ¥ Xee A,V t € I igin
F(Xo, t) = f( x0) = g(Xo) elde edilir. Eger A =g ise A ya gére homotopiye null homotopi
denir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969).

1.4.Homotopi denkligi

Iki siirekli fonksiyonun homotopik iken denk olugunu diisiinecek isek, homeomorfizm
tanimint  degistirmemiz gerekir ‘= isareti yerine homotopiyi koymaliyiz. Bu bizi
asagidaki ‘homotopi denkligi’ kavramina gotiiriir:

Tanmm 1.35:X ve Y iki topolojik uzay olsun. Egergo f= Iy: X —>Xve fog=Il,;: Y =Y
olacak sekilde f : X — Y ve g : Y — X siirekli fonksiyonlar1 mevcutsa, X ve Y uzaylarina
ayni homotopi tipindendir ya da homotopik olarak denktir denir. f ile g fonksiyonlarina

ise homotopi denklikleri denir.
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Yazarken ‘homotopi denkligi’ kavramindan ziyade °‘iki uzaym homotopik olmasi

kavrami daha yaygindir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969).
Teorem 1.1 : Homotopi bagintis1 " = " bir denklik bagintisidir.

Ispat : " ~ " bagmtisimin bir denklik bagintis1 olmasi icin yansima, simetri ve gecisme
ozelligine sahip oldugunu gostermeliyiz.
i)" = "bagintisininyansiyan oldugunu gostermek igin F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = f(x)
olacak sekilde bir F: X X I — Y siirekli fonksiyonunun tanimlanmasi gerekir. Burada
F(x,t) = f(x) olacak sekilde tanimlanirsa f = f oldugu goriliir.
il) = bagmtisinin simetrik oldugunu géstermek igin f =~ g iken g = f oldugunu
gostermeliyiz. f = g olsun. Bu durumda
F:X xI-Y , (xt)»F(xt)

stirekli fonksiyonu F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) olacak sekilde mevcuttur.
Buradan

G : XXI — Y
fonksiyonu da siirekli olup G(x,1) = F(x,0) = f(x) ve G(x,0) = F(x,1) = g(x) elde
edilir. O halde g = f dir.
i) f =~ gve g = holsun. O halde;

F:X XI->Y

(x,t) » F(x,t)

stirekli fonksiyonu F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) olacak sekilde ve

G:X XI->Y

(x,t) » G(x,t)
stirekli fonksiyonu G (x,0) = g(x) ve G(x,1) = h(x) olacak sekilde mevcuttur.
F ve G yardimi ile
H:X XI->Y
F(x,2t),0<t<1/2

x,t) » H(x,t) = 1
(x,0) (xt) G(x,2t—1),§StS1

stirekli fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Buradan
H(x,0) = F(x,0) = f(x)
ve
H(x,1) =G(x,1) = h(x)
elde edilir. O halde f = h dir (Mucuk, 1949; Atiyah ve Macdonold, 1969).
12



Boliim 2

2.1 Temel Kavramlar

Bu botimde ilk olarak tiim baglantili homotopi tipleri icin cebirsel model teskil
eden simplisel cebirler kategorisi, ©impCbr, incelenecektir. Daha sonra simplisel
objelerin ve Carrasco tarafindan (M. Gerstenhaber, 1966) de tanimlanan yiiksek
mertebeden Peiffer elemanlar1 ile hiper ¢aprazlanmis kompleks c¢iftlerinin bazi temel
ozellikleri verilecektir. (Ozellikle boliim sonunda verilen tablo yardimiyla ikinci boliimde
3—caprazlanmis modiil kavarami tanimlanacaktir.
2.2 Simplisel Cebirler

Bu kisimda simplisel cebirler ve homoloji modiilleri ile ilgili bilinen bazi tanimlar
ve ozellikler yer almaktadir. Bu kisma iliskin daha fazla detay i¢in Andre (Orter, 1993)
nin "Homologie des algebres commutatives" kitabina basvurulabilir.

K, bir sabit, birimli, degismeli halka olsun. Burada biitiin k-cebirleri degismeli ve
birlesimli olarak kabul edilecek ancak idealler ve modiiliiler cebir olarak diisiiniilecektir.

Biitiin k-modiillerinin kategorisi M o d ile gosterilecektir.

Tamm 2.1 M bir k-modul olsun. Her m3,m;,m3 e M i¢in
MxM —> M

(m,m,) - mm,
seklinde tanimlanan k-bilineer fonksiyonu
ymm, = mm, i) (mm,) m; = ml (m,m,)
kosullarini sagliyorsa M ye bir degismeli k-cebiri (ya da k tizerinde cebir) denir.
Degismeli cebirler kategorisini €br ile gosterecegiz.
Bu boliime simplisel cebirler teorisi ile 1ilgili bazi temel bilgiler vererek
baslayacagiz. Birinci kisimda simplisel objeler {lizerinde bazi genel sonuglari

hatirlayacagiz. Ozellikle, degismeli cebirler iizerinde tanimli simplisel objeler {izerinde

yogunlasacagiz.

Tamm 2.2 (E,) . cebirlerin bir ailesi olsun.
d' : E, » E_ 0<i<n= 0,
ss 1 E, > E,, 0<i<n,

k—cebir homomorfizmleri olmak tizere



1. dMdf = d"d’ 0<i<j<n ise
2. d™s! = siis 0<i<j<n ise
3. d™s] = sipdf 0<i<j<n ise

n+l n - - - - - -
4. d"s; = id i=jJyadai =j+1 ise
5. d"s! = sitdl 0< j<i-1<n ise

Ozdeslikleri saglaniyorsa ((E”)neN’ d., s;) tglisiine bir simplisel cebir denir ve kisaca

E ile gosterilir. di, Si homomorfizmlerine sirasiyla yiizey ve dejenere operatorleri
denir. Uygulamadaki kolaylig1 acisindan yukaridaki aksiyonlarin gerektirdigi asagidaki
esitlikler daha sik kullanilir.

1. dd; = d;d;, 0< j<i<n ise
2. S8, = S; Sin 0< j<i<n ise
3. sd; = d; s, J<ioise
4 Sidj = dmsi I > ] ise

Bu esitlikler standarttir ve (Gerstenhaber, 1966) de bulunabilir.

Tamm 2.3 x € E, elemanlarma n- boyutlu simpleks denir. Baz1 y ler igin

Xx=5,(y) oluyorsa bu x simpleksine bir dejenere simpleks denir.

Tamm 2.4 Biitiin d" yiizey operatérleri ve biitiin S denejere operatérleri birlesmeli
olan yani
df = f.d, fs = sf,

Sartin1 saglayan f :E, — F,  k-cebir homomorfizmlerinin bir kiimesine E ve F
simpisel cebirleri arasinda bir homomorfizm denir ve© E — F scklinde gosterilir.
Boylece ®&impChr ile gosterecegimiz simplisel cebirlerin kategorisi tanimlanmis olur.
Bu tanimin diisiik boyutlar i¢in bir geometrik yorumu su sekilde yapabilir:

n=0 i¢in bir 0 — boyutlu simpleks agik bir X e E, noktasidir. x € E; i¢gin 1 - boyutlu
simpleks dx e ——>e dyx

X € E, icin 2 - boyutlu simpleks tliggendir:

°
dzx/\
° X T e
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Sekil 2.1. Simpleks Ucgeni
ve X € E; i¢in 3- boyutlu simpleks bir dortytizliidiir.6

Sekil 2.2. Simpleks Dortyiizli
Tanim 2.5 Bir simplisel k-modiil, N > 0, Tanim 1.2.2 de verilen denklemleri

saglayan k—modiil homomorfizmleri ile k—modiillerin bir E, ailesidir.

Tamim 2.6 E herhangi bir simplisel K —modiil olsun ve
o, E, - E
Homomorfizmi
i~0
seklinde tanimlansin. Bu durumda k - modiillerinin bir kompleks zinciri vardir. Simplisel

cebirlerin taniminda yer alan 1. aksiyom geregi 0,0, =0 dir. Bu boylece E

n+l ~'n
simplisel modiiliiyle iliskili bir zincir kompleksi olur. Buradan
n. homoloji modiilii H, (E)

_ Geka,
Iman+1

H. (E)

Seklinde tanimlanir.

Tamm 2.7 E bir simplisel k-cebir olsun. Her N € Nigin E, = E ve d; = s; = id olmak
lizere ((En)neN ,d.,s,) ticliisii bir simplisel cebirdir. Bu simplisel cebire sabit simplisel

cebir denir ve K(E, 0) ile gosterilir.
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Tanmm 2.8 Bir E simplisel cebir, K (E, 0) sabit simplisel cebir olsun,
E - K(E, 0)
doniistimiine E simplisel cebirinin artirilmist denir. Bu artirma
fd; = fd/:E, > E
orten k-cebir homomorfizmi yardimiyla olur. Eger E artirilmis simplisel cebiri devirli ve

n>0icinH, (E) = 0, Ho (E) = E ise bu simplisel cebire devirli simplisel cebir denir.

2.3 Bir Cebirinin Simplisel Coziimii
Tammim 2.9 B bir degismeli k-cebir olsun. B nin bir serbest simplisel ¢6ziimii, (E, f)

devirli ve herbir E, serbest olacak sekilde bir f :E, — B genislemesi ile birlikte bir E

simplisel cebirinden olusur.

2.4 Bir Simplisel Cebirin Moore kompleksi ve Homotopi Modiilii
Tamm 2.10 E simplisel cebir olsun.

n-1
(NE) = ()Gekd
i=0
ve her
n > 0icing, : NE, - NE, | donugimi, d) :E — E_|
doniisiimiiniin (NE), kiimesine kisitlanis1 olmak iizere (NE, 0) zincir kompleksine

E simplisel cebirin Moore kompleksi denir.

Tamm 2.11 E simplisel cebir olsun. E nin Moore kompleksinin n. Homolojisine
E nin n. homotopi modiilii denir ve 7 (E) ile gosterilir. Yani
7,(E) = H,(NE,?)

n

= ()Cekd! / d(Gekd,™)

n+1
i=1

NE ve z,(E)nin yorumunu su sekilde yapilabilir:
n=1 o € NE i¢in
ow e ——>e(

Ve o € NE,
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[ ]
aa,/(a)\
° > o

0

/N

0

Eger w e NE,

seklinde ise w,Ceko icindedir. Eger @ onun 3. yiiziinde ve diger biitlin yiizleri de sifir
olacak sekilde bir x 3-simpleksi varsa X, 7z, (E) nin asikar elemanin verir.

2.5 Kisitlanmis Simplisel Cebirler

NEve 7z, (E) nin elemanlar ig¢in bu basit yorum, ilerde, baz1 bagka durumlardaki

elemanlarin yorumuna yardimci olarak faydali olacaktir.

Tammm 2.12 E simplisel cebirinde mertebesinin boyutu > k olan E, elemanlarim
almayarak elde edilen komplekse E simplisel cebirin bir k-kisitlanms simplisel cebiri

denir ve tryE ile gosterilir. k-kisitlanmis simplisel cebirlerin kategorisi Tr, GimpChbr ile

gosterilir.Iskelet funktor hakkindaki bazi bilgiler (Gerstenhaber, 1966) dan
hatirlanacaktir. Cebirlerin kategorisi €br de bir kisitlama funktoru vardir. Bu funktor k-
tersiskelet funktor olarak adlandirilan
cosk, : Tr,GimpCbr — Simp&br
seklinde sag ek (adjoint) ve k-iskelet funktor olarak adlandirilan bir
sk, : Tr,Gimplbr — Simplbor,

sol ek funktora sahip olan
tr, : GimpCbr —» Tr, SimpCbr
seklinde bir kisitlama funktoru vardir. Iskelet funktor hakkindaki detayl bilgi icin
(Gerstenhaber, 1966) ve (Andre, 1970) den elde edilebilir.
Asagida verilen teorem (Mucuk, 2010) tarafindan gruplar i¢in yapilmistir. Burada bunun

ispatin1 vermeyecegiz fakat daha farkli bir yol izleyerek bazi degisiklikler yapilmis olan
17



ve degismeli cebirler ig¢in kullanilan (Asar ve Arikan, 2009) de bulunan sonucu

verecegiz.

Teorem 2.1 (Mucuk, 2010) E bir simplisel cebir olsun. E nin tersiskeleti cosk tr, (E))
nin Moore kompleksi k + 1 uzunlugundadir. Yani

i > k + Ligin N(cosk, (tr, (E))) =0

dir ve k + 1 den kiiciik boyutlarda E nin Moore kompleksi ile 6zdestir. Buradan
N (cosk, (tr, (E))) = Cek (k : NE, — NE,)
ve

O N(cosk, (tr (E))). = N (cosk, (tr, (E)))k = NE,

K+

morfizmi birebirdir.

2.6 Yiiksek Mertebeden Peiffer Elemanlar:

Bu boliimde (Hungerford, 1974) de verilen asagidaki sonuglar1 verecegiz:
NEn > 1 i¢in E nin Moore kompleksi olsun. Ayn1 sekilde n > 1 igin ,D, boyutlu

dejenere elemanlari tarafindan Uretilen ideal olsun. Eger  E, =D,
ise her
an(NEn) = én(ln)
dir. Burada, I, E, iginde, agik olarak verilen elemanlarin kiimesi tarafindan iiretilen bir

idealdir.Eger n = 2, 3 ya da 4 ise bu durumda E simplisel cebirin Moore kompleksinin

goruntisu
0, (NE,) = Z KK,
l1,J

Formunda verilebilir. Burada &+ 1, j =[n—1]={0,1....,n—1} olmak iizere

lud=[n-1] ve

K,= h(;ekdiv ve K;[Gekd,

iel jed
dir. Genel olarak n > 4 icin
> KK, €0,(NE,)
1,J

ifadesi tanimlanmustir.
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2.13 Tammm ve Notasyon:ilk olarak P. Carrasco ve A.M. Cegarra (Lichtenbaum ve

Schlessinger, 1967) den asagidaki notasyon ve terminolojiyi hatirlayalim.
[n] ={0<1<..< n} swrali kiimesi i¢in o :[n +l] — [n]
. ] , J< 1 ise
o = . . ..
J=1, J>1 se
seklinde tanimlanan artan, 6rten fonksiyon olsun.

S(n,n—r), [n] den [n—r] ye monoton artan orten biitiin fonksiyonlarin kiimesi

olsun. Bu kiime ¢ lerin gesitli birlesimleriyle iiretilebilir. Bu iiretilen fonksiyonlarin
birlesimi asagidaki asitligi saglar.
ae = o0, j<i

]

0<i, <i, < ..<i, <n-1 olmak zere bu, her aeS(n,n—r) elemanin

a=a, 0¢,0...0 &,

seklinde bir tek agiliminin olmasini gerektirir. Burada i, indisleri
{ipyovd ) = {ia(i) = a(i+1)}
olacak sekilde [n] nin elemanlaridir. Boylece S (n, n— r) kiimesini
{(iemmeniy) 2 0<i <y < o< <n =1
kiimesi ile belirleyebiliriz. Ozellikle [n] iizerinde birim fonksiyon ile tanimlanan S(n, n)

nin tek elemant, ¢n ile gosterilen bos 0 — tuple () a karsilik gelir. Benzer olarak S(n, 0)

in tek elemani (n—1,n—2,...,0) dir. Her n>0 igin

= J s(n nr)

olsun. Eger L=J,enl, =], fakat i.,> ], ise ya da eger
L= (- ) p= (js, ) S(n) nin i¢indedir denir.
Bu S(n) yi bir sirali kiime yapar. Ornegin S (2) deki ve S (3) deki sira
5(2) = {#.<(1)<(0)<(L0)
{6, <(2) <(21)<(0) <(2.0)<(10) <(2.10)}
S(2) = {4, <(3)<(2)<(3.2)<(1)<(31)<(2.1)<(3,2.1) < (0)
<(3,0)<(2,0)<(3,2,0)<(1,0)<(3,1,0)<(2,1,0)<(3,2,1,0)}
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Seklindedir. «, f € S(n) ise @ N f, her ikisine birden ait olan indislerin kiimesini

belirtir.

2.7. Bir Simplisel Cebirin Yaridirekt Ayrismasi

Buradaki temel fikir Conduche (Tasci, 2007) de bulunabilir. Bir simplisel grup durumu
icin ayrintili inceleme Carasco ve Cegarra tarafindan (Lichtenbaum ve Schlessinger,
1967) de verilmistir. Bu yapinin cebir durumu ise Carrasco tarafindan (Gerstenhaber,

1966) de yapilmustir.

Tamm 2.14 M bir k - cebir ve n > 2 olmak tizere M;,M, , ..., M ler M nin alt
cebirleri olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda M k - cebirine
M, M, , ..., M altcebirlerinin bir n - yaridirekt ¢carpimi denir ve

M=M, xM, x ... x M,
seklinde gosterilir.
(i) M; + ... + M, 1 < s _ nicin M nin bir idealidir,
([i)M, + ..+ M, =M,
(i) (M, + .. + M, ) NM, =0 1<s<t<n igin,

m, € M, olmak tlizere herhangi bir eleman, tek bir tiirlii olarak m +m, +...+m,

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.2 (Hungerford, 1974). E bir simplisel cebir olsun. Bu durumda E yaridirekt
carpim olarak
E, = Cekd" x S} (E,,)
Seklinde ifade edilebilir. Izomorfizm asagidaki sekilde tanimlanabilir.
0 : E, — Cekd" x ST (E,,)
e — (e—-s,des, de)

E, ile Cekd xS, E, , arasinda izomorfizm var oldugundan bu metodu her bir E,,

Moore kompleksteki terimlerin dejenerelerinin bir ¢ok kathi yaridirekt carpimi seklinde
elde edilene kadar tekrarlayabiliriz. Gergekten, K,

1
et Ve S=8""
Gekdnut Gekdy}

Kn — Cekd n+1 dindin+1

n+l?
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Seklinde tammlanan simplisel cebir olsun. Her i<n-1igin d';d" = d"'d]
oldugundan Gekd" biitiin d",i <n—1 morfizmleri tarafindan Cekd'} e resmedilir.

Dahas1 i<n-2 igin d™Is" = s"'d" oldugundans™, Cekd" vyi Cekd™! Resmeder.

n+l

Teorem (1.3.2) E,, ve K. , euygulanirsa

E, = Cekd, xs, ,E ,
= Gekd, x5, (Gekd, , x5, ,E )
= K, % (sn_1 Cekd, , x sn_zEn_z)
Elde edilir.
K bir simplisel cebir oldugundan asagidaki esitlik saglanir.
Cekd, = K,,=Cekd", xs K ,
= (Gekd,, NGekd, ) x's,_,Gekd, ,

ve bu

E = ((C;ekd;[l ﬂ(;ekd:) XS, (Qekdn"j)) X (sm2 ((;ekdn"j) XS .S, (EH))

yazmamiza izin verir. Buradan E, asagidaki ifade edilebilir.

Teorem 2.3 (Asar ve Arikan, 2009)Eger E bir simplisel cebir ise bu durumda herhangi
n>0 i¢in
E, = (..(NE, x5 _,NE, )x...x5 ,..5,NE, )x

(-(5,2NE,, x5,;5,, NE, ,)%... xS, S, ,..5,NE,)
dir.Bu ¢ok katli yari-direkt ¢arpimdaki terimlerin siras1 ve parantezler

E, = NE, x NE,

E, =(NE,x sNE)x (s,NE, x5,5NE, )

E, =((NE;x s,NE,)x (s,NE,xs,5NE, ))x

((5,NE, % 5,5,NE, ) (5,5,NE; %15,5,5,NE; ))

1

ve
E, = (((NE,x s;NE;) x (s,NE; xs,5,NE,)) x
((s;NE; > s;5,NE, ) x(s,5,NE, x3,5,5,NE;)))
S, (E; Un ayrusimz)
dizisi tarafindan tretilir.

Dikkat edilirse o =(i, ,....... ,1;) €S(n) e benzer terim

Sa ( NEn—#zx) = Si,r....i1 ( NEn—#a)
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dir. Burada #a =r dir.

Buradan herhangi bir xeE, elemam1 yeE, 6 ve X, € NE, ,, olmak iizere

X=y+ Y

aeS(n)

Formunda yazilabilir.

2.8 Hiper Caprazlanms Kompleks Ciftleri

Arvasi (Hungerford, 1974) tarafindan verilen asagida bir | idealini tanimlayacagiz.

Herseyden once Carrasco (Gerstenhaber, 1966) k-lineer morfizmlerin bir ailesinin
ingasini hatirlayalim.

anf = golmak lizere S(n) in (aﬂ ) ikili elemanlarindan olusan P(n) kiimesini
tammlayahm. & = (i, ,...,i,), 8= (], -, ;) € S(n) dir.Ihtiyacimizolan k-lineer morfizmler,
{C,:NE, ., ®NE, _, - NE, :(a, 8)eP(n), n>0}

kompozisyonu olarak

C.,
NE,_,, ®NE
@ = NE,
5, ®s,8
En
E,®F .
/,l Ll

Sekil 2.3. K-Lineer Morfizmler Diyagrami
Diyagramu ile verilir. Burada

S, =S .5

=58 ‘NE,_,, >E, s, =5,.5 :NE >E,

s

j=01..,n-1 igin p,=1-s,d;, olmak Uzere p:E —NE, p=p,,..p

bileske gosterimler ile tanimlanir ve garpma

[iE ®F, >E
Ile gosterilir. Buradan
Cs (X, ®Y,;) = pu(s, ®s,)(x,®Y,)
= p(sa(xa)sﬂ(yﬂ))

= (1-5,,d,,) . (1—sod0)(sa (X)S, (yﬁ))-
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dir.

Simdi, X, eNE,_,, ve y,eNE_,; olmak iizere

C.s (% ®Y,)
Formundaki elemanlar tarafindan iretilen | idealini tamimlayalim. Bu idealin neye

benzedigini gérmek i¢in n= 2 ve N=3 ig¢in ideali arastiralim.

Teorem 2.4 (Hungerford, 1974) E bir simplisel cebir, n>0 ve D, E, de dejenere

elemanlar tarafindan iiretilen ideal olsun. E, = D, kabiil edelim. 1,(, #) € P(n) olmak

lizere
C.p (¥ ®Yy)

Formundaki elemanlar tarafindan iiretilen ideal olsun. Burada X, e NE_, ,

Yy € NE, _ 45 dir. Bu durumda

d,(NE,)=0,(1,) olur.
Teorem25 n= 2 ve N=3 Durumlari n= 2 Durumu

Teorem 2.6 0, (1,) < Gekd, Cekd, = K, K, = K K; dir.n=3 Durumu

o

Teorem 2.7

O;(NEy) = D KKy + K Koo+ KooK, + KoK
1,J

a2t Moy o1y 12)

dir. Buradan 1uJ = [2], InJ = @ ve

Kios Kozl (Cekd, N Cekd, )(Cekd, N Cekd, )
KonKosy = (Cekd, N Cekd, )(Cekd, N Cekd, )

Koy K (Cekd, N Cekd, ) (Cekd, N Cekd, )

12}

dir. n =4 durumu
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Teorem 2.8 (Hungerford, 1974).
(Asar ve Arlkan, 2009) 1wJ = [3], 1 =[3]-{«a},
J=[3]-{B} ve (a«.8) eP(4)
olmak uzere
a3(NE4) = zKlKJ
1,J

dir.
Ispat: Burada kullanilan asagidaki bilgiler 2.,3., ve 4. boliimde sik¢a kullanilacaktir.
X, Y, €NE, X,,¥,eNE, ve x,,Y,eNE; icinl,
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1 C(g,z,l)(o) (X1 ® Y3) = $;5,5%(SoYs =S5 +5,Y5—55Ys)

2) Cazop (X ®Ys) = (555,5% — 555X )(S,Ys —S,Y; +S;Y3)
3) Cazoy2) (X ®Y;) = (5555% —5,5,5%)(S, Y5 —S;¥s)
4) Cone) (%, ®Y,) = (5,5,50% — S55,5,%,)S5Ys)
5) Clanyno) (X, ®Y,) = (55% —5,5%, +555%,)555,Y,)
6) Canzo) (X, ®Y;) = (S;5,% —5380%, +5,5X, —$,5,X,)
(858.Y, =555, Y2)
7) Chaopon (%2 ®Y2) = (5% —S55,%,)(S;5,Y, — S, +55,Y2)
8)  Cuyy(%®Vy) = $,5,%(8,Ys—S,Ys +5;Ys)
9) Caoo) (X ®Y;) = $,5,%5,Ys
10)  Ciuyp (X, ®Ys5) = (S,Y;—SsYs)(S55,%, —S,5,%,)
1) Cuye(%®Y;) = 5,5%(SpYs —S1Ya) +555,%, (S, Y5 —S5Ys)
12)  Cagp(%®Ys) = $58%(5,Y5 = S:Ys)
13) Cao (% ®Ys) = S1Y5(8;50%, —5,5,%,) +5,5,%,(S,Y; — S3Y5)
14) Cone (% ®Ys) = (55% —S5%,)S:Y;
15)  Coupg(%®Ys) = $,5%(SoYs =Y +5,Y5) +$:5%,8:Ys
16)  CiLom(%®Ys) = (S:80% —S:50%,)S:Ys
17) Coom (X ®Ys) = (5% =55%)(8,Y5 =S, ¥5) +
(S35, X, —S35,X,)S; Ys
18) Couoe) (X%, ®Y;) = $5%S5Y;
19) Conz) (X%, ®Y;) = (559X, —5,5X,)S, Y5 +5550X,5,Ys
20)  Cpyyy (%, ®Y;) = $X(S,Y;—S:Ys)
21)  Cgyy (%, ®Y,) = $XS Y,
22)  Cpy (X, ®Y;) = $,%S,Ys
23)  Cpyyy (%, ®Y,) = $,%(S,Y;—S,Ys) + S5 (% Ys)
24)  Ciyp) (% ®Ys,) = S$,XS,Ys
25)  Cpy) (X, ®Y;,) = 5X(SeYs =S Ya) + S, (XsYs) — Ss (X, Ys)

dir. Teorem (1.3.5) &,(NE,)=0,(1,) diir. Burada «, 8 € P(4) olmak iizere iireteg

elemanlarmin tamaminin 0, altindaki goriintiisti asagidaki tablodadr.
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BOLUM 3

3.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde sikga soz edecegimiz, genel grup, halka ve modiil teoride de iyi bilinen
asagidaki kavramlar1 6rneklerle hatirlatalim.Bu boliimde verecegi-miz temel kavramlarla
ilgili ayrintili bilgi i¢in okuyucuya (Atiyah, 1969; Brown, 1975; Hungerford, 1974)

referanslarini tavsiye ederiz.

Tamm 3.1. R- modiil: R bir halka olsun. Her m, mym, e M ver, ry 1 € R igin
RxM—=+M
(r,m) =rm
carpimi ile
r(My+ My =1 my+rmp
(F142M= rym+ rom
(ryr2)m=ry (r,m)
Sartin1 saglayan,bir M toplamsal abelyan gruba sol R-modiil denir.Carpim
MXR—= M
(m,r) > mr

Seklinde sagdan tanimli ise M bir sag R-modiil yapisi olusturur.

Ornek 3.1R bir halka olmak iizere, herhangi bir A abelyan grubu 7 € R ,a € 4 igin
RXxA—A
(r,a)—»ra=0

tanimlamast ile R-modiil yapist olusturur.

Tamm 3.2.(R-S)-bimodiil: R ve S iki halka olsun.Bir M abelyan grubu hem sol R-modiil
hem de sag S-modiil ve her r € R ,m € M ve s € S igin
r(ms) = (rm)s

ozelligini sagliyor ise M ye (R-S)-bimodiil denir ve gMs olarak gosterilir.



Ornekler 3.2
1) R halkasmin kendisi bir (R-R)-bimodiildiir. R halkasi asosyatiflik sartini
sagladigindan istenen elde edilir.
2) R komitatif halka ise her B sol R-modiilden br=rb tanimlamasi ile bir sag R-
modiil elde edilir ve B bir (R-R)-bimodiil olur.

Tamm 3.3. Birimli R-modiil: R birimli bir halka, M bir R-modiil olmak tizere, her m €
M icin
Irm=m

ise M ye birimli R-modiil denir.

Ornek 3.3. Her G toplamsal abelyan grup bir birimli Z-modiildiir.

Tamim 3.4. Serbest R-Modiil:M birimli sol (sag) R-modiil bir R-bazina sahipse M ye

serbest sol ( sag ) R-modiil denir.

Ornekler 3.4
, bir cisim ise R-modiil bir vektor uzayi olusturur.Bir komiitatif R halkasinin N ideali,
ir R-modiildiir.Clinki; N ideal oldugundan bir abelyan grup yapisi olusturur ve her » € R
¢in rN c N dir.
Dolayisiyla,
RXN—=N
(r,n) = rn

Carpimi kapalidir ve modiil sartlar saglanir.

Tanim 3.5. Modiil Homomorfizmi: M ve N , iki R-modiil olsun.
f:M=N
fonksiyonu, her x, y € M ve r € R igin,
faty) =f&) + 1)
frx) =rf(x)

sartin1 sagliyor ise f - M — N ye bir R-modiil homomorfizmi denir.

Tamm 3.6. Alt Modiil: M bir R-modiil olsun.M’, M nin alt grubu olmak {izere
mé M’ ve her r € R i¢in r mé M’

ise M‘ye M nin bir alt modiilii denir.
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Ornek 3.5. f : M = N bir R-modiil homomorfizmi olsun.Bu durumda
Cekf={meM:f(m) =0}
M nin alt modiiliidiir.Ciinkii; Cekf ,M nin alt grubu ve m € M, r € R igin
form) =rf(m) =r0 =0
oldugundan rm € Cekf dir.Ayrica
fM)={neN:n=f(m), meM}]

de N nin alt modiiliidiir.Clinkii ; f (M),N nin alt grubu ve n € f (M), r € R igin

nr = fm)r = f(mr)
ve M bir R-modiil oldugundan mr € M dir.Dolayisiyla,

nref (M)

elde edilir.

Tanim 3. 7. Bilineerlik: R komiitatif halka , A,B ve G , R-modiil olmak {izere
fAXB—=G
fonksiyonu,
flat+ab) = f(ab) + f(a’b)
fa,b+b) = f(a,b) + f(a, b)
r f(a,b) = f(rab) = f(a, rb)

sartlarin1 sagliyor ise f ye R-bilineer denir.

3. 1. Bir grubun herhangi bir kiime iizerine etkisi:
G bir grup ve S herhangi bir kiime olmak {izere , X € S, g1 ,02 € G i¢in
GxS—S
(9,%) = 9
fonksiyonu
ex=X Ve (9192)x= Q1(92%)
esitliklerini sagliyor ise bu fonksiyona G grubunun S kiimesi {lizerine sol etkisi denir. Sag

etkisi ise X4 olarak tanimlanur.

Tanim 3.8. Kisa tam dizi (short exact sequence):
A bir halka, M; ler A-modiil ve filer A-modiil homomorfizmi olmak tizere
oMy S M ™)
Dizisi her i e Z igin Im(f;) = Cek(f+1) sartin1 sagliyor ise tamdir denir.Ozel olarak
0—MLM SMn S0
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Dizisinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin birebir , g nin 6rten olmasi ve g nin
M/f(My — M izomorfizmine indirgenmesidir.Bu 6zellikteki bir diziye kisa tam dizi
denir.Eger herhangi bir (*) uzun tam dizi , herbir 1 €Z
igin
N;i = Im(fj) = Cek(fi+1)
ise kisa tam diziye ayrilabilir.
0 —N; > M;— Njz;1 — 0

seklinde kisa tam dizi elde edilir.

Tanim 3. 9. Merkezsel genisleme:
N grubuyla , G grubunun bir genislemesi
I >N—>E—->G—1 (*

Gruplarin bir kisa tam dizisi(short exact sequence) dir.

v

~

Sekil 3.1. Merkezsel Genisleme Diyagrami

EI

Diyagrami komiitatif olacak sekilde £ — E‘izomorfizmi varsa, N grubuyla G nin ikinci
bir genislemesi

l>N->E->G-—-1
(**) a denktir. N= Cek i nin bir abelyan A grup oldugu durumu diisiinelim.

Bu durumun 6nemi,
0— A 5 E 5 G—1
Genislemesinin A y1 bir G-modiil yapan A iizerinde G nin bir etkisine neden olmasidir.A,

E nin bir normal altgrubu olarak gdmiildiigiinden ( resmedildiginden) E, A lizerine

eslenik yardimiyla etki eder ve A nin kendi iizerine eslenik etkisi sifir (trivial)
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dir.Dolayisiyla , G = E/A nin A lizerinde indirgenmis etkisi vardir.Agik olarak,geG
verilsin ve i(g) = g olacak sekilde g € G segelim.A iizerinde g nin etkisi a € 4 igin,
I(ga) = gi(a) g*
fle karakterize edilir.Bu esitlik
gi(@) =i(ga)g
seklinde bir komiitator kural olarak da yazilabilir.Bu 6zel olarak i(A) nin E de merkez
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin G-etkinin sifir olmasi gerektigini gosterir.Bu durumda

genislemeye bir merkezsel genisleme denir (Blyth, 1986).

Tamm 3.10. Cebir:k bir komiitatif halka olsun.Bir M k-cebir(k tizerinde bir M cebir)
MxM—>M
(mg,my) — mym,
ve
(m1m5).m3z —m1( m,.ms)
asosyatif carpimini saglayan bir k-modiiliidiir.
A, R-cebir : R, bir k-cebir ise R iizernde A cebiri
AxA— A
(a,ay)) — aay
ve
(a1a2)as = a;(@zasz)

asosyatif ¢arpimini saglayan bir R-bimodiildiir.

3.2. Gruplar Uzerinde Caprazlanms Modiiller

Gruplar tizerinde ¢aprazlanmis modiil kavrami, Whitehead (1993) tarafindan
tamimlanmistir.  Whitehead, bu yapiytr homotopi gruplart ile ilgili caligmasinda
incelemistir.Bu boliimde, gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiil kavramini tanimlayarak,
bazi1 Ornekleri inceleyecegiz.Daha sonra, bazi temel Ozelliklere yer verecegiz. Son
olarakda, alt caprazlanmis modiil, normal alt ¢aprazlanmig modiill ve c¢aprazlanmis

boliimmodiilii tanimlarini ifade edecegiz.

3.3. 1-Caprazlanms Modiil Kavramm
Gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiil tanimini ifade ederek, grup teorisinden bildigimiz
normal alt grup, i¢c otomorfizmler grubu, grup genislemesi,tensor ¢arpim gibi kavramlar

iizerinde ¢aprazlanmis modiil 6rneklerini inceleyelim.
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Tanimm 3.11.

0:C—>R
grup homomorfizmi ve

GxC—-C

(8c) = &
G nin C lizerine etkisi ile birlikte, her c, ¢'e C ve g € G igin

CM1) 0(ge) =g o(c)g”
CM2) 6ce = c et

sartlarin1 sagliyor ise C ye bir ¢aprazlanmig modiil denir ve (C,G,0) ile gosterilir.

Simdi, herhangi iki ¢aprazlanmis modiil arasindaki morfizm kavramini verelim.

Tanim 3.12 (C,G.0) ve (C;G*0 ) iki gaprazlanmis modiil olsun.Her ¢ ¢ Cve g € G
i¢in 9
P90 = w(Zy(o)

ve
C Q .C
0 0
G 74 %;

Sekil 3.2. ki Caprazlanmis Modiil Diyagrami

diyagrami komiitatif, yani
w(0(c) = 2(p(c))
olacak sekilde ¢:C — C’, y : G — G’homomorfizmleri varsa
(¢, w: (CG,0) — (CG,0)

morfizmine ¢aprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir.

Ornek 3.7.N,G grubunun altgrubunun normal altgrubu olmak olmak iizere
ic:N—> G
I — i
icine(inclusion) homomorfizmi ve

GxN—N
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(gn) — gn=gng”

seklindeki G nin N iizerine etkisi ile birlikte bir caprazlanmis modiil yapisi

olusturur.Gergekten;

CM1) o(gn) = 0o(gng™)
=0(g) o(n) o(g™)
=go(n) g™
CM2) onn=ny
=nnnt

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

Ornek: M,bir ZG-modiil olmak iizere
o=1-M-—>G

cm— g

asikar (trivial) homomorfizmi ve
GxM-—->M

(g,m) — gm =gm

etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiil yapis1 olusturur.Clinkii;

CMI) o(gn) =0(gm)
=1
=glg™
=go(m)g™
CM2) omm = 1n
= 1m
=mmm’*

=mmm™ (M abelyan grup)
seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

3.4. Caprazlanmis Modiillerin Baz1 Temel Ozellikleri

0 : C — G herhangi bir c¢aprazlanmis modiil olmak iizere, ¢aprazlanmis modiil

kavraminin temel bir sonucu olarak asagidaki 6nermeleri verebiliriz.

Onerme 3.1
0:C—>G
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c— Oc =g
gruplarin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun.
1) 0 nin ¢ekirdegi, C nin merkezinin bir alt grubudur.

i) 9C, G nin normal alt grubudur.

Ispat: i)G nin C iizerine etki fonksiyonu
GxC—-C
(g.0) > g =gcC
ve
Cekdo ={aeC|o(@)=Ic}
Z(C)={xeC| heryeCigin, xy =yx}
olmak lizere ,a € Ceko, y e C
ay —aya'a
= (O(a)ya (C,G,0), ¢aprazlanmis modiil)
=1ya (a € Ceko)
=lya

oldugundan Ceko c Z(C) saglanir.Ayrica a1 8, € CekO igin,

d(a1a2h) = 8(ay) 6(ax™) = d(ay) 6(ax) =1
oldugundan a; a,™* € Cekd dir.Dolayisiyla, Cekd < Z(C) elde edilir.
i) (C,G,0)¢caprazlanmis modiil oldugundan
go(c)g™ = o(ge)
esitligi gecerlidir ve G nin C lizerine etkisinden dolay1r gce C dir. Dolayisiyla
80(c)g™ = d(ge) € O(C)
elde edilir.
Onerme 3.2 0 : C — G gaprazlanmis modiil ve 17,(0)= G/ 0(C) olmak iizere, Cekd bir
I1,(0)-modiil yapis1 olusturur.
Ispat : Ispat icin, (C) nin Ceko iizerine birim (trivially) etki ettigini gostermek
yeterlidir.Simdi 0(C) nin Ceko lizerine birim etki ettigini gostermek i¢in, n € (C) , a €

(Ceko alalim.Bu durumda n = Oc olacak sekilde en az bir ¢ € C vardir.Boylece bir dnceki
Snermenin (i) sikki geregince a € Cekd = Z(C) oldugundan n, = dc, = cac’ = a

elde ederiz.Dolayisiyla 0C, Ceko iizerinde sifir etki yapar.
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Onerme 3.3 0 : C — G bir ¢aprazlanmis modiil olsun.C nin abelyanasyonu bir G/ aC-
modiil yapisina sahiptir.
Ispat: Ilk olarak abelyanasyonun tanimini hatirlatalim.
[C,C] ={cct(c)? : c,c'e C)
kiimesi C nin bir normal alt grubudur.Dolayisiyla
ch=c/ [C,C] boélim grubu olusturur.Ayn1 zamanda, abelyan olan bu béliim grubuna C
nin abelyanasyonu denir.ispat i¢in, bir énceki dnermedeki gibi, 8C nin C* {izerine birim
etki yaptigin1 gostermek yeterlidir. n € 9(C) ve dc = n olmak lizere , herhangi ¢' € C igin,
0 ¢aprazlanmis modiil oldugundan
Ne= dce= cct™
esitligi gegerlidir.Dolayisiyla
Newy™ € [C.C]

veya bu ifadeye denk olarak

"(c[C,C]) =c[C,C]

dir.Boylece 0C, C™ iizerine birim etki eder.
Sonug: & C*° =5C/ [0C, 8C] abelyan grubu G /dC-modiil yapisina sahiptir.

Onerme 3.4. (C,G,0) bir ¢caprazlanmis modiil olsun.Bu durumda

Cek6—>CAb ié’CAb—>]

dizisi , G/0C — modiillerin bir tam dizisidir.

Ispat:

I>ceaolchoco1 9

dizisinin, tam dizi oldugu kolayca goriiliir. Buradan, / = 0Colmak iizere

g
=\[

oc[LI]

C

C/[CC] — > I/[L]] c[C,C] |
8
Sekil 3.3. Komutatif Diyagrami

komiitatif diyagrami elde edilir.Yani g fonksiyonu ortendir.
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(*) dizisi tam oldugundan
0=gf: Ceko — oC
fonksiyonu sifir fonksiyonudur.Dolayisiyla
Ceko — C — CM
bileske fonksiyonu yardimiyla
Cekd — Cek(C™ — o C™)

fonksiyonu orten oldugu kolayca goriiliir.Dolayisiyla iddia edilen dizi tamdir.

Not:Yukarida verilen Onermelerin ispatinin detayr cebirler {izerinde c¢aprazlanmis

modiilde verilen ispat ile benzer oldugundan verilmemistir.

Onerme 3.5.
0:A—>Gved:B—G
iki ¢caprazlanmis modiil ve
(4,id) : (A,G,0) — (B,G,9)
modiil morfizmi olsun.Bu durumda A tizerinde bir B-etkisi

BxA4A— A4

(b,a) — by = d(b)a
seklinde tanimlanarak (A,B,$) ¢caprazlanmis modiilii elde edilir.

Ispat:

(p,id) : (4,G,0) — (B,G,0)
caprazlanmis modiil morfizmi oldugundan
6:A—B id:G—-G
ve
a— ¢(a) g—g
icin
$#(ga) = 1d(@)pw) = Gy
esitligi gecerlidir.Ayrica, a € A ve b € B i¢gin, B nin A iizerine etki fonksiyonu
BxA— A
(b,a) = ba = 6(b)a
seklindedir.Buradan
o(ba) = ¢(0(b)s) (etki tamimindan)

=0(b) 4 ((*) dan dolayr)
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Zbgb(a)b'l ((B,G,0), ¢caprazlanmis modiil)
elde edilir.Ayrica )

G id »G
Sekil 3.4. Komutatif Diyagrami
komiitatif diyagrami geregince
op(a) = id(0(a)) =0a

esitligi gegerlidir ve

¢aa=o(b) a
=0(¢(a))ar
=0a,
—aa'a’

saglanir.Boylece, ¢caprazlanmis modiil aksiyomlar1 elde edilir.

3.5. Alt Caprazlannms Modiiller

(C,G,0) bir ¢aprazlanmis modiil olsun.

i) S, C nin, H ise G nin bir altgrubu

i) 0"'=0|s, 0 nin S ye kisitlanmigt ve

iii) H in S tizerine etkisi, G nin C iizerine etkisi tarafindan indirgenir.

ise (S,H, 0') ye (C,G,0) nin bir alt ¢caprazlanmig modiilii denir ve
(SH,0) <(C.G,0)

seklinde gosterilir.

Onerme 3.6 N,G grubunun herhangi bir normal alt grubu ve ig, igine fonksiyonu idg

birim fonksiyonu tarafindan
ic: idGlN: NcG—-G

seklinde indirgenmek iizere (N, G,i¢), (G, G, idg ) caprazlanmis modiiliiniin alt

caprazlanmis modiiliinii olusturur.

3.6. Normal Alt Caprazlanms Modiiller Ve Caprazlanms Boliim Modiilleri
(C,G,0) nin bir (S,H, 0') alt caprazlanmis modiild,
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i) H, G nin bir normal alt grubu
ii)Herge G,seSigingseS
iiti)Her h € H, c € Cigin, hee1 € S
sartin1 sagliyor ise (S,H, 0/) ye (C,G,0) nin normal alt ¢aprazlianmis modiilii denir ve
(S,H, 8)< (C,G,0) ile gosterilir.
(S,H, 9'),(C,G,0)nin bir normal alt ¢aprazlanmis modiilii olsun.
0:C/S—G/H
0 tarafindan indirgenmek {izere
G/HxC/S—C/S
(gH, cS) — (gc)S _
etki fonksiyonu ile birlikte (C/S, G/, 0 ) Ugliisiinii ele alalim.Burada (C,G,0)
bir ¢aprazlanmis modiildiir ve G nin C {izerine etkisinden dolayi1 g € C dir.
Dolayisiyla (g¢)S € C/ S oldugundan yukarida tanimlanan G/H m C/S tizerine etki
fonksiyonu iyi tanimlidir. Ayrica, 0 bu etki ile birlikte ¢aprazlanmis modiil sartini
saglar.Soyleki ; 0 , 0 tarafindan indirgendiginden
0:C/S— G/H
¢S — gH = (Oc)H
yazabiliriz.Buradan
d(gHes) = 0((gc)S)
=0((go)H
~(geg )H
=gH(dc)HgH
=gHa(cS)(gH)"
0(cS)¢s= (0c)H ¢'s
=(0c¢)S
=ccc'S
=cSc'Sc™S
=cSc'S(cS)™?
elde edilir.Bu ¢aprazlanmis modiile ¢aprazlanmis béliim modiili denir ve
(C.G,0)/(S,H,0")
ile gosterilir.

Bu boliimle ilgili ayrintili bilgi i¢in Carrasco’e (1987) bakiniz.
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3.7. Cebir Uzerinde Caprazlanms Modiiller
Whitehead’ in gruplar {izerinde tanimladig1 ¢aprazlanmis modiil kavrami, diger cebirsel
yapilarda da &nemlidir.Ozel olarak asosyatif ve komiitatif cebirler icin (Lichtenbaum-
Schlessinger, 1987) ve (Gerstenhaber, 1988) in ¢alismalar1 vardir.
Bununla birlikte (T.Porter, 2001) komiitatif cebirler igin literatiire uygun bir bigimde
caprazlanmis modiil kavramin1 tanimlamistir.Bu boliimde, Oncelikle cebirler iizerinde
caprazlanmis modiillerin tanimi verilerek cesitli 6rnekler incelenmistir. Burada cebirlerin
komiitatif olmas1 gerekmedigini de belirtelim. Daha sonra bu tanim yardimiyla bazi
temel Ozellikler incelenmistir. Ayrica, ¢aprazlanmis modiiller, ¢aprazlanmis idealler ve
caprazlanmis boliim modiilii kavramlart ayrintili olarak analiz edilmistir.
3.8. 2-Caprazlanmis Modiil Kavrami
Caprazlanmis modiiller, modiiller ve ideallerin genellestirilmesidir.Ayrica herhangi bir
halka (cebir) bir ¢aprazlanmis modiildiir.Béylece, ¢aprazlanmis modiiller, halka (cebir)
kavraminin genellestirlmesi olarak goriilebilir.Simdi, k daha dnce soz ettigimiz, sifirdan
farkli birimi olan komiitatif halka olmak tizere k-cebirler {izerinde ¢aprazlanmig modiil
kavraminin tanimini verelim. Daha sonra ise ¢esitli cebirsel yapilar iizerindeki 6rnekleri
inceleyelim.
Tamm 3.13 R,birimli bir k-cebir olsun
0:C—R
bir R-cebir morfizmi ve
RxC—-C CxR—R
ve
(r,c) = r.c (c,r) = c.r
R nin C iizerine etkisi ile birlikte, her c,c' € C ve r € R igin

CMI1) O(r.c) =ro(c)

o(c.r) = 0(c)r
cM2) occ' =cc’

coc' = cc'
sartlar1 saglaniyor ise R tizerinde C cebirine bir Caprazlanmis modiil denir ve (C,R,0) ile

gosterilir.
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Simdi, caprazlanmis modiil kavramini ifade ettikten sonra, iki caprazlanmis modiil
arasindaki morfizm kavramini tanimlsayalim.
Tanim 3.14 (C,R,0) ve (C',R',0") iki ¢aprazlanmig modiil olsun.

O(r.c) = y(r).O(c)

o(c.r) = 6(c). y(r) ve
C o C’
R v IR’

Sekil 3.5. Komut;tif Diyagrami

diyagrami komiitatif, yani

96(c) = yo(c)
olacak sekilde © : C — C', y : R — R' k-cebir morfizmleri varsa

(O, w) : (C,R,0) — (C'R'0")

morfizmine ¢aprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir.
O halde, R=R've y birim doniistim ise, O bir r-cebir morfizmi oldugundan

O(r.c) =rO(c)

dir ve

Sekil 3.6. Komutatif Diyagrami
diyagrami komiitatif oldugundan, yani
0'6(c)=0(c)
saglandigindan, O bir ¢aprazlanmis R-modiil morfizmidir.
3.9. Caprazlanmis Modiillerin Bazi Temel Cebir Ozellikleri
Herhangi bir 6 - C — : R ¢aprazlanmis R-modiiliin tanimii verdikten sonra 0 nin
cekirdegi ve goriintiisii ile ilgili baz1 temel 6zellikleri inceleyelim.Bunlardan yararlanarak

olusturulan modiil yapilarin1 ve bazi cebirsel sonuglari inceleyelim.

Onerme 3.7.(C,R,0) bir ¢aprazlanmis R-modiil olmak iizere,

i) Ceko, C nin bir merkez idealidir ve R {izerinde bir modiildiir.
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ii)0(C), R de biridealdir.Ayrica , R nin bu ideali, Cekd tizerine sifir olarak(trivially) etki
ederve Cekd bir R/ 0C-modiil yapisi olusturur.
iii)C/ C* ve 6C/d C?, birer R/dC modiil yapist olusturur.

Ispat: i) Cekd nin C nin ideali oldugu kolayca goriiliir.Soyleki; a € Cekd ve ¢ € C igin
O(ca) = 0(c)o(a) = 0(c)0 =0
ve
O(ac) = 0(a)o(c) = 00(c) =0
oldugundan ca, ac € Ceko elde edilir. Ayrica,
ac =0a.c =0c=0=0c=c.0a=ca
oldugundan Ceko, C nin merkezindedir.
Simdi, Ceko nin bir R-modiil yapisi olusturdugunu gosterelim.
R x CekO — Ceko

(r,a) — ra
dontigiimii,R nin C tizerine etki fonksiyonu olan

RxC—-C

(r,c) > r.c
ile uyumlu olmak {izere, birinci béliimde verdigimiz etki sartlari, her a € Cekd — C igin
de gegerli olacagindan , Cekd bir R-modiil yapist olusturur.
i1) 6(C) nin, R de bir ideal oldugunu gostermek i¢in, (C) nin, R ile ¢arpim altinda kapali
oldugunu gostermemiz yeterlidir.
(C,R,0) ¢aprazlanmis modiil oldugundan

RxC—-C

(r,c) = r.c
etki fonksiyonu geregince, r.c € C ve 0(r.c) € 0(C) dir.Ayrica, oc € O(C) ve r € R i¢in,

roc = 0(r.c) € 0(C)
esitligi gegerlidir.Benzer olarak
o(c)r = d(c.r) € 0(C)
bulunur.Dolayisiyla, 6(C), R de bir idealdir.
0(C) nin Ceko tizerine sifir etkisi, a € Cek0 , Oc € OC igin
Oca =ca =co(a) =c0=10
ve benzer olarak
adc =ac =0(a)c =0c =0

seklinde goriiliir. Boylece

R/0C x Ceko — Ceko
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(r + 0c,a) — (r + Oc).a =ra

fonksiyonu yardimiyla Cek0 nin bir R/ 0C-modiil yapisi olusturdugu goriliir.

Soyleki; etki fonksiyonunun tanimi ve Cek0 nin bir R-modiil olmasi kullanilarak

i) (r + Oc )(ay+ay) = r(ay+ay)

Srap+ra
i)((r1 + 0c) + (ro + Oc))a =( (r1+ rp + oc)a
=(rn+ra
=rpasra
i) ((ry + dc) (r2 + 0c))a = (r1 r2+ dc)a
=(ryrp)a

=(ry +dc)rea
=(r1 + dc)((r2t0c)a)
esitlikleri elde edilir.
iii)0C nin C/ C* iizerine etkisini inceleyelim. b,c €C ve ¢ + C* € C/ C%i¢in x = 6b € 6C
olmak iizere
x(c + C%) = xc + C?
=obc + C°
=bc + C?
elde edilir. bc € C? ve C/C?*ve C¥ C? = { 0 } oldugundan bu ifade sifir verir.
Dolayisiyla, 0C nin C/ C? iizerine etkisi sifirdir.Boylece
R/8Cx C/C*— C/C°
(r + dc,c + CY) — (r + 0c).(c + C*) =rc + C?
fonksiyonu ile
i) (r + dc)(cy + C*+ Co+ C¥) = (r + dc)((c1 + €2 )+ C?)
= r(ci+cy)+ 2
=(rC1+rCp) + 2

=(ra+ Cc?+rc2+c?
=(r+c)(©1¥ C%) + (r+ dc)( L2+ C?)
i)y (1 +0c)+ (r2+0c)) (¢ +C?) = (r1+ 2 +0c)(c + ?
= (rL+ r2)c
=(Tc1+rcp) +C?

=rci+c2+rcy+ 2
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=(r+0c)(C* CY + (2 + )¢+ CY
iii) (71 +0c) + (r2+0c)) (¢ + c2) =( (1 r)+dc)(c + C?)

=(ry ro)c + C*?

=r, (r,c) + C?

= (r, + éc) (ra¢ + C?)

=(ry + ac)((r* + dc)(c + C°)
esitlikleri saglandigindan,0C bir R/ 0C-modiildiir.
Benzer diisiince ile 0C/ OC? nin R/ 8C-modiiliidiir.

Onerme 3.8.0C=I olmak iizere

0— Ceko— C 0 —QC—0

tam dizisi

Ceko 5 ¢t 2, 1/ A 0

tam dizisine indirgenir.

Onerme 3.9 (y,0): (C.R,0) — ( B,R.p) caprazlanmis R-modiil morfizmi olsun.Bu
durumda B,C iizerine 8 yoluyla etki etmek iizere,(C,B,y) biz ¢caprazlanmis B-modiildiir.

Onerme 3.10. (C,B,0) bir ¢aprazlanmus B-modiil ve (B,R,f) caprazlanmis R-modiil
olsun.R nin C iizerine etkisi, B nin C iizerine etkisi ile uyudlu olmak tizere (C,R,f0) bir

caprazlanmis R-modiildiir

3.10. Alt caprazlanmis modiiller,caprazlanmis idealler ve caprazlanmis boliim
modiilleri
Bu boliimde, verilen bir ¢aprazlanmis modiiliin alt objeleri ve normal alt objeleri gibi
diisiinebilecegimiz, alt caprazlanmis modiillerin ve ¢aprazlanmig ideallerin tanimini
verecegiz.Daha sonra ise, ¢aprazlanmis boliim modiilii kavramini olusturmak igin, bir alt
caprazlanmis modiile 6nemli sart getirerek bir normal alt ¢aprazlanmis modiil elde
edecegiz.
3.11.Alt Caprazlanms Modiiller
(C,R,0) bir ¢aprazlanmis R-modiil olsun.C', C nin bir alt cebir ve

0:0/c:C'—>R
0 nin C' ye kisitlanmis olmak tizere (C',R,0") ¢aprazlanmis modiilii,(C,R,0) ¢aprazlanmig

R-modiiliin alt caprazlanmis modiiliidiir.
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Hatirlatma:

(C',R,0"), (C,R,0) nin bir alt caprazlanmis modiilii olsun.Bu durumda

ceCvexeC'icin

cx=0cxe(C

ve

xc =x.0c € C'

oldugundan C', C de bir idealdir.Boylece, (C',0") alt ¢aprazlanmis modiili
0:0/c:C'—>R

kisitlanmig fonksiyonu ile C nin bir C' idealidir.
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BOLUM 4

3-Caprazlanms Modiiller

Caprazlanmis modiil kavrami (J.H.C.Whitehead, 1949) tarafindan
“Combinatorial Homotopy Theory” adl1 ,¢alismasinda ve baglantili homotopi gruplarin
cebirsel yapilarini inceleyen calismasinda tanimlanmistir. Daha sonra, caprazlanmis
modiiller matematigin degisik branslarinda (Homotopi teori, Gruplarin homoloji ve
kohomolojisi, Cebirsel K- teori, Devirli homoloji, Kombinatoriyal grup teori ve
diferensiyel geometri v.b.) 6nemli bir rol oynamustir.

Bugiin de ,caprazlanmis modiiller temel cebirsel yapilardan biri olarak kabul
edilmektedir. Whitehead ,caprazlanmis modiilleri kullanarak 3—tiplerin bir tanimlamasini
vermis ve bu tanimlama homotopi 2—tipler i,cin bir model olmustur. Bu b“ol"'umde ilk
olarak kisaca ,¢aprazlanmis modiillere deginilecek ve daha sonra homotopi sinifi 3 olan
cebirsel modeller i¢in 3— ¢aprazlanmis modiil kavrami tanmimlanacaktir. Bu yapi
olusturulurken Conduch’e’nin (Tasci, 2007), 2— caprazlanmig modiilii tanimlarken
izledigi yol izlenmis, Carrasco’nun tanmimladigi hipergaprazlanmis kompleksler baz

alimmus ve ozellikle Peiffer iirete¢ elemanlar: kullanilmastir.

4.1.3-Caprazlanms Modiiller
Bu boliimde ,¢aprazlanmis modiil tanimi ve Porter tarafindan verilen degismeli cebirlerin

,caprazlanmis modiillerinin temel teorisi tanitilacaktir.

Tamim 4.1 k degismeli halka ve M ve R degismeli cebirler olmak iizere

~RxM —>M
(r,m) >r.m

fonksiyonu herk e kK, mm € M, r, r € R igin;
Lk(r-m) = (kr) -m = r- (km),
2r-(m+m) =r-m+r-m,
3.(r+r')-m:r-m+r'-m,

4r-(mm) = (r-m)m =m(r-m),
5.(rr)-m=r-(r-m),

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona degismeli etki denir.



Butez boyunca r € R nin m € M {izerine etkisi r - m ile gosterilecektir.

Tanim 4.2 R birimli bir k-cebir ve C bir R—cebirolsunher ¢ € C, r € R
icin
0:C —> R,

R-cebir morfizmi

CM1) d(r-c) = réc
sartin1 Sagliyorsa (C, R, 6‘) ti¢liisiine 6n-¢aprazlanmis modiil denir.
Buna ek olarak her ¢, ¢ e C,

CM2) oc.c =cc
ise (C,R, 6‘) Ucliisiine bir caprazlanmis R-modiil denir. Son sart Peiffer 6zdesligi

olarak adlandirilir. Bu ,sekildeki bir  caprazlanmis modiili (C, R ,8) ile gosterecegiz.

Acik olarak, herhangi ,¢aprazlanmis modiil bir 6n-¢aprazlanmis modiildiir.

Tamm 4.3 (C,R, 0) den (C,R, &) ye caprazlanms modiiller olsun,
f:C—>C, v:R->R,
k-cebir morfizmlerinin ikilisi
O(r-c) =y(r)-0(c) vedd(c) =y o(c)
Sartlarmni saglyorsa (6, ) morfizmlerine (C,R, 0) ve (C',R', 8')<;aprazlanmls

modiilleri arasindaki morfizmler denir. Burada, eger R = R ise 6 bir ,caprazlanmis
R-modiil morfizmi ve w birim morfizm denilecektir. Buradan X900 ile gosterilen

caprazlanmis modiillerin kategorisini tanimlayabiliriz.

Ornek 4.1. | bir R, k-cebirinin herhangi bir ideali olsun. Bir

inc. : 1 > R.
Icine fonksiyonunu gézonune alalim. Bu durumda (I,R, inc.) bir ¢aprazlanmis modiildiir.
Tersine herhangi bir ,¢aprazlanmigs R-modiil 0 : C — R verilsin

0C = | nin R de bir ideal oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 4.2. M herhangi bir R-modiil olsun. M, sifir ,carpiml1 bir R-cebir
olarak diisiiniilebilir. Bu durumda her c¢,c €C igin O(C) . =0c =0 =ccC
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ile 0: M — Rbir ¢aprazlanmis R-modiil olur.
Tersine herhangi 0 : C > R ¢caprazlanmis modiilii verilsin bu durumda
Ceké bir R/0C—modiildir.
Teorem 4.1. (Hungerford, 1974) E bir simplisel cebir ve I, E nin bir simplisel ideali
olsun.
inc: 1| > E

i¢ine fonksiyonu yardimiyla

0 1my(1) = 7y (E)
fonksiyonu elde edilir ve E , I iizerine etkisi yardimiyla, 7, (E) nin 7, (1)iizerine

etkisi elde edilir. Bu tanimlamalarla (72'0 (I), T, (E), 8) bir ,caprazlanmis modiil olur.

Teorem 4.2. Eger (C, R, 8) bir ,¢aprazlanmis R-modiil ise bu durumda
1) Ceko , C nin bir merkez idealidir,

ii) Her C/C? hem de Cekanin dogal R/8C modiil yapist vardir.

4.2. Caprazlanmis Modiillerin Elde Edilisi
E bir simplisel cebir ve NE bu cebirin Moore kompleksi olsun. Burada P(4)un
elemanlarinin tamaminin 04 04 altindaki goriintiisii alinarak elde edilen {iretegler

kullanilir ve verilen elemanlarin her birinin 04 altindaki goriintiisii O, tur.

(Conduché, 1984) ’nin de izledigi yol takip edilirse bir 3-¢aprazlanmis modiiliin tanimi

asagidaki bicimde olur.

03 0 g}
Tamm 4.4 C,—>C,—>C, —C; bir k-cebir kompleksi olsun.

0,:C,—>C,

bir ¢aprazlanmig modiil olmak tizere herbiri Co-cebir ve Cy -cebir olan

3

3 )
{®} :C,®C,—>C, ’{®}(1,0)(2),(2,0)(1),(2,1)(0)

(0)(®).(2)(0).(2)(1)

{®} 0 CL®C, > C,

:C,®C, > C,

doniisimleri

3CM1) 8, ® Y} =X =X,

3

3 3
3CM2) {Xl ®a2 y2}(0)(2,1) :{Xl ® y2}(0)(1) + {Xl ® y2}(2)(1)
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3 2
3CM3) 8, {x ® yZ}(l)(O) ={0,%, ®82y2}(1)(0) XY

3 3
3CM4) {x, ®d,y, ) con =1 ®0Ys} 00 TN ®0Ys by g0~ Vs

3CMb5) 0,X%, ®y2}(20)(1) {X ®yZ}(O)(Z)

{
{
3CM6) {9,%, ®0 ys}(o)(l) =X5Ys
{2,
{2,
{2,

3

3CM7) {3,%, ®0:Ys} 510 =02%eYs
3
3CM8) 0 X, ®53ys}(1,0)(2) {X ®0 y3}(0)(2)
3 Xp
3CM9) {0,%, ®0 y3}(210)(1) =y, — % ®63y3}(o)(2)

w

3CM10) {X ®y2y2}( ={X ®82(y2y2)} 0@ { (yZyZ)}(z)

3eM1) (@Y, |, =@}, e @), o e @Yt
3CM12) {x2®y2yz}fz)(0) -{x, ®2 (yzyz)}(zlxm

3CM13) {X, ®dy;}%  =%,;

3CM14) (8., ® Y, ) =X =X Y,

3CMI5) {0 ®Y, 10 =YoX,

3CM16) {0,%,® Y, , =0

3CM17) 0, {x, ®y2}fz)(o) ==0;10,% ®y2}(10>(2)

3CM18) 3, {x, ®y2}(2)(l) =X Xy,

3CM19) a3 {Xl ® yZ}fz,O)(l) 2_83 {Xi ® y2}?1,0)(2) + {Xl ® Y2 }(20)(1) - Yot K Y

X

3CM20) 83 {Xl ® yz}fzyl)(o) :{Xl ®62 yZ}fl)(z) Y

sartlarini sagliyorsa (C3, C,.C,,0,,0,, 81) yapisina bir 3-¢aprazlanmig modiil denir.

Not: 0, :C; = C,bir ¢aprazlanmig modiil ve {®} doniisimii Cy—cebir oldugundan

(2@

3CM(11, 13, 14, 18) geregince (C,,C,,C,,d,,0, ) yapist 2—¢aprazlanms modiildiir.
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Tamm45. (C,,C,,C,,CC,,8,,0,,0,)ve(C;,C,,C,,Cy,85,0,8,,0,) birer

3—¢aprazlanmis modiil olmak iizere bu iki yap1 arasindaki doniisiim asagidaki bigcimde

resmedilebilir.

_>C/2 _>C/1 éc/

0 0

2 1

Sekil 4.1. iki Yap1 Arasindaki Déniisiim Diyagrami

ve cebir homomorfizmler: agsagidaki sartlar1 saglamalidir;

Her c,C, ,c,€C,,c,€C,,c,€C, igin,

fl(cocl): (fo(co)) fl (Cl) ' f2 (COC?_)Z (fo(c0)) (CZ) ’ f3( ): (fo(co)) f3 (Cg)

{®}?0)(2) {® }(2)(1) ’{®}?1)(0) icin
(®} f,®f, = f, {®)}

3
{®}(1,0)(2) ’{ }(20)(1) ’{ }(0)(21) icin
{®} f1 ® fz = f3 {®}

Ve {®}51)(2)

icin
{® f,®f =1, {®}
olur. Boylece 3-caprazlanmis modiiller kategorisini tanimlamis oluruz. Bu kategoriyi

XIModile gosterecegiz.
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