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ÖNSÖZ 

ÇaprazlanmıĢ modüller için otomorfizma yapısının ıĢığında örgülü, düzenli 

çaprazlanmıĢ modüllere giriĢ yaptık. Bunlar simplisel gruplar ile yakından alakalıdır. 

Simplisel cebirler tüm bağlantılı homotopi tipleri için bir modeldir. Bu çalıĢmalarla 

beraber homotopi teori ve cebirsel topoloji ile ilgili pek çok problemin çözümünde 

simplisel gruplar rol oynamıĢtır. Moore kompleksinin bazı özelliklerini ve Peiffer 

özdeĢliklerini kullanarak, bağlantılı 3-tiplerin bir modeli olan 2-çaprazlanmıĢlanmıĢ 

modüller tanımlanmıĢtır. 
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Bu tez üç bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde, temel kavramlar ile ilgili bilgiler 

verilmiĢtir. Ġkinci bölümde simplisel cebirler, yüksek mertebeden peiffer elemanlar ve 

hiper çaprazlanmıĢ kompleks çiftleri incelenmiĢtir. Üçüncü bölümde değiĢmeli cebirler 

üzerine çaprazlanmıĢ modüller ve çaprazlanmıĢ kareler incelenmiĢtir. 
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  ˄      :  Ve 

  ˅      :            Veya 
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BÖLÜM I 

 

GiriĢ 

Temel Kavramlar 

Bu bölümde sıkça kullanacağımız, cebirin de temelini teĢkil eden tanımlar verilecektir. 

Bu bilgiler ıĢığında konumuzun ilerleyen aĢamalarında karĢımıza çıkacak olan tanımlar 

daha iyi anlaĢılacaktır. (Blyth, 1986; Brown, 1988; Bayraktar, 2006) 

 

 

1.1.Kategori 

 Kategori teorisinin matematiğin diğer birçok dallarında da kullanım alanı vardır. 

Kategori teorisi aynı tip nesneler ve bunlar arasındaki dönüĢümlerle ilgilidir. Daha 

genel olarak, kümeler arasındaki fonksiyonların bileĢkesinin birleĢme özelliğine sahip 

olduğunu ve her bir küme için bir birim fonksiyonu bulunduğunu biliyoruz. Burada 

daha genel olarak kümeler yerine nesneler ve fonksiyonlar yerine morfizmler 

alındığında kategori kavramı elde edilmiĢ olur (Blyth, 1986; Mucuk, 2010). 

Genellikle bu kavramların açıklandığı temel kaynak Blyth ‘in yapmıĢ olduğu Categories 

kitabı olduğundan burada o kaynak referans gösterilerek alıntılar yapılmıĢtır. 

 

Tanım 1.1: Bir Ƈ kategorisi nesnelerinin kümesi Ob(Ƈ), morfizimlerinin kümesi 

Mor(Ƈ), kaynak ve hedef dönüĢümleri, 

α,β:Mor(Ƈ)             Ob(Ƈ) 

nesne dönüĢümü, 

      Ɛ:Ob(Ƈ)            Mor(Ƈ) 

                                                                  x            Ɛ(x)=Ix 

ve 

Mor(Ƈ)α xβ Mor(Ƈ) = {(a,b) ∈ Mor(Ƈ) x Mor(Ƈ):α(b) = β(a)} 

üzerinde tanımlı “.” biçimindeki çarpma iĢlemi kısmi çarpma iĢlemi olarak 

adlandırılacaktır. Bu dönüĢümler aĢağıdaki Ģartları sağlarlar; 

K1) Her (a,b) ∈ Mor(Ƈ)α xβ Mor(Ƈ)için α(b.a) = α(a) ve β(ba)= β(b) 

K2) Her a,b,c ∈ Mor(Ƈ) ile α(c) = β(b) ve α(b) = β(a) için  c.(b.a) = (c.b).a 

K3) Her x ∈ Ob(Ƈ )için α (Ix)=x=β(Ix) 

K4) Her a ∈ Mor(Ƈ)için a.I α(a) = I β(a).a=a dır (Higgins, 1971; Blyth, 1986).



Tanım1.2: Herhangi bir kategorisinde nesnelerin ve morfizmlerin bir diyagramı için 

verilen bir kaynak nesnesinden bir hedef nesnesine tüm bileĢke morfizmler eĢit ise 

kategori değiĢimlidir denir. Bu geometrik olarak gösterilecek olursa 

                              a                               a 

               

 

                                     b                 c            𝛽                             b 

                                                            

                                                                                      α 

ġekil 1.1. Katagorilerin DeğiĢimli Diyagramı 

biçiminde ifade edilir. Bu diyagramının değiĢmeli olması için gerek ve yeter Ģart    

c = b о a ve β о α = b о a 

olmasıdır. DeğiĢmeli kategoriye aĢağıdaki örnekler verilebilir. 

Örnek 1.1: Ƈ bir kategori ve A,Ƈ kategorisinin sabit nesnesi olsun. AĢağıdaki gibi bir 

A
→ 

kategorisi oluĢturulabilir. Ƈ kategorisinin morfizmleri olarak A    
f 
   X nesneleri 

alınır. Yani,  

                                             𝑂𝑏 𝐴→ =  𝑓 𝑓: 𝐴              𝑋  , 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝒞)  

dir. A    
f
     X nesnesinde  A     

g
     Y   nesnesine bir morfizm aĢağıdaki diyagramdaki 

gibi verilirse                A            f X 

                                                                                   

                                                         g           h 

                                                        Y 

ġekil 1.2. Katagorilerin DeğiĢimli Diyagramı 

değiĢimli diyagramı elde edilir. 

Benzer Ģekilde ; 𝐴→  kategorisi de aĢağıdaki gibi elde edilebilir: 

Nesneler için Ƈ kategorisinin X    
f
    A  Ģeklindeki morfizmleri ile ve X   

f
    A         

nesnesinden Y      
g
      A nesnesine bir morfizm de aĢağıdaki diyagramla ifade edilir ve 

                                                                    

                                                   X           f            A   

                                 

                                                  h              g 

                                                  Y        

ġekil 1.3. Katagorilerin DeğiĢimli Diyagramı 

2 



3 

 

değiĢimli diyagramı elde edilir.   

Bu kategorilere comma kategorileri de denir (Blyth, 1986). 

 

Örnek 1.2 : Ƈ bir kategori olsun. Bu durumda Ƈ kategorisinden aĢağıdaki gibi bir baĢka 

kategori de elde edilir. Nesneleri Ƈ kategorisinin morfizmleri ve A     
f 
    B nesnesinden                     

C   
g
      D nesnesine bir morfizm olan kategori 

      f 

                                                           A  B                            

 

                                     𝛼                         𝛽 

                                                               

                                                           C         g         D 

ġekil 1.4. Katogorilerin DeğiĢimli Diyagramı 

değiĢimli diyagramı ile tanımlıdır. Morfizmlerin bileĢimi de aĢağıda verilen Ģekilde 

tanımlanabilir:  

               f                                 𝑓 ′  

                                    A  B                          𝐴′                 𝐵′  

                           

                                 𝛼                           𝛽                  𝛼′                         𝛽′  

 

                                     C                 D                            𝐶′                  𝐷′  

                                               g                                               g' 

ġekil 1.5. Katogorilerin BileĢke Diyagramı 

Bu diyagramlarının birleĢimli olması için gerek ve yeter Ģart  

A' = B ve C' = D olmasıdır. Bu durumda diyagramların bileĢkeleri olan Ģekil               

                                                 A          ƒ'оƒ           𝐵′               

                            

 

                                α'                                   β' 

                                                            C         g'о g        𝐷′         

ġekil 1.6. Katogorilerin BileĢke Diyagramı 

ile verilir. Bu kategoriye  Ƈ  kategorisi üzerindeki ok kategori denir (Blyth, 1986). 
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Tanım 1.3: Eğer bir kategorinin nesneleri bir küme Ģeklinde ise bu kategoriye küçük 

kategori denir. 

 

Tanım 1.4: Ƈ ve Ɗ iki kategori olsun.  

i ) Ob(Ƈ) Ob(Ɗ)  

ii ) Her x,y ∈ Ob(Ƈ)  için  Ƈ(x,y) Ɗx,y) 

iii) Ƈ nin morfizmalarının bileĢke iĢlemi Ɗ nin ki ile aynı ise bu durumda Ƈ, Ɗ,nin alt 

kategorisidir denir. 

Ƈ,Ɗ,nin alt kategorisi ve her x,y ∈ Ob Ƈ  için Ƈ(x,y) = Ɗ(x,y) ise Ƈ ye Ɗ nin dolu alt 

kategorisi, ObƇ = ObƊ ise Ƈ ye Ɗ nin Geniş alt kategorisi denir . 

Tanımını vermiĢ olduğumuz kategorilere aĢağıdaki örnekler, tanımların anlaĢılması için 

verilebilir. 

 

Örnek 1.3:  Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir. 

Çözüm için her kategori kendisinin bir alt kategorisi ise bu kategorinin nesnelerinin 

kümesi ve morfizmlerinin kümesi her zaman için mevcuttur. Aynı zamanda birebir 

olduklarından alt kategori Ģartları sağlanır. Bu durumda her kategori kendisinin dolu alt 

kategorisidir.  

 

Örnek 1.4: Sonlu olan kümelerin kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt kategorisidir. 

 

Örnek 1.5: Abel grupların kategorisi, grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir. 

Örneklerle tanıttığımız Set kategorisi için aĢağıdaki önemli özellikler verilebilir. 

 

Önerme 1.1: Kümelerin Set kategorisinde bir a:A      B morfizmi için aĢağıdaki 

durumlar birbirine denktir. 

𝑎 bire-bir dir. (Yani a(x) = a(y) ise x=y dir.) 

𝑎 soldan sadeleşebilirdir. (Yani a о b = a о c ⇒ b=c dir.)  

 

Ġspat: Gerçekten; 

 1⇒2)Kabul edelim ki a birebir, b,c:C          A ve a о b = a о c olsun. Bu durumda Her x  

∈ C için, 

(a о b)(x) = (a о c)(x) ⇒ a(b(x)) = a(c(x)) 
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olur ve a bire-bir olduğundan  

b(x) = c(x) 

dir. Her x ∈ C  için ve b,c:C           A tanımlandığından b = c bulunur.  

2 ⇒ 1) ∶ Kabul edelim ki a soldan sadeleĢebilir ve bire-birlik Ģartının hipotez kısmı 

olan  

a(x) = a(y) ve C = {α} olsun. 

                                                b(α) = x ve c(α) = y 

olacak Ģekilde  b,c:C           A  dönüĢümleri tanımlansın. Bu takdirde  

a(x) = a(y) 

eĢitliğinde x ve y yerine yazılırsa  

a(b(α)) = a(c(α)) = a о b = a о c 

                                                                         ⇒ b=c 

olduğundan  

x = b(α) = c(α) = y 

bulunur. 

 

 Tanım 1.5 (Monik)  :  Ƈ bir kategori olsun. Eğer Ƈ  kategorisinde bir a:A           B 

morfizmi soldan kısaltılabilir ise a’ ya monik denir. 

Set kategorisinde bir morfizmin monik olması için gerek ve yeter Ģart morfizmin birebir 

olmasıdır (Blyth, 1986; Brown, 1988). 

 

Tanım 1.6 (Epik): Ƈ bir kategori olmak üzere Ƈ  kategorisinde bir a:A       B    

morfizmi sağdan kısaltılabilirse, yani; 

b о a = c о a ⇒ b=c 

ise a’ ya epik morfizmler denir (Blyth, 1986; Brown, 1988). 

 

Tanım 1.7(Monomorfizm): Bir Ƈ kategorisinde ƒ : A         B morfizmi verilsin. Eğer 

bu 𝑓 morfizmi soldan kısaltma özelliğine sahipse yani ƒg = ƒh olacak Ģekildeki g ve h 

morfizmleri için g = h olacak Ģekilde bulunabilirse ƒ morfizmine bir monomorfizm 

denir. 

 

Tanım 1.8(Epimorfiz): Bir Ƈ kategorisinde ƒ : A           B morfizmi verilsin. Eğer bu ƒ 

morfizmi sağdan kısaltma özelliğine sahipse yani gf = hf olacak şekilde g ve h 

morfizmleri için g = h bulunabilirse ƒ morfizmine bir epimorfizm denir. 
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Tanım 1.9(Dual Kesit): Ƈ bir kategori ve ƒ : A        B de bu kategoride bir morfizm 

olsun. Eğer gƒ = IA olacak Ģekilde bir g : B        A morfizmi varsa ƒ ye bir kesit denir. 

Eğer ƒg  = IB olacak Ģekilde bir g : B            A morfizmi varsa ƒ ye bir dual kesit denir. 

 

Tanım 1.10(Ġzomorf-Ġzomorfizm):Monomorfizm ve epimorfizm olan bir morfizme 

bimorfizm, kesit ve dual kesit olan bir morfizme ise izomorfizm denir. Eğer ƒ: A           B 

dönüĢümü bir izomorfizm ise A ve B nesnelerine izomorf denir. 

 

Tanım 1.11(Kaynak DönüĢümü- Hedef DönüĢümü): Bir Ƈ  kategorisinde A ∈ Ob(Ƈ)  

nesnesi verilsin. Eğer her bir x ∈ Ob(Ƈ)  nesnesi için MorC (A,x) bir tek morfizme 

sahipse A ∈ Ob(Ƈ) nesnesine bir kaynak dönüşümü denir. Benzer olarak her bir x ∈ 

Ob(Ƈ)  nesnesi için MorC (x,A) bir tek morfizme sahipse A ∈ Ob(Ƈ)  nesnesine bir hedef 

dönüşümü denir. 

 

1.2.Funktorlar 

        Her kategoride, nesneler arasındaki dönüĢümlere karĢılık gelen morfizmlerin 

olduğu bilinmektedir. Örneğin kümeler arasında fonksiyonlar, topolojik uzaylar 

arasında sürekli fonksiyonlar, gruplar arasında grup homomorfizmleri vardır. Benzer 

olarak kategoriler arasında da dönüĢümlerin olması kaçınılmazdır. Bu dönüĢümlere 

literatürde funktor denir ve çeĢitli özellikleri mevcuttur. Bu özellikler ve tanımlamalar 

aĢağıdaki gibi verilebilir (Blyth, 1986; Brown, 1988). 

 

Tanım 1.12(Funktor): Ƈ ve Ɗ iki kategori olmak üzere Ƈ nin her bir A nesnesini Ɗ’ 

nin bir F(A)nesnesine, Ƈ nin her bir ƒ : A      B morfizmini ise Ɗ deki bir F(ƒ) :       

F(A)          F(B) morfizmine dönüĢtüren ve aĢağıdaki Ģartları sağlayan bir FdönüĢümüne 

Ƈ den Ɗ ye bir funktor denir ve F : C           D biçiminde gösterilir. 

Ƈ kategorisinde g о ƒ bileĢkesi tanımlı olacak Ģekildeki f ve g morfizmleri için  

F(g о ƒ) = F(g) о F(ƒ) dir. 

Her A ∈ Ob(Ƈ)  için F(1A)=1F(A) dır . 

 

Tanım 1.13( Kapsama Funktoru): Ƈ , Ɗ kategorisinin alt kategorisi, Her  x ∈ Ƈ için 

ix= x ve Ƈ kategorisinin her morfizmi için de 

ia = a 

biçiminde ise i : Ƈ           Ɗ bir funktordur. Bu funktora kapsama funktoru denir.  
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Tanım 1.14(Abel funktoru):F : Grp          Grp funktoruna türemiş grup funktoru denir. 

 F : Grp            Abel funktoruna ise abel funktoru adı verilir. 

 

Tanım 1.15(Trifunktor- Multifunktor): F : A1 x A2         A Ģeklinde tanımlı funktora 

bifunktor , F : A1 x A2 x A3          A Ģeklinde tanımlı funktora  trifunktor ,ve 

F : A1 x A2 x A3 x…x An            A          n≥4 

Ģeklinde tanımlı funktora  ise multifunktor denir. 

 

Tanım 1.16(Ġzomorfizm): F:A       B funktoru için G о F =IA ve F о G =IB olacak 

Ģekilde G : B           A funktoru bulunabiliyor ise F funktoruna izomorfizm denir. 

 

Tanım 1.17(Ġzomorfik Kategoriler): Eğer F:A    B izomorfizm ise A ve B   

kategorilerine izomorfik kategoriler denir. 

 

1.3.Homotopi 

 

Tanım  1.18( Homotopi): F(x,0) = ƒ0(x), F(x,1) = ƒ1(x),  Her  x ∈  X Ģartları ile birlikte 

 F:X x I            Y sürekli dönüĢümüne homotopi denir. Burada X, Y uzaylar olmak üzere  

ƒ0, ƒ1 : X           Y sürekli dönüĢümlerdir ve ƒ0, ƒ1’e  homotopiktir denir (Whithead, 1949) 

Ġki matematiksel nesnenin homotopik olması, birinin diğeri üzerine sürekli olarak 

deforme edilebilmesi ile aynı anlamdadır. Örneğin gerçel sayı doğrusu, tek bir noktaya 

homotopiktir, ancak çember tek bir nokta uzayına homotopik değildir (Ellis, 1993). 

 

Tanım 1.19(Homotopi Kategorisi): Nesneleri X topolojik uzayları, Hom kümeleri 

Hom(X , Y) = [X , Y] ve birleĢimleri [g] ° [ f ] = [g °f ] biçimindeki bölüm kategorisi 

homotopi kategorisi olarak adlandırılır ve hTop ile ifade edilir. 

 

Tanım 1.20(Homotopiler Kategorisi): Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri 

homotopi sınıfları ve kısmi çarpım iĢlemide homotopi sınıfları arasında tanımlı * 

iĢleminden oluĢan kategoriye homotopiler kategorisi denir. 

 

Tanım  1.21(Homotopik Fonksiyon): ƒ : X      Y fonksiyonu sabit bir fonksiyona 

homotopik ise ƒ ’ye null homotopik fonksiyon denir. 
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Tanım 1.22(Relatif Homotopi): A ⊂ X, ƒ : X        Y ve g : X       Y    sürekli 

fonksiyonlar olsunlar. Eğer a ∈ A için ƒ ve g arasında t ∈ I ‘ dan bağımsız  F(a,t ) 

homotopisi mevcutsa ƒ ve g fonksiyonlarına A ya göre homotopiktirler denir. Diğer bir 

deyiĢle her a ∈  A ve her t ∈ I için F(a,t ) = ƒ(a) = g(a) olacak Ģekildeki F homotopisine 

A ya göre homotopi denir. Bu homotopi ƒ ≃ g veya F: ƒ ≃ g(relA) biçiminde gösterilir. 

 F: ƒ ≃ g(relA) ise∀ x ∈  X için F(x,0) = ƒ(x) ve F(x,1) = g(x) olup ∀ x0 ∈ A, ∀ t ∈ I için 

F(x0 , t) = ƒ( x0 ) = g(x0) elde edilir. Eğer A = ø  ise 𝐴 ya göre homotopiye null homotopi 

denir. 

 

1.4.Homotopi Denkliği 

Ġki sürekli fonksiyonun homotopik iken denk oluğunu düĢünecek isek, homeomorfizm 

tanımını değiĢtirmemiz gerekir ‘=’ iĢareti yerine homotopiyi koymalıyız. Bu bizi 

aĢağıdaki ‘homotopi denkliği’ kavramına götürür (Whitehead, 1949; Ellis, 1993).  

 

Tanım 1.23: X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eğer g о ƒ≃ Ix : X          X  ve   ƒ о g ≃ Iy: 

Y        Y  olacak Ģekilde ƒ : X           Y ve g : Y           X sürekli fonksiyonları mevcutsa, X 

ve Y uzaylarına aynı homotopi tipindendir ya da homotopik olarak denktir denir. f ile 

g fonksiyonlarına ise homotopi denklikleri denir. Yazarken ‘homotopi denkliği’ 

kavramından ziyade ‘iki uzayın homotopik olması kavramı daha yaygındır. 
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BÖLÜM 2 

2.1 GiriĢ 

           Bu bölümde ilk olarak tüm bağlantılı homotopi tipleri icin cebirsel model teĢkil 

eden simplisel cebirler kategorisi, SimpCbr incelenecektir. Daha sonra simplisel 

objelerin yüksek mertebeden Peiffer elemanları ile hiper çaprazlanmıĢ kompleks 

çiftlerinin bazı temel özellikleri verilecektir.(Carrasco, 1987; Kuzpınarı, 2007) 

2.2 Simplisel Cebirler 

         k, bir sabit birimli değiĢmeli halka olsun. Burada bütün k-cebirleri değiĢmeli ve 

birleĢimli olarak kabul edilecek ancak idealler ve modülüler cebir olarak düĢünülecektir. 

Bütün k-modüllerinin kategorisi M o d ile gösterilecektir (Andre, 1970). 

 

Tanım2.1 R bir değiĢmeli halka olsun. M, R cebiri 

                                                        M x M               M 

                                                       (m1, m2)               m1m2    

iĢlemi için   

i)m1.m2 = m2.m1                      ii) m1.(m2.m3) = (m1.m2).m3 

özelliklerini sağlayan bir R-modüldür. 

 

Tanım 2.2 R değiĢmeli bir halka olsun. M toplamsal bir grup olsun. Eğer 

                                                       R x M                M 

(α.x)   α.x 

ĠĢlemi aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa M’ ye bir R-modül denir. 

i)  (α + β).x = αx + βx         ii) α(x + y) = αx + αy 

                              iii) α(βx) = (αβ)x                  iv) IRx = x 

 

Tanım 2.3  M bir k-modul olsun. Her m1,m2,m3 ∈ M için 

                                                       M x M              M 

                                                   (m1, m2)              m1m2 

Ģeklinde tanımlanan k-bilineer fonksiyonu 

i)m1.m2 = m2.m1                      ii) (m1.m2).m3 = m1.(m2.m3) 

koĢullarını sağlıyorsa M ye bir değiĢmeli k-cebiri (ya da k üzerinde cebir) denir. 

DeğiĢmeli cebirler kategorisini Cbr ile göstereceğiz. 
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Bu bölüme simplisel cebirler teorisi ile ilgili bazı temel bilgiler vererek baĢlayacağız. 

Birinci kısımda simplisel objeler üzerinde bazı Genel sonuçları hatırlayacağız. 

Özellikle, değiĢmeli cebirler üzerinde tanımlı simplisel objeler üzerinde yoğunlaĢacağız. 

 

Tanım 2.4   En nN
  cebirlerin bir ailesi olsun. 

                                        di
n
 : En             En-1       0 ≤ i ≤ n ≠ 0   

                                       si
n
 : En            En+1 0 ≤ i ≤ n  

k—cebir homomorfizmleri olmak üzere 

 

1 1

1

1 1

1

1 1

1

1

1 1

1

1. 0

2. 0

3. 0

4. 1

5. 0 1

n n n n

i j i i

n n n n

i j j i

n n n n

i j j i

n n

i j

n n n n

i j j i

d d d d i j n ise

d s s s i j n ise

d s s d i j n ise

d s id i j ya da i j ise

d s s d j i n ise

 



 



 





 



   

   

   

   

    
 

özdeĢlikleri sağlanıyorsa   ( E , , )n i in
d s

N
 üçlüsüne bir simplisel cebir denir ve kısaca 

E ile gösterilir. di, si homomorfizmlerine sırasıyla yüzey ve dejenere operatörleri  

denir. Uygulamadaki kolaylığı acısından yukarıdaki aksiyonların gerektirdiği aĢağıdaki 

eĢitlikler daha sık kullanılır. 

1

1

1

1

1. 0

2. 0

3.

4.

i j j i

i j j i

i j j i

i j j i

d d d d j i n ise

s s s s j i n ise

s d d s j i ise

s d d s i j ise









   

   

 

 
 

Bu eĢitlikler standarttır ve  Carrasco, (1987)’ de bulunabilir. 

 

Tanım 2.5  x En   elemanlarına n- boyutlu simpleks denir. Bazı y ler için  

( )ix s y   oluyorsa bu x simpleksine bir dejenere simpleks denir. 

 

Tanım 2.6 Bütün  n

id  yüzey operatörleri ve bütün  n

is   denejere operatörleri birleĢmeli 

olan yani 

1 1,i n n i n i i nd f f d f s s f  
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ġartını sağlayan fn : En       Fn  k-cebir homomorfizmlerinin bir kümesine E ve F 

simpisel cebirleri arasında bir homomorfizm denir ve E       F Ģeklinde gösterilir. 

Böylece SimpCbr ile göstereceğimiz simplisel cebirlerin kategorisi tanımlanmıĢ olur. 

Bu tanımın düĢük boyutlar için bir geometrik yorumu Ģu Ģekilde yapabilir: 

0n  için bir 0 – boyutlu simpleks açık bir   0x E noktasıdır. 1x E  için 1 - boyutlu 

simpleks   

1 0

xd x d x  
 

2x E  için 2 - boyutlu simpleks üçgendir:5 

 

                                                   

         
2

d x                    0
d x     

                                               

     d1x             x              
d2x

  
ġekil 2.1. Simpleks Üçgeni 

ve 3x E   için 3- boyutlu simpleks bir dörtyüzlüdür. 

  

 

 

 

 

  

 

     

 

ġekil 2.2. Simpleks Dörtyüzlü 

Tanım 2.7 Bir simplisel k-modül, n  0 ,  tanım 1.2 de verilen denklemleri 

sağlayan k—modül homomorfizmleri ile k—modüllerin bir En ailesidir. 

 

Tanım 2.8 E herhangi bir simplisel K – modül olsun ve 

                                            ∂n : En            En-1 

Homomorfizmi 

                                               
0

1
n

i n

n i

i

d


    

 

                

  

       

 

 

 

 

                                            

                 
1

d x                    

                     

                        3 0
d x d x

 

 

 

                       

 

 

 

                       
0

d x  

             

                 



12 

 

ġeklinde tanımlansın. Bu durumda k - modüllerinin bir kompleks zinciri vardır. 

Simplisel cebirlerin tanımında yer alan 1. aksiyom gereği n+1 n   0    dır. Bu böylece 

E simplisel modülüyle iliĢkili bir zincir kompleksi olur. Buradan n. homoloji modülü  

Hn (E) 

 

 
1Im
n

n

n

Çek
H E







 

Ģeklinde tanımlanır.  

 

Tanım 2.9 E bir simplisel k-cebir olsun. Her n   N için En = E ve dJ = sj = id olmak 

üzere  ( E , , )n i in
d s

N
üçlüsü bir simplisel cebirdir. Bu simplisel cebire sabit simplisel 

cebir denir ve K(E, 0) ile gösterilir. 

 

Tanım 2.10 Bir E simplisel cebir,  K (E, 0)  sabit simplisel cebir olsun, 

                                                         E             K(E, 0) 

dönüĢümüne E simplisel cebirinin artırılmıĢı denir. Bu artırma 

 fd0
1
 = fd1

1
 : E1            E 

örten k-cebir homomorfizmi yardımıyla olur. Eğer E artırılmıĢ simplisel cebiri devirli  

ve n > 0 icin Hn (E)   0, H0 (E)   E ise bu simplisel cebire devirli simplisel cebir 

denir. 

 

Tanım 2.11 B bir değiĢmeli k-cebir olsun. B nin bir serbest simplisel çözümü, (E, f) 

devirli ve herbir En serbest olacak Ģekilde bir f : E0          B geniĢlemesi ile birlikte bir E 

simplisel cebirinden oluĢur. 

 

2.3 Bir Simplisel Cebirin Moore Kompleksi ve Homotopi Modülü 

 

Tanım 2.12 E simplisel cebir olsun. 

 
1

0

n
n

in
i

NE Çekd




 
 

ve her  

     n ≥ 0 için ∂n : NEn            NEn-1 dönüĢümü, dn
n
 : En            En-1 

dönüĢümünün (NE)n kümesine kısıtlanıĢı olmak üzere (NE,  )  zincir kompleksine 

E simplisel cebirin Moore kompleksi denir. 
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Tanım 2.13  E  simplisel cebir olsun. E nin moore kompleksinin n. Homolojisine 

E nin n. homotopi modülü denir ve n (E)  ile gösterilir. Yani 

 

1 1

1

1

( , )

/ ( )

n n

n
n n n

i n i

i

E H NE

Çekd d Çekd



 





 

 
. 

( )nNE ve E nin yorumunu Ģu Ģekilde yapılabilir:   

 11,n NE 
   için 

                                           
0   

 

Ve 2NE 
 

                                           

0

0

 





 

  

3Eğer 2NE 
  

                                                       

0 0

0





 

 

ġekil 2.3. Homotopi Üçgeni 

Ģeklinde ise  ,Çek   içindedir. Eğer    onun 3. yüzünde ve diğer bütün yüzleri de sıfır 

olacak Ģekilde bir x , 3-simpleksi varsa 2,x   (E) nin aĢikar elemanını verir. 

 

2.4 KısıtlanmıĢ Simplisel Cebirler 

         NE ve n  (E) nin elemanları için bu basit yorum ilerde bazı baĢka durumlardaki 

elemanların yorumuna yardımcı olarak faydalı olacaktır (Carrosco, 1987). 

 

Tanım 2.14 E simplisel cebirinde mertebesinin boyutu > k olan En elemanlarını 

almayarak elde edilen komplekse E simplisel cebirin bir k-kısıtlanmıĢ simplisel cebiri 

denir ve trkE ile Gösterilir. k-kısıtlanmıĢ simplisel cebirlerin kategorisi TrkSimpCbr ile 
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gösterilir. Cebirlerin kategorisi Cbr de bir kısıtlama funktoru vardır. Bu funktor k-

tersiskelet funktor olarak adlandırılan  

 Coskk : TrkSimpCbr             SimpCbr 

Ģeklinde sağ ek (adjoint) ve k-iskelet funktor olarak adlandırılan bir 

skk : TrkSimpCbr             SimpCbr, 

sol ek funktora Ģahip olan  

trk : SimpCbr            TrkSimpCbr   

Ģeklinde bir kısıtlama funktoru vardır (TaĢcı, 2007).  

AĢağıda verilen teoremi Conduche tarafından gruplar için yapılmıĢtır. Burada bunun 

ispatını vermeyeceğiz fakat daha farklı bir yol izleyerek bazı değiĢiklikler yapılmıĢ olan 

ve değiĢmeli cebirler için kullanılan sonucu vereceğiz. 

 

Teorem 2.1:  E bir simplisel cebir olsun. E nin tersiskeleti   kcosk tr E  

nin Moore kompleksi k + 1 uzunluğundadır. Yani 

   k k i  k  1 i in N cosk tr E   0
i

ç  
 

dir ve k + 1 den küçük boyutlarda E nin Moore kompleksi ile özdeĢtir. Buradan 

             N (coskk (trk (E) ) )k+1  =  Çek ( ∂k : NEk            NEk-1 ) 

ve 

       1 k k k k: cosk tr E   cos  tr Ek k
k ı k

N N k NE


  
 

morfizmi birebirdir (Whitehead, 1949; Çallıalp, 2001). 

 

2.5 Yüksek Mertebeden Peiffer Elemanları 

        Bu bölümde Arvasi ve Porter, (1997)’ de verilen aĢağıdaki sonuçları vereceğiz: 

NE n  1  Ġçin E nin Moore kompleksi olsun. Aynı Ģekilde n > 1 için, Dn boyutlu 

dejenere elemanları tarafından üretilen ideal olsun. Eğer n nE D  

ise her 

   n n n nNE I  
 

dir. Burada, ,n nI E  içinde, açık olarak verilen elemanların kümesi tarafından üretilen bir 

idealdir. Eğer n = 2, 3 ya da 4 ise bu durumda E simplisel cebirin Moore kompleksinin 

görüntüsü 

,

( )n n I J

I J

NE K K 
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formunda verilebilir. Burada 

   , 1 0,1...., 1I j n n      olmak üzere  1I J n     ve 

 

1

1

n

i j j

i j J

K Çekd v ve K Çekd
 

  
 

dir. Genel olarak  n  >  4  için 

 ,

( )I J n n

I J

K K NE 
 

ifadesi tanımlanmıĢtır. 

 

Tanım ve Notasyon 2.15 : Ġlk olarak Carrasco ve Cegarra, (1991)’ den aĢağıdaki 

notasyon ve terminolojiyi hatırlayalım.   

 

       0 1 ... : 1

,

1 ,

n

i

n

i

n n sıralı kümesi için n n

j j i ise

j j i ise





     


 

   

Ģeklinde tanımlanan artan, örten fonksiyon olsun. 

     , ,S n n r n den n r   ye monoton artan orten bütün fonksiyonların kümesi 

olsun. Bu küme n

i  lerin çeĢitli birleĢimleriyle üretilebilir. Bu üretilen fonksiyonların 

birleĢimi aĢağıdaki eĢitliği sağlar. 

 1j i i j j i    
 

 1 2

1 2

0 ... 1 , ,

....

r

i i ir

i i i n olmak üzere bu her S n n r elemanının

o o o



   

       


 

Ģeklinde bir tek açılımının olmasını Gerektirir. Burada  ki  indisleri 

 
      1,......, : 1ri i i i i   

 

olacak Ģekilde  n  nin elemanlarıdır. Böylece  ,S n n r  kümesini 

  1 1 2,......, : 0 ... 1r ri i i i i n     
 

kümesi ile belirleyebiliriz. Özellikle [n] üzerinde birim fonksiyon ile tanımlanan S(n, n) 

nin tek elemanı, 
n
 ile Gösterilen boĢ 0 — tuple ( ) a karĢılık gelir. Benzer olarak S(n, 

0) ın tek elemanı (n — 1, n — 2 , . . . , 0) dır. Her  0n   için 
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   
0

S n,  n-r
r n

n S
 

 
 

olsun. Eğer  1 1 1 1,....., k k k ki j i j fakat i j ise ya da eğer   
 

     1 1 1 1,...., ,....., ,...., ,r r si j j ve r s ise i i j j S n       nin içindedir 

denir.  Bu   S n  yi bir sıralı küme yapar. Örneğin S (2) deki ve S (3)  deki sıra 

 

        

              

                 

             

2

2

2

2 1 0 1,0

2 2 2,1 0 2,0 1,0 2,1,0

2 { 3 2 3,2 1 3,1 2,1 3,2,1 0

3,0 2,0 3,2,0 1,0 3,1,0 2,1,0 3,2,1,0 }

S

S

S







   

      

        

      
 

Ģeklindedir.  , S n ise     , her ikisine birden ait olan indislerin kümesini 

belirtir. 

 

2.6. Bir Simplisel Cebirin Yarıdirekt AyrıĢması 

        Buradaki temel fikir Conduche, (1984)’ de bulunabilir. Bir simplisel grup durumu 

için ayrıntılı inceleme Carasco ve Cegarra, (1991) tarafındanda verilmiĢtir. Bu yapının 

cebir durumu ise Carrasco, (1987) tarafından yapılmıĢtır. 

 

Tanım 2.16 M bir k - cebir ve n  2  olmak üzere 1 2 nM ,M  ,  . . . ,  M  ler M nin alt 

cebirleri olsun. AĢağıdaki koĢulların sağlanması durumunda 

M k - cebirine 1 2 nM ,M  ,  . . . ,  M  

alt cebirlerinin bir n - yarıdirekt çarpımı denir ve 

 n1 2M=M M   . . .  M ã ã ã
 

Ģeklinde Gösterilir. 

 

 

 

   

1 s

1 n

1 s

i  M   ...  M  1  s _  n icin M nin bir idealidir,

ii  M   ...  M   M,

iii  M   ...  M   M  = 0         1 s<t n için,t

  

  

   

 

i im M  olmak üzere herhangi bir eleman, tek bir türlü olarak 1 2 ... nm m m    Ģeklinde 

ifade edilebilir. 

 

Teorem 2.2: E bir simplisel cebir olsun. Bu durumda nE yarıdirekt çarpım olarak  

1

1 1( )n n

n n n nE Çekd S E

  ã
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ġeklinde ifade edilebilir. Ġzomorfizm aĢağıdaki Ģekilde tanımlanabilir. 

θ  :  En            Çekdn
n
 a͠ Sn-1

n-1
(En-1) 

                                                   e             ( e ‒ sn-1 dne, sn-1dne ) 

n n n-1 n-1E ile  ekd x S EÇ  arasında izomorfizm var olduğundan bu metodu her bir En, 

Moore kompleksteki terimlerin dejenerelerinin bir çok katlı yarıdirekt çarpımı seklinde 

elde edilene kadar tekrarlayabiliriz. Gerçekten, K, 

1
11
1

1 1 1

1 , n
nn
n

n n n n

n n i i iÇekd
Çekd

K Çekd d d ve s s



  

 
 

Ģeklinde tanımlanan simplisel cebir olsun. Her 1 1

11 n n n n

n i i ni n için d d d d 

    

olduğundan n

nÇekd  bütün , 1n

id i n  morfizmleri tarafından 1

1

n

nÇekd e


 resmedilir. 

Dahası 1 1

12 n n n n

n i i ni n için d s s d 

   olduğundan 1 1

1,n n n

i n ns Çekd yi Çekd 


resmeder.  

Teorem (1.3.)  1 1n nE ve K   e uygulanırsa 

 

 

1 1

1 1 2 2

1 1 1 2 2

n n n n

n n n n n

n n n n n

E Çekd s E

Çekd s Çekd s E

K s Çekd s E

 

   

    







ã

ã ã

ã ã

 

elde edilir. 

 K bir simplisel cebir olduğundan aĢağıdaki eĢitlik sağlanır. 

 
1 1 2 2

1 2 1

K

n n n n n

n n n n

Çekd K Çekd s K

Çekd Çekd s Çekd

   

  

 

 

ã

ã
  

         1 1

1 11 2 2 1 2 2
n n

n n

n n

n n n n n n n nE Çekd Çekd s Çekd s Çekd s s E 

        ã ã ã
 

yazmamıza izin verir. Buradan En aĢağıdaki ifade edilebilir. 

 

Teorem 2.3: Eğer E bir simplisel cebir ise bu durumda herhangi 0n   için 

 

  

  

2 1 2 0 1

2 1 1 2 2 1 2 0 0

... .... ...

... .... ...

n n n n n

n n n n n n n

E NE s NE s s NE

s NE s s NE s s s NE

  

      

  ã  ã ã ã

ã ã . ã
 

dir.Bu çok katlı yarı-direkt çarpımdaki terimlerin sırası ve parantezler 

   

    

    

1 1 0

2 2 1 1 0 1 1 0 0

3 3 2 2 1 2 2 1 1

0 2 2 0 1 1 0 1 2 1 0 0

E NE NE

E NE s NE s NE s s NE

E NE s NE s NE s s NE

s NE s s NE s s NE s s s NE







 ã

ã ã ã

ã ã ã ã

ã ã ã
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,
C

   

 

4 4 3 3 2 3 3 2 2

1 3 3 1 2 2 1 2 3 2 1 1

0 3

((( ) ( ))

(( ) ( )))

( )

E NE s NE s NE s s NE

s NE s s NE s s NE s s s NE

s E ün ayrışımı

 ã ã ã ã

ã ã ã ã

 

dizisi tarafından üretilir. 

Dikkat edilirse 1( ,......., ) ( )ri i S n    e benzer terim 

 1....( ) ( )
rn i i nS NE S NE   # #  

dir. Burada r #  dir. 

Buradan herhangi bir  nx E   elemanı  ny E  ve  nx NE  #  olmak üzere 

 ( )S n

x y


  
 

formunda yazılabilir (Asar, 2009) 

 

2.7 Hiper ÇaprazlanmıĢ Kompleks Çiftleri 

Arvasi, (1997) tarafından verilen aĢağıda bir nI
 
idealini tanımlayacağız. HerĢeyden 

önce Carrasco, (1987) tarafından verilen k-lineer morfizmlerin bir ailesinin inĢasını 

hatırlayalım. 

      olmak üzere S(n) in   ikili elemanlarından olusan P(n) kümesini 

tanımlayalım 1( ,..., ), ( ,..., ) ( )r s ii i j j S n    dır. Ġhtiyacımız olan k-lineer morfizmler 

                   { Cαβ : NEn‒≡α ⨂ NEn‒≡α             NEn : ( α, β) ϵ P(n) , n ≥ 0} 

kompozisyonu olarak 

 

                                                                                        NEn  

 

                                      ,s s                                          p  

 

                                                                                       En  

                                                            

ġekil 2.4.K-Lineer Morfizimler Diyagramı 

diyagramı ile verilir. Burada 

         sα = sir …siı  :  NEn‒#α           En , sβ = sjs …sjı : NEn‒#β   En 

1 00,1..., 1 1 : , ...j j j n n nj n için p s d olmak üzere p E NE p p p     
 

 

nnNE NE
  

  ##

 

nnE E
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bileĢke gösterimler ile tanımlanır ve çarpma 

 μ : En ⨂ En           En 

ile gösterilir. Buradan 

    

    

        1 1 0 01 ... 1 .n n

C x y p s s x y

p s x s y

s d s d s x s y

      

   

   



 

   



  

 

dir. 
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BÖLÜM-3- 

 

3 TĠPTEN CEBĠRSEL MODELLER VE 

ÇAPRAZLANMIġ MODÜLLER ĠÇĠN OTOMORFĠZMA YAPILARI 

 

3.1.GiriĢ 

         Bu bölümde, çaprazlanmıĢ modüller için otomorfizma yapısının ıĢığında örgülü, 

düzenli çaprazlanmıĢ modüllere giriĢ yaptık. Bunlar simplicial grupları ile yakından 

alakalı gösteril- miĢtir. Örgülü, düzenli çaprazlanmıĢ modüllerin kategorisinin lenght 2 

nin Moore complex ‘i ile simplicial gruplarına eĢdeğer olduğunu ispat ediyoruz. Bu 

eĢdeğerlik örgülü, düzenli çaprazlanmıĢ modüllerin homotopi 3-types ‘ın cebirsel 

modelleri olarak rolünü ortaya koyar (Whitehead, 1949; Maclane, 1950; Loday, 1982; 

Kuzpınarı, 2005) 

ġimdi otomorfizm teorisinden hareketimizi gözden geçiriyoruz. Otomorfizm grubu ile 

iliĢkili olan grup G ‘nin Aut G’si ,  g          g
x
 =x

-1
gx iç otomorfozuna x ϵ G yi gönderen         

x: G→Aut G ‘nin homomorfozudur. Aut G grubu G ‘ye göre davranır ve x Ģu iki özelliği 

karĢılar. 

(i) x(g
f
)=f

-1
x(g)f, 

                                                        (ii)g
x(x)

=x
-1

gx 

hepsi için g , x ∈ G ve f ∈ Aut G dir. Görüyoruz ki Aut G çaprazlanmıĢ modülün doğal 

olarak bir parçası olarak düĢünülebilir. ġöyle ki bir grup homomorfoz 𝜕:M          P , M 

deki P nin hareketiyle birlikte Ģunları karĢılar 

CM1: ∂(m
p
)=p

-1
∂(m)p 

CM2 :m0
∂(m)

=m
-1

m0m, 

  hepsi için m0, m ∈ M ve p ∈  P dir. 

        ÇaprazlanmıĢ modüller J. H. C. Whitehead tarafından ortaya konmuĢtur ve M ve P 

normal alt grubunun M     P içermesi, M bir P-modülü iken M     P sıfır 

homomorfizması ve merkez çekirdeği ile herhangi bir M      P örtevi (örnekleri 

arasındadır).Önemli topolojik bir örneği de vardır: Eğer  F          E           B kesin alanı 

FaybreyĢın dizisi olursa, temel grubun 𝜋1F→ 𝜋1E indüklenen homomorfizması doğal 

olarak çaprazlanmıĢ bir modül olur. ġimdi gruplar 1-types’ın cebirsel modelleridir ki bir 

tane sınıflandıran alan izleci vardır. 

B :(groups)             (CW –complexes) 

ki böylece herhangi bir grup G için alan BG Ģunu karĢılar 
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1BG ≅ G ve   𝜋jBG = 0 j >1 için. 

ve dahası j>1 için 𝜋jX=0 ile herhangi bir kesin, bağlı CW -bileşikX  B𝜋1X ‘in homotopi 

tipidir. 

        ÇaprazlanmıĢ modüller 2-types’ın cebirsel modelleridir. Bir tane sınıflandıran alan 

functor’u vardır. 

B: ( çaprazlanmıĢ modüller)             (CW -bileĢikleri) 

ġöyle ki eğer 𝜕: M          P çaprazlanmış modül olursa B( M          P)  𝜋1B(M           P) 

≅ coker 𝜕 , 𝜋2B(M            P) ≅ ker 𝜕 ‘lere sahiptir 

ve j>2 için 𝜋j B(M            P) = 0’ dır. 

Dahası, j>2 için 𝜋jX=0 iĢlemli bağlı CW bileĢik X bazı M        P  çaprazlanmıĢ 

modülleri için B(M→P) nin homotopi tipidir. Aynı zamanda X: G       Aut G 

çaprazlanmıĢ modülü için, sınıflandıran alanın birinci ve ikinci homotopi grupları Out G 

ve Z(G) ‘dirler (Maclane, 1950; Loday, 1982). 

Bir 1-type’ın cebirsel modelinin otomorfizmasının bir 2-type’ın doğal olarak cebirsel 

bir modeli olduğunun düĢünüldüğünü görüyoruz. Mevcut çalıĢmanın amacı, 

çaprazlanmıĢ modüller için, bir 3-type’ın cebirsel bir modeli olarak kabul edilebilen bir 

otomorfizma yapısının bulunup bulunamayacağını araĢtırmaktı. 

Bu tip bir otomorfizma yapısını türetmemiz bağımsız ilgi prosedürünü kullanır.ℂ Tensör 

çarpımı -⨂- ve iç Hom funktoru HOM ile bir monoidal kapalı kategorisi olsun. Böylece 

ℂ nin her hangi bir A, B ve C objesi için doğal bir ℂ ( A ⨂ B , C ) ≅ ℂ ( A , HOM(B,C)) 

izomorfizm vardır. 

         Öyleyse ℂ obje END(C)=HOM(C,C) ‘nin  END( C) ⨂ END( C)           END( C) 

kanonik haritası ile birlikte her hangi bir C objesi ℂ ‘de bir monoiddir ve pek çok 

durumda END ( C) nin makul bir biçimde AUT(C) olarak belirtilebilen bir submonoidi 

vardır.ℂ deki monoid yapısı ile birlikte ℂ kategorisi için otomorfizma yapıları oluĢturan 

iĢte bu objedir. 

        ÇaprazlanmıĢ modüller için otomorfizma yapılarını iĢlemek için çaprazlanmıĢ 

modüller kategorisini monoidal closed olan daha geniĢ bir kategoriye almak zorundayız. 

Bir çaprazlanmıĢ modülü 2- ucu açık çaprazlanmıĢ bileĢik olarak sayarız.∮ 1  

groupoiddeki çaprazlanmıĢ modüller ve çaprazlanmıĢ bileĢiklerdeki gerekli bilgileri 

tekrar edeceğiz ve verilen çaprazlanmıĢ bileĢiklerin ℓrs kategorisindeki monoidal closed 

yapıdaki baĢlıca sonuçları belirteceğiz. Aynı zamanda ℓrs de monoid olan over groupoid 

çaprazlanmıĢ modülleri belirleyen ekstra yapısal özellikleri tanımlayacağız. Bunlar 

örgülenmiĢ ve yarı düzenli çaprazlanmıĢ modüllerdir. Böylece eğer C çaprazlanmıĢ 
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modül ise, END( C) de ĢeritlenmiĢ ve yarı düzenlidir. AUT(C) otomorfizma yapısı 

END(C) den bir örgü devralır ve daha güçlü içsimetrisi onu ĢeritlenmiĢ ve düzenli 

yapar. Teknik sonuçlarımızda AUT(C) nin rolünü 3-type’ın cebirsel bir modeli olarak 

belirleriz (Brown, 1987). 

 

Teorem 3.1.:ġeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modüllerin kategorisi lenght 2 nin 

Moore bileĢikli simplicial gruplarının kategorisine eĢdeğerdir. 

        Bu teorem§2 nin hacmini iĢgal eder. Simplicial grupların homotopi type’ların 

cebirsel modelleri olarak kullanımı eskilere dayanır. Conduche, (1984) lenght 2’ nin 

Moore bileĢikli simplicial gruplarının 2-çaprazlanmıĢ modüllerinin kategorisine eĢdeğer 

olduğun göstermiĢtir. ġeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modüller ile 2-çaprazlanmıĢ 

modülleri arasında elde edilen eĢdeğerliğin esası, bir ĢeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ 

modülün kendi eĢdeğer simplicial grubunun kanonik altyapı Moore bileĢiği olarak 

içermesidir. Moore bileĢiği 2-çaprazlanmıĢ modülüdür ve ĢeritlenmiĢ, düzenli 

çaprazlanmıĢ modülü izomorfizmaya kadar belirler.  

        Teoremde bahsedilen eĢdeğerlik aynı zamanda A.Joyal ve M.Tierney ‘in yayımlan 

mamıĢ olan çalıĢmasında geliĢtirilen 3-types’ların cebirsel modellerine de ıĢık tutar. 

Joyal ve Tierney modeli 3-types’a ĢeritlenmiĢ ve koĢulsuz gruplar ile basitçe bağlıdır. 

Bunlar grupların ġeritlenmiĢ çaprazlanmıĢ modüllerine bu yazı anlamında eĢdeğerdirler. 

Grupların herhangi bir çaprazlanmıĢ modülü düzenlidir ve grubun ġeritlenmiĢ 

çaprazlanmıĢ modüllerinin kategorisinin lenght 2‘ nun Moore bileĢikli indirgenmiĢ 

simplicial grup larının kategorisine eĢdeğer olduğunu buluruz (Joyal, 1986). 

        §3 te grupların çaprazlanmıĢ modülleri için otomorfizma yapıları araĢtırmamıza 

geri dönüyoruz. Bu durumda Whitehead, (1948)’ in çalıĢmasına ve bu çalıĢmanın  

Norrie, (1987) tarafından geliĢtirilmiĢ halini baz alarak AUT(C) nin detaylı bir tanımını 

vereceğiz. AUT(C) ‘yi bir 2-çaprazlanmıĢ modül olarak dikkate alarak, bazı özel 

durumlarda 3-type’a tekabül eden homotopi gruplarını hesaplarız. Dahası, Norrie, 

(1987) tarafından bağımsız bir Ģekilde incelendiği gibi, çaprazlanmıĢ bir modülün 

otomorfizma yapısının çaprazlanmıĢ dörtgen olarak da düĢünebileceğimizi görürüz.  

ÇaprazlanmıĢ dörtgenler cebirsel K-teorisindeki eksizyon çalıĢmasından çıkmıĢtır. Aynı 

zamanda 3-types’ın cebirsel modellerini de oluĢtururlar ve temel çaprazlanmıĢ dörtgen 

izleci genelleĢtirilmiĢ bir Van Kampenteoremini karĢılar. ÇalıĢmamızdaki ilginin bir 

kısmı 2-çaprazlanmıĢ modüllerin ve çaprazlanmıĢ dörtgenlerin cebirsel düĢün celerden 

çıkmıĢ olarak görülmesindendir (Guin-Walery, 1980; Brown, 1987). 
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3.2. ÇaprazlanmıĢ modüllerin çaprazlanmıĢ bileĢkeleri 

               Monoidal closed kategorilerde ihtiyacımız olan temel bilgileri tekrar ederek 

baĢlıyoruz. ℂ , tensor ürünü -⊗- , özdeĢlik nesnesi 𝛪 ve iç hom functor’u HOM ile 

monoidal closed kategori olsun (Maclane, 1971). Böylece ℂ ‘nin bütün A, B, C objeleri 

için doğal bir izomorfizma var olur. 

𝜃: ℂ  𝐴 ⊗ 𝐵 , 𝐶              ℂ(A, HOM(B, C))             (1,1) 

ki bu tensor ürününün birleĢebilirliği ile birlikte doğal bir izomorfizmanın ℂ ‘sinde var 

olduğunu ima eder. 

𝛩: HOM(A ⊗ B,C)            HOM (A , HOM(B , C))       (1.2) 

Dahası, Ģu izomorfizma 

𝜃: ℂ (HOM(A,B) ⊗ A,B)             ℂ (HOM(A,B) , HOM(A,B)) 

ƐA :HOM(A,B)  ⊗  A          B  ki böyle  𝜃(𝜀A ) nın HOM(A,B) de özdeĢlik olduğu ,  ƐA 

‘ya değerlendirme morfizması dendiği tek bir morfizmanın var olduğunu gösterir. 

Böylece ℂ ‘nin tüm A , B , C objeleri için bir morfizma vardır (Brown, 1987). 

                                          α 

(HOM( B, C) ⊗  HOM (A, B)            HOM( B, C) ⊗  HOM (A, B) ⊗A 

                                        1⊗ƐA                                      ƐB 

                                         HOM( B, C) ⊗  B            C. 

Bu kapsamda  𝜃 bileĢim denilen Ģu morfizmaya tekabül eder. 

𝛾ABC: HOM(B, C) ⊗ HOM(A,B)             HOM(A,C) 

HOM(C,C) için END(C) yi yazarız. 𝜆: 𝛪 ⊗ C           C morfizmasına karĢılık gelen  

bir 𝜂C: 𝛪           END(C) morfizması vardır. Ġhtiyacımız olan ana sonuç Ģudur. 

 

3.1.  Önerme.  𝜂C morfizması ve 𝜇C = 𝛾CCC: END(C) ⊗ END(C)          END(C) 

bileĢimi END(C) yi  ℂ nin bir monoid’i yapar. 

        Groupoid’in her oku bir izomorfizma olan küçük bir kategori olduğunu unutmayın. 

Groupoid’i (C1,C0)Ģeklinde yazarız, burada C0 köĢeler kümesi ve C1 ise oklar kümesidir. 

p ‘den q’ya kadar olan p           q oklar kümesi C1(p, q) Ģeklinde yazılır ve p ve q böyle 

bir okun kaynak ve hedefidir. Kaynak ve hadef haritaları s , t: C1        C0 Ģeklinde 

yazılır. Eğer 𝔞 ∈ C1(p , q) ve b ∈ C1(q , r) ise bileĢikleri 𝔞 + b ∈ C1(p , r) Ģeklinde 

yazılır.C1(p , p) yi C1(p)olarak yazarız. Groupoid’lerin uygulamalarının incelemesi ve 

literatürüne giriĢ için bakarız. 

                            δ             δ  δ 

C:           ... Cr           Cr-1                 ...            C3           C2            C1           C0 
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Bir çaprazlanmıĢ bileĢiğin C0 verteks setli bir groupoid ve n ≥ 3 için her Cn(p) 

değiĢmeli ile C0 üstünde Cn= { Cn(p)| p ∈ C0} groupoid kümeleri içerdiğini hatırlayın. 

Cn (n ≥ 1) deki iĢlemleri de yazacağız. C1 groupoid ‘i her Cn hareket eder böylece x ∈ 

Cn(p) ve 𝔞 ∈ C1(p, q) için xa
 ∈ Cn(q) vardır. n ≥ 2 için 𝛿: Cn           Cn-1              C0 üstünde 

groupoid’lerin bir morfizmasıdır ve C1 ‘in hareketini korur ki burada C1 her C1(p) ye 

birleĢme yoluyla etki eder ve n ≥ 3 için 𝛿𝛿: C n        Cn-1 sıfır haritasıdır. Dahası, n ≥ 3 

için δ(C2) , Cn de değersiz olarak hareket eder, x, y ∈  C2(p) ise
 
y𝛿(x)

 = -x + y + x olur. f: 

C         D çaprazlanmıĢ bileĢiklerinin morfizması , f0: C0          D0  bu aynı haritaya 

sebep olan ve 𝛿: Cn           Cn-1 , Dn            Dn-1 haritaları ve C1 ve D1’in hareketlerine 

uygun fn: Cn           Dn(n ≥ 1) groupoid’lerinin morfizmalarının kümesidir. 

        Yukarıdaki (C1,C0) groupoid’i ya da C1 çaprazlanmıĢ modülü boyunca, bir 

çaprazlanmıĢ modül olarak                  δ               δ                                                                       

C2              C1              C0 

nin tanımını içerir. Her p ∈ C0 için C2(p)          C1(p) ‘nin gruplar için bir çaprazlanmıĢ 

modül olduğuna özellikle dikkat ediniz. 

      U bir monoid olsun.    δ  δ 

C2            C1           C0 

çaprazlanmıĢ modülündeki U ‘nun biaction ’u  C1 ve C2 groupoid’lerinde ve C0 

setindeki, bütün yapılara uyumlu U ‘nun değiĢtirilen sol ve sağ hareketlerinin çiftini 

içerir. Özellikle,i =0, 1 , 2 için ( u , c )              u ⋅ c ve ( c , u)            c ⋅ u  Ģeklinde ifade 

edilen  U x Ci → Ci ve Ci x U → Ci fonksiyonları vardır. ki böyle 

 

BA1: Her U x Ci         Ci  fonksiyonu U ‘nun sol hareketini belirler ve her                     

Ci x U           Ci  fonksiyonu U ‘nun sağ hareketini belirler ve bu hareketler değiĢebilir. 

 

BA2: U ‘nun her hareketi C0 üzerinde C1 ‘in groupoid yapısını korur ve özellikle           

s, t: C1                 C0  kaynak ve hedef haritaları her harekete U-equivariant görecelidir. 

 

BA3: U ‘nun her hareketi C2 deki grup iĢlemlerini korur ve eğer x ∈ C2(p)  ve u ∈ U ise 

u ⋅  x ∈ C2(u ⋅  p) ve  x ⋅  u ∈ C2(p ⋅  u) olur. 

 

BA4:  U ‘nun her hareketi C2 üstünde C1 ‘in hareketi ile uyumludur onun için eğer  x  ∈ 

C2(p) ,  𝔞 ∈ C1(p, q)  ve  u ∈ U olursa  

u.(x 
a
)=(u.x)

u.a ∈ C2(u.q) 
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(x 
a
).u=(x.u)

a.u
 ∈ C2(q.u) 

 

BA5: 𝛿: C2             C1 sınır homomorfizması her harekete U-equivariant görecelidir. 

  δ 

C: C2            C1             C0 

çaprazlanmıĢ modülü eğer C0 verteks seti monoid olursa, yarı düzenlidir ve  -C0 kendine 

kendi sol ve sağ düzenli temsillerinde davrandığı - C üstünde C0 ‘ın bir biaction’u 

vardır. C0 ‘nun bir grup olduğu yarı düzenli bir çaprazlanmıĢ modülün düzenli olduğu 

söylenebilir.                                             δ 

C: C2            C1               C0 

yarı düzenli bir çaprazlanmıĢ modül olsun.C0 monoid’ini e özdeĢlik öğesi ile birlikte 

çarpımsal bir Ģekilde yazarız.( 𝔞 , b)           { 𝔞 , b } Ģeklinde yazılan C’deki bir braiding, 

bir C1 x C1          C2 fonksiyonudur ki bu aĢağıdaki aksiyomları  karĢılar. ( burada  𝔞 , 𝔞1
 , 

b , b
1
 ∈ C1 , x , y ∈ C2 ve p , q ∈ C0 dır 

 

B1:{a, b} ∈ C2((ta)(tb)),{0e, b}=0tb , {a, 0e}=0ta 

B2:{a, b + b'}={a, b}
ta.b'

 + {a, b'}; 

B3:{a + a', b}={a', b} + {a, b} 
a .'tb

 

B4: 𝛿{a, b}= -(ta.b)-a.sb+sa.b+a.tb; 

B5:{a, 𝛿y}=-(ta.y)+(sa.y)
a.q

 ve y ∈ C2(q); 

B6:{ 𝛿x, b}=-(x.sb)
p.b

+x.tb ve x ∈ C2(p) 

B7:p.{a, b}={p.a, b} 

{a, b}.p={p.a, b} 

{a.p, b}={a, p.b} 

 

Örnek.                                                         δ 

C2             C1 

Gruplarının çaprazlanmıĢ modülündeki bir braiding, aĢağıdaki aksiyomları karĢılayan    

{ , }:  C1 x C1             C2 fonksiyonudur. 

(i) {a, b+b'}={a,b}
b'
={a, b'}, 

(ii) {a+ a',b}={a',b}={a, b}
a'
 

(iii) 𝛿{a, b}=[b, a], 

(iv) {a, 𝛿y}=-y+y
a
 

(v) {𝛿x, b}=-x 
b
+x, 
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ki burada 𝔞 , 𝔞'
 , b , b

'
 ∈ C1  ve   x , y ∈ C2  dir. 

          A. Joyal ve R. Street keyfi monoidal kategori için braiding kavramı tanımlamıĢ ve 

özellikle ĢeritlenmiĢ kategorik grupları dikkate almıĢlardır. Bunlar (𝔞 , b)          { 𝔞-1
 , b}

a
 

Ģeklinde verilen bracket iĢlemi ile birlikte, ĢeritlenmiĢ çaprazlanmıĢ modüller anlamına 

gelirler.Bu değiĢiklik iĢaretler kurallarından sadece bir tanesidir. 

        B1 , ..... , B7 aksiyomları D. Conduche tarafından L         M           N                        

2-çaprazlanmıĢ modülündeki M x M           L Peiffer lifting’i için verilen aksiyomlarla 

açıkça yakından iliĢkilidir. Bu iliĢkiyi §2 ‘de inceleyeceğiz. 

        [8] de çaprazlanmıĢ bileĢiklerin  𝒷rs kategorisi tensor ürünü -⊗- ve  𝒷rs ‘ye 

simetrik, yakın monoidal yapı veren CRS( - , - ) iç hom functor ‘u ile birlikte 

bahĢedilmiĢtir. C ve D çaprazlanmıĢ bileĢiklerinin C⊗D tensor ürünü, bütün c 𝜖 Cm ve 

d 𝜖 Dn   için m+n boyutunda c ⊗ d elementleri tarafından çaprazlanmıĢ bileĢik olarak 

oluĢturulmuĢtur.C⊗D için[2, önerme 3.10] da bir sunum verilmiĢtir.ġuan ki çalıĢma 

için [8] nin önemli kavramı çaprazlanmıĢ bileĢiklerin 𝜃:(A,B)      C bimorfizması 

dır.Burada A , B , ve C çaprazlanmıĢ bileĢikler ve 𝜃 ise Am x Bn           Cm+n haritalarının 

kümesidir.𝜃 tarafından karĢılanan koĢullar.Brown,1987(3.4) ü olarak verilmiĢtir. Tensor 

ürünü bimorfizmaları çaprazlanmıĢ bileĢiklerin morfizmalarına dönüĢtürür, onun için 

A ⊗ B       C çaprazlanmıĢ bileĢiklerinin morfizmalar dizisi ile (A,B)      C 

bimorfizmalar dizisi arasında doğal bir tanımı vardır (Brown, 1987) 

         CRS( C,D ) çaprazlanmıĢ bileĢiği, C          D çaprazlanmıĢ bileĢiklerinin bütün 

morfizmalarının  𝒷rs ( C,D ) dizisine kendi CRS( C,D )0 verteks dizisi olarak sahiptir. 

m ≥ 1 için CRS ( C,D)m f: C        D morfizmaları üzerinde h: C         D m-fold sol 

homotopilerini içerir, ki  h, m derecesinin bir haritasıdır böylece h1: C1          Dm+1 bir 

derivasyondur ve  hr: Cr       Dm+r  ( r ≥2 )C1 ve D1 ‘in hareketleri ile uyumlu 

groupoid’lerin morfizmasıdır. Homotopi kavramının ve CRS( C,D ) çaprazlanmıĢ 

bileĢik yapısının tüm detayları Brown, (1987)’ de verilmiĢtir. 

Tensor ürününün ve iç homfunctor’un temel özellikleri aĢağıdaki sonuçta özetlenmiĢtir. 

 

3.2. Teorem  − ⊗ B functor’u 𝒷rs’den 𝒷rs’ye CRS(B,−) functoru’na sol eĢleniktir. 

(ii)A, B, C çaprazlanmıĢ bileĢikleri için çaprazlanmıĢ bileĢiklerin doğal izomorfizmaları 

vardır. 

                                   ( A  ⊗ B) ⊗ C ≅ A ⊗ ( B ⊗ C ) , 

CRS( A ⊗ B , C  )  ≅  CRS( A ,  CRS( B , C)) 
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Bu yüzden eğer C bir çaprazlanmıĢ bileĢikse, END(C) = CRS( C,C ) ‘yi düzenleriz ve 

3,1 önermesi yoluyla, bu bileĢim haritası ile birlikte 𝒷rs ‘de bir monoid olur. 

y: END(C) ⊗ END(C)            END(C) 

Her hangi bir A ve B çaprazlanmıĢ bileĢiği için  (A ⊗ B)0 = A0 x B0 olduğunu ve  

y0: 𝒷rs (C , C) ⊗  𝒷rs ( C , C)            (C, C) 

fonksiyonunun  𝒷rs ‘deki morfizmaların sadece bileĢimi olduğunu görmenin çok kolay 

olduğuna dikkat ediniz. ġimdi C’nin AUT(C) otomorfizma yapısını, 𝒷rs‘deki C’nin 

otomorfizmalarınınAUT(C) verteks setindeki END(C)nin tam subcrossed bileĢiği olarak 

tanımlayabiliriz. Kısıtlama yoluyla y: AUT(C)  ⊗ AUT(C)        AUT(C) bileĢim 

haritasını elde ederiz. 

Eğer C n-truncated çaprazlanmıĢ bileĢik ise,  ki  r > n için, C , C0 da değersiz bir 

groupoid’dir öyleyse  END(C) deki n’den daha büyük olan değer haritaları ister istemez 

değersizdir , bundan dolayı END(C) ve aynı zamanda AUT(C) de n-truncated’dir.  

Özellikle, C çaprazlanmıĢ modül ise (2- truncated çaprazlanmıĢ bileĢik demektir.) o 

zaman AUT(C) de tekrar çaprazlanmıĢ modüldür. Ancak, C grupların çaprazlanmıĢ 

modülü olsa bile, böylece C0 tek bir noktadır, o zaman AUT(C), çaprazlanmıĢ modüller 

kategorisindeki C nin otomorfizmaları nın seti, AUT(C) verteks setli bir groupoid 

üzerinde çaprazlanmıĢ bir modüldür. Böylece groupoid’ler üzerindeki teori 

kaçınılmazdır. 

 

Tanım 3.1.(ÇaprazlanmıĢ Kare) k değiĢmeli halka, R, k cebiri ve D, C, B’ nin her biri 

R-cebir olsun. 

RxC C  RxB            B  RxD  D 

                        (r,c)       (r.c)       (r,b)         (r.b)         (r,d)         (r.d) 

Etkileri ve, 

δ: C           R , δ': D            R,  β': D          C ve β: B            R  R-cebir morfizimleri ve 

h:C x B           D 

olmak üzere 

(i) δ, β, δ', β'  birer çaprazlanmıĢ R-modül. 

(ii) δ ve β , R nin etkileri koruması 

(iii) r.h(c, b) = h(r.c, b) 

(iv) h(c+c', b) = h(c, b) + h(c', b) ve h(c, b+b') = h(c, b) + h(c, b') 

(v) h(β'(d), b) = d.β(b) ve h(c, δ'(d)) = δc.d 

ġartları her c,c' ∈ C , b,b' ∈ B ve d ∈  D için geçerli ise 
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                                                          D β  C 

 

                                              X =    δ'               δ 

                                                           

                                                         B          β'   R 

ġekil 3.1. ÇaprazlanmıĢ Kare 

Karesine, bir çaprazlanmış kare denir. ÇaprazlanmıĢ kareler çaprazlanmıĢ modüller 

olarak düĢünülebilir. 

  

3.3 Teorem. (C1 , C0 ) groupoid’i üzerindeki C:  C2           C1            C0 çaprazlanmıĢ 

modülü, sadece ve sadece yönlenmiĢ ve yarı düzenli olursa çaprazlanmıĢ bileĢiklerin 

kategorisinde ki bir monoid olur. 

Ġspat. C’nin  𝒷rs’ de bir monoid olduğunu, 0 tarafından gösterilenin bir verteksli ∗ 

çaprazlanmıĢ bileĢik ve her boyuttaki değersiz grubun 1’den daha büyük ya da 1’e eĢit 

olduğunu varsayalım. O zaman  𝜂:0         C  ve  𝜇’nun  𝜇ij: Ci X Cj          Ci+j haritalar 

kümesini içeren bir bimorfizmaya karĢılık geldiği 𝜇:C⊗C      C1 çaprazlanmıĢ 

bileĢiklerin morfizmalarına sahip oluruz. 𝜇ij açısından C’deki monoid yapı için 

tanımlayan diyagramları yeniden yazarsak, eĢdeğer değiĢtirilebilen diyagramları elde 

ederiz. 

 

 

(1)     C i x C j x C k                          C i+k x C k 

 

1 x 𝜇1k                               𝜇i+j.k 

 

     C i x C j+k    C i+j+k 

        

(2)                      Ƞ i x 1                    1 x ƞ j      

0i x C1                 C i x C j         C i x 0 j 

 

 λ i j p i j 

                                                  Ci+j 

       ġekil 3.2. ÇaprazlanmıĢ BileĢkelerin Diyagramı 
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         l >2 ise Cl ,C0 verteks dizisinde değersiz bir groupoid olduğunu  ve böylece Cl için 

tüm haritalar (ister çaprazlanmıĢ bileĢikler isterse de bimorfizmaların haritaları olsun) 

değersiz ama C0’da basepoint olduğuna dikkat ediniz. 

       Açıkça i=j=k=0 ile yukarıdaki diyagram C0 dizisinde, juxtaposition ve kimlik 𝜂0(∗) 

olarak yazdığımız 𝜇00:C0xC0          C0 çağrıĢımsal çarpma ile birlikte e olarak yazdığımız 

monoid bir yapı ortaya koyar. 

          p 𝜖 C0 , a ∈ C1  ve x ∈ C2 için Ģunu oluĢtururuz. 

p ∙ a = 𝜇01(p , a)  ,   a ∙ p = 𝜇10(a , p)  ,   p ∙ x = 𝜇02(p , x)     , x ∙ p = 𝜇20(x , p) 

         

        C1 ve C2 dizilerindeki C0 ‘ın sol ve sağ monoid hareketlerine sahip olduğumuz ve 

bu hareketlerin çevirdiği, (1) ve (2) deki i, j ve k ‘nın uygun seçimlerini sürdürür. Örnek 

(1)deki (i , j ,k) = (2,0,0) seti bütün x ∈ C2 ve  p ,q ∈  C0  için, x ∙ (pq) =( x ∙ p) ∙ q  iken, 

(1) deki (i,j)=(0,1) dizisinin bütün a ∈ C1  için, e ∙ a =a  verdiğini gösterir.Dahası C1 ve 

C2 deki kimliklerin C0‘nun hareketiyle kendi aralarında dönüĢtürüldüklerini (2)’ den 

buluruz. 

        [8] ‘de verilen bimorfizma için tanımlanan formüllerden sürdürür ki burada  𝜇 , C 

çaprazlanmıĢ modülünde ki C0 nun biaction’ ını indükler ve C yarı düzenlidir. Dahası , 

𝜇11: C1 x C1          C2 C’de bir braiding tanımlar. B7 aksiyomu diyagram (1) den i , j , k 

‘dan birisini 0 olarak ve kalan ikisini 1 olarak seçerek elde edilir.B1 aksiyomunun ikinci 

parçası diyagram (2) den  i = 1 = j seçerek elde edilir.Bir braiding için kalan aksiyomlar  

𝜇11 için bimorfizma formüllerinden sürdürülür. 

        Diğer taraftan, verilmiĢ olan bir braiding ‘ li yarı düzenli çaprazlanmıĢ modülü 

gözden geçirmek basittir { 𝜇ij: Ci x Cj           Ci+j } bimorfizmasını ve (1) de yapılan ve 

(2) de değiĢtirilen  𝜂:  0          C çaprazlanmıĢ bileĢiklerin haritasını elde etmek için 

verilen prosedürü ters çevirebiliriz. 

2. ġeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modüller ve simplicial gruplar G.di yüz haritaları 

ve sj yozlaĢma haritaları ile birlikte bir simplicial grup olsun. G.‘ nin N(G.)Moore 

bileĢiğinin dm kısıtlaması ile verilen N(G.)m           N(G)m-1 sınırı ile birlikte Ģu Ģekilde 

tanımlandığını hatırlayınız.  

N(G.)0 = G0 ve N(G.)m = {Ģekil 1} ker(di: Gm                 Gm-1) 

Simplicial gruplar 𝑾 functor ’ları ve geometrik kayrayıĢ yoluyla homotopi type’ların 

cebirsel modellerini oluĢturur ve G.‘ den elde edilen CW-bileĢiğinin homotopi grupları  

N(G.) Moore bileĢiğinin homoloji gruplarıdır. Daha kapsamlı detay için Curtis,(1971)’e 
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değiniriz.  G.‘ nin Moore bileĢiği n ‘den daha büyük boyutlarda değersiz ise,  o zaman 

G.  (n+1) type’ın modeli olur. 

Conduche, (1984)’ de truncated simplicial grup tarafından belirlenen bir simplicial grup 

için gerekli ve yeterli durumlar vermiĢtir. 

 

3.4 Teorem: G
’
  bir n-truncated simplicial grup olsun.  0≤ 𝒋 ≤ n için Gj = G

’
j ve m>n 

için N(G.)=0 ile birlikte G simplicial grubu var olur ancak sadece ve sadece G
’
n 

aĢağıdaki koĢulları karĢılarsa: 

(*)  I ve J boĢ olmayan alt kümelerine her { 0, ... , n} bölmesi için ∩i ∈ I ker di ve  ∩j∈J 

ker dj alt grupları elementwise değiĢtirir. Dahası, bunun gibi bir G. izomorfizmaya kadar 

tektir. 

        Bundan sonra devam edeceğimiz Ģey, 2-truncated simplicial gruplarda doğal olarak 

tanımlanmıĢ ya da değer almıĢ olan functor’lar kurmaktır. Conduche ‘ nin teoremi bu 

functor’ların uygun olan yerde sağlanan Condition (*) tutan simplicial grupların 

kategorisine kadar geniĢlediğini ya da onlar tarafından kısıtlandığını söyler. 

ġimdi bu bölümün ana teoremine geçiyoruz. 

 

3.5. Teorem: ġeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modüllerin 𝔅ℜ𝒷ℳ kategorisi, lenght 

2 ‘nun Moore bileĢiği ile birlikte simplicial grupların 𝓅𝓆(2)
 kategorisine eĢdeğerdir. 

       Bu teoremi kanıtlamak biraz zamanımızı alacak ve bu çözüme ikincil sonuçların bir 

dizisi sayesinde ulaĢacağız. G. simplicial grubu ve ĢeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ 

modülün yapısal bileĢenlerini tanımlayarak baĢlarız;G.‘nin 2-truncation’u Conduche’nin 

(*) condition’u karĢılarsa, bu bileĢenlerin B1 , ... , B7 aksiyomlarını karĢıladıkları 

görülür. 

G. yukarıda ki gibi bir simplicial grup olsun.O zaman G1,  ker d0 ⋊ s0 G0‘nin  semidirect 

ürünü olur.g𝝐 G1 öğesi,g(s0d0g
-1

)∈ ker d0 ve s0d0g∈ s0G0 olan yerde g = g(s0d0g
-1

)(s0d0g) 

Ģeklinde yazılabilir.g(s0d0g
-1

) öğesi için 𝒈  ( eğer g ayrıntılı bir ifade ise (g)
-
  Ģeklinde ) 

yazalım: sonra aĢağıdaki iki sonucu gözlemleyelim. 

 

3.1. Lemma( baĢta kabul edilmiĢ teorem) G1 dizisi, G0 verteks dizisi, sırasıyla d1 ve d0 

kaynak ve hedef haritaları ve d0g = d1h ise g+h=ğh diye tanımlanan bileĢim ile birlikte 

bir gruopoid yapısı oluĢturur. 
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3.2. Lemma.G0 grubu, s0 yozlaĢması yoluyla G1 dizisinde hareket eder, p ∈ G0 ve g∈ G1 

için Ģunu oluĢtururuz. 

p ∙ g = (s0p)g , g ∙ p = g(s0p) 

daha sonra  (p ∙ g )
-
 =(s0p)ğ (s0p)

-1
  ,   (g ∙ p)

-
 =ğ  ve bu hareketler G0 kendindeki sol ve 

sağ düzenli hareketleri ile birlikte (G1 , G0) groupoid’inde  G0 ‘ın hareketini düzenler. 

x ∈ G2 ise,  x(s0d0x)
-1

  için  𝒙   yazarız. ġunu kurarız 

C2 = (ker d0 ∩ ker d1) ⋊ s0s0G0 ⊆ G2 

ondan sonra C2, p ∈ G0 olan yerde C2(p) parçalarına bölünür ve  

C2(p) =  { x ∈ G2| d0x = s0p = d1x} 

 

3.3. Lemma.C2(p) dizisi, s0s0p kimlik öğesi ve   -x =𝒙  
-1

 (s0d0x) ile birlikte  x + y =𝒙 y 

Ģeklinde tanımlarsak bir grup haline gelir. Dahası, G0, q ∙ x = (s0s0q)x ve x ∙ q = x(s0s0q) 

olduğu yer olan ( C2, G0) groupoid’ inin solunda ve sağında hareket eder, onun için       

x ∈  C2(p)  ise o zaman, q ∙ x ∈  C2(qp)  ve  x ∙ q = C2(pq) olur. 

 

3.2. Önerme.   g ∈ G1 (p,q)  ve x ∈ C2(p)  olsun. 

x
g
 = d0g  ∙ (( s1g)

-1
 𝒙  (s1g)) olur. 

Sonra (x, g) →x
g
 C2‘de G1’in hareketiolur ve C2, d2|C2 limit homomorfizması ve 

Lemma 2.5 ‘te verilen G0 biaction’u ile düzenli, precrossed G1 modülüdür. 

 

Ġspat. G1(p)’ ye C2(p) d2 haritalarını ve groupoid’lerin homomorfizmaları olduğunu ve 

dahası, d0(x
g
) = s0q =d1(x

g
) onun için x

g
 ∈ C2(q) olduğunu kontrol etmek kolaydır. 

ġimdi ise C2’de G1’in hareketine sahip olduğumuzu doğrulayacağız. Eğer x, y ∈ C2(p),  

g ∈ G1(p,q)  ve  h ∈ G1(q,r)  ise, Ģuna sahibiz; 

 

 x
 g

 + y 
g 

= d0g.((s1g)
-1𝒙 (s1g))+d0g.((s1g)

-1
y(s1g)) 

   = d0g((s1g)
-1𝒙 (s1g))

-1
y(s1g)) 

   = d0g.(((s1g)
-1𝒙 (s1g))((s1g)

-1
y(s1g)) 

   = d0g.((s1g)
- 1𝒙 (s1g))

-1
(s1g)((s1g)

-1
((s1g)

-1
y(s1g)) 

   = d0g.((s1g)
- 1𝒙 (s1g) 𝒙 -1 𝒙 (s1g)((s1g)

--1
(s1g)(s1g)

-1
y(s1g)) 

   = d0g.((s1g)
- 1

(x + y)
-
 (s1g) 

   =(x + y)
g
. 

 



32 

 

Benzer Ģekilde, x 
g+h

 = (x
g
)
h
 olduğunu da kontrol ederiz. Sonra önermenin geri kalan 

iddialarını doğrulamak basittir. 

 

3.3. Önerme. d2: C2→G1 precrossed G1 modülü, G2 de sadece ve sadece 

[ker d0 ∩ ker d1 , (ker d0 ∩ ker d1)s1 G1 ∩ ker d2]=1 

olursa çaprazlanmıĢ bir modül olur. 

 

Ġspat. x, y ∈ C2(p) olsun. Hesaplama  -x + y + x =p ∙ (x-1𝒚 x) olduğunu gösterir oysa   

y
d2x

 = p ∙ (s1d2x
-1 𝒚 s1d2x) dir. Öyleyse sadece ve sadece her p ∈ G0 için ve bütün x, y  

∈C2(p) için  [xs1d2x
-1, 𝒚   ] =1 olursa, bir çaprazlanmıĢ modülümüz olur. xs1d2x

-1
 =𝒙 s1d2 𝒙  

-1
 için, eĢdeğer bir Ģekilde, sadece ve sadece [𝒙 s1d2 𝒙  

-1
 , 𝒚  

] = 1 olursa çaprazlanmıĢ 

modülümüz olur.  ker d2 ⋊ s1G1 olarak G2 nin semidirect product decomposition‘ na 

bağıl olan ker d0 ∩ ker d1 nin öğelerinin ifadelerinde meydana gelen ker d2 nin öğelerini 

içeren { 𝒙 s1d2 𝒙  
-1

|x ∈ C2(p)} dizisini ve  

{𝒚 | y ∈  C2(p)} = ker d0 ∩ ker d1 

yi inceleyiniz. Bu Ģudur  

{𝒙 s1d2 𝒙  
-1

|x ∈ C2(p)}=(ker d0 ∩ ker d1)s1 G1 ∩ ker d2 

 

3.4. Önerme. G2 nin {g,h} olarak gösterilen öğeleri g, h  ∈ G1 için  d0g ∙ [s1𝒉  ,s0g
-1

 s1g] ∙ 

d0h Böylece (g ,h) ↦ {g,h} fonksiyonu B1 , B2 , B4 ve B7 Aksiyomlarını yerine getirir. 

 

Ġspat. B1 için, d0 {g,h} deki komütatörün ilk terimini kaldırdığı ve d1 ikinci terimi  

kaldırdığı için, d0{g,h} = s0(d0gd0h) = d1{g,h} olduğunu inceleyiniz. Böylece ,{g,h}    

∈C2(d0gd0h) ve  açıkça {1,h} = s0s0d0h ve {g ,1} = s0s0d0g  ‘dir. 

 ġimdi,  B4 ve B7 yi okuyucuya bırakarak, B2 yi doğrulayacağız. d0h=d1k ile birlikte   

 g , h , k 𝝐 G1   olsun. 

 

{g, h + k } = {g, hk} 

                 =d0g.[s1hs1k, s0g
-1

s1g].d0(h + k) 

                 = d0g.[s1k
-1

[s1h, s0g
-1

s1g]s1k[s1k, s0g
-1

s1g]).d0k 

      = d0g.[s1k
-1

[s1h, s0g
-1

s1g]s1k + [s1k, s0g
-1

s1g]).d0k 

      = d0g.[s1k
-1

[s1h, s0g
-1

s1g]s1k.d0k + {g, k} 

      = d0g.[s1k
-1

d0g
-1

. {g, h}.d0h
-1

)s1k).d0k + {g, k} 

      = d0g. (s1k
-1

s0s0d0g
-1

({g, h}.d0h
-1

.d0g
-1

)s0s0d0gs1k).d0k + {g, k} 
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      = d0g(s1(d0g.k)
-1

{g, h}
-
 s1(d0g.k)). d0k + {g, k} 

      = d0g(s1(d0g.k)
-1

({g, h}. d0k
-1

)
-
 s1(d0g.k)). d0k + {g, k} 

      =(({g, h}. d0k
-1

) 
d

0
g.k. d

0
k
 + {g, k} 

      ={g, h}
 d

0
g.k.

 + {g, k} 

         

        ġimdi ise G ‘deki ,  (g , h)        {g,h} fonksiyonunun bir braiding olduğunu 

sağlayacak olan ek varsayımları belirleyeceğiz. K1⊆ G2, g ∈ G1 olan s0g
-1

s1g ‘ nin bütün 

öğeleri tarafından oluĢturulan ker d1 ‘in alt grubu olsun ve K2⊆G2,  g ∈ G1  olan         

s0g
-1

s1s0d1g ‘ nin bütün öğeleri tarafından oluĢturulan ker d2 ‘nin   alt grubu olsun. 

 

3.5. Önerme. Eğer G2 ‘de [ K1 , ker d0 ∩ ker d2] = 1 ve  [ker d0 ∩ ker d1 , K2] = 1   

olursa, o zaman (g ,h)             {g,h}   fonksiyonu  B5 Aksiyomunu yerine getirir. Eğer  

G2 ‘de  [ s1(ker d0) , ker d1 ∩ ker d2 ] =1 olursa, o zaman  (g, h)             {g,h}fonksiyonu  

B6 Aksiyo munu yerine getirir. 

 

 Ġspat.  ker d0 ∩ ker d2‘ nin, z ∈ ker d0 ∩ ker d1 olan zs1d2z
-1

 ‘nin öğelerini içerdiğine 

dikkat ediniz. O zaman eğer g ∈ G1 ve y ∈ C2(q)  ise  

 

{g, d2, y} = d0g.[s1d2y, s0g
-1

s1g].d0d2y 

    = d0g.[s1d2y, s0g
-1

s1g].q 

    = d0g.[y, s0g
-1

s1g].q 

    =s0s0d0gy
-1

s1g
-1

s0gys0g
-1

s1gs0s0q 

    = s0s0d0gy
-1

s1g
-1

s1s0d1gys1s0d1g
-1

s1gs0s0q 

    =s0s0d0g(-y)
-
 s0s0d0g

-1
s0s0d0gs0s0qs1s0q

-
s1g

-1
(d1g.y)

-
s1gs0s0q 

    = (d0g(-y))
-
( d0g.q.(s1(g.q)

-1
(d1g.y)

-
s1(g.q))) 

    =- (d0g.y) + (d1g.y)
g.q

 

 

ve bu B5. B6 Aksiyomunun doğrulaması [ s1(ker d0) , ker d1 ∩ ker d2 ] =1 koĢulu 

altında aynı Ģekilde devam eder, dolayısıyla detayları atlıyoruz. 

 

3.6.Önerme. Eğer G2‘de [s0(ker d1), [s1(ker d0), K1]] = 1 = [s1(ker d0), [s0(ker d1), K1]]   

olursa, o zaman (g, h)              {g,h} fonksiyonu B3 aksiyomunu yerine getirir. 

 

Ġspat. d0g = d1h ile birlikte g, h, k ∈ G1 olsun.  
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{g + h, k}={gh, k} 

      = d0(gh).[s1k,s0(gh)
-1

s1(gh)].d0k 

      =d0h.[s1k, s0h
-1

s0g
-1

s1gs0hs0h
-1

s1h].d0k 

     = d0h.[s1k, s0h
-1

s1h]s1h
-1

s0h[s1k, s0h
-1

s0g
-1

s1gs0h]s0h
-1

s1h).d0k 

     = d0h.[s1k, s0h
-1

s1h] + s1h
-1

s0h[s1k, s0h
-1

s0g
-1

s1gs0h]s0h
-1

s1h).d0k 

     ={h, k} + d0h.(s1h
-1

s0h[s1k, s0h
-1

s0g
-1

s1gs0h]s0h
-1

s1h)d0k 

ġimdi komütatörü ikinci terimde dikkate alalım: 

[s1k, s0h
-1

s0g
-1

s1gs0h] 

 =[s1k, s0h
-1

s0s0d0gs0g
-1

s1gs1s0d0g
-1

s0h] 

 =[ s1k, s0h
-1

s0s0d1hs0g
-1

s1gs0s0d1h
-1

s0h] 

 =[ s1k,[s0s0d1h
-1

s0h, 
1
s1g

-1
s0g]s0g

-1
s1g] 

 =[ s1k, s0g
-1

 s1g] s1g
-1

 s0g[s1k, [s0s0d1h
-1

 s0h, s1g
-1

s0g]] s1g
-1

s0g 

 =[ s1k, s0g
-1

 s1g],  

ġöyle olduğu için 

[s1k, [s0s0d1h
-1

s0h, s1g
-1

 s0g]] ∈  [s1(kerd0),[s0(kerd1),K1]] 

Bu nedenle, 

{g + h, k}={h, k} + d0h.(s1h
-1

s0h[s1k, s0g
-1

s1g]s0h
-1

s1h)d0k 

    ={h, k} + d0h.(s1h
-1

s0s0d1h[s1k, s0g
-1

s1g]s0s0d1h
-1

s1h)d0k 

 [s0(ker d1) , [s1(ker d0) , K1]] = 1 olduğu için. Ama d0g = d1h olduğu için, Ģuna sahibiz 

{g + h, k}={h, k} + d0h.(s1h
-1

s0s0d0g[s1k, s0g
-1

s1g] s0s0d0g
-1

s1h)d0k 

 ={h, k} + d0h.( s0s0d0k s0s0d0k
-1

s1h
-1

(d0g. [s1k, s0g
-1

s1g]. d0k. d0k
-1

 d0g
-1

)s1hs0s0d0k 

    ={h, k} +(d0hd0k).(s1(h.d0k)
-1

({g, k}.d0k
-1

.d0g
-1

)s1(h, d0k)) 

    ={h, k} +(d0hd0k).(s1(h.d0k)
-1

{g, k}s1(h, d0k)) 

    ={h, k} + {g, k}
h.d0k

 

ki bu B3 Aksiyomudur. ġimdi 𝜣: lG(2)             BRbM functor ‘unu tanımlayalım( Teorem 

2.1’e dayanarak) △: BRbM           lG(2) functor’unun oluĢturulmasını açıklamaya devam 

edeceğiz ve 𝚯  ve  △ ‘nin kate gorilerin denkliğini verdiğini kanıtlayacağız.                    

C: ( C2          C1          C0 ) bir ĢeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modül olsun.O zaman 

C1           C0 ,  p            0p alan  s0: C0            C1 yozlaĢma ve ɑb = ɑ ∙ sb + tɑ ∙ b Ģeklinde 

verilen C1’deki grup yapısı ile birlikte 1-truncated simplicial grup olur. 

ġunu kurarız 

G2 = { ( w ; ɑ , b , c)| w ∈ C2 , ɑ , b , c ∈ C1 , δw = ɑ + b  − c , sɑ = sc} 
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G2           C1 yüz haritaları, s0g = ( 0sg ; 0sg , g , g) ve  s1g = ( 0ıg ; g , 0g , g ) yozlaĢmaları 

ile birlikte  d0( w ; ɑ , b , c ) = b  ,  d1( w ; ɑ , b , c ) = c  ve  d2( w ; ɑ , b , c ) = ɑ    

Ģeklinde tanımlanırlar. 

G2 ‘nin bir öğesini Ģu Ģekilde betimleriz.                              

                                                         p .                       .r 

 

       a                b 

  .q 

ki burada sɑ = p = sc , tɑ = q = sb ve tb = r = tc. G2 ‘deki bir çarpım Ģu Ģekilde 

verilmiĢtir ( w ; ɑ , b , c )( w’ ; ɑ’ , b’ , c’ ) =  ( w’’ ; ɑɑ’ , bb’ , cc’ )ki burada w’’   

aslında diyagram tarafından tanımlanmıĢtır.                                  

                                  c.p'                                                              r.c' 

pp'                            rp'                                                             rr' 

  

      w.p'                                                            r.w' 

a.                                b.p'                             r.a'     r.b' 

 

                                                                  {b, a'} 

  qp' b.q' 

 

 

    

 

      qq' 

ġekil 3.3. Simplisel Grup Üçgeni 

Daha doğrusu, δw’’‘nin diagramın sınırı olmasını isteriz ve Ģunu yaptığımız zaman bu 

durum yerine gelir. 

w’’ = w ∙ p’ + { b , ɑ
-1

} 
-(c . p’ + r . ɑ’)

 + ( r ∙ w’) 
- c . p’ 

( 0e ; 0e , 0e , 0e) ‘in bir kimlik olduğu ve 𝒘  ‘nin aĢağıdaki tarafından belirlendiği yer 

olan ( w ; ɑ , b ,c)
-1 

=  (𝒘  ; ɑ
-1

 , b
-1

 , c
-1

) olduğu açıktır. 

0e = w ∙ p-1
 + { b , ɑ

-1
} 

-(c.p-1 + r.ɑ-1)
 + ( r ∙ 𝒘  ) 

-c.p-1
 

Sadece tanımlanmıĢ çarpımın iliĢkisel olduğu hemen belli değildir.  xi = ( wi ; ɑi , bi , ci )  

∈ G2 olsun , ki burada  i = 0 , 1 , 2 ‘dir. O zaman 
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x0(x1x2) = ( u ; ɑ0ɑ1ɑ2 , b0b1b2 , c0c1c2) 

(x0x1)x2 = ( v ; ɑ0ɑ1ɑ2 , b0b1b2 , c0c1c2) 

ki burada 

u=w0.p1p2 + {b0, a1p2 + q1.a2}
-(c0.p1p2 + r0.a1.p2 + r0q1a2) 

+ (r0.w1.p2)
-c0p1p2

 + {r0.b1, a2}
-(c0p1p2 + r1a1p2 + r0q1a2) 

+ (r0r1 . w2)
-(c0p1p2 + r0c1p2)

 

ve  

u=w0.p1p2 + {b0, a1.p2 }
-(c0.p1p2 + r0.a1.p2)

+ (r0.w1.p2)
-c0p1p2 

+{b0.q1 + r0.b1, a2}
-(c0p1p2 + r0c1p2+r0r1a2) 

+(r0r1.w2)
 -(c0p1p2 + r0c1p2)

 

 

B2 ve B3 ‘ü kullanarak { , } terimlerini geniĢleterek sadece ve sadece aĢağıdaki durum 

olursa u = v olduğunu buluruz. 

(r0.w1.p2) 
- c0p1p2

+{r0.b1, a2}
-(c0p1p2 + r0c1p2+r0r1a2) 

                           +{b0.q1, a2}
 r0b1q2-(c0p1p2 + r0c1p2+r0r1a2) 

     +{b0.q1, a2}
-(c0p1p2 + r0c1p2+r0r1a2) 

      
+{r0.w1.p2)

 -c0p1p2
+{r0.b1, a2}

-(c0p1p2 + r0c1p2+r0r1a2)
 

 

Sol taraftaki ilk iki terimin özeti için y yazın ve g = -(c0 ∙ p1p2 + r0 ∙ c1 ∙ p2 + r0r1 ∙ ɑ2). 

O zaman u = v ‘dir ancak sadece ve sadece  

y + {b0 ∙ q1 , ɑ2}
r0.b1.q2+g

 = {b0 ∙ q1 , ɑ2}
g
 +y 

ki buda sadece ve sadece 

{b0 ∙ q1 , ɑ2}
r0.b1.q2+g

 = -y + {b0 ∙ q1 , ɑ2}
g
 + y = {b0 ∙ q1 , ɑ2}

g+δy
 

CM1 ve B4‘ü kullanarak r0 ∙ b1 ∙ q2 + g = g +δy olduğunu gözden geçirmek basit bir 

konudur.  

Bu ĢeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modülden bir 2-truncated simplicial grubun 

tanımını tamamlar. Teorem 2.1 ‘in komütatör durumlarının gözden geçirilmesi geriye 

kalmıĢtır.   x , y ∈  G2 olsun: dikkate alınacak 3 durum vardır: 

   Durum 1.   d0x = 0e , d1y = 0e = d2y 

   Durum 2.   d1x = 0e , d0y = 0e = d2y 

   Durum 3.   d2x = 0e , d0y = 0e = d1y 

Durum 1 için detaylar veririz. Böylece x=( w ; ɑ , 0e , c), y = (w’ ; 0e , b , 0e) ve  xy = yx  

‘dir ancak ve ancak  

w + w’
-c

 = w’ ∙ p + { b, ɑ}
-ɑ

 +w olursa. 
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ġimdi   δw = ɑ - c ve δw’ = b ve B6 ve CM2 kullanarak Ģunu görürüz 

w’
-c

 = -w+ w’
-ɑ

 +w 

                                             = -w +w’ ∙ p + ( - (w’ ∙ p)
ɑ
 + w’)

 -ɑ
 +w 

                               = -w +w’ ∙ p + { b , ɑ }
-ɑ

 + w, 

ve  istenen sonuç aĢağıdadır. 

 

Teorem 3.6‘ nin ispatı. 𝜣: lG(2)           BRbM ve △: BRbM           lG(2) functor’ larının 

kategorilere denklik verdiğini göstereceğiz. 

C : ( C2             C1            C0 ) 

ĢeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ bir modül olsun. O zaman △(C) length 2 Moore 

bileĢiği ile birlikte bir simplicial gruptur. Madem ki B : ( B2          B1           B0 ) o zaman 

△(C) = G. ve  𝜣(G.) şeklinde yazarız. 𝚯 ve △  tanımlarından C0 = B0, C1= B1 olduğunu  

ve  B ‘deki kaynak ve hedef haritaların C ‘dekilerle aynı olduğunu anlıyoruz.  

ɑb = ɑ ∙ sb + tɑ ∙ b grup iĢlemi ile birlikte G1 = C1 ‘dir ve B ‘deki groupoid iĢlemi Ģudur 

ɑ + b = ɑs0d0(ɑ)
-1

b 

   = ɑ0tɑ-1b 

       = (ɑ ∙ tɑ-1
)b 

                                 = ɑ ∙ tɑ-1
  ∙ sb + t(ɑ ∙ tɑ-1

) ∙ b 

= ɑ + b 

ki burada sağ taraftaki +C ‘deki groupoid iĢlemini ifade eder. Bundan dolayı ( C1 , C0 )   

ve  ( B1 , B0 ) groupoid’leri özdeĢtir. 

G2 = {( w ; ɑ , b , c )|   w ∈ C2 , ɑ , b , c ∈  C1  , δw = ɑ + b - c , sɑ = sc } 

ve böylece 

                                    B2(p) = {( w ; ɑ , 0p , 0p)| w ∈ C2 , ɑ ∈ C1 , δw = ɑ ,sɑ = p = tɑ} 

                                             ≅ { w ∈ C2|  sδ(w) = p = tδ (w) } 

                                             = { w ∈ C2|  δs(w) = p = δt (w) } 

                                             ={ w ∈ C2|  s(w) = p = t (w) } 

                                             =C2(p) 

 

Buradaki izomorfizma dizilerin öncül bijection’ıdır ama kolayca grupların 

izomorfizması olarak görülebilir. (C1, C0) üzerinde çaprazlanmıĢ modüllerin bir 

izomorfizması olduğunu göstereceğiz. w‘ den ( w ; δw , 0p , 0p) ‘ye θ| C2(p) haritalarının 

olduğu          θ: C2              B2 ‘yi inceleriz. B ‘nin sınırı  β: ( w ; ɑ , b , c )   ɑ ‘dır  onun 

için βθ =δ ‘dir. G2 ‘deki Ģunu hatırlayın 
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( w ; ɑ , b , c )( w’ ; ɑ’ , b’ , c’ ) =  ( w’’ ; ɑɑ’ , bb’ , cc’ ) 

burada w’’ = w ∙ p’ + { b , ɑ’ } 
-(c.p’ + r.ɑ’)

 + ( r ∙ w’)
-c.p’

  ‘dir.   x ∈ C2(p)  ve  ɑ ∈ C1( p , q)    

olsun. O zaman  

θ(x)
ɑ
 = tɑ ∙ (s1(ɑ)

-1
 ( θ (x) ∙ tθ(x)

-1
 )s1(ɑ)). 

ġimdi  tθ(x) = p   ve    s0s0p = (0p ; 0p , 0p , 0p )   onun için  

θ(x) ∙ tθ(x)
-1

 = ( x ∙ p-1
 ; δx ∙ p-1

 , 0e ,0e ) 

dahası, s1(ɑ) = ( 0p ; ɑ , 0q ,ɑ) ve s1(ɑ)
-1

 = ( 0p-1 ; ɑ
-1

 , 0q-1 , ɑ
-1

).  Şöyle sürer  

s1(ɑ)
-1

(θ(x) ∙ tθ(x)
-1

) s1(ɑ)=  ( q
-1

 ∙ xɑ
 ; q

-1
 ∙ ( - ɑ +δx + ɑ) ,0e , 0e ) 

ve böylece θ(x)
ɑ
 = (x

ɑ
 ; -ɑ + δx + ɑ , 0q , 0q ) = θ (x

ɑ
) dir , bu nedenle θ çaprazlanmıĢ 

modüllerin bir izomorfizması olur. θ’ nin C0 = B0 ‘nın hareketlerini muhafaza ettiğini ve 

böylece düzenli çaprazlanmıĢ modüllerin izomorfizması olduğunu doğrulamak kolay bir 

konudur. Son olarak , θ  ‘nın braiding ‘i muhafaza ettiğini kontrol ederiz, bu Ģu demektir 

: θ{ɑ , b}C = {θ(ɑ) , θ(b)}B    ( burada  { , }C ve  { , }B C ve B ‘de braiding’dirler. ġimdi    

{ ɑ ,b}B = tɑ ∙ [s1(b ∙ tb
-1

) , s0ɑ
-1

s1ɑ] ∙ tb  ‘dır , burada komütatör G2 grubunda 

değerlendirilmiĢtir.ġunu keĢfederiz 

s1(b.tb
-1

)=(0sb; b.tb
-1

, 0c, b.tb
-1

), 

s1(b.tb
-1

)
-1

=(0sb-1; -b.sb
-1

, 0c, -b.sb
-1

), 

s0as1a
-1

=({a
-1

, a}; sa
-1

.a, a
-1

.ta, 0c) 

s1as0a
-1

=(0c; a
-1

.sa, ta
-1

.a, 0c) 

ve bunu 

[s1(b ∙ tb-1
) , s0ɑ

-1
s1ɑ] = ({ tɑ

-1
 ∙ ɑ , b ∙ tb-1

} ; -b ∙ tb-1
 - tɑ

-1
 ∙ ɑ∙ sb ∙ tb-1 

                                                                              + tɑ
-1 ∙ sɑ ∙ b ∙ tb-1

 + tɑ
-1

 ∙ ɑ , 0e , 0e) 

 

bu nedenle 

{ ɑ , b }B = ({ɑ , b }C ; -tɑ ∙ b  -ɑ ∙ sb + sa ∙ b + ɑ ∙ tb , 0tɑtb , 0tɑtb ) = θ({ɑ , b}c) 

 

ġimdi sadece C2‘deki identity’den ayrılan ve sadece C ‘nin sınırı kullanarak tanımlanan, 

dolayısıyla doğallığı doğrudan olan, BRbM  ‘de θ:C          𝜣𝜟(C)  izomorfizmamız oldu. 

ġimdi G.length2‘nun Moore bileĢiği ile bir simplicialgrup olsun.𝜣(G.)=(C2         C1                                                                                  

C0 )  ve  𝜟𝜣(G.) = H.. Ģeklinde yazarız.G0 = H0 ve G1 = H1 ve G. ve H. ‘nin  1-

truncations   simplicial grup yapılarının özdeĢ olduğu kontrol etmek kolaydır.ġimdi    

G2             H2 fonksiyonunu tanımlarız. Bu fonksiyon x ϵ G2 öğesini C2(d1d1x) grubunun 

içine katlayacaktır: x ‘in katlanıĢı, x ‘ in yüzleri ile birlikte, daha sonra H2  ‘nin öğesini 

verir. 
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x ∈ G2 olsun. ġunu tanımlarız 

𝝓(x) = xs0d0x
-1

 s1d0xs1d1x
-1

s0s0d1d1x 

O zaman d0𝝓(x) = s0d1d1x = d1𝝓(x) ve 

d2𝝓(x) = d2xs0d0d2x
-1

d0xd1x
-1

s0d1d1x = d2x + d0x - d1x ϵ G1 

 

ġimdi 𝜱 (x) = (𝝓(x); d2x , d0x , d1x) yoluyla 𝜱: G2            H2 ‘i  tanımlarız ve 𝚽 ‘in 

grupların homomorfizması olduğunu iddia ederiz.Yukarıdaki gibi  x ∈ G2 alın:g = d2x , 

h = d0x , k = d1x  , p = d1g = d1k , q = d1h = d0g , ve r = d0k = d0h Ģeklinde yazarız. 

Benzer Ģekilde, x ∈ G2 için g’ , h’ , k’ , p’ , q’ ,  r’   ‘ye sahibiz. O zaman  

𝜱(x) 𝜱(x’) = (𝝓(x) ; d2x , d0x , d1x) (𝝓(x’) ; d2x’ , d0x’ , d1x’) 

                                                                           = (x’’ ; d2(xx’) , d0(xx’) , d1(xx’)) 

ki burada 

xʹʹ 
 
= 𝜙(x) . pʹ + {h,gʹ}

-(k.p+r.gʹ) 
+(r. 𝜙 (xʹ))

-k.pʹ
 

     = 𝜙(x) . pʹ + {h,gʹ}
rgʹ.(kgʹ) .p pʹ

+(r. 𝜙(xʹ))
r.k . p pʹ 

       
= 𝜙(x) . pʹ+ppʹ.(s1(s0(ppʹ)

-1
k gʹs0(rqʹ)

-1
)({h,gʹ}.(rqʹ)

-1
) 

        . s1(s0(rqʹ) gʹ
-1

k
-1

 s0(ppʹ))+s0s0rs0s0r
-1

 s0s0(ppʹ) 

       . s1(s0(ppʹ)
-1

 k)x s0hʹ
-1

 s1hʹ s1kʹ
-1

 s1(k
-1

s0(ppʹ)) 

 = 𝜙(x) . pʹ + s1ks1gʹs1s0qʹ
-1

 s1s0rʹ
-1

(s0s0rs1(gʹs0 qʹ
-1

)
-1 

        .
 s1hʹ

-1
 s0hs1(gʹs0qʹ

-1
) s0hʹ

-1
 s1h) s0s0qʹ s1gʹ

-1
 s1kʹ

-1
 s1s0(ppʹ) 

     +s1kxʹ s0hʹ
-1

 s1hʹ s1kʹ
-1

 s1k
 -1

 s1s0(ppʹ) 

= 𝜙(x) . pʹ+s1k s1h
 -1

 s0hs1(gʹs0qʹ
-1

)
 
 s0h

 -1
 s1hs1(gʹ

-1
 s0qʹ

-1
) s1kʹ

-1
) . ppʹ 

     +( s1kxʹ s0hʹ
-1

 s1hʹ s1kʹ
-1

 s1hʹ s1k
 -1

) . ppʹ 

=((xs0h
-1

 s1hs1k
 -1

) (s1ks1h
 -1

 s0hs1(gʹs0qʹ
-1

) s0h
 -1

s1h 

    .s1(gʹs0qʹ
-1

)
-1

 s1k
 -1

) s1kxʹ s0hʹ
-1

 s1hʹ s1kʹ
-1

 s1k
 -1

)) . ppʹ 

 =xs1(gʹs0qʹ
-1

) s0h
 -1

 s1hs1(gʹs0qʹ
-1

)
-1 

xʹ s0hʹ
-1

 s1hʹ s1kʹ
-1

 s1k
 -1

) . ppʹ 

 

ġimdi s1(g’ s0q’
-1

)x’s0h’
-1

 ∈ ker d0 ∩ ker d2 iken s0h
-1

s1h ∈ ker d1 ‘ dir, dolayısıyla sağ 

taraf Ģu hale gelir. 

(xx’s0h’
-1

 s0h
-1

s1hs1h’s1k’
-1

s1k) ∙ pp’ = 𝝓(xx’) 
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Bu yüzden  𝚽  bir homomorfizmadır ve  x 𝝓(x) , d0x  ve d1x  tarafından belirlendiği için 

, o zaman 𝚽  injektifdir. ġimdi açıkça H2 Ģu dizidir. 

H2 = {( w ; ɑ , b , c )| w ∈ G2 , ɑ , b , c ∈ G1 , d0w = s0d1ɑ = d1w , d1ɑ = d1c , 

                                                          d0ɑ = d1b , d0b = d0c , d2w = ɑs0d0ɑ
-1

bc
-1

s0d1c } 

ve ( w ; ɑ , b , c ) = 𝜱 (ws0s0d1c
-1

s1cs1b
-1

s0b) olduğunu kontrol etmek kolaydır onun için  

𝚽  örtendir ve bundan dolayı bir izomorfizmadır. 

ġu elde mevcuttur ki 𝚽  G. ve H. ‘nin 2-truncation’larının yüzleri yozlaĢmaları ile 

uyumludur ve bundan dolayı simplicial grupların G.        H izomorfizmasını tespit ettik 

Dahası, 𝚽, sadece G‘ nin yüz ve yozlaĢma haritaları kullanarak tanımlandığı için, 

doğallık kesindir. 

 ġimdi ise, 𝚯𝚫 ≅ id ve 𝚫𝚯 ≅ id functor ’larının doğal izomorfizmalarının varlığını 

kanıtladık, onun için  𝚫  𝐯𝐞  𝚯  kategorilerin denkliğini verir. 

 

3.3.-ÇaprazlanmıĢ modüllerin ilk olarak N-grupların bileĢkeleri 

L      
∂
        M      

∂ 
      N 

ve N-equivariant homomorfizmalarını içerdiğini Conduche (1984) ‘den hatırlayalım, 

burada N grubu birleĢme yoluyla kendi baĢına hareket eder, öyle ki 

L       
∂
      M 

bir çaprazlanmıĢ modüldür. Bundan dolayı  M , L ‘de hareket eder ve  bütün  l ϵ L  , m ∈ 

M  , n ∈ N  için (l
m
)
n
 = (l

n
)
mn

 ‘ye ihtiyaç duyarız. Dahası, aĢağıdaki aksiyomları yerine 

getiren, Peiffer lifting denilen ,     ,  : M X M               L fonksiyonu vardır. 

PL1: ˂m0,m1˃=m0
-1

m1
-1

m0m1
𝜕m0

 

PL2:˂𝜕l, m˃=l
-1

l
m
 

PL3:˂m, 𝜕l˃=l
-m

l𝜕
m
 

PL4:˂m0, m1, m2˃=˂m0, m2˃˂m0, m1˃
m2 𝜕m0

 

PL5:˂m0m1,m2˃=˂m0, m2˃m1˂m1, m2
 𝜕m0

˃ 

PL6:˂m0, m1˃
n
=˂m0

n
, m1

n
˃ 

  

2-bM, 2-çaprazlanmıĢ modüllerin kategorisini belirtsin. O zaman Teorem 2.2 ‘nin 

denkliği, 2-bM ve lG(2) kategoriler arasındaki Conduche, (1984) denkliği ile birlikte 2-bM 

ve BRbM arasında bileĢik bir denklik sağlar. Detayları bulmayı ilgili okuyucuya 

bırakarak 2-bM ve BRbM arasında nasıl ileri geri geçileceğini göstereceğiz. 
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C: ( C2         C1         C0 )  düzenli bir çaprazlanmıĢ modül olsun. C ile alakalı 2-

çaprazlanmıĢ modül ∆(C) simplicial grubun Moore bileĢiğidir. K olarak belirtilen, e∈ C0 

verteksinde, C1 ‘deki costar, Ģudur K = { ɑ ∈ C1| tɑ =e}.O zaman K, her hangi bir ɑ , b  

∈ K için ɑb = ( ɑ ∙ sb) + b Ģeklinde verilen grup iĢlemi ile birlikte ∆(C)1‘ in kerd0 

altgrubudur. 

s: K        C0  kaynak haritası grupların homomorfizmasıdır ve  C1 üstünde C0 biactionına  

C0-eĢdeğer alakalıdır. Yeni bileĢimin C1(e) verteks grubundaki grup yapılarına kadar 

uzandığını böylece C1(e) ‘nin K ‘nin altgrubu olduğuna dikkat edin: bu açıkça s  ‘nin 

çekirdeğidir. Dahası, C0, K üstünde çaprazlanmıĢlama hareket eder: bütün  ɑ ∈ K ve p ∈ 

C0 lar için ɑ
p
 = p

-1 ∙ ɑ ∙ p ‘ i kurarız. ( Benzer Ģekilde belirttiğimiz C2 üstünde C0  

hareketiyle herhangi bir karıĢıklık olmamalıdır.) O zaman s:K         C0 homomorfizması,  

K ‘daki çaprazlanmıĢ harekete  ve kendindeki C0 grubunun birleĢme hareketine   C0-

eĢdeğer alakalıdır. ġimdi, C0 aynı zamanda C2(e) verteks grubunda çaprazlanmıĢlama 

hareket eder ve dolayısıyla  δ  ve s  ‘nin C0-eĢdeğer olduğu grupların bileĢiğine sahip 

oluruz. 

C2(e)     
δ 
       K      

s
     C0 

δ:  C2(e)            C1(e)  ‘nin bir çaprazlanmıĢ modül olduğu biliyoruz: K ‘nin , C1(e) ⊆ K 

‘ya kadar uzanan, C2(e)  üzerinde hareket ettiğini, onun için  δ: C2(e)               K‘ nın bir 

çaprazlanmıĢ modül olduğunu iddia ediyoruz. 

x ∈ C2(e)  ve ɑ ∈ K olan ( x , ɑ )              x≀ ɑ  hareketini x ≀ ɑ = ( x ∙ sɑ)
ɑ
  Ģeklinde 

tanımlarız. Bu aslında bir grup hareketidir ve δ K-eĢdeğerdir. Dahası,  K üzerinden ve 

birleĢme denk gelmesi yoluyla C2(e)‘ nin kendindeki hareketi, δ: C2(e)           C1(e) için, 

çaprazlan mıĢ bir modüldür ve  bütün   x , y ϵ C2(e)   için 

x ≀ δy = ( x ∙ s(δy))
δy

 = ( x ∙ e)
 δy

  = x
 δy

 = -y + x + y. 

Bundan dolayı, δ: C2(e)        K haritası çaprazlanmıĢ bir modüldür. Ayrıca, C2(e)   

üzerinde C0 hareketi K‘ daki ile uyumludur.2-çaprazlanmıĢ modülün ihtiyaç 

duyduğumuz son yapısal bileĢeni, braiding tarafından karĢılanan, Peiffer lifting ‘dir.C‘ 

nin { , }:C1xC1            C2  braiding’ine sahip olduğunu varsayalım.O zaman ( ɑ , b)           { 

ɑ
-1

, b} ≀ ɑ =   ɑ , 𝒃    Ģeklinde verilen K X K            C2(e)  haritası bir Peiffer lifting ‘dir. 

Bundan dolayı, aslında ∆(C) ‘in Moore bileĢiği olan, Ģu 2-çaprazlanmıĢ modülümüz 

vardır. 

C2(e)             K             C0 

ġimdi sadece tanıtılan doğal izomorfizmaya kadar tersine çevrilebilen2-çaprazlanmıĢ 

modülün yapılıĢının nasıl olduğunu gösterelim. Bu yüzden,   
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L      
∂
      G      

∂
     P 

2-çaprazlanmıĢ modülü ve funktoriyal biçimde bu çaprazlanmıĢ modülden yapılmıĢ ,  

P2             P1              P0 

düzenli, ĢeritlenmiĢ çaprazlanmıĢ modül ile baĢlarız. 

P0‘ ın köĢelerinin grubu P’nin sadece grubudur. P1  ‘in  öğelerinin temel dizisi, s(g , p) 

= 𝝏(g)p ve t(g , p)= p   kaynak ve hedef haritaları ile birlikte  G x P  ‘dir.  P1 ‘ deki 

groupoid bileĢimi, eğer  p1 = 𝝏(g2)p2  olursa, (g1 , p1) + (g2 , p2)= (g1g2 , p2)   Ģeklinde 

verilir.P2‘ nin öğelerinin temel dizisi (l1 , p) + (l2 , p)= (l1l2 , p) bileĢimi ile birlikteL x P 

‘dir. δ: P2           P1 sınır haritası δ(l , p) = (𝜕l , p) Ģeklinde verilir ve P2 üstünde P1 

hareketi , eğer  p = 𝜕(g)q ise  (l,p)
(g,p) 

= (l
g
 , q) Ģeklinde verilir. Bu (P1, P0) üzerinde bir 

çaprazlanmıĢ modül tanımlar ve P2          P1           P0  ‘deki  P0 ‘ın  biaction ‘ı  elde 

edilir eğer Ģunu tanımlarsak  

p ∙ (g , q) = ( g
p-1

 , pq),     (g , q) ∙ p = ( g , qp), 

                                 p ∙ (l , q) = ( l
p-1

 , pq),     (l , q) ∙ p = ( l , qp), 

ki burada  (g , q)∈ P1 , (l , q)∈ P2  ve  p∈ P0 = P  ve bundan dolayı P2           P1           P0  

düzenlidir. P ‘deki braiding {(g1 , p1) , (g2 , p2)} = (     g1
 , p1p2) Ģeklinde verilir , burada    

   ,  : G X G             L Peiffer lifting ‘tir.  

 Bu 2-bM         BRbM functor’unun tanımlanmasını tamamlar ve Teorem 2.2 ‘de 

kastedilen 2-bM ve BRbM kategorileri arasındaki denkliğin doğrulanmasının 

tamamlanması basittir. 

                                                BRbM                     lG(2) 

 

 

                                                                 2-bM   

ġekil 3.4. ÇaprazlanmıĢ Modül Üçgeni 

lG(2)        2-bM denkliği Conduche tarafından kurulmuĢtu, dolayısıyla BRbM         lG(2) 

denkliği Conduche ‘nin sonuçları kullanılarak ve BRbM             2-bM denkliği kanıtlana 

-rak kurulabilirdi. BRbM           lG(2) denkliğini vurgulamayı iki sebepten tercih ettik. Ġlk 

olarak, ĢeritlenmiĢ, düzenli çaprazlanmıĢ modüller ile kullanımı iyi kurulmuĢ olan 

kategoriyi doğrudan doğruya iliĢkilendirmek istedik; bu rol simplicial gruplar tarafından 

yerine getirilir, oysa 2-çaprazlanmıĢ modüller daha az bilinendir. Ġkinci olarak,       

BRbM          lG(2)    functor ‘u anlaĢılır bir geometrik içeriğe sahiptir oysa  Conduche ‘nin 

2-bM              lG(2)   functor ’u geometrik olarak daha anlaĢılmazdır (Conduche, 1984). 
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3.4. ÇaprazlanmıĢ modüller için otomorfizma yapıları 

         

         ġimdi sıra §2 ‘de geliĢtirilen fikirler için motive edici örneklere geldi. 𝜕:M         P  

bir verteks ∗‘li 2-truncated çaprazlanmıĢ bileĢik olarak kabul edilen, grupların bir 

çaprazlanmıĢ modülü olsun. CRS((M , P , 𝜕) , (M , P , 𝜕)) çaprazlanmıĢ bileĢiğini kurun: 

bu yine 2-truncated ‘dır ve E: E2           E1           E0 Ģeklinde ifade ederiz. 

        E ‘nin açık bir tanımı Brown, (1987)‘ den çıkarılabilir. E0 verteks dizisi  brs ((M , P 

, 𝜕) , (M , P , 𝜕)) = End(M , P , 𝜕)  (M , P , 𝜕) çaprazlanmıĢ modülünün 

endomorfizmalarının dizisidir.  E0 ‘ın öğelerini çoğunlukla tek bir harf olarak ifade 

edeceğiz ve aynı harfi onun her iki bileĢeni yani M ve P ‘nin endomorfizması için de 

kullanacağız. 

        E1 bütün  (M , P , 𝜕)          (M , P , 𝜕)  1-fold homotopilerini içerir.(M , P , 𝜕) , 

2’den daha büyük boyutlarda değersiz olduğu için, 1-fold homotopi u∈ P, f ∈ E0  ve  h: 

P          M ‘nin bir f-türetme olduğu  (u , h , f) üçlüsü ile bütünüyle tanımlanır , onun için 

bütün  v , v ’ ∈ P  için  h(v ’ v ) = h(v ’)
f(v)

h(v) ‘dir. Kaynak ve hedef haritaları  s(u , h , 

f)=f
0 

ve  t(u , h , f) =f  Ģeklinde verilirler  ki burada  f
0
   bütün v∈ P   ve   m ∈ M    için Ģu 

Ģekilde tanımlanır. 

f
0
(v) = uf(v) 𝜕h(v)u

-1 
,  f

0
(m)= (f(m)h 𝜕(m))

u-1 

Gerektiği gibi f
0∈ E0 olduğunu kontrol etmek basittir.E1 ‘deki groupoid yapısı Ģu Ģekilde 

verilir , 

(u1 , h1 , f
0
) + (u2 , h2 , f) = (u1u2 , h1+h2 , f) 

ki burada, v ϵ P  için , (h1 + h2)(u) = h2(v)h1(v)
u2

 ‘dir. 

       E2 ‘nin bir öğesi   (M , P , 𝜕)           (M , P , 𝜕)  2-fold homotopidir. Her biri , m ϵ M   

ve   f∈ E0 olan bir çift (m , f)  içerir. E2 ‘deki groupoid yapısı (m1 ,f) + (m2 ,f) = (m1m2 ,f)  

‘dir. δ: E2            E1 sınır haritası, hm(v) = m
-f (v) 

m   olan  (m, f)           (𝜕(m) , hm , f) ‘dir.  

hm‘ in bir f-türetme olduğu kontrol etmek kolaydır. Son olarak, E2‘ deki E1‘ in hareketi  

bu  δ: E2             E1  ‘i bir çaprazlanmıĢ E1-modülü yapar. 

(m , f
0
)
(u , h , f)

 = (m
u
 , f) 

 

3.7.  Önerme.λ: 0⊗ (M , P , 𝜕)             (M , P , 𝜕)  ‘ya eĢlenik ƞ: 0             E    haritası 

ile birlikte  y: E ⊗ E      E  bileĢim haritası  E ‘yi çaprazlanmıĢ bileĢiklerin 

kategorisinde bir monoid yapar. 
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Ġspat.  Bu durum sadece Önerme 1.1 ‘in özel bir durumudur. 

Yani Teorem 3.2 ‘ye göre, E yarı düzenli ve ĢeritlenmiĢ’dir. E0 ve braiding’ in 

biaction’ını belirlemek için y bileĢim haritasını açıkça anlamak zorundayız. Bir 

doğrudan hesaplama y‘ yi belirleyen bimorfizma için aĢağıdaki değersiz olmayan 

bileĢenlere yol açar. 

E0xE0           E0: (f1, f2)            f1f2, 

E0xE1           E1: (f1, (u, h, f))            (f1(u), f1h, f1f) 

E1xE0           E1: ((u, h, f),f2)           (u, hf2, ff2), 

E1xE1           E2: ((u, h, f),(u1, h1, f1))           (h(u1), ff1) 

E0xE2           E2: (f1, (m, f))           (f1(m), f1f) 

E2xE0           E2: ((m, f), f2)           (m, ff2) 

 

Bu haritalar E ‘deki E0 ‘ın biaction ‘ ını ve E1 X E1            E2 braiding‘ ini verir.  E0 

‘daki monoid yapısı haritaların olağan bileĢimidir. 

A= AUT (M , P , 𝜕),(M , P , 𝜕)çaprazlanmıĢ modülünün otomorfizmalarının A= Aut (M 

, P , 𝜕) verteks dizisindeki E‘ nintam alt çaprazlanmıĢ bileĢiği olsun.Böylece  A0,  E0 ‘ 

ın birimlerinin grubudur ve  A , düzenli, ĢeritlenmiĢ bir çaprazlanmıĢ modülün yapısını 

E ‘den miras alır.  

ġimdi, A2 ‘nin bir öğesi (M, P , 𝜕) otomorfizmasının üzerinde bir 2-fold homotopidir ve   

m ∈ M ve f∈ A0  olan (m , f ) çiftini içerir. A1 ‘in bir öğesi   (M , P , 𝜕)  otomorfizmasının 

üzerinde bir 1-fold homotopidir ve u ∈ P ve  f ∈ A0  ve (u , h , f )  ‘nin kaynak verteksini 

veren   (M , P , 𝜕) ‘nin f
0
  endomorfizması gibi h ‘ nin bir P              M  f-türetmesi olan, 

(u , h , f ) üçlüsünü içerir.Açıkça  f
0 

(M , P , 𝜕) ‘ın bir otomorfizmasıdır ve sadece ve 

sadece bütün v∈ P  ve  m ∈ M  için aĢağıdaki olursa  (M , P , 𝜕) ‘nin bir otomorfizmasını 

tanımlar. 

g(v) = f (v) 𝜕h(v)    , g(m) = f(m) h𝜕(m) 

Burada Whitehead, (1949) ‘ın sonuçlarını geniĢleten Norrie, (1987)‘ den dolayı 

sonuçlardan faydalandık. f ∈ E0 için, P         M  f-türetmeleri dizisi Derf ( P , M) 

tarafından ifade edilir.    

 

3.8. Önerme. Eğer f  P ‘nin bir otomorfizması ise, o zaman Derf ( P , M)   Ģu bileĢim ile 

birlikte bir monoid olur ve bütün v ϵ P için  kimlik öğesi  0:  v               1  olur. 

(h1 ∘ h2)(v) = h1(v)h2(vf
-1 𝜕h1(v)) = h2(v)h1(v)h2(f

-1 𝜕h1(v)) 
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Ġspat. Whitehead P          M  türetmelerinden Der( P, M) dizisinde monoid bir yapı 

tanımlamıĢtır. ġimdi, eğer, f, P ‘nin bir otomorfizması  ve h bir f-türetme ise, o zaman 

hf
-1

 de bir türetmedir: bundan dolayı, Der( P , M) ‘deki Whitehead‘ ın bileĢimini Derf     

( P , M)‘e nakletmek için f’i kullanabiliriz ve sonuçlar belirtildiği gibidir.Whitehead ‘ın 

bileĢimi f = idp çıkarılarak geri döndürülebilir (Whitehead, 1949). 

 

3.9. Önerme.  f, (M , P , 𝜕) çaprazlanmıĢ modülünün bir otomorfizması ve h: P           M   

bir  f-türetme olsun. O zaman Ģu aĢağıdakiler eĢdeğerdir. 

    (i)  h , Derf ( P , M)  monoidinde bir birimdir. 

    (ii) g:  v                f (v) 𝜕h(v)    P ‘nin bir otomorfizmasıdır. 

   (iii) g: m               f (m) ℎ𝜕(m)    M’in bir otomorfizmasıdır. 

 

Ġspat. (M , P , 𝜕)  ‘nin kimlik otomorfizmasına eĢit f için , bu sonuç Whitehead ‘den 

dolayıdır. ġimdi, h Derf ( P , M)  ‘de bir birimdir sadece ve sadece hf
-1

 Der( P , M)  ‘de 

bir birim ise ve Whitehead’ın sonuçlarına göre , bu  P yada M ‘in bir otomorfizması 

olan gf
-1

 ‘e eĢdeğerdir: f (M , P , 𝜕)  ‘nin otomorfizması olduğu için , P yada M ‘in 

otomorfizması olan g ‘ye sırayla eĢdeğerdir.(Whitehead, 1949; Lue, 1976) 

 Derf ( P , M)  ‘nin birimlerinin grubu için Derf
*
( P , M)  ve h ∈ Derf

*
( P , M)‘ nin tersi 

için h* yazarız. n Eğer  f  kimlik ise, Derf
*
 için  Der* yazarız.A1 ‘in  öğesi, Ģimdi u∈ P  ,  

f ∈ Aut(M,P,𝜕) ve  h ∈ Derf
*
( P , M)  olan ( u , h , f) üçlüsünden oluĢtuğu görülmektedir. 

 

3.7. Teorem. A = AUT (M , P , 𝜕) düzenli çaprazlanmıĢ modülü, Teorem 2.2 ‘nin 

denkliği  yoluyla aĢağıdaki 2-çaprazlanmıĢ modüle benzer[karĢılık gelir]. 

M      
δ
       P ⋉ Der*(P , M)       

s
      AUT (M , P , 𝜕) 

bu modülde hm(v)=m
-v

m olan δ(m)=(𝜕(m) , hm) ve m ∈ M için f(m)=(mh𝜕(m))
u-1

 olan     

s(u , h) = f  ve  v∈ P için f(v) = uv𝜕h(v)u
-1

  ‘dir ve  burada P semidirect çarpımda 

Der*(P , M) ‘de çaprazlanmıĢlama hareket eder. 

 

Ġspat. (M , P , 𝜕)‘ nın 1 kimlik otomorfizmasında A1 groupoid ‘indeki costar                  

P x Der*(P , M) ile birlikte bir dizi olarak tanımlanabilir ve s: P X Der*(P , M)      

Aut(M , P , 𝜕) kaynak haritası tamda teoremde iddia edildiği gibi olur. Costar’daki grup 

yapısı (u1 , h1)(u2 , h2) = (u1u2,h3) Ģeklinde verilir , ki burada 
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h3(v)=(h1s(u2, h2) + h2)(v) 

       =h2(v)h1s(u2, h2)(v)
u

2 

        =h2(v)h1(u2v∂h2(v)u2
-1

)
u

2 

      = h2(v)h1(u2v
∂
h2(v)h1(u2)

-1 

    
 = h2(v)h1(u2v) 

∂ h
2

(v)
 h1∂h2(v) h1(u2)

-1 

   =h1(u2v) h2(v)h1∂h2(v) h1(u2)
-1 

 

Şimdi  P, Der*(P , M) ‘de h
u
(v) = h(uv)h(u)

-1
 = h(uvu

-1
)
u 

yoluyla hareket eder, ki bu 

çaprazlanmıĢlamadır ve biz h3 = h2 ∘ h1
u
  ‘yi görürüz ki burada ∘ önerme 3.2 ‘deki gibi   

Whitehead’ın türetmelerin bileĢimini ifade eder. Bundan dolayı costar’daki grup yapısı 

Ģu Ģekildedir 

(u1 , h1)(u2 , h2) = (u1u2 , h2 ∘ h1
u2

) 

ve  P ⋉ Der*(P , M) semidirect çarpıma sahip oluruz. 

A2(1) verteks grubu, gerektiği gibi δ(m) = (𝜕(m) , hm) ile M grubu ile birlikte belirlenir.  

Aut(M , P , 𝜕) ‘nın  P ⋉ Der*(P , M)  ‘de (u , h)
f
 = (f 

-1
(u) , f 

-1
hf )  yoluyla(by) ve M ’de      

m
f
 = f 

-1
(m) yoluyla hareket ettiğine  dikkat ediniz. P ⋉ Der*(P, M) ‘nin M ‘deki 

hareketi basitçe  m
(u , h)

 = m
u
 ‘dur ve Peiffer lifting Ģu Ģekilde verilir. 

<(u1,h1),(u2 ,h2)> ={( (u1,h1)
-1

, ),(u2 ,h2)} ƪ(u1,h1) 

                             =({u
-1

,h1
*u

1
-1

), (u2 ,h2)} .s(u1,h1)) 
(u1,h1) 

                                  
   = h1

*u
1

-1
(u2)

u
1 

                                     = h1
*
(u1

-1
u2u1) 

Loday, (1982) çaprazlanmıĢ kare tarafından modellenen CW-bileĢiğinin homotopi 

grubunun, değiĢmeli olmayan grupların belirlibir bileĢiğinin homoloji grupları olarak 

hesaplanabileceğin göstermiĢtir: Conduche, (1984) bu bileĢiğin 2-çaprazlanmıĢ modül 

olduğunu gözlemlemiĢtir. Teorem 3.4 ‘te tanımlanmıĢ olan 2-çaprazlanmıĢ modülün 

formu, onun çaprazlanmıĢ kare ile iliĢkili değiĢmeli olmayan bileĢik olarak elde 

edilebileceğini akla getirir. Böylece bizim sonuçlarımız Norrie, (1987) ‘nin sonuçları ile 

uyuĢmaktadır. Bütün h  ∈  Der*(P , M) ,  m ∈ M   ve  v∈ P  için  gh(m) = mh𝜕(m) , ve   

g
h
(v) = v𝜕h(v) olan 𝛯(h) = gh

-1
 ‘deki  𝛯: Der*(P , M)          Aut(M , P , 𝜕)   çaprazlanmıĢ 

modülüne Lue, (1976) tarafından tanımlandığı gibi, bir grubun otomorfizma grupları 

için bir analog olarak davranır ve değerlendirme yoluyla verilen h-fonksiyon                 : 
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Der*(P , M) X P           M  ile birlikte  bütün m ∈ M, u, v ∈ P  için  𝜙(m) = hm , 𝜓(u)(m) 

= m
u-1

 ,  𝜓(u)(v) = uvu
-1

  ‘de  bir çaprazlanmıĢ kare var olduğunu göstermiĢtir. 

                                                                   𝜙 

             M                        Der *(P, M) 

 

                                                    𝜕                           [1] 

 

                                                      P                        Aut(M, P, 𝜕) 

                                                                  𝜓   

ġekil 3.5. ÇaprazlanmıĢ Kare Diyagramı 

3.8. Teorem. Yukarıdaki çaprazlanmıĢ kare, 2-çaprazlanmıĢ modül ile iliĢkili olarak, 

Teorem 3.4. ‘deki AUT(M , P , 𝜕) ‘den elde edilmiĢtir. 

 

Ġspat. ġüphesiz ki, iliĢkili 2-çaprazlanmıĢ modül gösterilen bileĢikten meydana gelir: 

bizim ihtiyacımız olan sadece, 𝜉 değerlendirme haritasının Teorem 3.4 ‘ün ispatındaki  

Peiffer lifting’ e artıĢ verdiğini doğrulamaktır.𝜉 tarafından belirlenen Peiffer lifting, bize 

gerektiği gibi Ģu Ģekildedir. 

 (𝑢 
1 , h1) , (u2 , h2

 )  = 𝜉(h*1 , u1
-1

 u2u1) = h*1(u1
-1

u2u1) 

Teorem 3.4‘ün2-çaprazlanmıĢ modüllerini birkaç örnek hesaplama ile sonuçlandırırız.2-

çaprazlanmıĢ modülün homoloji grupları 3-type’a karĢılık gelen 𝜋1, 𝜋2 ve 𝜋3 ‘ün aynı 

zamanda homotopi grupları da olduğu için, özel öneme sahiptir. 

 

Örnek M, değersiz sınır haritalı çaprazlanmıĢ P-modül olarak kabul edilen bir P-modül  

olsun. Bu durumda Der*(P , M) sadece  P         M  türetmelerinin olağan değiĢmeli 

Der(P , M)  grubu olur. O zaman  eğer (u, h) ∈ P ⋉ Der(P, M)  ise, s(u, h)(m) = m
u-1   

ve  

s(u , h)(v) = uvu
-1

 ‘e sahip oluruz: s’ nin  cokernel ‘i Out(M , P) Ģeklinde yazılır ve bu 

𝜋1 ‘dir.s ‘nin çekirdeği (u , h) ‘nin öğelerinden oluĢur Ģöyle ki  u ∈ Z(P) , P ’nin merkezi  

ve  M‘ de değersiz bir Ģekilde hareket eder oysa h her hangi bir türetmedir. δ 

homomorfiz ması  δ(m) = (1 , hm) Ģeklinde verilir ve böylece ikinci homotopi grubu 𝜋2   

Ģudur: 

(Z(P) ∩ stabp(M)) X H
1
(P, M) 

Son olarak, 𝜋3, M ‘in M
P
 sabit  nokta alt grubudur.(Brown, 1988) 
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Örnek   M , P ‘nin normal altgrubu ve  𝜕: 𝑀 ↪ 𝑃 kapsama olsun. ġimdi 

Aut(M , P) = {𝛼 ∈ Aut  𝑃  𝛼 (M) ⊆ M 

ve s ‘nin cokernel ‘i 𝜋1 ile birlikte s(u , h)(v) = uvh(v)u
-1

‘ dir.ġimdi, sadece ve sadece   

bütün v ∈ P için h(v) = v
-1

u
-1

vu ve h(v) ∈ M   olursa  s(u , h) = 1 olur. Bu yüzden  ker s 

≅{u ∈  𝑃  [x , u] ∈ M  bütün x ∈ P için } ve Ιm δ ≅ M ,  bu nedenle  𝜋2 ≅ Z(P/M) ‘dir. 

Ayrıca, 𝜋3 değersizdir. 𝜋1 ve  𝜋2 gruplarının hesaplaması, P          M türetmeleri ve  

kimlik otomorfizmaları indükleyen türetmeler tarafından indüklenen 𝜕:  M       P 

çaprazlanmıĢ modülünün o otomorfizmalarının tanımlamasına bağlıdır: uygun 

tanımlamalar genel durum için bulunabilir durumdadır. Ancak  𝜋3 ker 𝜕 ∩M
P
 olarak 

kolayca tanımlanabilir. 

 

Örnek En son örneğimizde,  AUT(M, P, 𝜕) ‘in altyapısına dikkat çekeceğiz. P‘ de 

kimlik olan 𝜕:  M             P ‘nin bütün otomorfizmalarından oluĢan Aut (M , P , 𝜕) ‘nın  

AutP(M , P, 𝜕) altgrubu tarafından belirlenen  alt-2-çaprazlanmıĢ modülü dikkate alın. 

Bütün  v ∈ P için, eğer (u , h) ∈ P ⋉ Der*(P , M) ve  s(u , h)(v) = v ise, o zaman                        

𝜕h(v) = [v , u]‘ dir. Böylece, alt-2-çaprazlanmıĢ modülü Ģöyledir 

M             D             AutP(M , P, 𝜕) 

ki burada, D = {(u , h) ∈ P ⋉ Der*(P , M  )  𝜕h(v) = [v , u]  ‘dir , bütün v∈ P için. Bunu,   

Lue, (1976) tarafından dikkate alınan ve orada DER(P, M) olarak belirtilen grup gibi 

kabul ederiz. D ‘deki grup iĢlemi,  

h3(v) = h2(v)h1(v)
u2

 olan  (u1, h1)(u2, h2) = (u1u2, h3) 

basit formunu alır. 
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