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ONSOZ

Caprazlanmis modiiller i¢in otomorfizma Yyapisinin 1s18inda  Orgiilii, diizenli
caprazlanmis modiillere girig yaptik. Bunlar simplisel gruplar ile yakindan alakalidir.
Simplisel cebirler tiim baglantili homotopi tipleri igin bir modeldir. Bu ¢alismalarla
beraber homotopi teori ve cebirsel topoloji ile ilgili pek ¢ok problemin ¢oziimiinde
simplisel gruplar rol oynamistir. Moore kompleksinin bazi ozelliklerini ve Peiffer
Ozdesliklerini kullanarak, baglantili 3-tiplerin bir modeli olan 2-g¢aprazlanmislanmis

modiiller tanimlanmustir.
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BOLUM I

Giris

Temel Kavramlar

Bu béliimde sikg¢a kullanacagimiz, cebirin de temelini teskil eden tanimlar verilecektir.
Bu bilgiler 1s1ginda konumuzun ilerleyen asamalarinda karsimiza ¢ikacak olan tanimlar

daha iyi anlagilacaktir. (Blyth, 1986; Brown, 1988; Bayraktar, 2006)

1.1.Kategori

Kategori teorisinin matematigin diger birgok dallarinda da kullanim alani vardir.
Kategori teorisi ayni tip nesneler ve bunlar arasindaki dontsiimlerle ilgilidir. Daha
genel olarak, kiimeler arasindaki fonksiyonlarin bileskesinin birlesme 6zelligine sahip
oldugunu ve her bir kiime i¢in bir birim fonksiyonu bulundugunu biliyoruz. Burada
daha genel olarak kiimeler yerine nesneler ve fonksiyonlar yerine morfizmler
alindiginda kategori kavrami elde edilmis olur (Blyth, 1986; Mucuk, 2010).
Genellikle bu kavramlarin agiklandigi temel kaynak Blyth ‘in yapmis oldugu Categories

kitab1 oldugundan burada o kaynak referans gosterilerek alintilar yapilmaistir.

Tammm 1.1: Bir C kategorisi nesnelerinin kiimesi Ob(C), morfizimlerinin kiimesi
Mor(C), kaynak ve hedef doniisiimleri,
a,B:Mor(C) — Ob(C)
nesne doniistimii,
E:0b(C) —» Mor(C)
X —&X)=Ix
ve
Mor(C), xg Mor(C) = {(a,b) € Mor(C) x Mor(C):a(b) = (a)}
tizerinde tanimli “.” bi¢cimindeki carpma islemi kismi carpma islemi olarak
adlandirilacaktir. Bu doniisiimler agagidaki sartlar saglarlar;
K1) Her (a,b) € Mor(C), Xz Mor(C)igin a(b.a) = a(a) ve f(ba)= B(b)
Ky) Her a,b,c € Mor(C) ile a(c) = B(b) ve a(b) = B(a) i¢in c.(b.a) = (c.b).a
Ks) Her x € Ob(C')igin a (1)=x=p(ly)
Ks) Her a € Mor(Cligin al . = | pu.a=a dir (Higgins, 1971; Blyth, 1986).



Tamm1.2: Herhangi bir kategorisinde nesnelerin ve morfizmlerin bir diyagrami igin
verilen bir kaynak nesnesinden bir hedef nesnesine tiim bileske morfizmler esit ise
kategori degisimlidir denir. Bu geometrik olarak gosterilecek olursa

a a
ot———9o¢ 06— > ®

Q%‘
(04

Sekil 1.1. Katagorilerin Degisimli Diyagrami1

biciminde ifade edilir. Bu diyagraminin degismeli olmasi icin gerek ve yeter sart
c=boavefoa=boa
olmasidir. Degismeli kategoriye asagidaki ornekler verilebilir.
Ornek 1.1: Cbir kategori ve 4,C"kategorisinin sabit nesnesi olsun. Asagidaki gibi bir
A~ kategorisi olusturulabilir. C"kategorisinin morfizmleri olarak A ——» X nesneleri
alinir. Yani,
ob(A”) ={fIf:A—> X ,X € 0b(C)}

dir. A——X nesnesinde A —L—Y nesnesine bir morfizm asagidaki diyagramdaki

gibi verilirse A f X
g h
Y

Sekil 1.2. Katagorilerin Degisimli Diyagrami

degisimli diyagrami elde edilir.
Benzer sekilde ; A kategorisi de asagidaki gibi elde edilebilir:
Nesneler i¢in C"kategorisinin X —+ A seklindeki morfizmleri ile ve X ——» A

nesnesinden Y —2—+ A nesnesine bir morfizm de asagidaki diyagramla ifade edilir ve

X A
h g
Y

Sekil 1.3. Katagorilerin Degisimli Diyagrami
2



degisimli diyagrami elde edilir.
Bu kategorilere comma kategorileri de denir (Blyth, 1986).

Ornek 1.2 : C'bir kategori olsun. Bu durumda C’kategorisinden asagidaki gibi bir baska

kategori de elde edilir. Nesneleri C"kategorisinin morfizmleri ve A—'» B nesnesinden

C—L—» D nesnesine bir morfizm olan kategori

»

Sekil 1.4. Katogorilerin Degisimli Diyagrami

degisimli diyagrami ile tanimlidir. Morfizmlerin bilesimi de asagida verilen sekilde

tanimlanabilir:
f f
A —>B A—>FB
a B a/ ﬁl
H D CI H 7
g g

Sekil 1.5. Katogorilerin Bileske Diyagrami

Bu diyagramlarinin birlesimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A' =B ve C'=D olmasidir. Bu durumda diyagramlarin bileskeleri olan sekil

!

A f'of B

a’ ﬁ'
C gog D'

Sekil 1.6. Katogorilerin Bileske Diyagrami

ile verilir. Bu kategoriye C" kategorisi iizerindeki ok kategori denir (Blyth, 1986).
3



Tamm 1.3: Eger bir kategorinin nesneleri bir kiime seklinde ise bu kategoriye kiiciik

kategori denir.

Tamm 1.4: C've D iki kategori olsun.

i ) Ob(C) =Ob(D)

ii ) Her x,y €0b(C) icin C(x,y) = D(X.y)

iii) C'nin morfizmalarmin bileske islemi D nin ki ile ayn1 ise bu durumda C, D, nin alt
kategorisidir denir.

C.D, nin alt kategorisi ve her x,y € 0b C" i¢in C(x,y) = D(x,y) ise C'ye D nin dolu alt
kategorisi, ObC"= ObD ise Cye D nin Genis alt kategorisi denir .

Tanimini1 vermis oldugumuz Kategorilere asagidaki drnekler, tanimlarin anlagilmasi igin

verilebilir.

Ornek 1.3: Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir.

Cozim i¢in her kategori kendisinin bir alt kategorisi ise bu kategorinin nesnelerinin
kiimesi ve morfizmlerinin kiimesi her zaman i¢in mevcuttur. Ayn1 zamanda birebir
olduklarindan alt kategori sartlar1 saglanir. Bu durumda her kategori kendisinin dolu alt

kategorisidir.

Ornek 1.4: Sonlu olan kiimelerin Kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

Ornek 1.5: Abel gruplarin kategorisi, grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

Orneklerle tanitigimiz Set kategorisi icin asagidaki dnemli 6zellikler verilebilir.

Onerme 1.1: Kiimelerin Set kategorisinde bir a:A —B morfizmi icin asagidaki
durumlar birbirine denktir.
a bire-bir dir. (Yani a(x) = a(y) ise x=y dir.)

a soldan sadelesebilirdir. (Yani a o b = a o ¢ = b=c dir.)

Ispat: Gergekten;
1=2)Kabul edelim ki a birebir, b,c:C—>»Ave ao b = a o c olsun. Bu durumda Her x
€C igin,

(a0 b)(x) = (a o c)(x) = a(b(x)) = a(c(x))

4



olur ve a bire-bir oldugundan
b(x) = c(x)
dir. Her x €C i¢in ve b,c:C —A tanimlandigindan b = ¢ bulunur.
2 = 1) : Kabul edelim ki a soldan sadelesebilir ve bire-birlik sartinin hipotez kismi
olan
a(x) = a(y) ve C = {a;} olsun.
b(a) =xvec(a) =y
olacak sekilde b,c:C— A doniisiimleri tanimlansin. Bu takdirde
a(x) = a(y)
esitliginde X ve y yerine yazilirsa
a(b(a)) = a(c(a)) =aob=aoc
= b=c
oldugundan
X=b(a) =c(a) =y
bulunur.

Tamm 1.5 (Monik) : C'bir kategori olsun. Eger C" kategorisinde bir a:A—B
morfizmi soldan kisaltilabilir ise @” ya monik denir.

Set kategorisinde bir morfizmin monik olmasi i¢in gerek ve yeter sart morfizmin birebir
olmasidir (Blyth, 1986; Brown, 1988).

Tanm 1.6 (Epik): C" bir kategori olmak iizere C" kategorisinde bir a:A — B

morfizmi sagdan kisaltilabilirse, yani,
boa=coa=b=c

ise a” ya epik morfizmler denir (Blyth, 1986; Brown, 1988).

Tamm 1.7(Monomorfizm): Bir C kategorisinde f : 4 —B morfizmi verilsin. Eger
bu f morfizmi soldan kisaltma 6zelligine sahipse yani fg = fh olacak sekildeki g ve h
morfizmleri i¢in g = h olacak sekilde bulunabilirse f morfizmine bir monomorfizm

denir.

Tamm 1.8(Epimorfiz): Bir C'kategorisinde f : A — B morfizmi verilsin. Eger bu f
morfizmi sagdan kisaltma oOzelligine sahipse yani gf = hf olacak sekilde g ve h

morfizmleri i¢in g = h bulunabilirse f morfizmine bir epimorfizm denir.
5



Tamm 1.9(Dual Kesit): C"bir kategori ve f : A—B de bu kategoride bir morfizm
olsun. Eger gf = la olacak sekilde bir g : B—A morfizmi varsa f ye bir kesit denir.
Eger fg = Ig olacak sekilde bir g : B — A morfizmi varsa f ye bir dual kesit denir.

Tamm 1.10(Izomorf-izomorfizm):Monomorfizm ve epimorfizm olan bir morfizme
bimorfizm, kesit ve dual kesit olan bir morfizme ise izomorfizm denir. Eger f: A — B

doniisiimii bir izomorfizm ise A ve B nesnelerine izomorf denir.

Tamim 1.11(Kaynak Déniisiimii- Hedef Déniisiimii): Bir C" kategorisinde A € Ob(C)
nesnesi verilsin. Eger her bir X € Ob(C) nesnesi i¢in Morc (A,x) bir tek morfizme
sahipse A € Ob(C) nesnesine bir kaynak déniisiimii denir. Benzer olarak her bir x €
Ob(C) nesnesi igin Morc (x,A) bir tek morfizme sahipse A € Ob(C) nesnesine bir hedef

doniistimii denir.

1.2.Funktorlar

Her kategoride, nesneler arasindaki doniisiimlere karsilik gelen morfizmlerin
oldugu bilinmektedir. Ornegin kiimeler arasinda fonksiyonlar, topolojik uzaylar
arasinda siirekli fonksiyonlar, gruplar arasinda grup homomorfizmleri vardir. Benzer
olarak kategoriler arasinda da doniisiimlerin olmasi kaginilmazdir. Bu doniisiimlere

literatiirde funktor denir ve ¢esitli 6zellikleri mevcuttur. Bu 6zellikler ve tanimlamalar

asagidaki gibi verilebilir (Blyth, 1986; Brown, 1988).

Tamm 1.12(Funktor): C"ve D iki kategori olmak iizere C"nin her bir A nesnesini D’
nin bir F(A)nesnesine, C" nin her bir f : A—B morfizmini ise D deki bir F(f) :
F(A)— F(B) morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlari saglayan bir Fdoniisiimiine
C'den D ye bir funktor denir ve F : C— D bigiminde gosterilir.
C kategorisinde g o f bileskesi tanimli olacak sekildeki f ve g morfizmleri i¢in
F(go f) =F(Q) o F(f) dir.
Her A € Ob(C) icin F(1p)=1gp)dir.

Tamm 1.13( Kapsama Funktoru): C", D kategorisinin alt kategorisi, Her x € C’i¢in
ix=x ve C"kategorisinin her morfizmi igin de
ia=a
bigiminde ise i - C'—D bir funktordur. Bu funktora kapsama funktoru denir.
6



Tamm 1.14(Abel funktoru):F : Grp— Grp funktoruna tiremis grup funktoru denir.

F : Grp— Abel funktoruna ise abel funktoru adi verilir.

Tamm 1.15(Trifunktor- Multifunktor): F : A; X A,— A seklinde tanimli funktora
bifunktor , F : A; X A, X A;—A seklinde tanimli funktora trifunktor ,ve
F:A XA XAsx.. xA,—>» A4 n>4

seklinde tanimli funktora ise multifunktor denir.

Tamm 1.16(izomorfizm): F:A—B funktoru i¢in G o F =l ve F o G =l olacak

sekilde G : B —A funktoru bulunabiliyor ise F funktoruna izomorfizm denir.

Tamm 1.17(izomorfik Kategoriler): Eger F:A—B izomorfizm ise A ve B

kategorilerine izomorfik kategoriler denir.

1.3.Homotopi

Tamm 1.18( Homotopi): F(x,0) = fo(x), F(x,1) = f1(x), Her x € X sartlari ile birlikte
F:X x | — Y siirekli doniistimiine homotopi denir. Burada X, Y uzaylar olmak tizere
fo, f1: X —>Y siirekli doniistimlerdir ve fo, f1’e homotopiktir denir (Whithead, 1949)
Iki matematiksel nesnenin homotopik olmasi, birinin digeri iizerine siirekli olarak
deforme edilebilmesi ile ayn1 anlamdadir. Ornegin gergel say1 dogrusu, tek bir noktaya

homotopiktir, ancak ¢ember tek bir nokta uzayma homotopik degildir (Ellis, 1993).

Tamim 1.19(Homotopi Kategorisi): Nesneleri X topolojik uzaylari, Hom kiimeleri
Hom(X , Y) = [X, Y] ve birlesimleri [g] ° [ f] = [g °f ] bicimindeki boliim kategorisi
homotopi kategorisi olarak adlandirilir ve hTop ile ifade edilir.

Tammm 1.20(Homotopiler Kategorisi): Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri
homotopi siniflar1 ve kismi c¢arpim islemide homotopi simiflar1 arasinda tanimli *

isleminden olusan kategoriye homotopiler kategorisi denir.

Tammm 1.21(Homotopik Fonksiyon): f : X—Y fonksiyonu sabit bir fonksiyona

homotopik ise f *ye null homotopik fonksiyon denir.



Tamm 1.22(Relatif Homotopi): AcX, f: X—> Yveg: X—>Y  sirekli
fonksiyonlar olsunlar. Eger a € Aigin f ve garasinda t € | © dan bagimsiz F(at )
homotopisi mevcutsa f ve g fonksiyonlarina A ya gére homotopiktirler denir. Diger bir
deyisle hera € Ave hert €ligin F(a,t) = f(a) = g(a) olacak sekildeki F homotopisine
A ya gore homotopi denir. Bu homotopi f =~ g veya F: f = g(relA) bigiminde gosterilir.

F: f = g(relA) iseV x € Xic¢in F(x,0) = f(x) ve F(x,1) =g(X) olup V Xo €A,V t €l igin
F(Xo,t) = f(X0) = 9(Xo) elde edilir. Eger A =g ise A ya gore homotopiye null homotopi

denir.

1.4.Homotopi Denkligi
Iki siirekli fonksiyonun homotopik iken denk olugunu diisiinecek isek, homeomorfizm

tanimint degistirmemiz gerekir ‘=’ isareti yerine homotopiyi koymaliyiz. Bu bizi
asagidaki ‘homotopi denkligi’ kavramina goétiiriir (Whitehead, 1949; Ellis, 1993).

Tanim 1.23: X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eger g o f= Iy: X—>»X ve fog =l
¥Y—Y olacak sekilde f : X —Y ve g : Y — X siirekli fonksiyonlari mevcutsa, X
ve Y uzaylarina ayni homotopi tipindendir ya da homotopik olarak denktir denir. f ile
g fonksiyonlarina ise homotopi denklikleri denir. Yazarken ‘homotopi denkligi’

kavramindan ziyade ‘iki uzaym homotopik olmasi kavrami daha yaygindir.



BOLUM 2

2.1 Giris

Bu boliimde ilk olarak tiim baglantili homotopi tipleri icin cebirsel model teskil
eden simplisel cebirler kategorisi, SimpCbr incelenecektir. Daha sonra simplisel
objelerin yiiksek mertebeden Peiffer elemanlar1 ile hiper g¢aprazlanmis kompleks

ciftlerinin baz1 temel 6zellikleri verilecektir.(Carrasco, 1987; Kuzpinari, 2007)

2.2 Simplisel Cebirler

K, bir sabit birimli degismeli halka olsun. Burada biitiin k-cebirleri degismeli ve
birlesimli olarak kabul edilecek ancak idealler ve modiiliiler cebir olarak diisiiniilecektir.

Biitiin k-modiillerinin kategorisi M o d ile gosterilecektir (Andre, 1970).

Tamim2.1 R bir degismeli halka olsun. M, R cebiri
MXM — M
(Mg, mz) F—> mum;
islemi i¢in
)my.my = mym; i) my.(m2.m3) = (my.my).ms

ozelliklerini saglayan bir R-modiildiir.

Tamim 2.2 R degismeli bir halka olsun. M toplamsal bir grup olsun. Eger
RxM — M
(0.x) ——» o.x
Islemi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa M’ ye bir R-modiil denir.
1) (a+p).x=o0x+px iD)a(x +y)=ox +ay

iii) a(fx) = (of)x iv) Irx = X

Tamm 2.3 M bir k-modul olsun. Her my,m,,ms € M icin
MXM—» M
(m1, mp) — mimy
seklinde tanimlanan k-bilineer fonksiyonu
)mz.my = mym; i) (m1.my).mz = my.(my.mgz)
kosullarin1 sagliyorsa M ye bir degismeli k-cebiri (ya da k tizerinde cebir) denir.

Degismeli cebirler kategorisini Cbr ile gosterecegiz.



Bu béliime simplisel cebirler teorisi ile ilgili bazi temel bilgiler vererek baslayacagiz.
Birinci kisimda simplisel objeler iizerinde bazi Genel sonuglari hatirlayacagiz.

Ozellikle, degismeli cebirler iizerinde tanimli simplisel objeler iizerinde yogunlasacagiz.

Tamm 2.4 (E,)  cebirlerin bir ailesi olsun.
din:En_> Ena 0<i<n#0
Sin:En —>En+]_ OSISH

k—cebir homomorfizmleri olmak tlizere

1. dMd] = d"d’ 0<i<j<n ise

2. d™s! = sis 0<i<j<n ise

3. d™s] = sipdf 0<i<j<n ise

4. dM™s] = id i=jyadai =j+1 ise
5. d"'s] = st 0< j<i-1<n ise

dzdeslikleri saglaniyorsa ((E, )neN , d., s,) tgliistine bir simplisel cebir denir ve kisaca

E ile gosterilir. di, si homomorfizmlerine sirasiyla yiizey ve dejenere operatorleri
denir. Uygulamadaki kolayligi acisindan yukaridaki aksiyonlarin gerektirdigi asagidaki
esitlikler daha sik kullanilir.

1. d;d, = d;d, 0< j<i<n ise
2. S, = S Sin 0< j<i<n ise
3. sd; = d; s, J<i ise
4. sd; = d;,S I > ise

Bu esitlikler standarttir ve Carrasco, (1987)’ de bulunabilir.

Tanmm 2.5 X e€E, elemanlarma n- boyutlu simpleks denir. Bazi y ler igin

X =5;(y) oluyorsa bu x simpleksine bir dejenere simpleks denir.

Tamm 2.6 Biitiin d' ylizey operatdrleri ve biitin s denejere operatorleri birlesmeli

olan yani

df =f

i 'n n-1

d , fs = sf

n<i i 'n-1
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Sartim1 saglayan f, : E, —»F, k-cebir homomorfizmlerinin bir kiimesine E ve F
simpisel cebirleri arasinda bir homomorfizm denir ve E— F seklinde gosterilir.
Boylece SimpCbr ile gosterecegimiz simplisel cebirlerin Kategorisi tanimlanmis olur.
Bu tanimin diisiik boyutlar i¢in bir geometrik yorumu su sekilde yapabilir:

n=0 i¢in bir 0 — boyutlu simpleks agik bir x e E, noktasidir. X € E; i¢in 1 - boyutlu

simpleks

dx e——>e dyx

X € E, i¢in 2 - boyutlu simpleks iiggendir:5

/

—_—
dix e X ® dx

Sekil 2.1. Simpleks Ucgeni

ve X € E; i¢in 3- boyutlu simpleks bir dortytizliidiir.

Sekil 2.2. Simpleks Dortytizlii

Tamm 2.7 Bir simplisel k-modiil, n > 0, tanim 1.2 de verilen denklemleri

saglayan k—modiil homomorfizmleri ile k—modiillerin bir E,, ailesidir.

Tamim 2.8 E herhangi bir simplisel K — modiil olsun ve
an . En_> En.]_

Homomorfizmi



Seklinde tanmimlansin. Bu durumda k - modiillerinin bir kompleks zinciri vardir.

Simplisel cebirlerin taniminda yer alan 1. aksiyom geregi 0,,,0, = 0 dir. Bu bdylece

E simplisel modiiliiyle iliskili bir zincir kompleksi olur. Buradan n. homoloji modiili
Hi (E)

_ Cekd,
Im an+1

H. (E)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.9 E bir simplisel k-cebir olsun. Her n € Nigin E, = E ve d; = 5; = id olmak
iizere ((E, )neN ,d.,s;) tigliisti bir simplisel cebirdir. Bu simplisel cebire sabit simplisel

cebir denir ve K(E, 0) ile gosterilir.

Tamm 2.10 Bir E simplisel cebir, K (E, 0) sabit simplisel cebir olsun,
E — K(E, 0)
doniigsiimiine E simplisel cebirinin artirilmisi denir. Bu artirma
fdo' = fd,* : E;—>E
orten k-cebir homomorfizmi yardimiyla olur. Eger E artirilmis simplisel cebiri devirli
ve n > 0icin H, (E) = 0, Ho (E) = E ise bu simplisel cebire devirli simplisel cebir

denir.

Tanmm 2.11 B bir degismeli k-cebir olsun. B nin bir serbest simplisel ¢6ziimii, (E, f)
devirli ve herbir E, serbest olacak sekilde bir f : Eo —B genislemesi ile birlikte bir E

simplisel cebirinden olusur.
2.3 Bir Simplisel Cebirin Moore Kompleksi ve Homotopi Modiilii

Tamm 2.12 E simplisel cebir olsun.
n-1
(NE), = [)Gekd;
i=0

ve her
doniisiimiiniin (NE), kiimesine kisitlanis1 olmak tizere (NE, 0) zincir kompleksine

E simplisel cebirin Moore kompleksi denir.

12



Tamm 2.13 E simplisel cebir olsun. E nin moore kompleksinin n. Homolojisine

E nin n. homotopi modiilii denir ve 7, (E) ile gosterilir. Yani

7,(E) = H,(NE,d)

= [)Gekd / d;"7} (Cekd,")
i=1

NE ve 7, (E)nin yorumunu su sekilde yapilabilir:
n=1 o € NE icin

Ow e —2>e0

ve @ €NE
[ ]
G/a)\i)
° > o
0
3Ege o € NE,
[
0/60\0
[ ] > [ ]
0

Sekil 2.3. Homotopi Uggeni

seklinde ise @, Cekd icindedir. Eger @ onun 3. yiiziinde ve diger biitiin yiizleri de sifir

olacak sekilde bir x , 3-simpleksi varsa X, z, (E) nin asikar elemanini verir.

2.4 Kisitlanmis Simplisel Cebirler

NE ve 7, (E) nin elemanlar1 igin bu basit yorum ilerde baz1 baska durumlardaki

elemanlarin yorumuna yardimci olarak faydali olacaktir (Carrosco, 1987).

Tammm 2.14 E simplisel cebirinde mertebesinin boyutu > k olan E, elemanlarin
almayarak elde edilen komplekse E simplisel cebirin bir k-kisitlanms simplisel cebiri

denir ve tr¢E ile Gosterilir. k-kisitlanmig simplisel cebirlerin kategorisi Tr SimpCbr ile
13



gosterilir. Cebirlerin kategorisi Cbr de bir kisitlama funktoru vardir. Bu funktor k-
tersiskelet funktor olarak adlandirilan
Cosky : TrSimpCbr — SimpChbr

seklinde sag ek (adjoint) ve k-iskelet funktor olarak adlandirilan bir

sky : TrSimpCbr — SimpCbr,
sol ek funktora sahip olan

trg : SimpCbr —— TrSimpCbr
seklinde bir kisitlama funktoru vardir (Tasc1, 2007).
Asagida verilen teoremi Conduche tarafindan gruplar i¢in yapilmistir. Burada bunun
ispatin1 vermeyecegiz fakat daha farkli bir yol izleyerek bazi degisiklikler yapilmis olan

ve degismeli cebirler i¢in kullanilan sonucu verecegiz.

Teorem 2.1: E bir simplisel cebir olsun. E nin tersiskeleti cosk tr, (E))

nin Moore kompleksi k + 1 uzunlugundadir. Yani
i > k + Liin N(cosk, (tr, (E))) =0
dir ve k + 1 den kii¢lik boyutlarda E nin Moore kompleksi ile 6zdestir. Buradan

N (cosk (trk (E) ) k«1 = Cek ( 0k : NEx— NEk.1)

ve

O N (cosk, (tr (E))) = N (cosk, (tr, (E)))k =NE,

K+

morfizmi birebirdir (Whitehead, 1949; Callialp, 2001).

2.5 Yiiksek Mertebeden Peiffer Elemanlar:
Bu boliimde Arvasi ve Porter, (1997) de verilen asagidaki sonuglar1 verecegiz:
NEn > 1 i¢in E nin Moore kompleksi olsun. Aym sekilde n > 1 igin, D, boyutlu
dejenere elemanlar: tarafindan tretilen ideal olsun. Eger E, =D

n

ise her
2,(NE,) =0, (1,)
dir. Burada, |, E, i¢inde, agik olarak verilen elemanlarin kiimesi tarafindan iiretilen bir

idealdir. Eger n = 2, 3 ya da 4 ise bu durumda E simplisel cebirin Moore kompleksinin

goruntisi
d,(NE,) =Y KK,
1,J

14



formunda verilebilir. Burada

(ZE N C[n—l]:{O,l....,n—l} olmak uizere 1 U J =[n—1] ve

K,= ﬁ@ekdiv ve K;[Gekd,

iel jed

dir. Genel olarak n > 4 i¢in
2 KK, =8,(NE,)
1,J

ifadesi tanimlanmustir.

Tamm ve Notasyon 2.15 : Ilk olarak Carrasco ve Cegarra, (1991)° den asagidaki

notasyon ve terminolojiyi hatirlayalim.
[n]={0<1<..<n} swal kimesi icin o :[n+1]—[n]
. j , J< 0 ise
o = . . ..
j—1, J>1 |se
seklinde tanimlanan artan, 6rten fonksiyon olsun.
S(n,n—r), [n] den [n—r] ye monoton artan orten biitin fonksiyonlarm kiimesi

olsun. Bu kiime ¢ lerin gesitli birlesimleriyle iiretilebilir. Bu iiretilen fonksiyonlarin
birlesimi asagidaki esitligi saglar.
ao = oL, j<i

0<i, <i, < ...<i, <n-1 olmak zere bu, her aeS(n,n—r) elemaniun

a=a, 0¢,0...0 @,
seklinde bir tek agiliminin olmasini Gerektirir. Burada i, indisleri
{ipyovieni ) ={iza(i) = a(i+1)}
olacak sekilde [n] nin elemanlaridir. Boylece S (n, n— I’) kiimesini
{(isoniy) 1 0<iy <iy < < <n—1}
kiimesi ile belirleyebiliriz. Ozellikle [n] {izerinde birim fonksiyon ile tanimlanan S(n, n)

nin tek elemant, ¢n ile Gosterilen bos 0 — tuple () a karsilik gelir. Benzer olarak S(n,

0) in tek eleman1i (n—1,n—2,...,0) dir. Her n>0 igin

15



= |J s(n, n-r)

0<r<n

olsun. Eger L=Jenl, =], fakat i, > j.., ise ya daeger

=iy J, Ve r<s ise @ = (i,niy) < B=(js- ), S(N) nin icindedir

denir. Bu S(n) yi bir siral1 kiime yapar. Ornegin S (2) deki ve S (3) deki sira

1, <(1)<(0)<(1.0)}

1, <(2)<(21)<(0)<(2,0)<(10)<(210)

{4, <(3)<(2)<(32)<(1)<(31)<(21)<(3.22)<(0)
<(2

<(3,0)<(2,0)<(3,2,0)<(1,0)<(31,0)<(2,1,0)<(3,2,L0}

w w w
—~ o~~~
N N N
~— ~— —
I Il Il

seklindedir. «, p € S(n) ise @ N, her ikisine birden ait olan indislerin kiimesini

belirtir.

2.6. Bir Simplisel Cebirin Yaridirekt Ayrismasi

Buradaki temel fikir Conduche, (1984)’ de bulunabilir. Bir simplisel grup durumu
icin ayritili inceleme Carasco ve Cegarra, (1991) tarafindanda verilmistir. Bu yapinin
cebir durumu ise Carrasco, (1987) tarafindan yapilmustir.

Tanim 2.16 M bir k - cebir ve n > 2 olmak iizere M,M, , ..., M ler M nin alt

cebirleri olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

Mk - cebirine M;,M, , ..., M

alt cebirlerinin bir n - yaridirekt carpimi denir ve
M=M,a M,a ...a M,
seklinde Gosterilir.
(i) M, + ... + M, 1 < s _ nicin M nin bir idealidir,
(ii)M, + ..+ M, =M,
(i) (M, + .. + M, ) NM, =0 1<s<t<n igin,

m; € M, olmak iizere herhangi bir eleman, tek bir tiirlii olarak m, +m, +...+m, seklinde

ifade edilebilir.

Teorem 2.2: E bir simplisel cebir olsun. Bu durumda E_ yaridirekt ¢arpim olarak

= Cekd; a ST (E,.)
16



Seklinde ifade edilebilir. Izomorfizm asagidaki sekilde tanimlanabilir.
0 : En—> Cekdy" a Sn1"(Ena)
e —» (e—sp10n€, Spadne)
E, ile Cekd xS ,E., arasinda izomorfizm var oldugundan bu metodu her bir E,,
Moore kompleksteki terimlerin dejenerelerinin bir ¢ok katli yaridirekt ¢arpimi seklinde

elde edilene kadar tekrarlayabiliriz. Gergekten, K,

_ n+l nAn+l =gt
K,=Cekd);, did; Geap V€SS Cekdyt

seklinde tanimlanan simplisel cebir olsun. Her i<n-1igin d'Jd" = d"*d]
oldugundan Gekd! biitiin d",i<n-1 morfizmleri tarafindan Cekd'} e resmedilir.

Dahas1 i<n—2 igin d"]s" = s"'d" oldugundans, Cekd" vyi Cekd: resmeder.

n+1 i n+1

Teorem (1.3.) E,, ve K., euyQulanirsa

E, = Cekd a s ,E

Gekd, & s, (Gekd,, 4 s, ,E, ,)
anl ﬁ (Sn—l Qekdl'lflﬁ Sn—ZEn—Z)

elde edilir.
K bir simplisel cebir oldugundan asagidaki esitlik saglanir.
Cekd, = K _,=Cekd", a s ,K ,
= (Gekd, , NGekd, )a s, ,Gekd, ,

E, = ((Gekdy, NCekd?) a's, , (Gekd))a (s,,(Cekdr)a s,,5,, ()

yazmamiza izin verir. Buradan E, asagidaki ifade edilebilir.

Teorem 2.3: Eger E bir simplisel cebir ise bu durumda herhangi n>0 igin

E, = (..(NE,a s ,NE, ,)a .45 ,..5NE)a
(-(5,NE, ;& 5,5, ,NE ,)a .45 s, ,..5NE,)
dir.Bu ¢ok katli yari-direkt ¢arpimdaki terimlerin sirasi ve parantezler
E, = NE a NE,
E, =(NE,a sNE,)a (s,NE,a s;5,NE, )
E, =((NE,a s,NE,)a (s,NE,a s,s,NE,))a
((s,NE,a s,5,NE,)a (5,5,NE,a s,5,5,NE,))
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E, = (((NE,a s,NE;)a (s,NE;a s,5,NE,))a
((s,;NE;a s;s,NE,)a (s,s,NE,a s,8,5,NE))))a
S, (E; Un ayrisimi)
dizisi tarafindan tretilir.

Dikkat edilirse « =(i,,....... ,1;) €S(n) e benzer terim

S, (NE,,.) =S, ,(NE

n—#a Jdy n—#a)

dir. Burada #« =r dir.

Buradan herhangi bir xeE, elemam1 yeE, ve X, € NE, ,, olmak iizere

X=y+ >

aeS(n)

formunda yazilabilir (Asar, 2009)

2.7 Hiper Caprazlanmis Kompleks Ciftleri

Arvasi, (1997) tarafindan verilen asagida bir | idealini tanimlayacagiz. Herseyden

once Carrasco, (1987) tarafindan verilen k-lineer morfizmlerin bir ailesinin insasini

hatirlayalim.

anf = ¢golmak lizere S(n) in (aﬂ ) ikili elemanlarindan olusan P(n) kiimesini
tammlayalm a =(i., ..., i,), 8= (i, -, j;) € S(n) dir. Thtiyacimiz olan k-lineer morfizmler

{Cop: NE, o, ® NE, o, — NE,: (0, §) € P(n) ,n >0}

kompozisyonu olarak

a.p
NE, . ®NE
S’ » NE,
s, ®s,5 p
En
E, ®FE .
/,l Ll

Sekil 2.4.K-Lineer Morfizimler Diyagrami

diyagrami ile verilir. Burada
Sa=Sir ...8i : NE, s> En, $p=Sjs ...5;, : NE,.yp — En

j=01..,n-1 igin p,=1-s,d; olmak lzere p:E, —NE , p=p,,..p,

18



bileske gosterimler ile tanimlanir ve ¢arpma
ﬂ N En ® En_> En

ile gosterilir. Buradan
Cop (% ®Y,) = pu(s, ®s,)(x, ®Y,)
= p(sa(xa)sﬂ(yﬁ))

= (1-s,.d,,) - (1_Sod0)(sa (X)Sp (yﬁ’))'

dir.

19



BOLUM-3-

3 TIPTEN CEBIiRSEL MODELLER VE
CAPRAZLANMIS MODULLER iCIN OTOMORFIiZMA YAPILARI

3.1.Giris

Bu boliimde, c¢aprazlanmig modiiller i¢in otomorfizma yapisinin 1s18inda 6rgiild,
diizenli ¢aprazlanmis modiillere giris yaptik. Bunlar simplicial gruplar ile yakindan
alakali gosteril- mistir. Orgiilii, diizenli ¢aprazlanmis modiillerin kategorisinin lenght 2
nin Moore complex ‘i ile simplicial gruplarina esdeger oldugunu ispat ediyoruz. Bu
esdegerlik oOrgiilii, diizenli c¢aprazlanmig modiillerin homotopi 3-types ‘in cebirsel
modelleri olarak roliinii ortaya koyar (Whitehead, 1949; Maclane, 1950; Loday, 1982;
Kuzpinari, 2005)

Simdi otomorfizm teorisinden hareketimizi gézden gegiriyoruz. Otomorfizm grubu ile
iligkili olan grup G “nin Aut G’si, g—g* =x"gx i¢ otomorfozuna X ¢ G yi génderen
X: G=Aut G ‘nin homomorfozudur. Aut G grubu G ‘ye goére davranir ve X su iki 6zelligi
karsilar.
() x@)=F'x(@)f,
(ii)g"¥=x"gx

hepsi i¢in g , X € G ve f € Aut G dir. Goriiyoruz ki Aut G caprazlanmig modiiliin dogal
olarak bir pargasi olarak diisiiniilebilir. Soyle ki bir grup homomorfoz 9:M —»P , M
deki P nin hareketiyle birlikte sunlar1 karsilar

CM1: o(mP)=p™o(m)p

CM2 :me°™=mmom,

hepsi igin mg m €M ve p € P dir.

Caprazlanmig modiiller J. H. C. Whitehead farafindan ortaya konmustur ve M ve P
normal alt grubunun M — P icermesi, M bir P-modiilii iken M — P sifir
homomorfizmasi ve merkez g¢ekirdegi ile herhangi bir M — P ortevi (6rnekleri
arasmdadir).Onemli topolojik bir 6rnegi de vardir: Eger F—E — B kesin alan1
Faybreysin dizisi olursa, temel grubun miF— mE indiiklenen homomorfizmas: dogal
olarak g¢aprazlanmis bir modiil olur. Simdi gruplar 1-types’in cebirsel modelleridir ki bir
tane siniflandiran alan izleci vardir.

B :(groups) — (CW —complexes)
ki boylece herhangi bir grup G i¢in alan BG sunu karsilar
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1BG=Gve mBG =0j>1igin.
ve dahas1 j>1 i¢in m;X=0 ile herhangi bir kesin, bagli CW -bilesikX Bm1X ‘in homotopi
tipidir.

Caprazlanmis modiiller 2-#ypes 1in cebirsel modelleridir. Bir tane siniflandiran alan
functor’u vardir.

B: ( ¢aprazlanmis modiiller) — (CW -bilesikleri)

Soyle ki eger d: M— P caprazianmis modiil olursa B( M—»P) m,B(M — P)
= coker 0 , m;B(M —P) = ker 9 ‘lere sahiptir

ve j>2 i¢in miB(M — P) = (0’ dur.

Dahasi, j>2 i¢in mijX=0 islemli baglh CW bilesik X bazz M —> P ¢aprazlanmis
modiilleri i¢cin B(M—P) nin homotopi tipidir. Ayn1 zamanda x: G — Aut G
caprazlanmig modiilii i¢in, siniflandiran alanin birinci ve ikinci homotopi gruplari Out G
ve Z(G) “dirler (Maclane, 1950; Loday, 1982).

Bir 1-type’in cebirsel modelinin otomorfizmasinin bir 2-type’in dogal olarak cebirsel
bir modeli oldugunun disinildigini goriiyoruz. Mevcut c¢alismanin  amaci,
caprazlanmis modiiller i¢in, bir 3-type’in cebirsel bir modeli olarak kabul edilebilen bir
otomorfizma yapisinin bulunup bulunamayacagini arastirmakti.

Bu tip bir otomorfizma yapisini tiiretmemiz bagimsiz ilgi prosediiriinii kullanir.C Tensor
carpimi -®- ve i¢ Hom funktoru HOM ile bir monoidal kapali kategorisi olsun. Boylece
C nin her hangi bir A, B ve C objesi i¢in dogal bir C(A® B,C) = C (A, HOM(B,C))
izomorfizm vardir.

Oyleyse C obje END(C)=HOM(C,C) ‘nin END(C) ® END(C) — END( C)
kanonik haritasi ile birlikte her hangi bir C objesi C ‘de bir monoiddir ve pek cok
durumda END ( C) nin makul bir bigimde AUT(C) olarak belirtilebilen bir submonoidi
vardir.C deki monoid yapisi ile birlikte C kategorisi i¢in otomorfizma yapilart olusturan
iste bu objedir.

Caprazlanmis modiiller i¢cin otomorfizma yapilarim1 islemek i¢in caprazlanmis
modiiller kategorisini monoidal closed olan daha genis bir kategoriye almak zorundayiz.
Bir caprazlanmis modiilii 2- ucu acik caprazlanmis bilesik olarak sayariz.$ 1
groupoiddeki caprazlanmis modiiller ve caprazlanmis bilesiklerdeki gerekli bilgileri
tekrar edecegiz ve verilen ¢aprazlanmis bilesiklerin #\s kategorisindeki monoidal closed
yapidaki baslica sonuglar1 belirtecegiz. Ayni zamanda £s de monoid olan over groupoid
caprazlanmis modiilleri belirleyen ekstra yapisal Ozellikleri tanimlayacagiz. Bunlar

orgiilenmis ve yar1 diizenli ¢aprazlanmis modiillerdir. Boylece eger C caprazlanmis
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modiil ise, END( C) de seritlenmis ve yar1 diizenlidir. AUT(C) otomorfizma yapisi
END(C) den bir orgii devralir ve daha giiglii i¢gSimetrisi onu seritlenmis ve diizenli
yapar. Teknik sonug¢larimizda AUT(C) nin roliinii 3-type’in cebirsel bir modeli olarak
belirleriz (Brown, 1987).

Teorem 3.1.:Seritlenmis, diizenli g¢aprazlanmis modiillerin kategorisi lenght 2 nin
Moore bilesikli simplicial gruplarinin kategorisine esdegerdir.

Bu teorem§2 nin hacmini isgal eder. Simplicial gruplarin homotopi type’larin
cebirsel modelleri olarak kullanimi eskilere dayanir. Conduche, (1984) lenght 2’ nin
Moore bilesikli simplicial gruplarinin 2-¢aprazlanmig modiillerinin kategorisine esdeger
oldugun gostermistir. Seritlenmis, diizenli ¢aprazlanmig modiiller ile 2-¢aprazlanmis
modiilleri arasinda elde edilen esdegerligin esasi, bir seritlenmis, diizenli ¢aprazlanmis
modiilin kendi esdeger simplicial grubunun kanonik altyapt Moore bilesigi olarak
icermesidir. Moore bilesigi 2-¢aprazlanmis modiiliidiir ve seritlenmis, diizenli
caprazlanmis modiilii izomorfizmaya kadar belirler.

Teoremde bahsedilen esdegerlik ayn1 zamanda A.Joyal ve M.Tierney ‘in yayimlan
mamis olan caligmasinda gelistirilen 3-types’larin cebirsel modellerine de 1s1k tutar.
Joyal ve Tierney modeli 3-types’a seritlenmis ve kosulsuz gruplar ile basit¢e baghdir.
Bunlar gruplarin Seritlenmis ¢aprazlanmis modiillerine bu yazi anlaminda esdegerdirler.
Gruplarin  herhangi bir c¢aprazlanmis modiilii diizenlidir ve grubun Seritlenmis
caprazlanmis modiillerinin kategorisinin lenght 2° nun Moore bilesikli indirgenmis
simplicial grup larimin kategorisine esdeger oldugunu buluruz (Joyal, 1986).

§3 te gruplarin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in otomorfizma yapilar1 arastirmamiza
geri doniiyoruz. Bu durumda Whitehead, (1948)’ in galismasina ve bu galismanin
Norrie, (1987) tarafindan gelistirilmis halini baz alarak AUT(C) nin detayl1 bir tanimin1
verecegiz. AUT(C) ‘yi bir 2-caprazlanmis modiil olarak dikkate alarak, bazi 6zel
durumlarda 3-type’a tekabiil eden homotopi gruplarini hesaplariz. Dahasi, Norrie,
(1987) tarafindan bagimsiz bir sekilde incelendigi gibi, c¢aprazlanmis bir modiiliin
otomorfizma yapisinin caprazlanmis dortgen olarak da diisiinebilecegimizi goriiriiz.
Caprazlanmis dortgenler cebirsel K-teorisindeki eksizyon ¢alismasindan ¢ikmistir. Ayni
zamanda 3-types’in cebirsel modellerini de olustururlar ve temel ¢aprazlanmis dortgen
izleci genellestirilmis bir Van Kampenteoremini karsilar. Calismamizdaki ilginin bir
kismi1 2-gaprazlanmis modiillerin ve gaprazlanmig dortgenlerin cebirsel diisiin celerden

¢ikmis olarak goriilmesindendir (Guin-Walery, 1980; Brown, 1987).
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3.2. Caprazlanmis modiillerin caprazlanms bileskeleri
Monoidal closed kategorilerde ihtiyacimiz olan temel bilgileri tekrar ederek
basliyoruz. C, tensor iriinii -@Q- , 6zdeslik nesnesi I ve i¢ hom functor’u HOM ile
monoidal closed kategori olsun (Maclane, 1971). Boylece C ‘nin biitiin A, B, C objeleri
icin dogal bir izomorfizma var olur.
0:C(AQ B,C) —» C(A, HOM(B, C)) (1,1)

ki bu tensor tirliniiniin birlesebilirligi ile birlikte dogal bir izomorfizmanin C ‘sinde var
oldugunu ima eder.

0: HOM(A ® B,C) — HOM (A, HOM(B, C)) (1.2)
Dahasi, su izomorfizma

6: C (HOM(AB) ® AB) — C (HOM(A,B) , HOM(A,B))
€r:HOMAB) ® A—B ki boyle 0(ep ) min HOM(A,B) de 6zdeslik oldugu , €a
‘ya degerlendirme morfizmas1 dendigi tek bir morfizmanin var oldugunu gosterir.

Boylece C ‘nin tiim A , B, C objeleri i¢in bir morfizma vardir (Brown, 1987).

o
(HOM(B, C) ® HOM (A, B) — HOM(B, C) ® HOM (A, B) ®A
1®€A EB

— HOM(B,C)® B—> C.
Bu kapsamda 6 bilesim denilen su morfizmaya tekabiil eder.
Yasc: HOM(B, C) ® HOM(A,B) — HOM(A,C)
HOM(C,C) i¢in END(C) yi yazariz. A: I @ C— C morfizmasina karsilik gelen

bir nc: I — END(C) morfizmas1 vardir. Thtiyacimiz olan ana sonug sudur.

3.1. Onerme. 7c morfizmasi ve uc = ycec: END(C) ® END(C) — END(C)
bilesimi END(C) yi C nin bir monoid’1 yapar.

Groupoid’in her oku bir izomorfizma olan kii¢iik bir kategori oldugunu unutmayn.
Groupoid’i (C1,Co)seklinde yazariz, burada Cy koseler kiimesi ve C; ise oklar kiimesidir.
p ‘den q’ya kadar olan p |— ¢ oklar kiimesi C1(p, q) seklinde yazilir ve p ve q boyle
bir okun kaynak ve hedefidir. Kaynak ve hadef haritalar1 s , t: C; — Cy seklinde
yazilir. Eger a € Cy(p, q) ve b € C4(q , r) ise bilesikleri a + b € Cy(p , r) seklinde
yazilir.C1(p , p) yi Ci(p)olarak yazariz. Groupoid’lerin uygulamalarinin incelemesi ve
literatiiriine giris igin bakariz.

) 0 0
C— ..C,—»Cy —>... —»C3—>C, —»C, —3C,
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Bir caprazlanmis bilesigin Cy verteks setli bir groupoid ve n > 3 i¢in her C,(p)
degismeli ile Cy tistiinde Ch= { Cpn(p)| p € Co} groupoid kiimeleri i¢erdigini hatirlayin.
Cn (n = 1) deki islemleri de yazacagiz. C; groupoid ‘i her C, hareket eder boylece X €
Cn(p) ve a €Ci(p, q) i¢cin xa € Cy(q) vardwr. n = 2 igin §: Cy— C...— C Uistiinde
groupoid’lerin bir morfizmasidir ve C; ‘in hareketini korur ki burada C; her Cy(p) ye
birlesme yoluyla etki eder ve n = 3 i¢in §6: C 7 C,.1 sifir haritasidir. Dahasi, n > 3
icin 8(Cy) , Cy, de degersiz olarak hareket eder, x, y € Ca(p) ise y6® = -x +y + x olur. f:
C — D ¢aprazlanmis bilesiklerinin morfizmasi , fo: Co — Dy bu ayni haritaya
sebep olan ve 6: C, — C.1, D — D1 haritalar1 ve C; ve D1’in hareketlerine
uygun f,: C,— Dp(n = 1) groupoid’lerinin morfizmalarinin kiimesidir.

Yukaridaki (Cy1,Cy) groupoid’i ya da C; ¢aprazlanmis modiilii boyunca, bir
caprazlanmis modiil olarak s s

C,— C—=C,
nin tanimini igerir. Her p € Cq i¢in Co(p) —»Ca(p) ‘nin gruplar igin bir ¢aprazlanmis
modiil olduguna 6zellikle dikkat ediniz.
U bir monoid olsun. 5 5
C,—» Ci—3Co

caprazlanmis modiiliindeki U ‘nun biaction 'u C; ve C, groupoid’lerinde ve Cy
setindeki, biitiin yapilara uyumlu U ‘nun degistirilen sol ve sag hareketlerinin ciftini
igerir. Ozellikle,i =0, 1, 2 igin (u,c) — u-cve(C,u)— C- U seklinde ifade
edilen U x Cj - C; ve C; x U — C; fonksiyonlar1 vardir. ki boyle

BAl: Her U x C; — C; fonksiyonu U ‘nun sol hareketini belirler ve her

Ci x U—>C; fonksiyonu U ‘nun sag hareketini belirler ve bu hareketler degisebilir.

BA2: U ‘nun her hareketi Cp lizerinde C; ‘in groupoid yapisim1 korur ve ozellikle

s, t: C; — > Cy kaynak ve hedef haritalar1 her harekete U-equivariant gorecelidir.

BA3: U ‘nun her hareketi C, deki grup islemlerini korur ve eger X € C»(p) ve u €U ise

Uu- X€Cyu- p)ve x- ueCyp - u)olur.

BA4: U ‘nun her hareketi C; listiinde C; ‘in hareketi ile uyumludur onun i¢in eger x €
Ca(p), a €Cy(p, q) ve u €U olursa
u.(x )=(u.x)"* € Cx(u.0)
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(x 3).u=(x.u)*" €Cy(q.u)

BA5: §: C, — C; sinir homomorfizmasi her harekete U-equivariant gorecelidir.

3

C:C,— C;, — G
caprazlanmis modiilii eger Co verteks seti monoid olursa, yari diizenlidir ve -Cy kendine
kendi sol ve sag diizenli temsillerinde davrandig1 - C iistiinde Cy ‘in bir biaction’u
vardir. Cp ‘nun bir grup oldugu yar1 diizenli bir ¢aprazlanmis modiiliin diizenli oldugu
sOylenebilir. 5

C:C,—» C,—3C
yar1 diizenli bir ¢aprazlanmis modiil olsun.Cy monoid’ini e 6zdeslik 6gesi ile birlikte
carpimsal bir sekilde yazariz.( a, b) — { a, b } seklinde yazilan C’deki bir braiding,
bir C; x C;—C, fonksiyonudur ki bu asagidaki aksiyomlar1 karsilar. ( burada a,a’,

b,b'€Ci,x,y ECovep,qECydir

B1:{a, b} €Cy((ta)(th)),{0¢, b}=01, , {a, 0c}=0ta
B2:{a, b + b'}={a, b}*" + {a, b'};

B3:{a + a', b}={a’, b} + {a, b} *®

B4: §{a, b}= -(ta.b)-a.sb+sa.b+a.tb;

B5:{a, 8y}=-(ta.y)+(sa.y)*“ ve y €Cy(q);

B6:{ 6%, b}=-(x.sh)P +x.tb ve x € Cx(p)
B7:p.{a, b}={p.a, b}

{a, b}.p={p.a, b}

{a.p, b}={a, p.b}

Ornek. 5

C, —»C
Gruplarinin ¢aprazlanmis modiiliindeki bir braiding, asagidaki aksiyomlar1 karsilayan
{,}: CixCy — C,fonksiyonudur.
(i) {a, b+b}={ab}"=fa, b},
(ii) {a+ a',b}={a" b}={a, b}
(iii) 5{a, b}=[b, a],
(iv) {a, 8y}=-y+y*
(v) {6%, b}=-x P+x,
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kiburadaa,a ,b,b €Cy ve x,y €C, dir.

A. Joyal ve R. Street keyfi monoidal kategori igin braiding kavrami tanimlamis ve
ozellikle seritlenmis kategorik gruplari dikkate almislardir. Bunlar (a , by—{ a*, b}®
seklinde verilen bracket igslemi ile birlikte, seritlenmis ¢aprazlanmis modiiller anlamina
gelirler.Bu degisiklik isaretler kurallarindan sadece bir tanesidir.

B1, ... , B7 aksiyomlar1 D. Conduche tarafindan L —» M —> N
2-¢caprazlanmig modiiliindeki M x M — L Peiffer lifting’i i¢in verilen aksiyomlarla
acike¢a yakindan iligkilidir. Bu iliskiyi §2 ‘de inceleyecegiz.

[8] de caprazlanmis bilesiklerin &rs Kategorisi tensor iiriini -@Q- ve 6rs ‘ye
simetrik, yakin monoidal yapt veren CRS( - , - ) i¢ hom functor ‘u ile birlikte
bahsedilmistir. C ve D ¢aprazlanmis bilesiklerinin CQD tensor {iriinii, biitiin ¢ € Cy, ve
d € D, i¢in m+n boyutunda ¢ @ d elementleri tarafindan ¢aprazlanmig bilesik olarak
olusturulmustur.CQD i¢in[2, onerme 3.10] da bir sunum verilmistir.Suan ki ¢alisma
icin [8] nin 6nemli kavrami ¢aprazlanmis bilesiklerin 6:(A,B) — C bimorfizmasi
dir.Burada A , B, ve C ¢aprazlanmus bilesikler ve 8 ise Ay X By— Cp4p haritalarinin
kiimesidir.0 tarafindan karsilanan kosullar.Brown,1987(3.4) i olarak verilmistir. Tensor
tiriini bimorfizmalar1 ¢aprazlanmis bilesiklerin morfizmalarina dontistiiriir, onun ig¢in
A® B — C caprazlanmis bilesiklerinin morfizmalar dizisi ile (A,B) — C
bimorfizmalar dizisi arasinda dogal bir tanim1 vardir (Brown, 1987)

CRS( C,D ) gaprazlanmis bilesigi, C — D ¢aprazlanmis bilesiklerinin biitiin
morfizmalarmin &rs ( C,D ) dizisine kendi CRS( C,D ) verteks dizisi olarak sahiptir.
m > [ i¢cin CRS ( C,D)y f: C—D morfizmalari iizerinde h: C — D m-fold sol
homotopilerini igerir, ki h, m derecesinin bir haritasidir boylece h;: C; — D4 bir
derivasyondur ve h;: C, — Dy (r =2 )Cy; ve D; ‘in hareketleri ile uyumlu
groupoid’lerin morfizmasidir. Homotopi kavrammin ve CRS( C,D ) ¢aprazlanmig
bilesik yapisinin tiim detaylar1 Brown, (1987)’ de verilmistir.

Tensor iirlinliniin ve i¢ homfunctor’un temel 6zellikleri asagidaki sonugta 6zetlenmistir.

3.2. Teorem — & B functor’u &rs’den brs’ye CRS(B,—) functoru’na sol esleniktir.
(i)A, B, C ¢aprazlanmis bilesikleri i¢in ¢aprazlanmis bilesiklerin dogal izomorfizmalari
vardir.

(AR®B®C=AR(BK®C),

CRS(A®B,C ) = CRS(A, CRS(B, C))
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Bu yiizden eger C bir gaprazlanmis bilesikse, END(C) = CRS( C,C ) ‘yi diizenleriz ve
3,1 dnermesi yoluyla, bu bilesim haritasi ile birlikte 4rs ‘de bir monoid olur.
y: END(C) ® END(C) — END(C)

Her hangi bir A ve B ¢aprazlanmis bilesigi i¢cin (A @ B)o = Ag X Bp oldugunu ve

yo:brs(C,C)® Hrs(C,C)—— (C,C)
fonksiyonunun 4rs ‘deki morfizmalarin sadece bilesimi oldugunu gérmenin ¢ok kolay
olduguna dikkat ediniz. Simdi C’nin AUT(C) otomorfizma yapisini, &rs‘deki C’nin
otomorfizmalarminAUT(C) verteks setindeki END(C)nin tam subcrossed bilesigi olarak
tamimlayabiliriz. Kisitlama yoluyla y: AUT(C) & AUT(C) — AUT(C) bilesim
haritasin elde ederiz.
Eger C n-truncated g¢aprazlanmig bilesik ise, ki r > n i¢in, C , Cy da degersiz bir
groupoid’dir 6yleyse END(C) deki n'den daha biiyiik olan deger haritalar1 ister istemez
degersizdir , bundan dolay1 END(C) ve ayn1 zamanda AUT(C) de n-truncated’dir.
Ozellikle, C ¢aprazlanmis modiil ise (2- truncated caprazlanmis bilesik demektir.) 0
zaman AUT(C) de tekrar ¢aprazlanmis modiildiir. Ancak, C gruplarin g¢aprazlanmis
modiilii olsa bile, boylece Cp tek bir noktadir, o zaman AUT(C), ¢aprazlanmis modiiller
kategorisindeki C nin otomorfizmalar1 nin seti, AUT(C) verteks setli bir groupoid
tizerinde c¢aprazlanmig bir modiildir. Bodylece groupoid’ler {izerindeki teori

kaginilmazdir.

Tamim 3.1.(Caprazlanmis Kare) k degismeli halka, R, k cebiri ve D, C, B’ nin her biri
R-cebir olsun.
RxC —>» C RxB —*B RxD —»D
(r,c)—»(r.c) (r,o) > (r.b) (r,d) —(r.d)
Etkileri ve,
0. C—»R,0""D—R, f': D—Cve ;- B—» R R-cebir morfizimleri ve
h:CxB—D
olmak tizere
(i) 9, B, 0", B’ birer gaprazlanmis R-modiil.
(if) 0 ve f, R nin etkileri korumasi
(iii) r.h(c, b) = h(r.c, b)
(iv) h(c+c', b) = h(c, b) + h(c', b) ve h(c, b+b") = h(c, b) + h(c, b’)
(V) h(B'@d), b) = d.p(b) ve h(c, d'(d)) = dc.d
Sartlari her c,c' €C, b,b' €Bved € D i¢in gegerli ise
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Sekil 3.1. Caprazlanmig Kare

Karesine, bir ¢caprazlanmis kare denir. Caprazlanmis kareler ¢aprazlanmis modiiller

olarak diisiiniilebilir.

3.3 Teorem. (C; , Co ) groupoid’i iizerindeki C: C, —» C; ——3F Cy ¢aprazlanmig
modiilil, sadece ve sadece yonlenmis ve yar1 diizenli olursa caprazlanmis bilesiklerin
kategorisinde ki bir monoid olur.

Ispat. C’nin 4rs’> de bir monoid oldugunu, 0 tarafindan gosterilenin bir verteksli *
caprazlanmis bilesik ve her boyuttaki degersiz grubun 1°den daha biiyiik ya da 1’e esit
oldugunu varsayalim. O zaman n:0——C ve p’nun p;: Cj X C; — Cj4; haritalar
kiimesini igeren bir bimorfizmaya karsilik geldigi u:CQC —» C; ¢aprazlanmis
bilesiklerin morfizmalarina sahip oluruz. p;j agisindan C’deki monoid yapi icin
tanimlayan diyagramlar1 yeniden yazarsak, esdeger degistirilebilen diyagramlar1 elde

ederiz.

(1) CixCjxCy —— > CiwxCy
1 X pak Hitjk
CiXCj+k _— Ci+j+k

(2) I]ix1 Ixnj

OjxCip ——» CiXCj<—CiX0j

Ci+j
Sekil 3.2. Caprazlanmis Bileskelerin Diyagrami
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| >2 ise C;,Cy verteks dizisinde degersiz bir groupoid oldugunu ve boylece C) igin
tiim haritalar (ister ¢aprazlanmis bilesikler isterse de bimorfizmalarin haritalar1 olsun)
degersiz ama Cy’da basepoint olduguna dikkat ediniz.
Agike¢a i=j=k=0 ile yukaridaki diyagram C dizisinde, juxtaposition ve kimlik no(x)
olarak yazdigimiz pgo:CoXCy— Cy cagrisimsal carpma ile birlikte e olarak yazdigimiz
monoid bir yap1 ortaya koyar.

peCo,a eC; vex €Cyigin sunu olustururuz.

p'a:.uOl(pva) ) a'p:,uIO(a’p) ) p'X:/,Loz(p,X) ,X'p:‘llzo(X,p)

C, ve C, dizilerindeki Cy ‘in sol ve sag monoid hareketlerine sahip oldugumuz ve
bu hareketlerin ¢evirdigi, (1) ve (2) deki i, j ve k ‘nin uygun segimlerini siirdiiriir. Ornek
(1)deki (i, j ,k) = (2,0,0) seti biitiin x €C, ve p ,q € Co i¢in, X - (pq) =(Xx-p) - q iken,
(1) deki (i,j)=(0,1) dizisinin biitiin a € C; igin, e - a =a verdigini gosterir.Dahas1 C; ve
C, deki kimliklerin Cy‘nun hareketiyle kendi aralarinda dondstiiriildiiklerini (2)’ den
buluruz.

[8] ‘de verilen bimorfizma i¢in tanimlanan formiillerden siirdiiriir ki burada u , C
caprazlanmis modiiliinde ki Cp nun biaction’ 11 indiikler ve C yar1 diizenlidir. Dahasi ,
p11: C1 X C;— C, C’de bir braiding tanimlar. B7 aksiyomu diyagram (1) deni, j, k
‘dan birisini 0 olarak ve kalan ikisini 1 olarak segerek elde edilir.B1 aksiyomunun ikinci
pargasi diyagram (2) den i = 1 = segerek elde edilir.Bir braiding i¢in kalan aksiyomlar
W11 i¢in bimorfizma formiillerinden siirdiiriiliir.

Diger taraftan, verilmis olan bir braiding  li yar diizenli ¢aprazlanmis modiilii
gozden gegirmek basittir { ujj: Ci x C; — Ci4j } bimorfizmasini ve (1) de yapilan ve
(2) de degistirilen n: 0 — C caprazlanmis bilesiklerin haritasini elde etmek icin
verilen prosediirii ters ¢evirebiliriz.

2. Seritlenmis, diizenli ¢aprazlanmis modiiller ve simplicial gruplar G.d; yiiz haritalar
ve sj yozlagma haritalar1 ile birlikte bir simplicial grup olsun. G.° nin N(G.)Moore
bilesiginin dp, kisitlamasi ile verilen N(G.)n = N(G)m-1 smurt ile birlikte su sekilde
tanimlandigini hatirlayiniz.

N(G.)o = Go ve N(G.)m = {sekil 1} ker(di: Gy Gn-1)
Simplicial gruplar W functor ’lar1 ve geometrik kayrayis yoluyla homotopi type’larin
cebirsel modellerini olusturur ve G.° den elde edilen CW-bilesiginin homotopi gruplari

N(G.) Moore bilesiginin homoloji gruplaridir. Daha kapsamli detay i¢in Curtis,(1971)’e
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deginiriz. G. nin Moore bilesigi n ‘den daha biiyiik boyutlarda degersiz ise, 0 zaman
G. (n+1) type’in modeli olur.
Conduche, (1984)’ de truncated simplicial grup tarafindan belirlenen bir simplicial grup

i¢cin gerekli ve yeterli durumlar vermistir.

3.4 Teorem: G bir n-truncated simplicial grup olsun. 0<j < n igin Gj= G’j ve m>n
icin N(G.)=0 ile birlikte G simplicial grubu var olur ancak sadece ve sadece G,
asagidaki kosullar1 karsilarsa:

(*) I ve Jbos olmayan alt kiimelerine her { O, ... , n} bolmesi i¢in N; € | ker dj ve N;&;
ker dj alt gruplar1 elementwise degistirir. Dahas1, bunun gibi bir G. izomorfizmaya kadar
tektir.

Bundan sonra devam edecegimiz sey, 2-truncated simplicial gruplarda dogal olarak
tanimlanmis ya da deger almis olan functor’lar kurmaktir. Conduche © nin teoremi bu
functor’larin uygun olan yerde saglanan Condition (*) tutan simplicial gruplarin
kategorisine kadar genisledigini ya da onlar tarafindan kisitlandigini sdyler.

Simdi bu boliimiin ana teoremine gegiyoruz.

3.5. Teorem: Seritlenmis, diizenli ¢aprazlanmis modiillerin BRHEM kategorisi, lenght
2 ‘nun Moore bilesigi ile birlikte simplicial gruplarin goq,(z) kategorisine esdegerdir.

Bu teoremi kanitlamak biraz zamanimizi alacak ve bu ¢6ziime ikincil sonuglarin bir
dizisi sayesinde ulasacagiz. G. simplicial grubu ve seritlenmis, diizenli ¢aprazlanmis
modiiliin yapisal bilesenlerini tanimlayarak baslariz;G. nin 2-truncation’u Conduche’nin
(*) condition’u karsilarsa, bu bilesenlerin Bl , ... , B7 aksiyomlarin1 karsiladiklar
gortliir.

G. yukarida ki gibi bir simplicial grup olsun.O zaman G;, ker dp = o Go‘nin semidirect
{iriinii olur.ge G 6gesi,g(sodog™) € ker dg ve sodog € 56Go 0lan yerde g = g(sodog ™) (Sodog)
seklinde yazﬂabilir.g(sodog'l) Ogesi icin g ( eger g ayrintili bir ifade ise (g)  seklinde )

yazalim: sonra agagidaki iki sonucu gozlemleyelim.
3.1. Lemma( basta kabul edilmis teorem) G; dizisi, Go verteks dizisi, sirasiyla d; ve do

kaynak ve hedef haritalar1 ve dog = dih ise g+A=gh diye tanimlanan bilesim ile birlikte
bir gruopoid yapisi olusturur.
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3.2. Lemma.Gq grubu, sp yozlasmasi yoluyla G; dizisinde hareket eder, p € Gy ve ge G,
i¢in sunu olustururuz.
P-9=(SoP)3. 9" P =g(sop)

daha sonra (p-g) =(sop)E (Sop)™* , (g - p) =g Ve bu hareketler Gy kendindeki sol ve
sag diizenli hareketleri ile birlikte (G1, Gg) groupoid’inde Gy ‘in hareketini diizenler.
X €G, ise, X(Sodox)'1 icin X yazariz. Sunu kurariz

C, = (ker do N ker d1) > $050Gp € G2
ondan sonra C,, p € Gg olan yerde C,(p) pargalarina boliiniir ve

Ca(p) = {x €Gy| dox = spp = d1x}

3.3. Lemma.Cy(p) dizisi, Sosop kimlik 6gesi ve -x =% ™ (sodoX) ile birlikte x +y =xy
seklinde tanimlarsak bir grup haline gelir. Dahasi, Go, g * X = (SoSod)X Ve X * q = X(SS0q)
oldugu yer olan ( C,, Gp) groupoid’ inin solunda ve saginda hareket eder, onun igin

X € Cy(p) ise 0zaman, q-x € C,(gp) ve x-q = Cy(pq) olur.

3.2. Onerme. g €G; (p,q) ve x €Cy(p) olsun.
X8 =dog - ((5:9)" % (519)) olur.
Sonra (X, g) —x? C,‘de Gy’in hareketiolur ve C,, d2|C, limit homomorfizmas: ve

Lemma 2.5 ‘te verilen Gg biaction’u ile diizenli, precrossed G; modiiliidiir.

Ispat. Gy(p)’ ye Cy(p) d, haritalarin1 ve groupoid’lerin homomorfizmalar1 oldugunu ve
dahas1, do(X?) = soq =d1(X°) onun icin x* € Cy(q) oldugunu kontrol etmek kolaydir.
Simdi ise C,’de G;’in hareketine sahip oldugumuzu dogrulayacagiz. Eger X, y € Ca(p),
g €Gi(p,q) ve h €Gy(q,r) ise, suna sahibiz;

X9 +y %= dog.((519) " %(519))+dog.((520) "y(519))
= dog((519) ‘%(519)) 'y(510))
= dog-(((510) " %(519))((519) 'Y (519))
= dog.((519) %(519)) " (519)((529) " ((529) 'Y(510))
= dog.((519) "% (5:0) X %(510)((519) " (519)(519) 'Y(510))
= dog.((529) "X +Y)" (10)
=(x +y)°.
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Benzer sekilde, x oHh = (X@’)h oldugunu da kontrol ederiz. Sonra énermenin geri kalan

iddialarin1 dogrulamak basittir.

3.3. Onerme. dy: C,—~G; precrossed G; modiilii, G, de sadece ve sadece
[ker do N ker d; , (ker dp N ker d1)s; G; N ker dy]=1

olursa ¢aprazlanmis bir modiil olur.

ispat. x, y € Cy(p) olsun. Hesaplama -x + y + x =p - (x¥x) oldugunu gosterir oysa
yi% = p - (510.x Jsadox) dir. Oyleyse sadece ve sadece her p € Gy i¢in ve biitiin X, y
€Ca(p) igin [xs102x™y] =1 olursa, bir ¢aprazlanmis modiiliimiiz olur. xs;d,x™* =%s:d, ¥
"1 icin, esdeger bir sekilde, sadece ve sadece [¥5:d> % 7, ¥ ] = 1 olursa caprazlanmis
modiilimiiz olur. ker d, % s;G; olarak G, nin semidirect product decomposition‘ na
bagil olan ker do N ker d; nin 6gelerinin ifadelerinde meydana gelen ker d; nin dgelerini
iceren { Xs,d, X *|x €C,(p)} dizisini ve
{¥ly € Ca(p)} = ker do N ker dy
yi inceleyiniz. Bu sudur
{%s:d, X Yx €Ca(p)}=(ker do N ker d1)s; G; N ker d,

3.4. Onerme. G, nin {g,h} olarak gosterilen dgeleri g, h €Gy icin dog - [s1h,S0g™ 510] -
doh Boylece (g ,h) = {g,h} fonksiyonu B1 , B2, B4 ve B7 Aksiyomlarini yerine getirir.

ispat. B1 igin, do {g,h} deki komiitatoriin ilk terimini kaldirdigi ve d; ikinci terimi
kaldirdig1 i¢in, do{g,h} = so(dogdoh) = di{g,h} oldugunu inceleyiniz. Boylece ,{g,h}
€C,(dogdoh) ve agik¢a {1,h} = seSedoh ve {g ,1} = S¢Sodog “dir.

Simdi, B4 ve B7 yi okuyucuya birakarak, B2 yi dogrulayacagiz. doh=d;Kk ile birlikte
g,h,keG; olsun.

{9, h+k}={g, hk}
=dog.[s1hs:k, s0g™s:1g].do(h + k)
= dog.[51k*[51h, S0g*s10]5:k[51K, Sogs10]).dok
= dog.[s:k*[51h, Sog*s1g]51k + [51K, Sog*s10]).dok
= dog.[s:k*[51h, Sog*s1g]s1k.dok + {g, k}
= dog.[s1k™dog ™. {g, h}.doh™)s1K).dok + {g, k}

= dgg. (51K S0S00og ™ ({0, h}.doh™.dog™)soSodogs1k).dok + {g, k}
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= dog(s1(dog.k) {9, N} s1(dog.K)). dok + {g, k}

= dog(sl(dog.k)'l({g, h}. dok_l)_ s1(dog.k)). dok + {g, k}
=(({g, h}. dok™) %™ %6 + {g, k}

={g, h}*o®* + {g, k}

Simdi ise G ‘deki , (g , h) +— {g,h} fonksiyonunun bir braiding oldugunu
saglayacak olan ek varsayimlar belirleyecegiz. K1 Gy, g € Gy olan spg™s1g ¢ nin biitiin
Ogeleri tarafindan olusturulan ker d; ‘in alt grubu olsun ve K,€G,;, g € G; olan

S0g*s150d1g “ nin biitiin dgeleri tarafindan olusturulan ker d, ‘nin  alt grubu olsun.

3.5. Onerme. Eger G, ‘de [ Ky , ker do n ker d2] = 1 ve [ker do N ker d; , K] =1
olursa, o zaman (g ,h) —> {g,h} fonksiyonu B5 Aksiyomunu yerine getirir. Eger
G, ‘de [ si(ker do) , ker di N ker d2] =1 olursa, o zaman (g, h) — {g,h}fonksiyonu

B6 Aksiyo munu yerine getirir.

Ispat. ker do N ker dy* nin, z € ker do N ker d; olan 7510,z “nin ogelerini igerdigine

dikkat ediniz. O zaman eger g €Givey €Cy(q) ise

{0, dz, y} = dog.[5102y, S0g™510].dodl2y
= dog.[s12y, Sog*s19].9
= dog.[y, o9 ™s10].4
=s0S00ogy 510 S00YS0g 51950500
= SoSodogy 510 ™*s150010yS150019 51950500
=50S0tog(-y)" SoSotod " SoSotlogSoSo0is1S0d 19 (d19.y) 195000
= (dog(-Y)) ( dog.01.(52(9.9) *(h9.y) 51(9.01)))
=- (dog.y) + (d1g.y)""

ve bu B5. B6 Aksiyomunun dogrulamasi [ si(ker dp) , ker di n ker d; ] =1 kosulu

altinda ayni1 sekilde devam eder, dolayisiyla detaylart atliyoruz.

3.6.0nerme. Eger G, ‘de [so(ker d1), [s1(ker do), Ki]] = 1 = [sa(ker do), [So(ker d1), Ki]]
olursa, o zaman (g, h) — {g,h} fonksiyonu B3 aksiyomunu yerine getirir.

Ispat. dog = dsh ile birlikte g, h, k € Gy olsun.
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{9 +h, k}={gh, k}
= do(gh). [s1k,So(gh) *s1(gh)] .dok
=doh.[s:k, soh™sog*s1gs0hsgh*s1h].dok
= doh.[s1k, soh™ssh]s:h™soh[s1k, soh™seg™s1gseh]soh™s1h).dok
= doh.[s1k, soh™s:h] + s:h™soh[s:k, soh™seg*s1gsoh]soh™s:h).dok
={h, k} + doh.(s:h™soh[s1k, Soh™sog™s1g50h]soh*s1h)dok
Simdi komiitatorii ikinci terimde dikkate alalim:
[s1k, soh™seg™s1gs0h]
=[s1k, soh™s0S0dogs0g 5195150009 s0h]
=[ s1k, soh™s0s001hs0g™s195050d1h™s0h]
=[ s1k,[s0S0d:h™soh, *s:g™s0g] 509 514]
=[ s1k, sog™* 519] 5197 Sog[s1K, [Sosodih™ soh, 5197 s0g]] S197™s0g
=[ s1k, sog™ s19],
Soyle oldugu i¢in
[s1k, [Sosodih™soh, 519 sog]] € [sa(kerdo),[so(kerds),K1]]
Bu nedenle,
{g + h, kK}={h, k} + doh.(s:h™soh[s:k, Sog™*s19]s0h™s:h)dok
={h, k} + doh.(s:h™sosod1h[s1K, Sog ™ s19]S0S0d:h ™ s1h)dok
[So(ker dj), [si(ker dp) , Ki]] =1 oldugu i¢in. Ama dog = d;h oldugu i¢in, suna sahibiz
{g + h, K}={h, k} + doh.(s:h™ses0dog[s:k, S0g™s19] SoSodog ™ s1h)dok
={h, k} + doh.( seSodok SeSodok*s:h™(dog. [s1k, Sog™s1g]. dok. dok™ dog™)s1hsesedok
={h, K} +(dohdok). (s1(h.cok) ™ ({g, k}.dok™.dog™)s1(h, dok))
={h, k} +(dohdok).(s1(h.dok) {g, K}s1(h, dok))
:{h, k} + {91 k}h.dOk
ki bu B3 Aksiyomudur. Simdi @: /52— BRM functor “‘unu tanimlayalim( Teorem
2.1’e dayanarak) A: BREM — (5(2) functor’unun olusturulmasini agiklamaya devam
edecegiz ve ® ve A ‘nin kate gorilerin denkligini verdigini kanitlayacagiz.
C: (Co,—>Cy —>Cy) bir seritlenmis, diizenli ¢caprazlanmis modiil olsun.O zaman
C:—=3Co, p—> 0y alan so: Co— C; yozlagma ve ab = a - sh + ta - b seklinde
verilen Cy’deki grup yapist ile birlikte 1-truncated simplicial grup olur.
Sunu kurariz

G,={(w;a,b,c)|weCy,a,b,c€Cy,ow=a+b —c, sa=sc}
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G,— C; yiiz haritalar1, Sog = (Osg ; Osg, 9, 9) Ve $19=(0,5; 9, 0g, g ) yozlagsmalar
ile birlikte do(w;a,b,c)=b, d(w;a,b,c)=c ve do(W;a,b,c)=a
seklinde tanimlanirlar.

G; ‘nin bir 6gesini su sekilde betimleriz.

p. —— 1

W,

Ki burada sa = p = sc, ta = g = sb ve tb = r = tc. G, ‘deki bir ¢arpim su sekilde
verilmistir (W ; a, b, c)(w’ ;a’ ,b’,c’)= (w’;aa’, bb’, cc’ )Ki burada w”’
aslinda diyagram tarafindan tanimlanmistir.

c.p' r.c

pp —>

N b

Sekil 3.3. Simplisel Grup Uggeni

w.p'

29%¢

Daha dogrusu, dw’’‘nin diagramin sinir1 olmasini isteriz ve sunu yaptigimiz zaman bu
durum yerine gelir.

W mwep b, a} P T e (pay) e p
(0¢; O¢, O, Og) “in bir kimlik oldugu ve w ‘nin asagidaki tarafindan belirlendigi yer
olan (w;a, b,c)t= (w;a*, b, c?) oldugu agiktir.

Oe=w-pl+{b,al} L ral y (. )l
Sadece tanimlanmis ¢arpimin iliskisel oldugu hemen belli degildir. x; = (w; ; ai, bi, Ci)

€Gsolsun, ki burada i =0, 1, 2 ‘dir. O zaman
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Xo(X1X2) = (U ; aoasaz , bobiby , CoC1Co)

(XoX1)X2 = (v ; aoazaz , bob1by , CoC1C2)

ki burada

U=Wo.p1pz + {Do, arps + Gy.apy 0PI+ roaLpz +0ata2)
+ (Fo-W1.p2) %2 + {ro.by, @) (COPLP2 * rlalp2 +0q1az)
+ (rory . w,) (€0pip2 + 10c1p2)

ve

U=Wo.p1pz + {bo, ay pp Y OPI2+0ALPAL (1) ) p,)0PIP2
+{b0.q1 + r0.b1, az}-(coplpz +r0c1p2+r0rla2)

-(cOp1p2 + rOclp2
+(rory.w) P 2

B2 ve B3 ‘i kullanarak { , } terimlerini genisleterek sadece ve sadece asagidaki durum
olursa u = v oldugunu buluruz.
(ro-Wl-pZ) - cOplp2 + {ro-bl az}-(coplpz + r0clp2+r0Orla2)

+{0o.q1, a2}

-(cOp1p2 + rOclp2+rOrla2
+{bo.01, az}( plp p )

rOb1g2-(cOp1p2 + rOclp2+rOrla2)

-cOplp2 -(cOp1p2 + rOclp2+rOrla2
+{r0.W1.p2) pip +{I’o.b1, az}( pip P )

Sol taraftaki ilk iki terimin &zeti i¢in y yazin ve g = -(Co* P1p2 + ro * C1 * P2 + rof1 * a2).
O zaman u = v ‘dir ancak sadece ve sadece
y+{bo- i, a2} ¥ ={by- qu, az}® +y
ki buda sadece ve sadece
{bo" 01, @} ™9 =y +{bo- qu, az}’ +y ={bo- qu, az}*"”

CM1 ve B4‘i kullanarak ro- by - g2 + g = g +dy oldugunu gbézden gegirmek basit bir
konudur.
Bu seritlenmis, diizenli caprazlanmig modiilden bir 2-truncated simplicial grubun
tanimin1 tamamlar. Teorem 2.1 ‘in komiitatér durumlarinin gozden gecirilmesi geriye
kalmistir. x,y € Gy olsun: dikkate alinacak 3 durum vardir:

Durum 1. dox =0, d1y = 0. = dyy

Durum 2. dix=0e, doy = 0. = dzy

Durum 3. dyx=0¢, doy = 0 = dry
Durum 1 igin detaylar veririz. Boylece Xx=(W ; a, 0., C), y = (w’, 0s, b, 0c) V& Xy = yX
‘dir ancak ve ancak
c

=w’-p+{b, a}” +wolursa.
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Simdi 0w =a - cve ow’ = b ve B6 ve CM2 kullanarak sunu goriiriiz
W= awt+ w ™ +w
=-wAwp+(-(w e p)tw) 4w
=-wtw -p+{b,a}"+w

ve istenen sonug asagidadir.

Teorem 3.6 “ nin ispati. @: (92 —> BRM ve A: BRIM — /52 functor’ larinin
kategorilere denklik verdigini gosterecegiz.
C:(C;—>» Ci—= (o)
seritlenmis, diizenli ¢aprazlanmis bir modiil olsun. O zaman A(C) length 2 Moore
bilesigi ile birlikte bir simplicial gruptur. Madem ki B : ( B,—B; —3 By ) 0 zaman
A(C) = G. ve O(G.) seklinde yazariz. ® ve A tanimlarindan Cy = By, C;= B; oldugunu
ve B ‘deki kaynak ve hedef haritalarin C ‘dekilerle ayn1 oldugunu anliyoruz.
ab = a - sb + ta - b grup islemi ile birlikte G; = C; ‘dir ve B ‘deki groupoid islemi sudur
a + b =asodo(a)’b
= al1b
=(a-ta)b
=a-tat -sb+ta-ta’) b
=a+b
ki burada sag taraftaki +C ‘deki groupoid islemini ifade eder. Bundan dolay1 ( C;, Cp)
ve (B, Bo) groupoid’leri 6zdestir.
G,={(w;a,b,c)] weCy,a,b,ceCy,ow=a+b-c,sa=sc)
ve boylece
B2p) ={(w;a, 0,,00)|w€ECy,a €Cy, ow=a,sa=p =ta}
={w eCy| sow)=p=1tiw)}
={w eCy| ds(w) =p =0t (w)}
={w €Cq| sw)=p=t(w)}
=Ca(p)

Buradaki izomorfizma dizilerin Onciil bijection’idir ama kolayca gruplarin
izomorfizmast olarak goriilebilir. (C;, Cp) lizerinde ¢aprazlanmis modiillerin bir
izomorfizmasi oldugunu gosterecegiz. w* den (w,; ow, 0y, 0y) ‘ve 8] Co(p) haritalarinin
oldugu—>6: C, |—> B, ‘yi inceleriz. B ‘nin sinir1 f: (w;a, b, c) a ‘dir onun
icin 0 =6 “dir. G, ‘deki sunu hatirlayin
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(wi;a,b,c)(w;a,b’,c’)=(w’;aa’,bb’,cc’)
buradaw’ =w-p’+{b,a’} " "+ (r-w) ‘dir. x €Cy(p) Ve a €Cy(p, Q)
olsun. O zaman
0()* =ta- (51(@)™ (0 (x) - 100" )s1(a)).
Simdi t6(x) =p ve s0Sop =(0p; 0p,0p,0p) onun igin
0(x) - ()" = (x - p™; dx - p™, 0e,0e )
dahasi, S1(a) = (0y; a, 04 ,a) ve sl(a)'1 = (0p1; at, Og1 a'l). Soyle stirer
s1(@) " (0%) - 106) ") s(@)= (" X" G+ (-a +ox +a) 0, 0e)
ve boylece 6(x)* = (X" ; -a + ox + a, Oq, 0y ) = 0 (x“) dir , bu nedenle 0 ¢aprazlanmis
modiillerin bir izomorfizmasi olur. 6’ nin Cy = By ‘nin hareketlerini muhafaza ettigini ve
bdylece diizenli caprazlanmig modiillerin izomorfizmasi oldugunu dogrulamak kolay bir
konudur. Son olarak , 0 ‘nin braiding ‘i muhafaza ettigini kontrol ederiz, bu su demektir
2 0{a, b}c ={0(a), O(b)}s (burada {,}cve {,}s C veB ‘de braiding’dirler. Simdi
{a.blg =ta- [s1(b - tb'l) , Soa'lsla] - tb  “dir , burada komiitator G, grubunda
degerlendirilmistir.Sunu kesfederiz
s1(b.th™)=(0sp; b.th™, O, b.th™),
s1(b.th™) ™ =(0sp-1; -b.sb?, O, -b.sb™),
spasia’=({a’, a}; sa’t.a, at.ta, O,
s;as0a’=(0c; a™t.sa, tat.a, 0c)
ve bunu
[si(b-tbh), seas1a] = ({ta™ - a, b-tb'};-b-tb?-tat-a sh-tb?

+ta"-sa-b bt +tat - a, 0, )

bu nedenle
{a,bl}s={a,bjc;-ta"b -a-sb+sa-b+a-th,Oum,Ouns)=0{a, bj)

Simdi sadece C,deki identity’den ayrilan ve sadece C ‘nin sinir1 kullanarak tanimlanan,
dolayisiyla dogalligi dogrudan olan, BRéM ‘de :C—>OA(C) izomorfizmamiz oldu.
Simdi G.length2‘nun Moore bilesigi ile bir simplicialgrup olsun.@(G.)=(C, — C;
Co) ve 40(G.) = H.. seklinde yazariz.Gy = Hp ve G; = H; ve G. ve H. ‘nin 1-
truncations  simplicial grup yapilarinin 6zdes oldugu kontrol etmek kolaydir.Simdi
G, — H; fonksiyonunu tanimlariz. Bu fonksiyon x € G, 6gesini C»(d1d1x) grubunun
icine katlayacaktir: x ‘in katlanisi, x  in yiizleri ile birlikte, daha sonra H, ‘nin 6gesini

Verir.
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X €G3 olsun. Sunu tanimlariz
¢(X) = XSonX_l SldoX51d1X_18050d1d1X
O zaman do¢p(x) = sod1d1x = d1¢p(X) ve

dagp(x) = doxsedodax  doxdix sed1dix = dox + dox - dix € Gy

Simdi @ (X) = (¢p(x); dox , dox , diX) yoluyla @: G, — H; ‘i tanimlariz ve ® ‘in
gruplarin homomorfizmasi oldugunu iddia ederiz.Yukaridaki gibi x € G, alin:g = doX ,
h=dox,k=dix ,p=dig=dik,qg=dih=dog, ver =dek = doh seklinde yazariz.
Benzer sekilde, X €Gyicing’, h’, k', p’, q’, r’ ‘ye sahibiz. O zaman
D(X) D(x’) = (P(X) ; dox , doX , diX) (P(x’) ; dox’, dox’, dix’)

=", dyxx’), do(xx’) , di(xx’))
ki burada

X =90 . p + (hg P H(r ¢ ()]
=) . p + {hg )PP H(r )P
=p(x) . p +pp"(1(So(pp ) 'k g s0(rq ) ) (th.g 1-(rg )"
-s1(so(rq”) g K so(pp ) +s0Sorsesor ™ Seso(pp )
- s1(So(pp ) KX Soh "t sk sk si(Kso(pp )
=@(X) . p" + s1Ks1g 51509 151507 "1(sosorsl(g 'S0 q 1yt
“s1h "t sohsi(g'sog ™) Soh 7t s1h) seSeq” s1g 7t stk siso(pp )
+skx” soh "t s1h” s1k ™t sik 7 siso(pp )
= p(X) . p'+s1k sth ™ sohsy(g sog ™) soh ™ sihsi(g ™t sog ™) sik ™) . pp°
+( Sukx " soh "t suh skt suh ik L pp”
=((xsoh™ s1hsik ™) (s1ks:h ™ sghsa(g sog ™) soh sih
S1(g'sog ) sik ™) sk soh Tt sih sik Tt sik ™) L pp”
=xs1(g'soq "Y) soh * sthsi(g'sog ™) x soh 7 sih stk sik Y L pp”
Simdi S1(g” soq "x’soh "t €ker do N ker dy iken sph™s;h €ker d; ¢ dir, dolayisiyla sag

taraf su hale gelir.

(xxsoh "t soh™sihsah sk s1K) < pp” = @ (xx”)
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Bu yiizden @ bir homomorfizmadir ve X ¢p(X) , dox ve dix tarafindan belirlendigi igin
, 0 zaman @ injektifdir. Simdi agik¢a H; su dizidir.
Ho={(w;a,b,c)|w€EGy,a,b, c Gy, dw=s¢dia =diw, dia = diC,

doa = dib , dob = doc , dow = asedoabesedrc }
ve(W;a,b,c)=d (Wsosodlc'lslcslb'lsob) oldugunu kontrol etmek kolaydir onun i¢in
@ ortendir ve bundan dolayi bir izomorfizmadir.
Su elde mevcuttur ki @ G. ve H. ‘nin 2-truncation’larinin yiizleri yozlagmalar ile
uyumludur ve bundan dolay1 simplicial gruplarin G— H izomorfizmasini tespit ettik
Dahasi, @, sadece G* nin yiiz ve yozlasma haritalar1 kullanarak tanimlandig1 igin,
dogallik kesindir.
Simdi ise, ®A = id ve A® = id functor ’larinin dogal izomorfizmalarinin varhigin

kanitladik, onun igin A ve O kategorilerin denkligini verir.

3.3.-Caprazlanmis modiillerin ilk olarak N-gruplarin bileskeleri

L <2+ M —2% N
ve N-equivariant homomorfizmalarini igerdigini Conduche (1984) ‘den hatirlayalim,
burada N grubu birlesme yoluyla kendi basina hareket eder, dyle ki

L —<» M

bir ¢aprazlanmig modiildiir. Bundan dolayr M, L ‘de hareket eder ve biitiin leL ,m €
M ,n €N igin (™" = (I")™ ‘ye ihtiyag duyariz. Dahasi, asagidaki aksiyomlari yerine
getiren, Peiffer lifting denilen, (,): M XM — L fonksiyonu vardir.
PL1: <mo,m;>=mo m; mm; o™
PL2:<dl, m>=I""
PL3:<m, dI>=["o"
PL4:<mg, My, Mp>=<mg, Mp><mMg, my>"2 o0
PL5:<mgMmy,M,>=<mp, My>m;<mjy, m, 70>

PL6:<mg, m;>"=<my", m;">

2-tM, 2-¢aprazlanmis modiillerin Kategorisini belirtsin. O zaman Teorem 2.2 ‘nin
denkligi, 2-4M ve /2 kategoriler arasindaki Conduche, (1984) denkligi ile birlikte 2-4M
ve BRM arasinda bilesik bir denklik saglar. Detaylar1 bulmay: ilgili okuyucuya

birakarak 2-4M ve BR4M arasinda nasil ileri geri gecilecegini gosterecegiz.
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C: (C,—>» Cy, — Cy) diizenli bir ¢aprazlanmis modiil olsun. C ile alakal 2-
caprazlanmis modiil A(C) simplicial grubun Moore bilesigidir. K olarak belirtilen, e€ Cy
verteksinde, C; ‘deki costar, sudur K = { a € C4| ta =e¢}.0 zaman K, her hangi bir a, b
€ K i¢in ab = ( a- sh) + b seklinde verilen grup islemi ile birlikte A(C);‘ in kerdy
altgrubudur.
s: K—Cy kaynak haritas1 gruplarin homomorfizmasidir ve C; iistiinde Cy biactionina
Co-esdeger alakalidir. Yeni bilesimin C;(e) verteks grubundaki grup yapilarina kadar
uzandigin1 boylece Ci(e) ‘nin K ‘nin altgrubu olduguna dikkat edin: bu agik¢a S ‘nin
¢ekirdegidir. Dahasi, Co, K iistiinde ¢aprazlanmiglama hareket eder: biitin a eKvep €
Co lar igin @® = p*+ @ - p * i kuraniz. ( Benzer sekilde belirttigimiz C; istinde Co
hareketiyle herhangi bir karisiklik olmamalidir.) O zaman s:Kk—C, homomorfizmasi,
K ‘daki ¢aprazlanmig harekete ve kendindeki Cy grubunun birlesme hareketine Cop-
esdeger alakalidir. Simdi, Cy ayn1 zamanda C,(e) verteks grubunda ¢aprazlanmislama
hareket eder ve dolayisiyla 0 ve s ‘nin Cp-esdeger oldugu gruplarin bilesigine sahip
oluruz.

Cae) 2> K— Co
0. Cy(e) — C4(e) ‘nin bir ¢aprazlanmig modiil oldugu biliyoruz: K ‘nin , Cy(e) € K
‘ya kadar uzanan, C,(e) tizerinde hareket ettigini, onun i¢in &: Cp(€) — K* nin bir
caprazlanmis modiil oldugunu iddia ediyoruz.
X €Cy(e) vea €Kolan (x,a) b— Xt a hareketini X : a=(x-sa)® seklinde
tanimlariz. Bu aslinda bir grup hareketidir ve 6 K-esdegerdir. Dahasi, K {izerinden ve
birlesme denk gelmesi yoluyla C,(e)* nin kendindeki hareketi, 5. Co(e) — Cj(e) igin,
caprazlan mis bir modiildiir ve biitiin X,y € Cy(e) i¢in

X2y =(x"s0y)” =(x-e)¥ =x¥=-y+x+y.

Bundan dolay1, d: Co(e) — K haritas1 ¢aprazlanmis bir modiildiir. Ayrica, Cy(e)
tizerinde Cp hareketi K¢ daki ile uyumludur.2-¢aprazlanmis modiiliin ihtiyag
duydugumuz son yapisal bileseni, braiding tarafindan kargilanan, Peiffer lifting ‘dir.C*
nin { , }:C:xC—€, braiding’ine sahip oldugunu varsayalim.O zaman (a, b) —
a' b} ta=(a,b) seklinde verilen K X K—> Cy(e) haritas: bir Peiffer lifting “dir.
Bundan dolayi, aslinda A(C) ‘in Moore bilesigi olan, su 2-¢aprazlanmis modiiliimiiz
vardir.

Cie) —>» K—>» (Cy
Simdi sadece tanitilan dogal izomorfizmaya kadar tersine cevrilebilen2-caprazlanmig
modiiliin yapilisinin nasil oldugunu gosterelim. Bu yiizden,
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L—2+G—2»P
2-caprazlanmig modiilii ve funktoriyal bicimde bu ¢aprazlanmis modiilden yapilmis ,
P,— P, —3 Py
diizenli, seritlenmis ¢aprazlanmis modiil ile baslariz.
Po‘ 1n koselerinin grubu P’nin sadece grubudur. P; ‘in 6gelerinin temel dizisi, s(g , p)
=ad(g)p ve t(g, p)=p kaynak ve hedef haritalar ile birlikte G x P ‘dir. Py * deki
groupoid bilesimi, eger p; = d(g2)p2 olursa, (91, p1) + (92, P2)= (0192, p2) seklinde
verilir.P,¢ nin 6gelerinin temel dizisi (I, , p) + (I2, p)= (l1l2 , p) bilesimi ile birlikteL x P
‘dir. 8: P, — P sinir haritas1 6(/ , p) = (9l , p) seklinde verilir ve P, tistiinde P;
hareketi , eger p = a(g)q ise (1,0)9" = (I°, q) seklinde verilir. Bu (Py, Py) iizerinde bir
caprazlanmis modiil tanimlar ve P,—» P; —3 Py ‘deki Py ‘in biaction ‘1 elde
edilir eger sunu tanimlarsak
p-(g.a)=(g"",pa), (3.9)-P=(g.0qp),
p-(1,g)=(I"",pa), (1,a)-p=(1,aqp),
ki burada (g, q)€P1, (I, q)eEP, ve pePy =P ve bundan dolay1 P,—» P,—3 Py
diizenlidir. P “deki braiding {(g1 , p1) , (02, p2)} = (( )", p1p2) seklinde verilir , burada
(,): GXG —> L Peiffer lifting ‘tir.
Bu 2-tM — @%M functor’unun tanimlanmasini tamamlar ve Teorem 2.2 ‘de
kastedilen 2-tM ve 3B%RM kategorileri arasindaki denkligin dogrulanmasinin
tamamlanmasi basittir.

BRUM — 152

N/

2-tM
Sekil 3.4. Caprazlanmis Modiil Uggeni

{$(@—2-tM denkligi Conduche tarafindan kurulmustu, dolayisiyla 3REM— (5(2)
denkligi Conduche ‘nin sonuglar kullanilarak ve 3RM —> 2-tM denkligi kanitlana
-rak kurulabilirdi. 3REM — 15(2) denkligini vurgulamayn iki sebepten tercih ettik. 11k
olarak, seritlenmis, diizenli g¢aprazlanmis modiiller ile kullanimi iyi kurulmus olan
kategoriyi dogrudan dogruya iliskilendirmek istedik; bu rol simplicial gruplar tarafindan
yerine getirilir, oysa 2-caprazlanmis modiiller daha az bilinendir. Ikinci olarak,
BREM—>5(2)  functor ‘u anlasilir bir geometrik igerige sahiptir oysa Conduche ‘nin

2-tM — (5(2) functor u geometrik olarak daha anlagilmazdir (Conduche, 1984).
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3.4. Caprazlanmis modiiller icin otomorfizma yapilar

Simdi sira §2 ‘de gelistirilen fikirler icin motive edici 6rneklere geldi. 3:M—»P
bir verteks =‘li 2-truncated g¢aprazlanmis bilesik olarak kabul edilen, gruplarin bir
¢aprazlanmis modiilii olsun. CRS(M, P, d), (M, P, 0)) ¢aprazlanmis bilesigini kurun:
bu yine 2-truncated ‘dir ve E: E; —»E; — E; seklinde ifade ederiz.

E ‘nin agik bir tanimi1 Brown, (1987)° den ¢ikarilabilir. Eq verteks dizisi 4. (M, P
, 9, M, P,0d)=EndM,P,d) (M, P, 0) caprazlanmis modiiliiniin
endomorfizmalarmin dizisidir. Ep ‘in 6gelerini ¢ogunlukla tek bir harf olarak ifade
edecegiz ve ayni harfi onun her iki bileseni yani M ve P ‘nin endomorfizmasi i¢in de
kullanacagiz.

E; biitin (M, P, d) —» (M, P, d) 1-fold homotopilerini igerir.(M , P, 3) ,
2’den daha biiyiik boyutlarda degersiz oldugu igin, 1-fold homotopi ue P, f €E, ve h:
P—M ‘nin bir f-tiiretme oldugu (u, h, f) tgliisi ile biitiiniiyle tanimlanir , onun igin
biitiin v, v’ €P icin h(v 'v) = h( )™h(v) ‘dir. Kaynak ve hedef haritalar1 s(u, h,
f)=ve t(u, h, f) =f seklinde verilirler ki burada f* biitinveP ve m €M igin su
sekilde tanimlanir.

2(v) = uf(v) oh(v)u™, ©(m)= (f(m)h a(m))**
Gerektigi gibi ek, oldugunu kontrol etmek basittir.E; ‘deki groupoid yapisi su sekilde
verilir ,
(U, hy, ) + (U2, hy, ) = (U2, hi+hy, )
ki burada, v € P icin, (hy + hy)(u) = ha(v)hy(v)* “dir.

E2 ‘nin bir 6gesi (M, P, d)—> (M, P, d) 2-fold homotopidir. Her biri, me M
ve feEpolan bir ¢ift (m, f) igerir. E; ‘deki groupoid yapist (m; ,f) + (m2 ,f) = (mymy )
‘dir. §: E; — Ey simr haritas;, hm(v) = m*®m olan (m, f)— (d(m) , hn, f) “dir.
hm* in bir f-tiiretme oldugu kontrol etmek kolaydir. Son olarak, E, ‘ deki E;* in hareketi
bu ¢: E; — E; ‘i bir ¢aprazlanmig E;-modiilii yapar.

(m, )"0 =m",f)

3.7. Onerme.l: 0Q (M ,P,3) — (M, P, d) ‘yaeslenik # 0 — E haritas1

ile birlikte y: EQE — E bilesim haritasi E ‘yi caprazlanmig bilesiklerin

kategorisinde bir monoid yapar.
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Ispat. Bu durum sadece Onerme 1.1 ‘in 6zel bir durumudur.

Yani Teorem 3.2 ‘ye gore, E yar1 diizenli ve seritlenmis’dir. Eo ve braiding’ in
biaction’in1 belirlemek icin y bilesim haritasin1 agikca anlamak zorundayiz. Bir
dogrudan hesaplama y‘ yi belirleyen bimorfizma i¢in asagidaki degersiz olmayan
bilesenlere yol agar.

EoxEo —>Eo: (f1, f2) —> fufy,

EoxE;x —E;: (f1, (u, h, f)) —(f1(u), f1h, f;f)

EixEo —Ea: ((u, h, f),f;) —(u, hfy, ff,),

EixE; —E: ((u, h, ),(ug, hy, f1)) —(h(uy), 1)

EoXE; —>Eo: (f1, (m, f)) —>(fu(m), f1f)

E2XEO —>E2: ((m, f), fz) —»(m, ffz)

Bu haritalar E “deki Eg ‘in biaction ¢ 11 ve E; X E; — E; braiding‘ ini verir. Eg
‘daki monoid yapist haritalarin olagan bilesimidir.
A=AUT (M, P, d),(M, P, d)¢aprazlanmis modiiliiniin otomorfizmalarinin A= Aut (M
, P, 0) verteks dizisindeki E° nintam alt ¢aprazlanmis bilesigi olsun.Boylece Ao, Ep
m birimlerinin grubudur ve A, diizenli, seritlenmis bir ¢aprazlanmis modiiliin yapisini
E ‘den miras alir.
Simdi, Az ‘nin bir 6gesi (M, P, d) otomorfizmasinin iizerinde bir 2-fold homotopidir ve
m eMve feAy olan (m, f) ciftini igerir. A; ‘in bir 6gesi (M, P, d) otomorfizmasinin
tizerinde bir 1-fold homotopidir veu eP ve f €Ay ve (u, h,f) ‘nin kaynak verteksini
veren (M, P, d) ‘ninf° endomorfizmasi gibi h ¢ nin bir P — M f-tiiretmesi olan,
(u, h, f) tclisini igerir.Agik¢a f (M, P, 9d) ‘in bir otomorfizmasidir ve sadece ve
sadece biitin vEP ve m €M i¢in asagidaki olursa (M, P, d) ‘nin bir otomorfizmasini
tanimlar.

g(v) =f(v) ah(v) , g(m) = f(m) ha(m)
Burada Whitehead, (1949) ‘in sonuglarini genisleten Norrie, (1987)¢ den dolay1
sonuglardan faydalandik. f € Eg igin, P —» M f-tiiretmeleri dizisi Der; ( P , M)

tarafindan ifade edilir.

3.8. Onerme. Eger f P ‘nin bir otomorfizmasi ise, o zaman Der¢ (P, M) su bilesim ile
birlikte bir monoid olur ve biitiin v € P i¢in kimlik 6gesi 0: v F—1 olur.
(h1 o ho)(v) = hy(V)ha(vE! dhy(v)) = ho(v)ha (V)ho(F* dhy(v))
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Ispat. Whitehead P — M tiiretmelerinden Der( P, M) dizisinde monoid bir yap1
tamimlamustir. Simdi, eger, f, P ‘nin bir otomorfizmasi ve h bir f-tiiretme ise, 0 zaman
hf! de bir tiiretmedir: bundan dolay1, Der( P , M) ‘deki Whitehead* 1n bilesimini Der;

(P, M)‘e nakletmek igin f’i kullanabiliriz ve sonuglar belirtildigi gibidir. Whitehead ‘in
bilesimi f = id, ¢ikarilarak geri dondiiriilebilir (Whitehead, 1949).

3.9. Onerme. f, (M, P, 9) caprazlanmis modiiliiniin bir otomorfizmasi ve h: P—»M
bir f-tiiretme olsun. O zaman su asagidakiler esdegerdir.

(i) h, Der; (P, M) monoidinde bir birimdir.

(i)g: v }—— f(v)dh(v) P ‘nin bir otomorfizmasidir.

(iii)g:m > f(m) hd(m) M’in bir otomorfizmasidir.

Ispat. (M, P, @) ‘nin kimlik otomorfizmasima esit f icin , bu sonu¢ Whitehead ‘den
dolayidir. Simdi, h Ders (P, M) “de bir birimdir sadece ve sadece hf* Der(P , M) ‘de
bir birim ise ve Whitehead’in sonuglarina gore , bu P yada M ‘in bir otomorfizmasi
olan gf* ‘e esdegerdir: f (M, P, @) ‘nin otomorfizmasi oldugu icin , P yada M ‘in
otomorfizmasi olan g ‘ye sirayla esdegerdir.(Whitehead, 1949; Lue, 1976)

Der¢ (P, M) “nin birimlerinin grubu icin Ders (P, M) ve h €Der (P, M)* nin tersi
icin h* yazariz. n Eger f kimlik ise, Derf* icin Der* yazariz.A; ‘in 6gesi, simdi UEP ,

f eAut(M,P,0) ve h € Derf*( P, M) olan (u, h, f) t¢liisiinden olustugu goriilmektedir.

3.7. Teorem. A = AUT (M, P, 9) diizenli ¢aprazlanmis modiilii, Teorem 2.2 ‘nin
denkligi yoluyla asagidaki 2-caprazlanmis modiile benzer[karsilik gelir].

M —2» P xDer*(P,M) —» AUT (M, P, d)
bu modiilde hp(v)=m™m olan d(m)=(a(m) , hn) ve m € M igin f(m)=(mha(m))"* olan
s(u,h)=f ve Ve P icin f(v) = uvdh(v)u™ “dir ve burada P semidirect ¢arpimda

Der*(P , M) “de ¢aprazlanmiglama hareket eder.

Ispat. M , P, 9)° mmn 1 kimlik otomorfizmasinda A; groupoid ‘indeki costar
P x Der*(P , M) ile birlikte bir dizi olarak tanimlanabilir ve s: P X Der*(P , M)
Aut(M , P, 0) kaynak haritas1 tamda teoremde iddia edildigi gibi olur. Costar’daki grup
yapist (Ug , h1)(U2 , hz) = (uiuy,hs) seklinde verilir , ki burada
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ha(v)=(h1s(uz, hy) + hy)(v)
=hy(v)his(Uz, h)(v)",
=h,(v)hy(Uvoh,(vV)up )"
= hy(v)hy (UzvPhy(v)hy (Uy) ™
= ha(V)hy(uzv) *"2Y hidha(v) hy(u,)™

=hy(Uzv) ha(V)h1ha(v) hy(up)™

Simdi P, Der*(P , M) ‘de h"(v) = h(uv)h(u)* = h(uvu™)" yoluyla hareket eder, ki bu
caprazlanmislamadir ve biz hg = hy o hy" ‘yi gériiriiz ki burada o énerme 3.2 ‘deki gibi
Whitehead’in tiiretmelerin bilesimini ifade eder. Bundan dolay: costar’daki grup yapist
su sekildedir

(U1, (U2, hy) = (UUs , hy o hy"?)
ve P x Der*(P, M) semidirect ¢arpima sahip oluruz.
Ay(1) verteks grubu, gerektigi gibi d(m) = (d(m) , hm) ile M grubu ile birlikte belirlenir.
Aut(M , P, d) ‘mn P x Der*(P, M) ‘de (u,h) = (f (), f hf) yoluyla(by) ve M *de
m' = f Y(m) yoluyla hareket ettigine dikkat ediniz. P x Der*(P, M) ‘nin M ‘deki

hareketi basitce m"“'™ =m" “dur ve Peiffer lifting su sekilde verilir.

<(ur,ho), (U2 ,h2)> ={( (U, ), (U2 ,h2)} I(ushy)
=({uh Y, Uz ,ho)} s(ughy)) “HD

= hy 1 ()"

= hy*(uruuy)

Loday, (1982) caprazlanmig kare tarafindan modellenen CW-bilesiginin homotopi
grubunun, degismeli olmayan gruplarin belirlibir bilesiginin homoloji gruplari olarak
hesaplanabilecegin gostermistir: Conduche, (1984) bu bilesigin 2-caprazlanmis modiil
oldugunu gozlemlemistir. Teorem 3.4 ‘te tanimlanmis olan 2-¢aprazlanmis modiiliin
formu, onun ¢aprazlanmig kare ile iliskili degismeli olmayan bilesik olarak elde
edilebilecegini akla getirir. Boylece bizim sonug¢larimiz Norrie, (1987) ‘nin sonuglari ile
uyusmaktadir. Biitin h € Der*(P, M), m eéM ve VEP icin gh(m) = mha(m) , ve
g"(v) = vah(v) olan Z(h) = gn™* ‘deki E: Der*(P , My— Aut(M , P, 3) ¢aprazlanmis
modiiline Lue, (1976) tarafindan tanimlandigi gibi, bir grubun otomorfizma gruplari
i¢in bir analog olarak davranir ve degerlendirme yoluyla verilen h-fonksiyon
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Der*(P , M) X P— M le birlikte biitin m e M, u,v € P i¢cin ¢(m) = hy, P(u)(m)
=m"?, Y(u)(v) =uwu? ‘de bir caprazlanmis kare var oldugunu gostermistir.

¢

M ——» Der *(P, M)

P ——— Aut(M, P, 9)

Y

Sekil 3.5. Caprazlanmis Kare Diyagrami

3.8. Teorem. Yukaridaki ¢aprazlanmis kare, 2-¢aprazlanmis modiil ile iligkili olarak,
Teorem 3.4. ‘deki AUT(M , P, 0) ‘den elde edilmistir.

Ispat. Siiphesiz ki, iliskili 2-¢aprazlanmis modiil gosterilen bilesikten meydana gelir:
bizim ihtiyacimiz olan sadece, ¢ degerlendirme haritasinin Teorem 3.4 ‘lin ispatindaki
Peiffer lifting’ e artig verdigini dogrulamaktir.§ tarafindan belirlenen Peiffer lifting, bize
gerektigi gibi su sekildedir.

((ur, o), (U2, h2)) = E(h*1, us™ upuis) = h*y(us  uauy)
Teorem 3.44Un2-¢aprazlanmis modiillerini birka¢ 6rnek hesaplama ile sonuglandiririz.2-
caprazlanmis modiiliin homoloji gruplar1 3-type’a karsilik gelen m;, m, ve w3 ‘lin ayni

zamanda homotopi gruplari da oldugu i¢in, 6zel 6neme sahiptir.

Ornek M, degersiz smir haritali ¢aprazlanmis P-modiil olarak kabul edilen bir P-modiil
olsun. Bu durumda Der*(P , M) sadece P — M tiiretmelerinin olagan degismeli
Der(P , M) grubu olur. O zaman eger (u, h) €P x Der(P, M) ise, s(u, h)(m) = m“* ve
s(u, h)(v) = uvu™ ‘e sahip oluruz: s> nin cokernel ‘i Out(M , P) seklinde yazilir ve bu
w1 ‘dir.s ‘nin ¢ekirdegi (U, h) ‘nin 6gelerinden olusur soyle ki u € Z(P) , P ’nin merkezi
ve M°* de degersiz bir sekilde hareket eder oysa h her hangi bir tiiretmedir. ¢
homomorfiz mas1 d(m) = (1, hn) seklinde verilir ve boylece ikinci homotopi grubu 7,
sudur:
(Z(P) n staby(M)) X H'(P, M)
Son olarak, w3, M ‘in M" sabit nokta alt grubudur.(Brown, 1988)
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Ornek M, P ‘nin normal altgrubu ve 9: M < P kapsama olsun. Simdi
Aut(M, P) = {a €AutP| a (M) € M

ve s ‘nin cokernel ‘i my ile birlikte s(u , h)(v) = uvh(v)u™* dir.Simdi, sadece ve sadece
biitiin v € P icin h(v) = v'u™vu ve h(v) €M olursa s(u, h) = 1 olur. Bu yiizden ker s
={u € P| [x, U] €M biitinx €P i¢in } veIm o= M, bunedenle m, = Z(P/M) “dir.
Ayrica, w3 degersizdir. w1 ve my gruplarinin hesaplamasi, P — M tiiretmeleri ve
kimlik otomorfizmalar1 indiikleyen tiiretmeler tarafindan indiiklenend: M — P
caprazlanmig modiliiniin o otomorfizmalarimin tanimlamasina baghdir: uygun
tanimlamalar genel durum igin bulunabilir durumdadir. Ancak m3 ker 0 nM olarak

kolayca tanimlanabilir.

Ornek En son ornegimizde, AUT(M, P, 0) ‘in altyapisina dikkat ¢ekecegiz. P* de
kimlik olan : M — P ‘nin biitiin otomorfizmalarindan olusan Aut (M , P, d) ‘nin
Autp(M , P, 9) altgrubu tarafindan belirlenen alt-2-¢aprazlanmis modiilii dikkate alin.
Biitin v € P igin, eger (U, h) € P x Der*(P , M) ve s(u, h)(v) = v ise, 0 zaman
oh(v) = [v, u]® dir. Boylece, alt-2-¢aprazlanmis modiilii s6yledir
M—> D—> Autp(M, P, 9)
Ki burada, D = {(u, h) €P x Der*(P, M)| dh(v) =[v, u] ‘dir, biitiin v€ P i¢in. Bunu,
Lue, (1976) tarafindan dikkate alinan ve orada DER(P, M) olarak belirtilen grup gibi
kabul ederiz. D ‘deki grup islemi,
ha(v) = ha(v)hs(v)*? olan (ug, h1)(uy, hy) = (UyUz, hs)

basit formunu alir.
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