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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

MATRIS CARPIMLARININ iZ ESITSIZLIKLERI UZERINE
Nurcan OLMEZ

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Ramazan TURKMEN

Giinlimiizde matris teori hem teorik hem de pratik diizeyde olaganiistii bir zenginlige
sahiptir. Uygulamali matematigi kapsayan cesitli alanlarda , bilgisayar bilimlerinde ,
mithendislik alanlarinda ¢ok genis bir kullamm alanina sahiptir. Bir ¢ok
arastirmacinin  lizerine yogun calismalar yaptigt bir diger alanda matris
esitsizlikleridir.

Biz bu calismanin temelinde ilk olarak matrisler iizerine son yillarda yapilan
caligmalan irdeledik. Matrislerin 6zdegerleri , 6zvektorleri , izi ,singiiler degerleri,
hermityen matrisler , pozitif tanimli ve pozitif yar1 tanimli matrisler ve bunlar
arasindaki iliski {izerine mevcut sinirlarda dikkate alinarak yeni ¢alismalar yaptik.
Matrislerin izleri , bu izlerin kuvvetleri , birden fazla matrisin izi ve bunlar arasindaki
iligki tizerine elde edilen esitsizlikleri verecegiz.

Anahtar Kelimeler: Ozdegerler, Singiiler Degerler, Pozitif Yari Tanimli Matrisler,
Matris Esitsizlikleri , Iz Esitsizlikleri, Hermityen Matris

2025, 37 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
SOME MATRIX TRACE INEQUALITIES
Nurcan OLMEZ

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ramazan Tiirkmen

Today , matrix theory has an extraordinary richness at both theoretical and practical
levels. It has a wide range of uses in various fields including applied mathematics,
computer science and engineering. Another area on which many researchers have
worked intensively is matrix inequalities.

In this paper, we first review the recent work on matrices. We will carry out new
studies on the eigenvalues , eigenvectors, trace of matrices, singular values,
hermitian matrices , positive definite and positive semi-definite matrices and the
relationship between them , taking into account the existing boundaries. We will give
the inequalities obtained on the traces of matrices, the powers of these traces, the
traces of more than one matrix and the relationship between them.

Keywords: Eigenvalues, Singular Values, Positive Semi-defined Matrices , Matrix
Inequalities , Trace Inequalities , Hermitian Matrix.

2025,37 pages
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

M, nxn boyutundaki kare matris

M, en mxn boyutundaki matris
Mpen(C) nxn boyutundaki kompleks matris
M. (C) mxn boyutundaki kompleks matris
AT Bir matrisin transpozu

A* Bir matrisin eslenik transpozu
detA Bir matrisin determinant:

izA Bir matrisin izi

A(A) Bir matrisin 6z degerleri

s;(A) Bir matrisin singiiler degerleri
A>0 Pozitif yar1 taniml

A>0 Pozitif taniml1 matris

Al Bir matrisin tersi

Al (4*4)”>



1. GIRiS

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢oziilmesi i¢in matrislerin kullanilmasinin ¢ok eski
bir tarihi vardir. ilk olarak bu sistemlerin ¢dziimiinde matris kullanimi Jiu Zhang
Suan She (Matematik Sanatinda Dokuz Boliim) adli eserde karsimiza ¢ikmaktadir.
Daha sonra matris ifadesi yaklagik 1400 sene kadar sonra 1683°te Seki Kowa adli
Japon matematik¢i ve Bati Avrupada ilk defa 1693’te Leibniz isimli Alman
matematikgi tarafindan ortaya atilmis ve determinant yardimiyla ¢oziim ise 1750°de
Gabriel Cramer tarafindan gosterilmistir. Matris matematiginin determinant
kullanilmadan gelistirilmesi ise 1858’de Arthur Cayley tarafindan Memoir on the

teory of matrices (Matris teorisi hakkinda bir not ) adli eseriyle baslamstir.

Bu oOnemli g¢aligmalarin 1s1ginda giiniimiize kadar birgok matematik¢i matris
teorisinin gelisimine katki saglamistir. Biz bu ¢alismamizda matrislerin iz
esitsizlikleri lizerine yapilan calismalar1 inceleyip mevcut sinirlara yenilerini

eklemeye calisacagiz.



2. KAYNAK OZETLERI

Matris ifadesi, J. J. Syvester adl1 Ingiliz matematikgi tarafindan ilk defa isim olarak
kullanilmistir. Matematigin ¢ok zengin bu dalinda yillar boyunca 6nemli ¢alismalar
yapilmistir. Oyun teorisinde, ekonomide, bilgisayar bilimlerinde, fizikte sikga
kullanilan bir alandir. Kuantum mekaniginde entropi kavrami Von Neumann

entropisinde iz operatorii olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

2

2000 yilinda Xiaojing Yang ° A matrix trace inequalities ’ isimli makalesinde
bugiinkii caligmalarimizda bize temel teskil eden ¢ok Onemli iz esitsizlikleri elde

etmistir.

2001 yilinda Fuzen Zhang ‘Matrix Inequalities by Means Block Matrices ’ isimli

makalesinde blok matrislerin iz esitsizlikleri tizerine yeni sinirlar vermistir.

2010 yi1linda Ramazan Tiirkmen ve Ziibeyde Ulukdk’ tin matris esitsizlikleri {izerine
yaptigi ‘Some matrix trace inequalities’ isimli calismada, Hadamard ¢arpiminin

Frebenius normu igin esitsizlik sunduklarini gériiyoruz.

2011 yilinda Ramazan Tiirkmen ve Ziibeyde Ulukok’ {in singiiler deger esitsizlikleri
lizerine yaptig1 ¢ Inequalities for Singular Values of Positive Semidefinite Block
Matrices’ isimli ¢alismada 2x2 pozitif yar1 taniml1 blok matrisler i¢in singiiler deger

esitsizlikleri tizerine ¢alismalar yapmiglardir.

2012 yilinda Khalid Shebrawi ve Hussein Albadawi ‘Trace inequalities for matrices’
isimli makalesinde matrislerin toplamlari ve ¢arpimlar igin iz esitsizlikleri {izerine

calismislardir.



2014 yilinda Houqing Zhou Hermityen matrisler i¢in iz esitsizlikleri iizerine onceki
caligmalar genisletip yeni teoriler elde ettigi ‘On some trace inequalities for positive

definite Hermitian matrices’ isimli makaleyi yaymlamistir.

2017 yilinda Fuad Kittaneh ve Minghau Lin ‘Trace inequalities for positive
semidefinite block matrices’ isimli ¢alismasinda 2x2 blok matrislerin izi iizerine yeni

esitsizlikler sunmuslardir.

2022 yilinda Areerak Chaiworn ‘On some absolute matrix trace inequalities’ adli
makalesinde 0Ozdeger ve singiiler deger esitsizliklerini uygulayarak ¢arpim

matrislerinin mutlaklari i¢in bazi iz esitsizleri sunmustur.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde matris teoride kullanilan ve ilerideki boliimler igin katki saglayacak

temel tanim , notasyon ve 6zellikler verilecektir.

3.1 Bir Matrisin Ozdeger Ve Ozvektorleri

Tamm 3.1.1 A € M;,,(C) ve 0#x € C" olmak iizere ;

(21— A)x=0 veya Ax=Ax

Homojen sistemini goz Oniine alirsak sistemin sifirdan farkli bir ¢dziimiiniin
olabilmesi i¢in det(Al-A)=0 gerekir. Buradan n. Dereceden A’ ya bagl bir polinom
elde ederiz. Bu karakteristik polinomun koklerine A matrisinin 6zdegerleri denir. X
vektoriine de A matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen Ozvektorii denir. Temel
Ozellikler

) Ozdeger A sifir degerini alabilirken, 6zvektdr x asla sifir vektdrii olamaz.

ii.) Ozdeger sifir oldugunda Ax=0x , A matrisinin tersi alinamaz.

Tanim 3.1.2 Belirli bir 6zdegerle iliskili tiim 6zvektorlerin ve sifir vektoriiniin

kiimesine 6zuzay denir.

1 10
Ornek 3.1.3 K= <1 2 1) matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulalim.
0 1 1

Ilk olarak K matrisin 6zdegerlerini ve bu matrise karsilik gelen &zvektorleri
bulalim. Kx=Ax ve (K-Al3)x=0 homojen sisteminin sifirdan farkli ¢6ziimii olmasi

i¢in;

1-A 1 0
1 2—2A 1
0 1 1-2

K — Als|= =0




sartint saglayan degerleri bulmaliyiz.

1-2A 1 0
1 2—2A 1
0 1 1-4

IK — Als|= = —3+412-31 =0

Bu karakteristik denlemin kokleri 1,=0 , 1,=1 , ;=3 elde edilir.

A,=0 igin;

1 -1 0\ /%\ /0
(KOI)x=0,{-1 2 -1|[x])=0
0 -1 1/\x3/ \o

Homojen sistemin sifirdan farkli ¢6ziimiinii bulmaliy1z.

Matrisin ranki 2 oldugundan bir parametreye bagli sonsuz ¢6ziimii vardir. x3=K
alirsak x,=k ve x;=k olur. Bu durumda A=0 a karsilik gelen 6zuzay;

k 1
E1={ k] 'k € R}:{k [1‘ ke R} elde edilir.
k 1

Benzer sekilde A=1 igin ;
0O -1 0 X1 0
(K-1I3)x=0,{-1 1 -1 x2>: 0
0 -1 0 X3 0

Homojen sistemin sifirdan farkli ¢6ziimiinii bulmaliyiz. Gerekli islemler yapildiginda
buradan x;=-u , x, =0, x3=u elde edilir. Bu durumda A=1 ¢ karsilik gelen
0zuzay;

o7

-1
‘U € R}:[u[ 0 ] ‘U € R} bulunur.
1
A=3 ig¢in;

—2 -1 0\ /*\ /0
(K3l)x=0,{-1 -1 —1|[x])=[0
0 -1 -2/\x3/ \o




Gerekli islemler yapildiginda buradan x,=z , x, =-2z , x3 =z bulunur. Bu
durumda 2A=3 e karsilik gelen 6zuzay;

SERSIIER.

elde edilir.

Tamm 3.1.4 A matrisinin tim 6zdegerlerinin kiimesine A’nin spectrumu denir.

Teorem 3.1.5 A € M,, hermityen matrisinin 6zdegerleri azalan siradadir.

Amin =M <Ay < - < Ay = Apay (Horn ve Jhonson 1985)

Teorem 3.1.6 (Weyl Monotonluk Teoremi) A,B €M,, olmak tizere A;(A) ,A;(B) ve
Ai(A + B) 6zdegerleri azalan sirada olsun.

Bu durumda her k=1,2,...n sayisi i¢gin
A(A) + 2, (B) = A (A + B) = A (A) + A, (B)

esitsizligi vardir.(Bhatia,1997)
3.2 Bir Matrisin Izi

Tamm 3.2.1 A:[ai j]e Mp olmak iizere, A’nin kosegen elemanlarinin toplamina

A’nin izi denir ve

n

iz(A) = Z aj;

i=1
ile gosterilir.
Uyar1 3.2.2 3(A)={14, 13, ... A} , A’nin tiim 6zdegerlerinin kiimesi ise, iz

fonksiyonu ayni1 zamanda AZ{ai j} € M, matrisinin 6zdegerlerinin toplamidir. Bu
durumda;



2(A) = ) Ay =hy 2 + o+,
i=1

dir. Ve determinant fonksiyonuda 6zdegerlerle su sekilde tanimlanabilir;

n
det(A) = 1_[ A
i=1

Ozetle A’nin determinanti1 , A’nin 6zdegerlerinin ¢arpimina esittir.

Uyar 3.2.3 K,.L € M,, , K ve L matrisleri benzer matrisler ise ayn1 6zdegerlere
sahiptirler.

Teorem 3.2.4 K,L € M,, , ¢ € C olmak {izere asagidaki ifadeler vardir;

o iz(cK) = c.iz(K)

o iz(K+L) =iz(K)+iz(L)

e iz(KL)=iz(LK)

e S, M, ‘de tersinir matris olmak iizere iz(ST*KS) = iz(K) ‘dur.
e 12(0)=0,iz(I)=n

o K=IE, N

Tamm 3.2.5 (Eslenik Transpozu) A= [aij] € M,, olmak iizere A’ nin transpozu

AT=[aji] ve A’nin eslenik transpozu A*=[a_]1] seklinde gosterilir.

Teorem3.26 A,Be M, ,acC ise;

° (A*)*:A
e (A+B)=A"+B"
e (ahA)'=aA"

e (AB)"=B*A"

e det(A")=det(A)

o izA*=1ZA

e )\’ min A’nin bir 6zdegeri olmast igin gerek ve yeter sart A’ nin A*' 1n bir
6zdegeri olmasidir. Yani, 6(A*)= o(A)={\: A € o(A)} dir.

e A’ nin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart A*” 1n tersinir olmasidir. Yani,
(A= (A~1)*(Murad.2003)



3.3 Hermityen Matrisler

Tanim 3.3.1 K matrisi n-kare kompleks matris olsun. Eger K* = K ise K matrisine
Hermityen matris denir. K*=-K matris ise ters Hermityen matris olarak ifade edilir.

K,L € M,, i¢in agagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.3.2 K,L € M,; olsun. Bu durumda ;

e K, L Hermityen matrisler olsun. O halde KL’ nin Hermityen olmasi i¢in
gerek ve yeter sart KL=LK olmasidir.

o K+K*, KK* ve K*K matrisleri de hermityendir.

e A Hermityen matris olmak iizere 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler
diktir. Ozvektorlerinin bir ortonormal kiimesi vardir. (Horn ve

Jhonson,1985)

Teorem 3.3.3 A matrisi Hermityen bir matris ise tiim 6zdegerleri reel sayilardan

olusur. A matrisi ters Hermityen bir matris ise 6zdegerleri plir imajinerdir.

Ispat: A Hermityen matris olmak iizere ; Ax=Ax oldugunu biliyoruz. Ayrica i¢

garpim dzelliklerinden;
X X)=(A,X)=(AXX)=(A® X)=(X,AX)=(X,AX)= (X, X)
MXX)=A(X,X)
(A-1). (x,X)=0

A- =0 , A=A elde edilir. Bu durumda A€ R oldugu agiktir.

Tamm 3.3.4 (Singiiler degerler) Herhangi bir KeM,,(C) matrisi i¢in K*, K
matrisinin eslenik transpozu olmak tlizere K*K matrisinin 6zdegerlerinin karekokiine
K matrisinin singiiler degerleri denir.

s(K)=y/A(K*K ):Al/ 2(K*K) seklinde ifade edilir.



K matrisi Hermityen ise yani K* =K ise s;(K)=|A;(K)| dir.

K matrisi pozitif yari tanimli ise yani A>0 ise s;(K)=A;(K) dir.

Ornek 3.3.5 A= _43 g] matrisinin singiiler degerlerini bulalim.

A" A matrisinin 6zdegerlerinin karekdkiinii bulmaliy1z.
_[4 3114 41_[25 7

AA[ ][_3 3]_[7 25]

|A*A— AL =0

|25 - 25 — /1|=0 esiliginin saglayan A degerlerini bulmaliy1z.

Gerekli slemler yapildiginda A, = 32 ve A, = 18 elde ederiz. Bu durumda
$1=V32=4y2 ve S,=V/18=3v2 elde edilir.

3.4 Majorizasyon

Majorizasyon, matrislerin 6z degerlerine, singiiler degerlerine ve matris
normlarina ait esitsizlik olusturmada kullanilan son derece giiclii ve kullanish bir
aractir.

Tamm 3.4.1 X=(xq, Xy,...... ,Xn) » Y=(V1, Y2,5e--... , Yn)ER™ vektorleri igin
k=1,2,....,n ve X;>X,>...... >Xn s V12 V2>..... >y, olmak lizere;

k
Xi = z Yi

i=1

Mw

I
Juy

i
ise x , y tarafindan zayif majorize edilir ve x <,, y ile gosterilir. x <,, y "ye ek olarak

Kk
z Xj = ZYi
i=1

i=1



saglaniyorsa X, y tarafindan majorize edilir denir. X<y ile gosterilir. (Marshall ve
Olkin,1979)

Majorizasyonu daha iyi anlayabilmek i¢in bir 6rnek verelim. Eger her a;>0

YK a=1ise,

11 1 .
(K’E' E) < - <(ag,ay, ....,ax) < (1,0,0,...,0) olur. Yani;

(11 1)<(1 1 1 0>< <(110 0><( )
k'k’ 'k k—1'k—1""k—-1’ 2°2" 7 A1, 82, e Ak
olur.

Teorem 3.4.2 H, kdsegen elemanlart hy, h,,...... h, ve ozdegerleri Ay, A,,...., A,

olan nxn mertebeli Hermityen bir matris olmak iizere;
kos(H) < M(H) dir.

Yani, Hermityen bir matrisin kdsegen elemanlar , 6zdegerleri tarafindan majorize
edilir. (Schur,1923)

Teorem 3.4.3 A,B € M,, Hermityen matris olmak iizere;

i) M A+B) < MA) + MB)
i) MA) - MB) < M A-B) dir. (Zhang,2011)

Teorem 3.4.4 A,B € M,, olmak iizere;

) S(A+B) <, S(A) + s(B)
iii) |s(A) — s(B)| <w S(A) - s(B) dir. (Zhang,2011)

4. BAZI OZEL TIiPTEKI MATRISLER VE ESITSIZLIKLER

Bu boliimde pozitif tanimli matrisler , pozitif yar1 tanimli matrisler, blok matrisler ve
bu matrisler ile ilgili 6nemli tanim ve esitsizliklerden bahsedecegiz.

10



4.1 Pozitif Tanimh ve Pozitif Yar1 Tammmhh Matrisler

Bu boliimde pozitif yar1 tanimli matrislerin temel 6zellikleri, bu matrisleri igeren
onemli teoremler ele alinacaktir.

Tamm 4.1.1. K, nXn hermityen matris olmak tizere; sifirdan farkli her xe C" i¢in
x*Kx > 0 oluyorsa K matrisi pozitif tanimli olarak adlandirilir. Ve K>0 ile gosterilir.

Tamim 4.1.2. Ke M,,(C) hermityen matris olmak iizere; her xe C" igin x*Kx> 0
oluyorsa K matrisine pozitif yar: tanimli matris denir ve K > 0 ile gosterilir.

Teorem 4.1.3 Ae M,,(C) hermityen matris olmak iizere A’nin pozitif yar1 tanimli
olmast igin gerek ve yeter sart biitiin 6zdegerlerinin negatif olmayan reel sayilar
olmasidir. (Zhang,1999)

Teorem 4.1.4.

e Pozitif yar1 tanimh matrisin 6zdegerleri ve kdsegen elemanlar1 negatif
olmayan reel sayilardir.

e Pozitif yar1 tanimli matrisin her esas alt matrisi pozitif yar1 tanimlidir.

e Pozitif yar1 tanimli matrisin determinanti ve izi pozitiftir.(Horn ve
Jhonson,1985)

Ayrica pozitif yar1 tanimli matrislerin 6zdegerleri ile singiiler degerleri aynidir.

Biitiin pozitif yar1 tanimli matrislerin ayn1 zamanda pozitif yar1 tanimli bir
karekokiide vardir.

Teorem 4.1.5. Ae M, matrisinin pozitif yar1 taniml1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
herhangi bir B matrisi i¢in A=B*B olarak yazilabilmesidir. ( Zhang,1999)

Ispat © Ae M,, pozitif yar1 tanimli matris olsun. O halde ;

1 1 1 1
A=AzAz2=(Az)*Az seklinde yazilabilir.

<= herhangi bir B matrisi i¢in A=B*B olsun. Bu takdirde her x € C" i¢in i¢ ¢arpim
fonksiyonunun 6zelliklerinden

(Ax, x)=(B*Bx, x )=(Bx, Bx) >0 elde edilir.

11



Bu durumda A matrisi pozitif yar1 tanimli bir matristir.

Teorem 4.1.6. A, B € M,, pozitif yar1 taniml1 matrisler olsun. AB matrisinin pozitif
yar1 tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve B matrislerinin degismeli olmasidir.
(Zhang ,1999)

Ispat: A, B € M, pozitif yar1 tanimh matrisler olmak iizere ;
101 11
Aj(AB) = | Az (AZB) = A (AZBAZ) ,j=12,..n

1 1
dir ve A2BAz > 0 oldugundan A;(AB) = 0 elde edilir.

A ve B degismeli matris ve Hermityen matris oldugu icin AB matriside
Hermityendir. Ve A;(AB) = 0 oldugundan AB >0 dur.

4.2 2x2 Tipindeki Blok Matrisler

Tammd4.2.1 Bir A=(Ajj)mxn matrisinde k tane satir ve I tane siitun ¢ikarildiginda

elde edilen (m-k)x(n-I) tipindeki yeni matrise bu matrisin bir alt matrisi denir.

all azz .
Tamm4.2.2 Bir A= : : : matrisini
am1 : dmn

ri+ryt. . Arp,=m |, sy+sy+.. +sg=n Ve A =(Ajj)rkx sl (K=1,2,..p; 5=1,2,...9)

Olmak iizere;

12



A1 Ag
: : : | seklinde yazilmasina A matrisinin bloklara ayrilmasi denir.

A A

r1 pq

A A
K:< 1 12) seklindeki matrislere ise 2x2 blok matris denir.
Ayr Ap

4.3 Matrislerin izleri, Singiiler Degerleri ve Blok Matrisler icin Baz1 Onemli
Esitsizlikler

Bu boliimde matrislerin iz esitsizliklerinde siklikla kullanilan bazi 6nemli

esitsizliklerden bahsedecegiz.

Teorem 4.3.1 A, B matrisleri ayn1 boyutta kare iki pozitif yaritanimli matris olmak

lizere;
0<iz(AB) <izA.izB
esitsizligi vardir. (Coope,1994)

Ispat: A matrisi pozitif yaritanimli oldugu igin pozitif yar1 taniml bir karekoke
1 1 1
sahiptir. Az ile iz(AB) = iz(Az BAz ) ve

2 2

111 1 11 12 1 . .
0<iz(AB) = iz(Az B2Bz Az )= ||42 B2 Az |F | 52 L =iz(A) iz(B)

<

F

Yukarida tamml ||-||z Frobenius normu , herhangi bir C matrisi igin

IC||2 = iz(C*C) seklinde gosterilir. Eger A ve B veya her ikiside pozitif taniml1 ise
bu esitsizlik su sekilde gii¢lendirilebilir 0 < iz(AB) <izA.izB

Teoremde A=B kabul edersek iz(A?) = (izA)? elde ederiz.

Teorem4.3.2 A>0ve B>0ise;

2iz(AB) < izA? + izB?

13



esitsizligi vardir. .(Bellman,1980)

Teorem 4.3.3 A,B iki hermityen matris ve A >0 ve B > 0 olsun. Bu sartlar

saglandiginda ;

iZ(AB)? < iz(A?B2)

esitsizligi elde edilir. (Bellman,1980)
Lemma4.3.4 K e M,(C) alalim. O halde |iz(K)| <iz(|K]) seklinde yazilabilir.

Ispat: Weyl’in 6zdegerler ve singiiler degerler arasindaki esitsizligini kullanarak;

t t t
2001 = D A00[ < > ool < ) 500
=1 =1

=1

t
D KD = iz(IKD)
j=1

Lemma4.35 Aje M, (i=12,...,m) ve 6i(A;) = 0;(A;) =--..= 6i(Ap)

olmak tizere;
n n

liZ(AyAy oo A)| < Zci (AjAy oo Ay) < Zci (A)Gi(Ay) oo 01 (A

i=0 i=0
seklinde yazilabilir. (Wang,1990)

Lemma4.3.6 a; >0(i=1,2,...n)ve ¥iL;a; =1.a;>0 (j=12,...,m)ise

m m A a2 m dn

dq _dp dn . . .
Zalj PR M < Za1] Zazl Zam
=1 =1 =1 =1

esitsizligi yazilabilir. (Mitrinovic,1970)
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Teorem 4.3.7 (Young Esitsizligi) -+-=1, p,g>1 tim a >0 ve b >0 reel sayilari

1
q

T =

i¢in; ab < lpap + éaq esitsizligi literatiirde Young esitsizligi olarak bilinir.

Teorem 4.3.8 (Holder Esitsizligi) k=1,2,...,n igin ax >0 , by >0 ve p >1 olmak
lzere %+$ = 1 olsun. O halde;

1 1

S) () = S

esitsizligi yazilir.

Teorem 4.3.9. A, B ve C n-kare kompleks matris olmak iizere;

(5 ¢

) >0, 1se
* iglemi + veya o olmak {izere ,
AxC >=+(B* * B)
ve AB=BA ise,
11
A2CA2 > B* *B

esitsizligi yazilabilir. (Zhang,2001)

Teorem 4.3.10 A;, B; (i=1,2,...,m) ayn1 boyutta pozitif tanimli matrisler, p > 1 ve
% + % = 1 olmak iizere;

1

izi(AiBi) < (i izA‘f)p <i izBiq>q

i= i=1

| =

. (Zhou,2014)

Ispat: Pozitif tanimli matrislerin 6zdegerleri ve izleri pozitif reel sayilar
oldugundan, 6zdegerler singiiler degerlere esittir. O halde lemma 4.3.5 ve spektral
teoreme gore;

15



1
m n 1 1
pPRd
Sz S](AIBI)
n 1 1

< Z 5;(AP)s; (BY)

n 1 1

DRICRNCD

1

= 1 L
=D ) WA Y.

o 1
ZizAl.qu
i=1
1
m n E n a
SAPKICIAPRICD
i=1 \j=1 j=1

A; = A, B; = B! kabul edersek ;

16



i iz(A;B;) < (i izA‘f)

i=1 i=1

._.
1l
ey

1 1
m m o \p 4
1z;(AiBi) < (Z IZA?> <Z 1zBiq> .

i=

Teorem 4.3.11 A; € M, (C) ve p; pozitif reel say1 (i=1,2,...,m)

m

1
Z — = 1 olmak tizere;
i

i=1

m
iz HAI

i=1

r m
= ﬂﬁzmnwol/pi r=1.
i=1

esitsizligi vardir.(Shebrawi ve Albadawi,2012)

Ispat: Bir matrisin izinin 6zdegerlerinin toplamina esit oldugu iyi bilinir, bu

nedenle;
m r n m r n m
o[ =z;\j<m ){;\;(m)_
i=1 =1 i=1 j=1 i=1

yazabiliriz. Herhangi bir matris i¢in singiiler degerler, mutlak degerinin 6zdegerleri
oldugundan;

n m
>([ ]
i=1

j=1

)$+(71)

j=1

singiiler degerlerin ¢arpiminin zayif majorizasyonunu kullanarak;

17



S+((1)=5( 1)

i=1 ]=1 i=1

yazabiliriz. Daha sonra Holder esitsizligini uygularsak;

n ,m m / n Yo m /o Yp;
> (]_[ s;(Ai)> <[ [ Dsman ] =[[{DAmaan] =
j=1 Vi=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1

1
/pi m

m n
[ 1D vaarey | =] [aaiaenn
1 \j=1 i=1

i=

Bu da ispati1 tamamlamis olur. Eger A, B € M,,(C) ve p,q pozitif reel sayilar
1/p+1/q=1 alirsak;

iz|ABJT < (iz|A|™) Y (iz|B|r9) Ya

Seklinde genellestirilmis olur.

Teorem 4.3.11 esitsizligi bir Holder esitsizligi olarak diistiniilebilirken, Young iz
esitsizligi agagidaki sekilde ifade edilebilir.
Sonu¢ 4.3.12 A; €M,(C) p; € R* (i=1,2,....m) %, 1/p = 1 sartlan

saglanirsa;

m r m

. . |A; [P

iz | |Ai <iz Z r=1
i=1 = P

esitsizligi bulunur.

Ispat: Teorem 4.3.11 i ve Young esitsizligini kullanarak
iz|A;|™P1,iz|A, | P2, ... ... ... ,iz|Ay|"Pm  pozitif reel sayilar igin;

18



m r m m 1 m |A |rpi
iz | |Ai < | |(iz|Ai|rpi)1/Pi < Z—iZIAiI”Di =iz| ) —|.
L L i Dj e Dj

i=1 i=1 i=1 i=1

sonucu elde edilir.

Sonug¢ 4.3.13 A; € M,,(C) pozitif yar1 tammmli ve a; € R* (i=1,2,....,m) X2, a; =
1 sartlar1 saglanirsa;r > 1 i¢in

iz

m r m
1_[ Al < n(izA{)ai
i=1 i=1

ve

m r m
iz | |Aiai < ZaiizA‘{.
i=1 i=1

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Teorem 4.3.11 de A; yerine A;* yazilip ve a; = 1/pi sart1 saglanirsa;

yukaridaki sonuglardan ilki elde edilir. ikinci esitsizlik ise ilk esitsizlige Young
esitsizligi uygularsak elde edilir.

[k esitsizlikte r=1 igin

iz

m m
1_[ Aiai < n(iZAi)ai
i=1 i=1

esitsizligi bulunur.
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Teorem4.3.14 AB € M,(C)r,p,qe R* r>1 ve 1/p+1/q:1. Buradan;

. (14 |BIPY
iz|AB*|" < iz|—+——].
p q

(Shebrawi ve Albadawi,2012)

Ispat: Bir matrisin izi 6zdegerlerinin toplamina esit oldugundan,

n

n n
iz AB*I" = > A (IAB') = ) A(IAB*D = ) s[(AB).
j=1 j=1

) ) J=1

Young esitsizliginin matris formu kullanilirsa;

AlP Bl|4
S(AB) < s (l+l>.
p q
Bundan dolayi;
o (AP BT\ <o ([IAP [BJ9Y'
iz| AB*|" < Zs]r —+— =Zsj —+—
e p q e p q
=1 =1

- AP [BI7\"\ . [lA® |B|%)'
:Z}\j —_—t— =iz|—+—
L P q p q

=1

Bu ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.14° de p=q=2 ve r=1 alinirsa;

1
iz| AB*| < EiZ(A*A + B*B).

20



Asagidaki teorem, matrislerin toplami i¢in bir iz esitsizligi elde etmek i¢in Holder
esitsizligine ve singiiler deger majorizasyonuna baglidir.

Teorem 4.3.15 A;, B; € M,(C) (i=1,2,....,m) pozitif yar1 taniml1 matris ve

p,ge R* ve 1/p+1/q:1. Buradan;

Ozellikle,

2

m m m
iz (Z AiBi) < iz( A%) iz( BE)
i=1 i=1 i=1

esitsizligi elde edilir.

(Shebrawi ve Albadawi,2012)

Ispat: iz fonksiyonu dogrusal oldugundan;

iz (i AiBi> = i iz(A;B;) = i Zn: A(AB;) = i zn:|xj(AiBi)|
i=1 i=1 i= j=1 i=1 \j=1

Son esitlik, pozitif yar1 taniml1 matrislerin ¢arpiminin 6z degerlerinin pozitif
olmasindan kaynaklanmaktadir. Cilinkii herhangi bir matrisin 6zdegerlerinin modiili,
singiiler degerleri tarafindan zayif bir sekilde majorize edilir,



< i <i sj(Aj)s; (Bi)> = i i 5j(A)s;(B;) |

j=1 \i=1 i j=1

Negatif olmayan reel sayilar i¢in Holder esitsizligini kullanarak
s1(Aj), s2(A,.... sp(A;) ve s1(By),s2(Bj),.... sp(By) igin,

n n 1/p n 1/q
D ssB< (D sPay ] | Dstay
=1 j=1 =1
: e k y y
= D5 ] (D seD | = (=) " (i(sY)
j=1 =1
Dolayisiyla;

m
iz (z AiBi ) <
i=1

_ (A7) 7 (a(B2)) ™.

i

Yine reel sayilar icin Holder esitsizligini kullanarak,

iz (i AiBi> < <i iz(A?))l/p (i iz(B?))l/q,

i=1

Ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem4.3.16 A;, B; € M,(C) ve p, q pozitif reel sayilar 1/p+1/q=1. Buradan;

iz (ZmiBi |) < > (izal) Y (alBi )

22



esitsizligi vardir. (A.Chaiworn,2021)

Ispat: i=1,2,....micin iz(|4;B; D:27=1/1j (JA;B;|) oldugu bilinmektedir.

Herhangi bir matris i¢in singiiler degerleri , mutlak degerinin 6zdegerleri
oldugundan,

n

(148, = ) 5(AiB)).

j=1

Singiiler degerlerin carpiminin zayif majorizasyonu ile,

n

D 5B < ) 540 5B = D 414D BD.
j=1 j=1

j=1

Pozitif reel sayilar i¢cin Holder esitsizligini kullanarak

n n l/p n 1/q
D 40annaBD < | Y 4D || D A AN
=1 =1 =1

= (iz(14,P)) P (iz(1B,|) 7.

Teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3.17 K, L € M,(C) . Bu durumda;

iZ(KLI™) < (iz(K[2™)) "2 (iz(L[2m)) 72,

esitsizligi vardir. (A.Chaiworn,2021)
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Lemma4.3.18 Ke M,(C). O halde;

(iz(K®)) /2 < iz(IK])

esitsizligi vardir.

Teorem 4.3.19 A; , B; € M, (C) ve p, q pozitif reel sayilar olmak iizere 1/p+1/q=1
ise

iz E AiBi < -—iz E IAilp +—iz E |B;k|q .
o p o q i
i=1 i=1 i=1

esitsizligi vardir.(A.Chaiworn,2021)

Onerme 4.3.20 AB € M,(C).O halde ;

iz(|AB|) < iz(|A]Diz(|B])

esitsizligi vardir. (A.Chaiworn,2021)

Ispat: Bir mutlak matrisin izinin singiiler degerlerinin toplamina esit oldugu ve
herhangi bir matris i¢in singiiler degerlerin mutlak degerinin 6zdegerleri oldugu
bilinmektedir,

n n n

iz(14BI) = ) s(AB) < ) s(4)s(B) = ) AADACBI).
1

i=1 i=1 i=
Simdi pozitif sayilar icin Holder esitsizligi su anlama gelir

Y,

n n Yo s n
- A04DA(AD < (Z A(|A|2)> (Z A<|B|2>>
i=1 i=1 i=1

24



= (iz0410) "2(iz(1B1) ">

Lemma 4.3.16’y1 kullanirsak;

(iz(1A1) "2(iz(1B1)) 7> < iz(1ADiz(1B])

Ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.21 Herhangi bir pozitif yar1 taniml1 blok matris verildiginde (]?*
burada A,B ve C n-kare kompleks matrislerdir.

k k

. A B\ , _
ZS]‘(B‘FB)SZS]-(B* C)' k=12, ...n.

j=1 j=1

esitsizligi vardir. (R.Tiirkmen,Z.Ulukok,2010)
Teorem4.3.22 AB,CeM, ve [; lg]zo ise;

(iz(|B|P))? <iz(AP). iz(CP) , p>1 igin.
Egeriz(B) >0 € R ise
(iz(BP))? < (iz(|BP))*<iz(AP). iz(CP)

seklinde yazilabilir. (R.Tiirkmen,Z.Ulukok,2011)

Teorem 4.3.23 A € M,, pozitif yar1 taniml1 matris olsun. Buradan;
iz(A)P < (izA)P ,p>1

esitsizligi vardir.. (Zhang,2011)

Lemma 4.3.24 A4, A,, Az, ayn1 boyutu pozitif tanimli matrisler ve a;, a, as, ....

pozitif reel sayilar olsun. )7 ; a; = 1 0 halde;

25
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n n
iz Aiai < z a; iZAi
i=1 i=1
esitsizligi vardir.

Lemma 4.3.25 A B, € M,, olmak iizere

n

Ysum =Y (20

J=1 Jj=1

esitsizligi vardir.

5. POZITIF YARI TANIMLI MATRISLERIN iZ ESIiTSIiZLIiKLERI
UZERINE TEMEL SONUCLAR

Bu boliimde, literatiir taramamiz dogrultusunda ¢calismamizin esas kismini olusturan
pozitif yar1 taniml1 matrislerin izleri lizerine elde ettigimiz yeni sinirlari verecegiz.

Teorem 5.1 A, B € M,,(C) iki Hermityen matris ve A>0, B>0 olsun. O halde;
2iz(AB)?™t1 < [iz(A?™)2 +iz(B?™)?]. izA. izB

esitsizligi elde edilir.

Ispat: A, B € M,,(C) iki Hermityen matris ve A>0 , B>0 olmak iizere;

2iz(AB)?™*1 < 2iz(AB)*™ iz(AB) , Teorem 4.3.1 i takip edersek

IA

2izA’™B2™ jz(AB) ve Teorem 4.3.2° den

IA

[iz(A%™)2 +iz(B?™)2]. iz(AB)
< [iz(A’™)? + iz(B?™)?]. izA . izB
Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.

1 1

Ornek5.2 A= [1 1

] ve B:[_lz _12] , m= 1 olmak tizere ;

AZ:E g] B?= _54 _54] AB:[:i :ﬂ elde edilir. Buradan;
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1IzZA=2 , izB=2 ,izAB=-2 oldugu goriiliir. Teoremimizde m=1 kabul edersek;

41 —40

(AZ)ZZ[S g . (B)?= o a ,(AB)3=[:4

—4 . )
4 _4] matrislerini elde ederiz.

iz(A?)?=16 , iz(B?)%=82 , iz(AB)3=-8 oldugu goriiliir. Teorem 5.1 *de yerine
yazalim.

2.iz(AB)3 < [iz(A?)%+iz(B?)?].izA. izB
2.(8) < [16 + 82] 2 2

-16 < 392 sonucu elde edilir. Teorem 5.1 6rneklendirilmis olur.

Teorem 5.3 M matrisi nxn karmasik bir matris olmak iizere;

iz(M*) +iz(M) + iz(IMM*) <n
esitsizligi vardir.

Ispat: M matrisi nxn karmasik bir matris olmak iizere ;

K=(1\’4 ﬁ) alalim. KK*>0 oldugu bilinmektedir. O halde;

(11\/1 ;) (5 1\/11) = (MZ-II-I MMA;*++11) 20
Teorem 4.3.9°dan
M*+M+ 2] < MM* + 3]

yazabiliriz. Weyl’in monotonluk prensibi ve majorizasyon esitsizliginden;

M*+M—-MM* <1

izj(M*) + Zk: 2;(M) — Zk: A(MM*) < ZR:A,-(I)
1 1 1 1

iZ(M*) + iz(M) - iZ(MM*)< n

Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. Ispatimiz1 érneklendirelim.
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. 1-1 3
Ornek 5.4 A= l 1 il , A matrisini 2x2 karmasik matris olarak alalim. Bu
4

. 1
durumda A matrisinin eslenik transpozu A*:Il tiog l olur. Bu matrislerin izleri
3 —1

iz(A)=1, iz(A")=1 dir.

R =EL
g . PR * 4 - . ags
Bu iki matrisin garpilmasi sonucu AA™ =|, .. 17 matrisi elde edilir. Ve
4 16

. . 1.
iz(AA™) =12 = dir.
Teoremimizde yerine yazarsak;
iz(A*) +iz(A) - iz(AA")<n
1+1-12= <2

16

-12 % <0 elde edilir. Teorem 5.3 6rneklendirilmis oldu.

Teorem 5.5 A >0 ve B >0 ayni boyutlu matrisler ise;

iz(A Y2B"/ 2) < @ esitsizligi vardir.

Ispat: Zhang , 1999 yilinda ayn1 mertebeden pozitif yari tanimli matrisler igin ;

11
(4, ).
B2A2 B

esitsizligini vermistir. Bu esitsizlige dayanarak teorem 4.3.9°dan ;

11 11
B2A2 + A2B2 < A+ B
11 11
iz(B2A2) + iz (42B%) < izA + izB
. 11 11
biliyoruz ki iz (Bz2A4z2) = iz (AZBZ) esitligi vardir. Bu durumda;
. 11
ZIZ(AZBZ) < izA+izB
101 . .
iz (AEBE) < M%(B) sonucu elde edilir.
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Buradan iz(A"/2B"/2) < @ bulunur.

Ornek 5.6 AZ[% ;] ve B:[_42 _12] pozitif yar1 taniml1 matrislerini alalim.

4/5 —2v5
1/ _1 1 1/ _ T 5 . . JoN o o
A2 = [ 1 1] ve B/z2= G matrisleri elde edilir. Teorem geregi bu iki
5 5
matrisi ¢arparsak ;
25 Vs
1, 01 _|'s s arin iolepinin il A=
A/2.B/2 = 25 -5 sonucunu buluruz. Bu matrislerin izlerinin iz(A)=4 ,
5 5

iz(B)=5 ve

iz(A Y2.BY2 )= g oldugu goriiliir. Teoremimizde yerine yerlestirirsek;

9 ..
= —<— = —<= sonucu elde edilir. Ve Teorem 5.5

i+ (4) = F g

orneklendirilmis oldu.

iz(A)+iz(B) V5 _4+5 V5
2

Teorem 5.7 u ‘;1] €M, ve u ‘;1] > 0 ise,

In —izA*A| < n? — |izA|*>  esitsizligi vardur.

. . . . o A B .
Ispat: Fuad Kittaneh ve Minghua Lin 2017 ‘deki ¢alismasinda [B* C]E M, igin
|izZAC — izB*B| < izAizC — |izB|?

esitsizligini vermislerdir.

Eger verilen matrisi [ ! A] € M,, kabul edersek ve verilen esitsizlikte yerine

A* 1
yazarsak;

liz(I.1) — izA*A| < izl.izl — |izA|?

In —izA*A| < n? — |izA|?

esitsizligini elde ederiz.

Sonuc¢ 5.8 Matrisleri 2x2 kare matris olarak kabul edersek;

|2 —izA*A| < 4 — |izA|?
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elde edilir.

Teorem5.9 AB € M, ve a,b,c pozitif reel sayilar olmak iizere;

k 11 m
1ZZAJEB]E SZ(iZAj)a (izB;)P
j=1 j=1

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Bir matrisin izinin 6zdegerlerinin toplamina esit oldugu bilinmektedir,
dolayisiyla;

k ¢ k © m |k © m k
1% gy Lo 1.1
Sind oS wind - S5 wind Sl i

Herhangi bir matrisin singiiler degerleri onun mutlak degerinin 6zdegerleri
oldugundan,

m k m k m Kk
l l 1 1 1 1
SlS ]S (Saini) = 5wt

m k
< Z Z 6¢(Aj3) o (BB)

m  k m K
= Z Z A (AR A(B}D) = Z Z Aa (Ay) AB(B))

=1 j=1 j=1j=1
m k g k %

<> (D aap ] [ DAy Z(le) (izB,)P
j=1 \j=1 j=1
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C

K 1 1 = < <
iz Z AjaBp| < z:(izA]-)"Jl .(izB;)P esitsizligine ulagilir.
j=1 j=1

Teorem 5.10 M,N,K n-kare kompleks matris ve ( II:I* ;) pozitif yar1 taniml1 blok

matris olmak tizere;
k
. . M K _
liz(K + K*) | sZaj(K* N) k=12, ..n
]:

esitsizligi elde edilir.
Ispat: Tiirkmen ve Ulukok, herhangi bir pozitif yar1 tanimli blok matris igin,

k

k
Z@(B+B*)s Zaj(g* LC?)
=1

j=i

esitsizligini vermistir. Bu esitsizlik i¢in ( K N) matrisini alirsak; 1yi bilinmektedir
ki |iz( K+ K*)| <iz|( K + K*)| dir. Bir matrisin izi 6zdegerlerinin toplamina esittir.
iz|(K+K)| = ¥, 41(K+ K|

Herhangi bir matrisin singiiler degerleri onun mutlak degerinin 6zdegerleri
oldugundan,

k

K
liz(K+ K*)| < iz|(K+ K")| = Ai([(K+K")| =) o; (K+ K"
]2 J >

=i
<25 w)

J=1

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.11 K> 0 ve t>1 olsun. O halde;
. 1 .
iz(K+ D < 3 [Cn)t+iz(K2+ DY, t=>1

esitsizligi vardir.
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21 K*+1
K+1 KK*+1
4.3.22°den ve K>0 olmak {lizere;

ispat: = [i KI]H KI] >0 oldugunu biliyoruz. Simdi teorem

liz(K*+ D')? <izDiz(KK*+ 1)t , t>1
liz(K + D)% <iz2Dt iz(K? + )¢
iz(K + Dt < [iz2Dt. iz(K? + )t] /2

Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden;

iz(K+ D < %[iZ(ZI)t +iz(K? + 1]

(20K + 1) < 2 [iz(2n)" + iz(K? + 1)

sonucu elde edilir.

Sonug 5.12 t=1 kabul edersek;

. 1 :
iz(K+1) SE[2n+LzK2 + n]

K+ <3n_|_izK2
izK +n<— >

,K<n+izK2
=37

Ornek 5.13 K= [(2) g] matrisini ele alalim.

. t — 3t 0 — t

iz(K + )t = |z[0 s = 23

iz(2K)t = 4t

o b5 0T o ep e , _

iz(K-+ D" =iz o stl = 2. 5" esitsizlikte yerine yazarsak;

2.3t < % [4t +2.5'] , 4.3t <4! + 2.5! matematiksel olarak ispatlanmis olur.

t=1icin; 4.31<4! 4+ 2.5!

12<14 sonucu elde edilir.

Teorem 5.14 A,B hermityen matris olsun.
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A+B)2

'ABS'(
iz|AB| < iz 5

Ispat: Bir matrisin izi 6zdegerlerinin toplamina esit oldugundan;

n
iz|AB| = Z/lj(IABI)

j=1
seklinde yazabiliriz. Ayrica hermityen bir matrisin 6zdegerleri singiiler degerlerine
esit oldugundan;

n

izl4BI = ) 4,(1ABD) = ) 5;(AB)
=1

J=1

yazilabilir. Burada lemma 4.3.25°1 kullanirsak;

n

Zn:S<A+B> z (A+B) iZ(AJZrB>2

]:1 :

elde ederiz. Sonug olarak;
, (A + B\*
iz|AB| < lZ( 5 )

esitsizligine ulasiriz.

Teorem5.15 KH eM,ve K>0 H>0vet>1ise;

(iz(K+ H)YH? < (iz|]K + H|Y)? < = [[iz(K? + H2)]' + [iz(2D]']

N[ =

esitsizligi yazilabilir.

Ispat: M:[II{ PII] olmak iizere ;
L

oldugu bilinmektedir.Teorem 4.3.22 *den ve K,H >0 oldugundan,
(iz(K+ H)YH? < (iz|]K + H|Y)? < iz(K? + HH)%iz(2D*', t > 1.
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Ayrica,

iz(K + H)t < [iz(K? + HY) . iz(2D)t] /2

Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden;

iz(K + H)t < [iz(K? + HY)t iz(2D] /2 < %[iZ(KZ + H2)' +iz(2D)Y]
Teorem 4.3.23°den

iz(K + H)t < [iz(K? + H2)% iz(2D /2 < %[iZ(K2 + H?)' +iz(2DY]

< %[[iz(Kz + HA]E + [iz(2D)]1]
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde pozitif yar1 tanimli ve hermityen matrisler i¢in bulunan iz esitsizlikleri
lizerine bir arastirma yapilmistir. Elde edilen yeni esitsizlikler paylasilmis ve anlagilir
hale getirmek i¢in 6rneklendirilmistir.

Elde edilen esitsizlikler 15131nda matematigin sinirsiz diinyasina yeni iz ve singiiler
deger esitsizlikleri eklenebilir ve sinirlar daraltilabilir.
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