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OZET

Bu calismada, cebirsel yapis1 25. mertebeden en kiigiik kartezyen grup olan, yani
noktalar1 ve dogrular1 bu cebirsel yapi ile koordinatlanan 25. mertebeden projektif diizlem
incelenmistir. Bu diizlemde herhangi bir tamdortgenin tamamlanmist olan 2. mertebeden
Fano diizlemleri ve 5. mertebeden Bear altdiizlemi Ornekleri sunulmustur. Secilen
tamddrtgenin tamamlanmislarinin 3. mertebeden bir altdiizlem olusturmadigi gosterilmistir.

Son olarak bu diizlemde baz1 3-net 6rnekleri verilmisitir.

Anahtar Kelimeler: Kartezyen Grup, Projektif Diizlem, Alt Diizlemler.
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SUMMARY

In this study, the projective plane of order 25, which has the algebraic structure of
the smallest Cartesian group of order 25 meaning its points and lines are coordinated by this
algebraic structure is examined. Examples of Fano planes, which are the completions of any
quadrangle in this plane, and a fifth-order Baer subplane are presented. It is shown that the
completions of the chosen quadrangle do not form a third-order subplane. Finally, some

examples of 3-nets in this plane are provided.

Keywords: Cartesian group, Projective plane, Subplanes
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Simgeler Aciklama
N Noktalar kiimesi
D Dogrular kiimesi
° Uzerinde bulunma bagintis1
N od N noktasi d dogrusu tlizerindedir.
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IV, D, o) Geometrik yap1
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1. GIRIS ve AMAC

Cebirsel yapilar ve geometri arasindaki iligski, matematikte 6nemli bir arastirma alani
olup, bu calismanin temel konusunu olusturmaktadir. Ozellikle projektif diizlemler, gerek
teorik matematikte gerekse uygulamali alanlarda genis bir kullanim alanina sahiptir.
Projektif geometri, cebirsel yapilarla zenginlestirilmis bir alan olup, sonlu mertebelerdeki

projektif diizlemler matematiksel olarak biiyiik bir ilgi gérmektedir.

Bu ¢aligmanin temel amaci, 25. mertebeden projektif diizlemin cebirsel yapisini ve
icerdigi alt yapilarin 6zelliklerini incelemektir. Bu kapsamda, en kiigiik kartezyen gruba
sahip olan bu diizlemdeki noktalar ve dogrular incelenmis, belirli cebirsel yapilarla

iligkilendirilerek koordinatlanmalari saglanmustir.

Ayrica, bu diizlemde herhangi bir tamdortgenin tamamlanmiginin 2. mertebeden
Fano diizlemlerini ve 5. mertebeden Baer altdiizlemini icerdigi gosterilmistir. Bunun
yaninda, secilen tamdortgenin tamamlanmiglarinin 3. mertebeden bir altdiizlem
olusturmadig1 da ortaya konulmustur. Son olarak, bu diizlemde bazi 3-net Ornekleri

sunularak yapinin geometrik ve cebirsel 6zellikleri arasindaki baglantilar ele alinmistir.

Bu tez, projektif diizlemlerin cebirsel ve geometrik 6zelliklerini anlamaya yonelik
yapilan ¢alismalara katki saglamaya calismaktadir. Ozellikle 25. mertebeden projektif
diizlemdeki cebirsel yapilarin detayli incelenmesi, bu alandaki bilgi birikimine yeni

acilimlar kazandirmay1 amaglamaktadir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Oklidyen olmayan geometriler, matematiksel yapilarin genis bir yelpazede
anlagilmasin1 saglayan kritik bir alandir. Bu geometrilerde projektif diizlemler, farkli
diizlemler ve bu diizlemler iizerindeki dontisiimler, son yillarda aragtirmacilar tarafindan
yogun bir sekilde incelenmistir. Bu bdliimde, ¢alismanin temelini olusturan literatiire dair

bir 6zet sunulmaktadir.

Oklidyen olmayan geometriler, 19. yiizyllda Riemann ve Lobachevsky'nin
calismalariyla teorik bir cer¢eveye oturtulmus ve daha sonra projektif diizlemlerle olan
baglantilar1 derinlestirilmistir. Projektif diizlemler, dogrularin kesisimi ve noktalarin
birlesimi iizerine kuruludur ve bu geometrik yapilar, bazi cebirsel yapilara koordinatlanabilir

hale getirilmistir. Bu koordinatlanma, diizlemlerin analitik incelenmesine olanak saglar.

Sonlu geometriler baglaminda, projektif diizlemler iizerine calismalar, ozellikle
geometrik alt yapilar ve doniisiim gruplarinin analizine odaklanmistir. Bu baglamda,
Dembowski (1968) ve Kirkpatrick (1971) gibi aragtirmacilar, bu doniisiimlerin simetrik
yapilar1 ve alt diizlemleri lizerindeki etkilerini detayl bir sekilde incelemistir. Fano diizlemi

gibi 6zel yapilar, bu doniistimlerin geometrik 6zelliklerini anlamada kritik bir rol oymustir.

Dontisiim gruplari, projektif diizlem tizerindeki yapilart koruyan ve doniistiiren
islemleri ifade eder. Bu calismada da ele alinan projektif diizlemler, Kartezyen gruplar ile
modellenmistir. Panella (1965), Kaya (1978) ve Ozcan (1988), Kartezyen gruplarin projektif
diizlemleri koordinatlamak i¢in kullanilabilecegini ve bu yapilarin cebirsel 6zelliklerini
gostermistir. Kartezyen gruplar, sonlu bir projektif diizlemin yapisal 6zelliklerini analiz

etmek icin kullanilan cebirsel yapilardan birisidir.
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Bu baglamda, projektif diizlemlerin alt diizlemleri ve bu diizlemlerde kullanilan
simetrik Ozellikler, doniisiimlerin analizinde 6nem tasir. Ornegin, Fano diizlemleri gibi
belirli yapilarin 6zellikleri, bir projektif diizlemin yapisin1 anlamak i¢in kritik oneme
sahiptir. Fano aksiyomu, bu diizlemleri digerlerinden ayiran temel bir kriterdir ve bu

aksiyom, alt diizlemlerin belirlenmesinde ve yapilandirilmasinda kullanilmaktadir.

Sonlu geometrilerin analizi, matematik ve bilgisayar bilimleri gibi bir¢ok farkl
alanda uygulamalara sahiptir. Kirkpatrick (1971), sonlu projektif diizlemlerin cebirsel
yapilarini ve doniisiimlerle olan baglantilarini aragtirmis; bu calismalari, alt diizlemlerin
ozelliklerini anlamada temel bir kaynak haline getirmistir. Benzer sekilde, Cift¢i ve Kaya
(1990), projektif diizlemlerde kullanilan yontemlerin nasil kullanilabilecegine dair 6rnekler

sunmustur.

Glinlimiizde, projektif diizlemler ve alt yapilari {izerine yapilan arastirmalar, 6zellikle
sayisal modelleme ve algoritmalarin gelistirilmesi i¢in de 6nemli bir zemin olusturmaktadir.
Doniistimlerin  modellenmesi ve alt diizlemlerin yapilandirilmasi, bilgisayar tabanh

geometrik analizlerde uygulama alani1 bulmaktadir.

Bu caligmada, cebirsel yapis1 25. mertebeden en kii¢lik kartezyen grup olan, yani
noktalar1 ve dogrular1 bu cebirsel yapi ile koordinatlanan 25. mertebeden projektif diizlem
incelenmistir. Bu diizlemde herhangi bir tamddrtgenin tamamlanmisi olan 2. mertebeden
Fano diizlemleri ve 5. mertebeden Bear altdiizlemi O6rnekleri sunulmustur. Segilen
tamdortgenin tamamlanmislarinin 3. mertebeden bir altdiizlem olusturmadigi gosterilmistir.

Son olarak bu diizlemde baz1 3-net 6rnekleri verilmisitir



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu calismada yer alan projektif geometrinin bazi temel kavramlarini kisaca ele

alalim.

3.1. Projektif Diizlem

Tamim 3.1. V', noktalar1, D ise dogrular1 temsil eden ve N N D = @ olacak sekilde
tanimlanan iki kiime olsun. Ayrica 0, V' X D kiimesi lizerinde bulunma bagintis1 olsun. Eger

P = (IV, D, o) asagidaki sartlar1 sagliyor ise, bu sisteme bir projektif diizlem denir.
POY)VX,YEN, X +Yicind;le€D>3XolveYol.
P2)VI,l, €D, I #LicinIXeEN 3 XoljveXol,.
P3) Herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Teorem 3.1. P = (IV, D, o) diizlemi i¢inde, birbirinden farkli iki dogru yalnizca bir

nokta belirtir.

Tamm 3.2 Herhangi ii¢li ayn1 dogrultuda olmayan dort nokta A, B, C ve D ele
alindiginda, bu noktalarin ikili sekilde birlestirilmesiyle elde edilen dogrular, alt1 farkli dogru
ve bunlarin kesisimleriyle olusan yedi belirgin noktayr meydana getirir. Bu geometrik
diizenlemeye tamdortgen adi verilir. A, B, C, D noktalar1 kdse noktalar1 olarak adlandirilir.
AB ile CD, AC ile BD ve AD ile BC dogrulari, birbirinin karsilikli kenarlar1 olarak
isimlendirilir. Karsilikli kenarlarin kesisim noktalar1 ise dzel bir anlam tasir ve su sekilde
tanimlanir, U: AB ve CD dogrularmin kesisimi, V: AC ve BD dogrularinin kesisimi, W: AD

ve BC dogrularinin kesisimi.
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Bu {i¢ kesisim noktast U, V ve W, tamdortgenin kdsegen noktalari olarak bilinir.
flging bir sekilde, kdsegen noktalar1 kdse noktalariyla ¢akismaz ve tamddrtgenin i¢ yapisini
belirleyen 6nemli unsurlardir. Ortaya ¢ikan bu yapi, projektif geometri agisindan temel bir

ornek olup alt1 dogru ve yedi noktadan olusur.

Calismanin ilerleyen boliimlerinde ikinci mertebeden Fano diizlemleri ele

alinacaktir. Bunun 6ncesinde, Fano diizleminin tanimi iizerinde duralim.

Tamm 3.3. Bir projektif diizlem, i¢indeki tiim tamdortgenlerin kdsegen noktalari
dogrudas ise, bu diizlem Fano diizlemi olarak adlandirilir. Bir diizlem, digerlerinden en az

bir nokta bakimindan farkliysa, bu diizlemler 'Farkli Fano diizlemleri' olarak kabul edilir.

Fano Aksiyomu: Bir Fano diizlemi, i¢erdigi her tamdortgenin kdsegen noktalarinin

dogrudas olmayan noktalar oldugunu belirtir

Tanmm 3.4: P = (WV,D,0) ve P' = (N',D’,0") iki farkli projektif diizlem olsun.
Eger N, N nin alt kiimesi ise, her d’ € D’ dogrusu i¢gin, d’ = d N V' olacak sekilde bir
tek d € D dogrusu bulundugunda, P’ diizlemi P diizleminin projektif altdiizlemidir. Eger
P’ + P gart1 saglanirsa, yani P’ diizlemi P diizleminin tamamini kapsamazsa, bu durumda

P’ diizlemi P diizleminin projektif oz altdiizlemi olarak adlandirir.

Teorem 3.2: P n mertebesine sahip sonlu bir projektif diizlem ise, P’ diizlemi ise P
diizleminin m mertebesine sahip bir projektif 6z altdiizlemi olarak verilsin. P diizleminin
biitiin dogrular1 P’ diizleminin en az bir noktasini iceriyorsan = m?, igermiyorsa n > m? +

m olur.

3.2 Projektif Diizlemin Koordinatlanmasi

Tamm 3.5. Kardinalitesi n > 2 olan ve 0zel elemanlar: 0 ile 1 olarak tanimlanan S
kiimesini ele alalim. 2, mertebesi n olan bir projektif diizlem olsun. Bu diizlemde,

herhangi ti¢ii dogrudas olmayan O, E, U ve V noktalarindan olusan bir dortgen segelim.



Noktalarin koordinatlanmasi:

0=(0,0) (1.0) (a,0) (b,0) (m,0) u=(0)

Sekil 3.1. Noktalar1 Koordinatlanmast

OE iizerinde yer alan, OE AUV noktasinin disinda kalan her bir noktay:, S?
kiimesinin (a,a) formundaki bir elemaniyla iligkilendirelim. O = (0,0), E = (1,1) olarak
tanimlayalim. Eger UV dogrusunda yer almayan bir N noktasi igin NU A OE = (b,b) ve
NV A OE = (a,a) iliskileri saglaniyorsa, bu noktayr N = (a, b) seklinde tanimlayalim. Ozel
durumda, OU dogrusu iizenindeki noktalarin koordinatlari (a,0) seklinde, OV dogrusu
tizerindeki noktalarin koordinatlar1 ise (0,b) seklinde ifade edilir. UV dogrusu iizerinde
bulunan [(0,0) vV (1, m)] A UV noktasina (m) koordinatin1 verelim. Bu durumda, U noktasi
U =[(0,0) v (1,0)] AUV ile belirlendiginden U = (0) olur. OEAUV = [(0,0) V (1,1)] A
UV olarak ifade edilir ve bu kesisim OE AUV = (1) olur. oo & S oldugunda UV dogrusu
tizerindeki V noktasin1 V = (00) olarak tanimlayalim. (Sekil 3.1)



Dogrularin Koordinatlanmasi:

V = () noktasini igermeyen ve UV dogrusu ile bir (m) ve OV dogrusu ile bir (0, k)
kesisim noktasina sahip olan dogruya [m, K] koordinatini atayalim. Ayrica, V = (o)
noktasindan gegen ve OU = [0,0] dogrusu ile bir (k, 0) kesisim noktasina sahip olan dogruya

[K] koordinatini ve UV dogrusu lizerinde bulunan dogrulara ise [oo] koordinatini verelim.

Sekil 3.2. Dogrularin Koordinatlanmasi

Uzerinde Bulunma Bagintisi:

Secilen V x,y,m,k € Sise,

() o [o0], () o [K], (o0) @ [m, K]
(x) o [oo], (x) @ [K], X)o[mk] ©®x=m
xy)0[x], &yol[klex=k (x,y) o [m,Kk] &y = T(m,x,k)



3.3. Projektif Diizlemlerin Cebirsel Yapilar:

Tamm 3.6. S, 0 ve 1 elemanlarini igeren, ancak oo noktasini barindirmayan bir kiime
olsun. T, S iizerinde tanimli bir ti¢lii islem olmak iizere, asagidaki 5 sart1 sagliyorsa, (S,T)

yapisina ti¢lii halka denir:
1) Vx,y,z € Sicin, T(0,y,z) = T(x,0,z) = z esitlikleri saglanir.
2)V x € Sigin, T(1,x%,0) = T(x,1,0) = x.
3)V x,y,z € Sigin T(x,y,a) = z olacak sekilde, yalnizca bir tane a € S vardir.

4) x # z oldugu takdirde, X,y,z,d € S olacak sekilde T(x,a,y) = T(z, a, d) esitligini

saglayan yalnizca bir a € S vardir.

5) x+#z oldugu takdirde, Vx,y,z,d €S i¢in T(ax,b)=b, T(a,z,b) =d

esitliklerini saglayan yalnizca bir (a,b) € S? ¢ifti mevcuttur.

Eger S, bir projektif diizlemin koordinat sistemi olarak tanimlanabiliyorsa ve T, bu
diizlemde bir tiglii islem olarak ifade edilebiliyorsa, (S, T) yapisina projektif diizlemin {iglii

halkasi ya da diizlemsel {iglii halka denir.

Teorem 3.3. Her (S,T) ti¢lii halkasi igin, o ti¢lii halkasina karsilik, bir 2 projektif
diizlemi bulunmaktadir ve bu diizlemde tanimlanan diizlemsel tiglii halka, tam olarak (S,T)

olur. Bu diizlem, P s 1y olarak adlandirilir.

Teorem 3.4. Bir P projektif diizlemi ve (S,T) bu dizlemin O, E, U, V
koordinatlariyla tanimlanan diizlemsel {iglii halkas1 verilsin. Ayrica (S’, T") de P diizleminin
0’, E',U’, V' koordinatlartyla tanimlanan diizlemsel ti¢lii halkas1 olarak kabul edilsin.
(S,T) ve (S',T') arasindaki izomorfizm i¢in, f(0) = O, f(E) = E’, f(U) = U’, f(V) =V,

olacak sekilde bir f € G(P) kolinasyonunun olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Tamm 3.7. Bir H kiimesi tizerinde * islemi tanimlanmis olsun. (H,*) ikili islemi H1

- H3 6zelliklerini sagliyorsa, bu yap1 yarigrup ya da loop olarak adlandirilir.

H1) Vx,y € H elemani i¢in X*y = y denklemine sahip olan yalnizca bir a € H

¢Ozimii bulunur.
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H2) Vx,y € H verildiginde a * x = y denkleminde yalnizca bir a € H ¢6ziim

mevcuttur.

H3) Va € H elemani i¢in a * v = v *xc = a kosulunu saglayan yalnizca bir tane

v € H mevcuttur. Bu eleman, birim eleman olarak adlandirilir.

Tamim 3.8. Bir (S,T) i¢li halkasinda, T isleminin a+b = T(1,a,b) ve a.b =
T(a, b, 0) olarak tanimlanan 6zel haller, S kiimesi lizerinde toplama ve ¢arpma islemleri

olarak tanimlanir.

Tanmm 3.9. S kiimesi, 0 ve 1 dahil olmak iizere elemanlar icerdiginde, + ve
islemleri bu kiime {zerinde ikili islemler olarak tanimlanir. (S,+), (S—{0}, *)
sistemlerinde elemanlar1 O ve 1 olan yarigruplar yer alir. Eger Vx € Sicinx-0=0-x=0

sart1 saglaniyorsa (S, +,7) ¢ifte-yarigrup olarak kabul edilir.

Tammm 3.10. (S,T) lineer iiglii halkasinda, + birlesme &zelligine (asosyatiflik)
sahipse, (S,T) yapisina kartezyen grup denir.

Teorem 3.5. Bir (S, +,7) ¢ift yarigrubunun T(X,y,z) = xy + z islemi ile birleserek
olusturdugu (S, T) yapisinin kartezyen grup olabilmesi igin sartlar asagidaki gibidir:

1) (S, +,") yapisi diizlemsel halka olarak tanimlanir.
2) + islemi asosyatiftir.

Sonug 3.1. (S, +,7) cebirsel yapisina T(x,y,z) = xy + z ti¢lii islemi entegre edilerek

elde edilen (S,T) sisteminin kartezyen grup olabilmesi i¢in,

1) (S, +) yapisinin birim elemani olarak 0'1 kabul edip bir grup olusturmas,
2) (S—{0}, -) yapisin 1 birim elemanina sahip oldugu ve yarigrup olusturdugu,
3) Vae€Selemaniigin 0-a = x-a = 0 kosulunun saglanmasi,
4) VX,y,2,v €S,Xx # zelemanlari i¢in xa + y = ca + v denkleminin yalnizca bir
a € S ¢ozlimiine sahip olmast,
5) VXx,y,z,v €S, X # zoldugunda,
ax+b=y
az+b=v

esitliginin yalnizca bir (a,b) € S? ¢oziimiiniin olmasi, gerek ve yeter kosuldur.
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3.4. Kartezyen Grup

Ornek 3.1. R gergel sayilar kiimesi ve +, R iizerinde toplama islemi olsun. ® islemi ise her

x,y € R i¢in

Xy, xy =0
x0y =3{xy%, x<0vey>0
x?y, x>0vey<0

Bigiminde verilsin, (R, 4+, ©) sisteminin bir Kartezyen grup oldugunu, ancak ¢arpmanin
komiitatifligi disinda ne birlesim 6zelligini ne de toplama iizerinde dagilma gibi standart

ozellikleri saglamadigini gosterelim.

1) (R, +) birim elemani 0 olan bir gruptur.
2) (R — {0}, ®) nin bir yarigrup oldugunu gosterecek olursak:

L1)i,j € R—{0}icini® x = j esitliginin yalniz bir x € R ¢6ziimii mevcuttur.

i>0 ve j>0 iken ix=j ise x =i"1 >0 tek ¢Oziime sahiptir. i?x = olursa

x = (i?)71j > 0 olacagindan x < 0 ¢dziimii olmazd.
i<0vej>0ise ix =jvex=i1j <0 tek ¢oziime sahiptir.

Fakat ix? = j ise x2 = i~%j ve x = +,/i~1j olmas1 gerekirdi. i"1j < 0 olacagindan bdyle

bir ¢oziimden bahsedilemez.

i>0 ve j<O0 ise, ix=j denklemi i¢in x =i"'j <0 bir ¢oziime sahip olamaz.

ix =jise, x = (i%)71j < 0 tek ¢dziime sahiptir.
i<0vej<Oise ix =jvex=i"1j> 0 olur. Bunedenle x bir ¢6ziim olamaz.

Fakat ix? = j ise, x = +,/i~1j olacagmdan x = /i~1j > 0 tek ¢dziime sahiptir. Boylece

L1 yalniz bir x ¢6ziimiine sahiptir. Agiklamak gerekirse;

a,b > 0veyaa,b < 0 oldugunda, ab = 0 oldugu icina ® b = ab = ba =b 0 aolur.
a>0ve b<O0ise, a®b=a’b=>ba%?=b0Oaolur.

a<0 ve b>0 oldugunda, a ®b = ab? = b%?a =b 0 a oldugundan her a,b € R i¢in
a®b=>b0 olur.
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L2) 0 islemi komiilatif oldugundan x ® a = y denkleminin bir tek ¢dziimii oldugu gibi,

a 0 x = y denkleminin de yalnizca bir tek a € R ¢oziimii vardir.

la, a=0 (a, a=>0 _
L3)1 6 a_{lza, a<0_{a, a<o0_ ¢
Bu nedenle (R — {0}, ® ), birim elemani 1 olan bir yarigruptur.

3) Herx e Ricin 00 x = 0x = 0 = x0 = x © 0 olmalidur.
4) Hera, b, ¢, d € R, a # c igin,
a®x +b =cOx +d

Esitliginin yalnizca bir x € R ¢6zlimiinii inceleyecek olursak,

ax + b, ax =0
a@x+b={a2x+b, a>0vex<0
ax? + b, a<Ovex>0

cx +d, cx =0
c@x+d={czx+d, c>0vex<0
cx? +d, c<Ovex>0

[fadelerini kullanarak ¢esitli durumlari ele alalim.
a=00lup,b=cOx+d=cOx=b—-dvec=0Iise

a®x +b =d = aBx =d — b esitliklerinin bir tek c¢oziimlerinin oldugunu, yarigrup

Ozelliklerinden ¢ikarabiliriz.
a > 0 ve c > 0 olsun.
ax+b=cx+d, (x=>0)veyaa’x + b = c?x + d, (x < 0) esitlikleri saglanir.

Eger (d —b)(a—c)™' >0 ise, birinci esitligin tek ¢oziimii x = (d —b)(a — ¢)™?
olacaktir. Aksi halde x = (d — b)(a? — ¢?)~! tek ¢dziimiidiir.

a<0ve c>0olsun. ax+b=c?x+d, (x<0) veya ax?+b=cx+d, (x >0)
esitliklerini incelersek d — b > 0 ise birinci esitligin ve d — b < 0 ise ikinci esitligin yalniz

bir ¢6ziimii mevcuttur.

a > 0vec < 0kosulunda, d — b < 0 ise,
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a’x + b = cx + d denkleminin (x < 0) sartin1 saglayan sadece bir x ¢6ziimii vardur.

Ancak d — b > 0 ise, ax + b = cx? + d denkleminin (x > 0) kosulunu saglayan tek bir

¢Oziimii vardir.

a<0 ve ¢<0 oldugunda, (d—b)(a—c) 1< 0 kosulunda ax+b=cx+d
denkleminin (x < 0) i¢in yalmzca bir ¢dziimii vardir. Ayrica (d —b)(a—c)™1 >0
oldugunda ax? + b = cx? + d denkleminin de bir tek ¢dziimii bulundugundan L3
esitliginin ¢oziimii tektir.
5) Hera,b,c,d €ER,a#c
x0a+y=>b

xOc+y=d

Sisteminin, yalnizca bir tane (x,y) € R? ¢dziim igermesi gerekir.

xa+y=hb, xa = 0 ise
x0a+y=bo<{x*a+y=b  x>0vea<O0ise
xa’+y =, x<0vea>0ise

xc+y=d, xc =0 ise
x0c+y=desix’c+y=d, x>0vec<O0ise
xc?+y=d, x<0vec>0ise

Olur.

a = 0 veya ¢ = 0 durumunda, sirasiyla xOc = d — b ve xOa = b — d esitliklerinin
yarigrup Ozellikleri sebebiyle, bir tek x ¢6ziimleri bulundugundan bu sistemin de bir

tek (x, y) ¢6ziimii olacaktir.
a>0vec>0olsun. (b —d)(a—c) "t < 0ise,
xa’?+y=»hb

xc2+y=d, (x<0)

Sisteminin yalmzca bir (x,y) ¢6ziimii vardir ve (b — d)(a — ¢)™1 > 0 ise,



xa+y=»b

xc+y=d, (x >0)

Sisteminin yalnizca bir ¢oziimii mevcuttur.
a>0vec<O0olsun.b—d < 0 ise,
xa’+y=hb

xc+y=d, (x <0)

Sisteminin yalnizca bir tek ¢6ziimii varken, b — d > 0 olmasi halinde
xa+y=»b

x%c+y=d, (x> 0)

Siteminin bir tek ¢6ziimii mevcut olacaktir.
a<O0vec>0olsun.b—d > 0ise,
xa+y=»>b

xc?+y=d, (x<0)

Tek ¢oziimii ve b — d < 0 ise

x?a+y=»b

xc+y=d, (x >0)

Tek ¢ozlimii olacaktir.

a<Ovec<oO0olsun. (b —d)(a—c)"* < 0ise,
xa+y=»>b

xc+y=d

Sisteminin bir tek ¢oziimii mevcuttur. Eger (b — d)(a — ¢)™! > 0 ise,
xta+y=b

xtc+y=d

13
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Sisteminin yalnizca bir (x, y) ¢6ziimi oldugundan bu siteminin her zaman yalniz bir
¢oziimi vardir. Bu nedenle (R, +, ©) bir kartezyen grup olusturur. Bir 6rnek ile

gosterecek olursak,
(20(-3))0(-2) = (—12)0(-2) = 24
20((—3)0(-2)) = 206 = 12
20(=5 +3) = 20(-2) = -8
20(=5) +203 = (-1)03 = -9
(-2)03 +103 = (-18) + 3 = —15

Yukaridaki o6rnekten, bu sistemde ¢arpmanin, birlesme ve toplama iizerine dagilma

ozelliklerini saglamadigini rahatlikla anlayabiliriz.
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4. EN KUCUK KARTEZYEN GRUP

Fs ={0,1,2,3,4}, 5 ile kalanlar1 i¢eren bir kiime olup Fs lizerinde tanimlanan + ve -
islemleri 5 modiiliine gore toplama ve ¢arpma islemleridir. Boylece (Fs, +,7) cisim

olusturur.
S=F;XFs ={(x,y) | x,y € Fs} lizerinde @ ve O islemleri asagidaki gibi tanimlaniyor.
(a,b) B (c,d) =(a+c,b+4d)

_((a,b) *(c,d), b=0veya(bc—ad)*—2d*=0,1,4ise
(a,b)0(c,d) = { —(a,b) * (c,d), diger durumlarda

Bu durumda = iglemi ise, $0yle tanimlanir,

_((a.c, a.d), b=0 ise
(a,b) *(c,d) = {(a.c —b Y.d.(a®*=2), b.c—a.d), b+ 0ise
bu sekilde tanimlanan (S, @, 0) yapisinin bir kartezyen grup belirtir.

(S, ©) sitemini daha net bir sekilde gorebilmek igin, © islemine dair tabloyu sunalim. Bu

tabloda basitlik saglamak amaciyla her (x,y) € S elemani i¢in xy ifadesi kullanilacaktir.
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00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
31 02
10 02 43 22 32 13 4

00 20 40 10 30 04 34 41 11 24 03
00 01 02 03 04 10 11 12 13 14 20
00 14 23 32 41 11 30 21 43 03 22
00 34 13 42 21 12 41 30 01 22 24
43 12 31 13 23 04 30 4 21
00 44 33 22 11 14 02 42 24 30 23
00 02 04 01 03 20 22 24 21 23 40
00 22 44 11 33 21 04 32 40 12 42
00 12 24 31 43 22 40 03 14 34 44

00 32 14 41 23 24 13 40 33 01 43
04 02 30 33 31 34 32 10
00 23 41 14 32 31 42 10 22 04 12
00 13 21 34 42 32 24 4 03 10 14

00 33 11 44 22 34 01 23 10 43 13
00 04 03 02 01 40 44 43 42 41 30
00 11 22 33 44 41 03 13 31 20 32
00 31 12 43 24 42 32 01 20 11 34
00 21 42 13 34 43 14 20 04 33 31
00 41 32 23 14 44 20 34 12 02 33

Cizelge 4.1. O Islemine Iliskin Cizelge
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1) (S—{(0,0)},©) yapisimnin bir yarigrup oldugunu gostermek gerekirse,

ahB ES— {(0,0)},
a®x =p

esitliginin yalnizca bir x € S ¢dziimii bulunmaktadir. Oyle ki, i. satirin basindaki

bir @ elemani ile ayni satirda bir kez olan 8 elemani verildiginde, eger S, i. satir ve

j. stitundaki bir eleman ise j. siitunun ilk elemani a®x = £ denklemine ait tek

¢oziim x € S olur. Ornek verecek olursak , 410x = 21 esitliginin tek ¢oziimii

x = 24 = (2,4) € S olacaktir.

a,B €S—{(0,0)}icin, a®x = f esitliginin yalnizca bir x € S ¢dzliimiiniin
varligini, tabloda siitun ve satirlarin yerlerini degistirerek gosterebiliriz.

Va € Sigin, @10 = 100a = a oldugunu cizelgeden fark edilebiliriz. Oyle ki

(1,0)’n, (S — {(0,0)}, ®) kiimesinin birim eleman1 oldugu sonucuna varabiliriz.

Ayni zamanda (S — {(0,0)}, ©) kiimesi bir yar1 gruptur.

2) Y a€Sigin,

a®00 =000 a = 00 esitligi agiktir.

3) a,B,y,0 ESvea # fise,
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a®x @y = [Ox @ § esitliginin S kiimesi lizerinde yalnizca bir ¢oziimii oldugunu
anlayabilmek igin bu esitligi, (S, ©) kiimesinin grup olma 6zelliklerinden,

(a®x) — (BOx) = u bigiminde yazabiliriz. Tabloda @ ve 8’ nin bulundugu
satirlarda olup ayni siitunda bulunan eleman ciftlerinin farki 4 olan yalnizca bir
siitun vardir. Oyle ki bu farklardan her siitun i¢in farkl bir eleman elde edebiliriz.
Bu siitunun basinda bulunan eleman, a®x @ y = f0x @ § denkleminin tek
¢oziimii olacaktir. Ornek verecek olursak,

230x @ 12 = 040x @ 31 esitliginin tek ¢oziimii x = 10 = (1,0) € S olacaktir.

a,B,y,6 €S, a# pise,

xOaPy=y

x0p Dy =96

Esitliklerinin yalmz bir (x,y) € S? ¢dziimii vardir. Bunu ifade edebilmek igin,
(S,®) ’nin grup ozelliklerinden faydalanacak olursak,

(x0a) — (x0B) =y — 8 = uvey =y — (xOa) seklinde ifade edebiliriz.
a®x @ y = [0x @ § esitliginin ¢ozliimiinde satir ve siitunlart degistirecek olursak
(xO@a) — (x6B) =y — 8§ = u denkleminin yalniz bir x € S ¢éziimii olacaktir.
x € S elde edildikten sonra, (S,®) grup oldugu i¢in,

y =y — (x0Oa) esitligi kullanilarak yalniz bir y € S bulunabilir. Bu nedenle,
xXBaPy=vy

x0p Dy =26

Sisteminin yalmz bir (x,y) € S? ¢dziimii vardir.

(S, ©) sistemi, garpmanin degisme 6zelligi, birlesme 6zelligi veya toplama
tizerine dagilma gibi standart 6zelliklerin hic¢birini saglamaz. Bu 6zelliklerin
saglanmadigini gosterecek olursak,

03023 = 34 ve 23003 = 21 oldugundan degisme 6zelligi yoktur.
(21043)042 = 23044 = 24 ve 210(43044)=21041=43 oldugundan birlesme
ozelligi saglanmaz.

310(13 @ 24) = 31032 = 02 ve (31013) @ (31024) = 22020 = 42 bu
nedenle soldan dagilma 6zelligi bulunmamaktadir.

(24 @ 13)042 = 32042 = 02 ve (24042) P (13042) = 22020 = 42

Bu nedenle sagdan dagilma 6zelligi bulunmamaktadir.
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5. 25. MERTEBEDEN PROJEKTIF DUZLEM

Bu boliimde, 25. mertebeden bir projektif diizlemin yapisi incelenecek ve noktalar,
dogrular ve bu elemanlar arasindaki iliskiler temelinde bu yapinin bir projektif diizlem

oldugunu gosterilecektir.
Diizlemin noktalar kiimesi V" olsun.

IV ye ait 625 tane afin nokta (x, y), (x,y € S), 25 tane ideal nokta (m),(m € S), 1

tane ideal nokta (o0) vardir.
Diizlemin dogrular kiimesi D olsun.

D ye ait 625 tane afin dogru y = mOx @ k, (m, k € S), 25 tane afin dogru x = 4,
(A €5), 1 tane ideal dogru [oo] vardir.

Uzerinde bulunma bagintisi o olsun,

(m) ideal noktas1 y = mOx @ k, (V k € Sicin) dogrusu ile [oo] dogrusu tizerinde

yer alir. (o) ideal noktasi x = A, (VA € S) dogrulari ve [oo] dogrusu tlizerinde yer alir.

(x,y) afin noktasi y = mOx @ k, (V m, k € S) dogrusu iizerinde yer alir ve (x,y) afin
noktast x = A, (1 € S) dogrusu iizerinde yer alir. Oyle ki,

(x,y) o [mk] &y =m0Ox @ k ve (x,y) o [A] esitlikleri gegerlidir.(x, y) afin noktasi

[o0] dogrusu iizerinde yer almamaktadr.

NV noktalar, D dogrular ve o iizerinde bulunma bagintisi ile, (N, D, o) yapisinin

projektif diizlem oldugunu inceleyerek gosterelim.

P1) P; = (x4,¥,) ve P, = (x,,y,) iki farkli nokta olarak verilsin.

Eger x; = x, ise P, ve P, iizerinden gegen yalnizca bir x = x; dogrusu

bulunmaktadir. x; = x, oldugunda y; # y, olacagi i¢in P; ve P, lizerinden y = mOx @ k
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biciminde bir dogru ge¢mez. Eger P; ve P, iizerinden x; = x, oldugunda y = mOx @ k
bigiminde bir dogru gegiyor olsaydi (x4, y;) ve (x;,y,) noktalar1 bu denklemi karsilardi.
Aciklamak gerekirse,

(xl')ﬁ) ° [ml k] S Y1 = m@xl @ k

(e yy) o [m. k] < v, = mOx, B k} = y; = Yy, olacagindan P; # P, ile ¢elisirdi.

X1 # x5 oldugunda P; ve P, noktalar1 y = mOx @ k dogrusu lizerinde yer alir. Bu

durumda,

y1 =mOx; Bk
y, =m0Bx, P k

Sisteminin yalnizca bir [m, k] ¢6ziimii bulunmaktadir. Bu durumda (x,, y;) ve
(x4, y2) noktalarindan yalnizca bir dogru geger. Ciinkii x; # x, oldugu i¢in x = A4

biciminde bir dogru P; ve P, noktalarini kesmez.

P2)y =m;0x @ k; vey = m,0x @ k, (my # m,) ise
(m1®X) = (m2®X) = k1 - kz = k

denkleminin sadece bir x ¢6ziimii olacagindan, y de tek bir deger alacaktir. Bu sebeple,
y =m0x @ k, ve y = m,0x @ k, dogrularinin yalnizca bir adet (x, y) ortak noktasi
bulunur. x = A bigimindeki dogrular ise yalnizca (o) ideal ortak noktasina sahip olduklari

icin, bu iki dogrunun arakesiti yalnizca (o) noktasidir.

P3) Dogrudas olmayan herhangi ii¢ noktadan farkli, dort nokta her zaman segilebilir.

0 = ((0,0),(0,0)), 1 = ((1,0),(1,0)), X = ((0,0)), z = () noktalarini drnek verecek

olursak, bu noktalarinin higbiri herhangi ti¢li dogrudas olacak sekilde se¢ilemez.

Bu sebeple, (W, D, o) sistemi bir projektif diizlem belirtir.
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5.1. P, S nin Diizgiin Dortgenleri

Bu boliimde, P, S diizleminde diizglin dortgenlerin toplam sayis1 belirlenmekte ve
bu dortgenlerin olusturulma yontemleri detayli bir sekilde incelenmektedir. Diizlemdeki
noktalarin 6zellikleri ve yerlesim kurallar1 dikkate alinarak, her bir asamada farkli

secimlerin nasil yapildig1 ve bu se¢imlerin toplam sayiya etkisi agiklanmaktadir.

651.650.625.576
4!

Onerme 5.1. P,S*nin diizgiin dértgen sayisi tanedir.

AD BC

/7 X

Sekil 5.1. ABCD Tamdortgeni

Ispat: Bu diizlemde, ABCD dbrtgeninin olusturulabilecegi farkl1 yollarm belirlenmesi
gerekmektedir. Diizlemde yer alan 651 noktadan biri, bu dértgenin A noktasi olarak
belirlenebilir. Diizlemde, A noktasindan farkli olacak sekilde B noktasi 650 se¢enek
arasindan belirlenebilir. AB dogrusu tizerinde 26 nokta bulundugundan ve C noktas1 bu
dogruda olamayacagindan, C noktas1 625 farkli secenek arasindan belirlenebilir AB, AC
ve BC dogrulari lizerinde toplam 75 nokta yer aldigi ve D noktasi bu dogrular iizerinde
bulunamayacagi i¢in, 651 noktadan geriye kalan 576 noktadan biri D noktas1 olarak

belirlenebilir. A’B’C’'D’ dortgenlerinin kendi iginde 4! farkli sekilde siralanabilecegi goz

651.650.625.576

oniine alindiginda,
4!

hesaplamasiyla, P, S kiimesindeki diizgiin dortgenlerin

toplam sayisina ulasilir.
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6. P,S NIN ALT DUZLEMLERI

Bir Fano diizlemi, pek ¢ok projektif diizlemin alt projektif diizlemi olarak ortaya
cikabilir. Projektif bir diizlemdeki Fano alt diizlemleri, bu diizlemin geometrik yapisinin

belirlenmesinde kritik bir rol oynar.

6.1. P,S nin Baz1 Alt Diizlemlerinin Arastirilmasi

P = ((0,0), (a, b)) noktasinda a =b =0 ve a=1, b =0 oldugu durumlarda
OIXP’ nin dortgen olusturmadigi bilinmektedir. Buna durumda, asagidaki onerme ileri

surtlebilir.

Onerme 6.1. P = ((0,0), (a, b)) olmak tlizere (a=b =0 ve a=1, b =0 durumlar
hari¢.) P,S tarafindan olusturulan OIXP dortgenlerinin tamamlanmasiyla elde edilen

konfigiirasyonlarin bazilar1 3. mertebeden bir alt diizlem olusturmaz.

Ispat: Bu ispatta P noktasinin secimine gére bazi durumlar ele almacaktir. P =
((0,1), (a, b)) ve b # 0 olmak tlizere OIXP dortgeninin tamamlanmis hali, P,S kiimesinin
2. mertebeden alt diizlemlerini meydana getirmektedir (Fano diizlemleri). Bu durumda,
ispatt tamamlamak adma b =0 vea # 0,1 kosulunda OIXP 'nin tamamlanmis
konfigiirasyonlarinin tiglincii mertebeden alt diizlem olusturmadigini géstermek yeterlidir.

Bu degerlendirmeler yapilirken, Sekil 6.1.'deki noktalar ve dogrular dikkate alinacaktir.
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Sekil 6.1. 3. Mertebeden Projektif Diizlemin Noktalar Kiimesi

P=((0,1),(1,2)), P=((0,1),(1,3)), P=((0,1),(1,4)) igin durumlar incelenecek olursa,
1. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(1,2))

OP=[(2,2),(0,0)], OX=[(0,0),(0,0)], OI=[(1,0),(0,0)], PX=[(0,0),(1,2)], 1X=[(0,0),(1,0)]

dogrular elde edilir ve

OPAIX = ((4,4),(1,0)) = E, OI A PX = ((1,2),(1,2)) = F belirlenir.
EF = [(3,1), (0,2)] dogrusudur.

N = EFAOX = ((2,3),(0,0)) ve PI = [(4,4), (2,1)] ardindan

PI A OX = ((1,2), (0,0)) = G noktast belirlenir.

EF A PI = ((4,3),(4,2)) = N’ noktast, FG = [(1,2)] dogrusu

FGAIX = ((24),(1,0)) =L noktast ve FGAOP =((1,2),(0,3)) =L noktalar1 elde

edilir.

EG = [(0,3), (2,2)] dogrusu ile OI dogrusunun kesisim noktasi,
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EGAOI = ((1,4),(1,4)) = Mve PXAEG = ((0,4),(1,2)) = M’ noktasidir.

Eger bu dortgenin tamamlanmis konfigiirasyonu 3. mertebeden bir alt diizlem
olusturacaksa, her dogru {izerinde 4 nokta yer almali ve her noktadan 4 dogru gegmelidir.

Boylelikle, PM = [(3,2), (0,4)] dogrusu tizerindeki diger 2 nokta belirlenmelidir.
L o PM olarak kabul edilirse. Lo PM < (1,0) # (3,2) ® (2,4) & (0,4) olur.

NoPM olsun. NoPM < (0,0) # (3,2) ® (2,3) @ (0,4) oldugu igin, PM dogrusu
tizerinde bu diizleme ait iki noktanin daha belirlenememesi, bu konfigiirasyonun 3.

mertebeden bir alt diizlem olma 6zelligini tasimadigini gosterir.

2. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((L,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(1,3))

O, I ve X noktalar1 ile OX, OI, IX dogrulari, birinci durumdaki dogru ve noktalarla

tamamen aynidir.

OP = [(3,2),(0,0)] olup, OP A IX = ((1,4), (1,0)) = E elde edilir.

PX = [(0,0), (1,3)] dogrusu ve PX A Ol = ((1,3), (1,3)) = F noktas1 bulunur.
EF = [(2,0), (4,2)] dogrusudur.

EFAOX = ((3,4), (0,0)) = N noktasi, PI = [(1,1), (0,4)] dogrusu ve

EF API = ((0,4), (4,0)) = N’ noktasi elde edilir.

PIAOX = ((2,3), (0,0)) = G noktasi ile FG = [(4,4), (0,1)] dogrusu ve
FGAOP = ((44),(3,1)) =L, FGAIX = ((0,4), (1,0)) = L noktalari bulunur.

EG = [(2,3), (2,0)] dogrusunun, Ol dogrusu ile arakesiti M = ((4,4), (4,4)) noktasi ve PX
dogrusu ile arakesiti M’ = ((3,3), (1,3)) noktasidir.

PM = [(2,0),(1,1)] olup N ve L noktalar1 PM dogrusu iizerinde yer almadigindan, PM
dogrusu iizerinde diizleme ait bagka iki nokta bulunamadigi i¢in, bu konfigiirasyon 3.

mertebeden bir alt diizlem olusturmaz.
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3. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(1,4))

O, I ve X noktalar1 ve OX, OI, IX dogrular1 birinci durumdaki nokta ve dogrularla

aymdir.
OP = [(1,1), (0,0)] olup, OP A IX = ((2,2), (1,0)) = E elde edilir.
PX = [(0,0), (1,4)] dogrusu ve F = PX A OI = ((1,4), (1,4)) bulunur.

EF =[(2,2),(3,0)] ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((3,3), (0,0)) noktasidir.
PI = [(3,4), (3,1)] dogrusunun EF dogrusu ile arakesiti N' = ((4,2), (2,1)) noktasidir.

PIANOX = ((3,2), (0,0)) = Golur. FG = [(2,0), (4,1)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((1,2), (1,0)) noktast ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((1,0), (1,1)) noktasidir.

EG = [(4,0), (3,2)] dogrusunun OI dogrusu ile arakesit noktas1t M = ((4,1), (4,1)) ve PX
dogrusu ile kesisimi M' = ((2,3), (1,4)) noktasi olacaktir.

PM = [(3,2),(0,1)] oldugundan ve N, L. ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden

bir alt diizlem belirtmez.

P=((0,1),(2,0)), P=((0,1),(2,1)), P=((0,1),(2,2)), P=((0,1),(2,3)), P=((0,1),(2,4)) noktalart i¢in

durumlar incelenecek olursa,
1. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(2,0))

OP=[(0,4),(0,0)], OX=[(0,0),(0,0)], OI=[(1,0),(0,0)], PX=[(0,0),(2,0)], IX=[(0,0),(1,0)]

oldugundan,

OPAIX = ((0,3),(1,0)) = Eve F = Ol APX = ((2,0), (2,0)) noktalari belirlenir.
[(4,4), (4,2)] = EF dogrusudur.

EFAOX = ((2,4), (0,0)) = N noktasi ve PI = [(3,3), (3,2)] dogrusu ardindan
PIAOX = ((3,4), (0,0)) = G noktas1 belirlenir.

EF A PI = ((4,4),(2,2)) = N’ noktast, FG = [(0,4), (2,2)] dogrusu
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FGAIX = ((2,3),(1,0)) = L noktast ve FG A OP = ((0,4)) = L' noktalar1 elde edilir.
EG = [(1,4), (4,3)] dogrusu ile OI dogrusunun kesisim noktasi,
M =EGAOIl = ((0,4), (0,4)) noktasive M’ = PXAEG = ((3,0), (2,0)) noktasidir.
PM = [(3,2), (1,2)] dogrusu iizerindeki diger 2 nokta belirlenmelidir.
L o PM olarak kabul edilirse. L o PM < (1,0) # (3,2) ® (2,3) & (1,2) olur.

N o PM olsun. No PM < (0,0) # (3,2) ® (2,4) @ (1,2) olmasindan dolayr PM dogrusu
tizerinde iKi nokta daha belirlenemedigi i¢in bu konfigiirasyon 3. mertebeden bir alt diizlem

olma 6zelligini tagimaz.

2. Durum: 0=((0,0),(0,0)), I=((L,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(2,1))

O, I ve X noktalar1 ile OX, OI, IX dogrulari, birinci durumdaki dogru ve noktalarla

tamamen aynidir.

OP = [(4,3),(0,0)] olup, OP A IX = ((3,1), (1,0)) = E elde edilir.

PX = [(0,0), (2,1)] dogrusu ve PX A OI = ((2,1), (2,1)) = F noktas1 bulunur.
EF = [(3,4), (0,1)] dogrusudur.

EF A OX = ((4,4), (0,0)) = N noktast, PI = [(1,3), (0,2)] dogrusu ve

EF API = ((4,1),(1,3)) = N’ noktast elde edilir.

PIA OX = ((2,3),(0,0)) = G noktasi ile FG = [(2,1), (4,1)] dogrusu ve
FGAOP = ((4,2),(0,1)) = L', FGAIX = ((2,3), (1,0)) = L noktalari bulunur.

EG = [(3,1), (3,0)] dogrusunun, OI dogrusu ile arakesiti M = ((3,2), (3,2)) noktasi ve PX
dogrusu ile arakesiti M’ = ((0,2), (2,1)) noktasidir.

PM = [(0,3),(1,1)] olup N ve L noktalar1 PM dogrusu iizerinde yer almadigindan, PM
dogrusu lizerinde diizleme ait baska iki nokta bulunamadig: icin, bu konfigilirasyon 3.

mertebeden bir alt diizlem olusturmaz.
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3. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(2,2))

O, I ve X noktalar1 ve OX, OI, IX dogrular1 birinci durumdaki nokta ve dogrularla

aymdir.
OP = [(2,1),(0,0)] olup, OP A IX = ((4,2), (1,0)) = E elde edilir.
PX = [(0,0), (2,2)] dogrusu ve PX A OI = ((2,2), (2,2)) = F noktas1 bulunur.

EF = [(3,4),(2,0)] ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((3,4),(0,0)) noktasidir. PI =
[(0,3), (1,2)] dogrusunun EF dogrusu ile arakesiti N' = ((1,3), (3,0)) noktasidir.

PIAOX = ((4,4), (0,0)) = Golur. FG = [(4,0), (4,4)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((3,4), (1,0)) noktasi ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((1,2), (3,2)) noktasidir.

EG = [(4,3), (1,4)] dogrusunun OI dogrusu ile arakesit noktas1 M = ((1,3), (1,3)) ve PX
dogrusu ile arakesit noktast M’ = ((0,3), (2,2)) dir.

PM = [(0,4), (0,2)] oldugundan ve N, L. ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden

bir alt diizlem belirtmez.

4. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(2,3))

O, I ve X noktalar1 ve OX, OI, IX dogrular1 1. durumdaki nokta ve dogrularla aynidir.
OP = [(3,1),(0,0)] olup, OP A IX = ((1,2), (1,0)) = E elde edilir.
PX = [(0,0), (2,3)] dogrusu ve PX A Ol = ((2,3), (2,3)) = F noktas1 bulunur.

EF = [(3,4), (4,2)] dogrusu ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((2,0), (0,0)) noktasidir.
PI = [(2,4), (4,1)] ile EF dogrusunun arakesiti ((0,3), (1,4)) = N’ olur.

PIAOX = ((0,2), (0,0)) = Golur. FG = [(4,1), (3,3)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((2,0), (1,0)) noktasi ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((2,2), (3,4)) noktasidir.

EG = [(1,0), (0,3)] dogrusunun OI dogrusu ile kesistigi nokta, M = ((1,0)) ve PX dogrusu
ile kesisimi M’ = ((2,0), (2,3)) noktasi olacaktir.
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PM = [(1,0), (2,2)] oldugundan ve N, L. ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden

bir alt diizlem belirtmez.
5. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(2,4))
O, I ve X noktalar1 ve OX, OI, IX dogrulari ilk durumla aynidir.

OP = [(1,3),(0,0)] olup, OP A IX = ((2,1), (1,0)) = E elde edilir.

PX = [(0,0), (2,4)] dogrusu ve PX A O = ((2,4), (2,4)) = F noktas1 bulunur.

EF = [(4,1),(2,4)] dogrusu ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((1,3), (0,0)) noktasidir.
PI = [(4,0), (2,0)] dogrusunun EF dogrusu ile arakesiti N’ = ((1,0), (1,0)) noktasidir.

PIAOX = ((2,0), (0,0)) = Golur. FG = [(3,2), (4,1)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((1,1), (1,0)) noktast ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((3,4), (4,0)) noktasidir.

EG = [(0,2), (0,1)] dogrusunun OI dogrusu ile arakesit noktas1 M = ((1,4), (1,4)) ve PX
dogrusu ile arakesit noktast M’ = ((4,2), (2,4)) dir.

PM = [(2,1), (0,2)] oldugundan ve N, L. ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden

bir alt diizlem belirtmez.

P=((0,1),(3,0)), P=((0,1),(3,1)), P=((0,1),(3,2)), P=((0,1),(3,3)), P=((0,1),(3,4)) noktalari i¢in

durumlar incelenecek olursa,

1. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(3,0))
OP=[(0,1),(0,0)], 0X=[(0,0),(0,0)], O1=[(1,0),(0,0)], PX=[(0,0).(3,0)], IX=[(0,0),(1,0)1,
E= OPAIX =((0,2),(1,0)) ve OI A PX = ((3,0), (3,0)) = F noktalari belirlenir.

EF = [(3,2), (4,4)] dogrusudur.
EF A OX = ((4,3),(0,0)) = N ve PI = [(4,1), (2,4)] ardindan
PI A OX = ((1,3), (0,0)) = G noktasi belirlenir.

EF API = ((2,3),(1,4)) = N’ noktast, FG = [(1,2), (0,4)] dogrusu
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FG A IX = ((3,2),(1,0)) = L noktasi ve FG A OP = ((0,4), (2,0)) = L' elde edilir.
EG = [(2,2), (4,1)] ile OI dogrusunun kesisim noktasi,
EGA Ol = ((4,3),(4,3)) = Mve PXAEG = ((2,0),(3,0)) = M’ noktasidur.
PM = [(4,0), (3,1)] dogrusu tizerindeki diger 2 nokta belirlenmelidir.
L o PM olarak kabul edilirse. L o PM < (1,0) # (4,0) ® (3,2) & (3,1) olur.

NoPM olsun. NoPM & (0,0) # (4,0) ® (4,3) D (3,1) olmasindan dolayr 3.

mertebeden bir alt diizlem olamaz.

2. Durum: 0=((0,0),(0,0)), I=((L,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(3,1))

O, I ve X noktalar1 ile OX, OI, IX dogrulari, birinci durumdaki dogru ve noktalarla

tamamen aynidir.

OP = [(4,2),(0,0)] olup, OP A IX = ((3,4), (1,0)) = E elde edilir.

PX = [(0,0),(3,1)] ve F = PXAOI = ((3,1), (3,1)) bulunur.

EF = [(2,1), (4,0)] dogrusudur.

EF A OX = ((4,2), (0,0)) = N noktast, PI = [(0,4), (1,1)] dogrusu ve
N’ = EF A PI = ((4,2),(0,0)) elde edilir.

G =PIAOX = ((4,2),(0,0)) ile FG = [(2,1), (4,0)] dogrusu ve
FGAOP = ((34),(1,0)) =L, L = FGAIX = ((3,4), (1,0)) elde edilir.

EG = [(0,4), (1,1)] dogrusunun, OI dogrusu ile arakesiti M = ((1,0), (1,0)) noktasi ve PX
dogrusu ile arakesiti M’ = ((0,1), (3,1)) noktasidir.

PM = [(0,4),(1,1)] olup L noktas1t PM dogrusu iizerinde yer almadigindan, PM dogrusu
tizerinde diizleme ait baska nokta bulunamadig i¢in, bu konfigiirasyon 3. mertebeden bir alt

diizlem olusturmaz.
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3. Durum: 0=((0,0),(0,0)), I=((L,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(3,2))

O, I ve X noktalar1 ve OX, OI, IX dogrular1 birinci durumdaki nokta ve dogrularla

aymdir.
OP = [(2,4),(0,0)] olup, OP A IX = ((4,3), (1,0)) = E elde edilir.
PX = [(0,0), (3,2)] dogrusu ve PX A O = ((3,2),(3,2)) = Folur.

EF = [(3,0), (4,1)] dogrusu ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((2,3), (0,0)) noktasidir.
PI = [(1,2), (0,3)] dogrusunun EF dogrusu ile arakesiti N’ = ((0,3), (4,0)) noktasidir.

PIAOX = ((2,1), (0,0)) = Golur. FG = [(4,4), (3,1)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((1,2), (1,0)) noktasi ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((2,2), (2,1)) noktasidir.

EG = [(3,2),(0,4)] ile OI dogrusunun kesigimi M = ((1,4), (1,4)) ve PX dogrusu ile
kesisimi ((2,4), (3,2)) = M’ noktasi olacaktir.

PM = [(0,3), (2,2)] oldugundan ve N, L. ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden

bir alt diizlem belirtmez.

4. Durum: 0=((0,0),(0,0), 1=((L,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(3,3))

O, I ve X, OX, Ol, IX noktalar1 ve dogrular1 birinci durumdaki nokta ve dogrularla

aynidir.
OP = [(3,4),(0,0)] olup, OP A IX = ((1,3), (1,0)) = E elde edilir.
PX =[(0,0),(3,3)] ve F =PXAOI = ((3,3), (3,3)) noktas1 bulunur.

EF = [(4,1),(3,4)] dogrusu ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((2,4), (0,0)) noktasidir.
PI = [(3,0), (3,0)] ile EF dogrusunun arakesiti N' = ((3,4), (2,2)) noktasidir.

PIAOX = ((4,0), (0,0)) = Golur. FG = [(4,2), (4,2)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((4,4), (1,0)) noktasi ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((1,0), (3,4)) noktasidir.

EG = [(0,4),(0,4)] ile OI dogrusunun kesisimi M = ((2,1),(2,1)) ve PX dogrusu ile
kesisimi ((1,1), (3,3)) noktast yani M’ olur.
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PM = [(3,2),(2,0)] ve N,L ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden bir alt

diizlem belirtmez.

5. Durum: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((0,1),(3,4))

O, I ve X noktalar1 ve OX, OI, IX dogrular1 ilk bulunan nokta ve dogrularla aynidir.
OP = [(1,2),(0,0)] olup, OP A IX = ((2,4), (1,0)) = E elde edilir.
PX = [(0,0), (3,4)] dogrusu ve PX A OI = ((3,4), (3,4)) yani F noktasidir.

EF = [(3,3), (1,1)] dogrusu ile OX dogrusunun arakesiti, N = ((3,0), (0,0)) noktasidir.
PI = [(2,3), (4,2)] ile EF dogrusunun arakesiti N' = ((1,4), (3,2)) noktasidir.

PIAOX = ((0,4), (0,0)) = Golur. FG = [(3,1), (2,3)] dogrusunun, IX dogrusu ile arakesiti
L= ((1,1), (1,0)) noktasi ve OP dogrusu ile arakesiti L' = ((1,4), (2,2)) noktasidir.

EG = [(3,0), (0,3)] dogrusunun OI dogrusu ile arakesit noktas1t M = ((0,1), (0,1)) ve PX
dogrusu ile arakesit noktast M’ = ((1,2), (3,4)) dir.

PM = [(1,0)] oldugundan ve N, L ¢ PM oldugundan, bu konfigiirasyon 3. mertebeden bir

alt diizlem belirtmez.

Simdi ise P noktasinin farkli se¢imleri i¢in 6rnekler verelim. P=((1,2),(3,0)), P=((3,4),(2,0))

noktalar1 i¢in durumlar incelenecek olursa,

1. Ornek: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((1,2),(3,0))

OP=[(1,2),(0,0)], OX=[(0,0),(0,0)], OI=[(1,0),(0,0)], PX=[(0,0),(3,0)]. IX=[(0,0),(1,0)]

oldugundan,

OP A IX = ((2,4),(1,0)) = E ve OI APX = ((3,0), (3,0)) = F noktalari belirlenir.
EF = [(0,4), (3,3)] dogrusudur.

EFAOX = ((2,1), (0,0)) = N noktasi ve PI = [(0,2), (1,3)] dogrusu ardindan

PIANOX = ((4,1), (0,0)) = G noktas1 belirlenir.
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EF A PI = ((0,1),(0,3)) = N’ noktast, FG = [(3,4), (4,3)] dogrusu

FGAIX = ((0,4),(1,0)) =L noktast ve FGAOP =((4,3),(2,0)) =L noktalar elde

edilir.

EG = [(4,4), (0,2)] dogrusu ile OI dogrusunun kesisim noktasi,

EGAOI = ((2,1),(2,1)) = Mve PXAEG = ((2,0), (3,0)) = M’ noktasdir.
PM = [(4,0), (2,0)] tizerindeki diger 2 nokta bulunmalidir.

L o PM olarak kabul edilirse. L e PM < (1,0) # (4,0) ® (0,4) & (4,2) olur.

NoPM olsun. NoPM < (0,0) # (40) ® (2,1) @ (4,2) olmasindan dolayr 3.
mertebeden bir alt diizlem degildir.

2. Ornek: 0=((0,0),(0,0)), 1=((1,0),(1,0)), X=((0,0)), P=((3,4),(2,0))

OP=[(2,1),(0,0)], OX=[(0,0),(0,0)], OI=[(1,0),(0,0)], PX=[(0,0).(2,0)], 1X=[(0,0).(1,0)]

oldugundan,

OP A IX = ((4,2),(1,0)) = E ve OI APX = ((2,0), (2,0)) = F noktalari belirlenir.
EF = [(1,1), (0,3)] dogrusudur.

EFAOX = ((4,1), (0,0)) = N noktasi ve PI = [(2,2), (4,3)] dogrusu ardindan
PIAOX = ((0,1), (0,0)) = G noktas1 belirlenir.

EF A PI = ((1,1),(3,3)) = N’ noktasi, FG = [(2,1), (3,3)] dogrusu

FGAIX = ((1,2), (1,0)) = L noktasi ve FGA OP = ((2,1)) = L' noktalar1 elde edilir.
EG = [(3,1), (3,2)] dogrusu ile OI dogrusunun kesisim noktasi,

EGAOI = ((2,1),(2,1)) = Mve PXAEG = ((3,0),(2,0)) = M’ noktasidr.

PM = [(4,3), (2,3)] dogrusu tizerindeki diger 2 nokta belirlenmelidir.

L o PM olarak kabul edilirse. L o PM < (1,0) # (4,3) ® (1,2) & (2,3) olur.
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N o PM olsun. No PM < (0,0) = (4,3) ® (4,1) @ (2,3) olacagindan 3. mertebeden bir
alt diizlem degildir.

6.2. P,S nin 5. Mertebeden Alt Diizlemi

Bu boliimde, Baer alt diizlemine odaklanarak, projektif bir diizlemde 5. mertebeden
alt diizlemlerin olusumu tartisiimaktadir. Asagidaki teorem ve ispat, Kartezyen grup
diizlemindeki diizenli bir dortgenin nasil bir Baer alt diizleminin konfigiirasyonuna yol

actigini, geometrik 6zelliklerini ve yapisini detaylandirarak 6zetlemektedir.

Teorem6.1. 0 = (00,00), I = (10,10), X = (00) ve Y = (o) P,S’de diizgiin bir dortgen
olsun. P,S'in diizgiin doértgeninin tamamlanmisindan elde edilen konfigiirasyon, P,S'nin bir

Baer alt diizlemini belirler.

Ispat. Kartezyen grup diizleminin 25. mertebeden Baer alt diizlemi, 5. mertebeden projektif
bir alt diizlemdir. Baer alt diizleminin 31 nokta ve 31 dogruya sahip olmasi gerektigi
bilinmektedir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa, bu diizlemin noktalar kiimesi ve dogrular

kiimesi asagidaki gibi belirlenir.

(€0,0),(0,0)), ((0,0), (1,0)), ((0,0), (2,0)), ((0,0), (3,0)), ((0,0), (4,0)),  ((0,0))
((1,0),(0,0),((1,0),(1,0)), ((1,0), (2,0)), ((1,0), (3,0)), ((1,0), (4,0)),  ((1,0))
((2,0),(0,0)), ((2,0), (1,0)), ((2,0), (2,0)), ((2,0), 3,0)), ((2,0), (4,0)),  ((2,0))
((3,0),(0,0)),((3,0),(1,0)),((3,0),(2,0)), ((3,0), 380),((3,0), (40),  ((3,0))
((4,0),(0,0)), ((4,0), (1,0)), ((4,0), (2,0)), ((4,0), 3,0)), (4.0), (40)),  ((4,0))
[()]
[((0,0), (0,0)), ((0,0), (1,0)), ((0,0), (2,0)), ((0,0), (3,0)), ((0,0), (4,0)),  ((0,0))
((1,0),(0,0)), ((1,0), (1,0)), ((1,0), (2,0)), ((1,0), (3,0)), ((1,0), (4,0)), ~ ((1,0))
((2,0),(0,0)), ((2,0), (1,0)), ((2,0), (2,0)), ((2,0), 3,0)), ((2,0), (4,0)),  ((2,0))
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((3,0),(0,0)), ((3,0), (1,0)),((3,0),(2,0)), ((3,0),(3,0)),((3,0),(4,0)),  ((3,0)
((4,0), (0,0)), ((4,0), (1,0)), ((4,0), (2,0)), ((4,0), (3,0)), ((4,0), (4,0)),  ((4,0))
[()]

Onerme 6.2. P,S diizleminin, 0 = (00,00), I = (10,10), X = (00) ve Y = () olmak
tizere OIXY diizglin dortgeninin tamamlanmisi olan, 5. mertebeden altdiizlemine izomorf

24 tane farkli altdiizlem mevcuttur.

Ispat. P,S diizleminin 5. mertebeden altdiizlemine izomorf 24 farkl1 diizlemin bulundugunu
gostermek i¢in her bir diizlemin en az bir farkli nokta icerdigini géstermek yeterli olacaktir.

Oyle ki, P,S diizleminin f, kolinasyonu

fa: (x,y) = (x,y © a)
(W) = (u)
(00) = ()

Bu sekilde tanimli oldugundan dolay1 f, kolinasyonunun bire bir olma durumundan dolay1
her bir a i¢in OIXY ile eslesen 24 farkli dortgen mevcuttur. Her bir dortgende I noktasinin
goriintiisii, her bir diizlemde tek olarak mevcut olacagindan dolay1 her bir diizlem en az bir

farkl1 nokta igerir.
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7.25. MERTEBEDEN PROJEKTIF DUZLEMDE
3-NET ORNEKLERI

7.1. P,S Diizleminde 3-Netlerin Incelenmesi

Cebirsel yapist cisim olan projektif diizlemlerde k-netler bilinmektedir. Bu
calismada, daha zayif bir cebirsel yapiya sahip P,S diizleminde 3-net 6rnekleri aragtirilmig

ve sunulmustur.

3-netler, sonlu bir projektif diizlemde dogrularin ve noktalarin diizenlenmesi ve
diizlemin simetrileri hakkinda fikirler verir. Bu yapilar 6zellikle sonlu geometrilerin

incelenmesinde 6nemlidir ve belirli cebirsel yapilarin geometrik bir yorumunu sunar.

Tamm 7.1. Bir cisimden elde edilen projektif diizlemdeki bir 3-net, bu projektif diizlemde
dogrular kiimesi A = A; U A, U A3 seklinde 3 alt kiimeye ayrilan sonlu bir dogru kiimesi

ve X de projektif diizlemin sonlu bir nokta alt kiimesi olan ve asagidaki kosullar1 saglayan

bir (A, X) ciftidir:
1- Heri #jveher¢ € A;,¢” € A; i¢cind n ¢° € Xolur.

2- Her x € X noktast ve her i (i € {1,2,3}) i¢in X noktasindan gecen bir tek

¢ € A; dogrusu vardir.

Teorem 7.1. X; = (00,00), X, = (10,10), X3 = (00), X, = (00,cd) ve c # 0,1,d =0, P,S
de diizgilin bir dortgen olsun. (A, X), P,S de X = {X;, X,, X3, X,} noktalar kiimesi ve A =
{ll =X1X4, lz =X1X3, l3 =X1X2, l4_ = X2X3, ls =X2X4_, l6 =X3X4} dogmlar kiimesi

olmak tizere bir 3-net belirtir.
Ispat. cved c # 0,1,d = 0 sartiyla F5’in elemanlaridir.

Eger X noktalar kiimesi ve A asagida verilen dogrular kiimesi ise, (4, X) P,S tizerinde bir 3-

net belirtir.
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X = {(00,00), (10,10, (00), (00,20)} ve A = A, UA, UAs = {l3,1,} U {ly, 1} U {l, L}
ise A = {[00],[00,10]} U {[00, 00], [40,20]} U {[10,00], [00,20]}

Dogrular kiimesi olan A, her birinde 2 dogru bulunan ii¢ alt kiimeye ayrilmistir. Ayrica,
X noktalar kiimesinden secilen herhangi bir noktadan, A dogrular kiimesinin birlesimi olan
her bir A; alt kiimesinden yalnizca bir dogru ge¢mektedir. Bu geometrik yapi sonlu

oldugundan, her nokta i¢in asagidaki konfigilirasyonlar kolayca elde edilebilir.

Se¢ilen nokta (00,00) ise, bu noktadan gegen ii¢ dogrunun kiimesi agsagidaki gibi elde edilir:

X
(00,00)
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Secilen nokta (10,10) ise, bu noktadan gecen ii¢ dogrunun kiimesi asagidaki gibi elde edilir:

X

(10,10)

1, = [00,10 l; =1[10,00]
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Secilen nokta (0,0) ise, bu noktadan gecgen ii¢ dogrunun kiimesi asagidaki gibi elde edilir:

(0,0
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Secilen nokta (2,0) ise, bu noktadan gecen ii¢ dogrunun kiimesi asagidaki gibi elde edilir:

X
(00,20)
lg = [00,20]
I, = [00] \
l5 = [4‘0,20]
Aq Ay A3

Bu nedenle, P,S iginden segilen (4, X) yapisi 2. mertebeden 3-net olur.

Teorem 7.2. P,S diizlemindeki en az 2. mertebeden projektif diizlem sayis1 kadar 3-net

vardir.

Ispat. P,S diizlemindeki her ikinci mertebeden projektif diizlemlerin sayisi t tane olsun.
Projektif diizlemden herhangi bir dogru, {izerindeki noktalarla alinirsa bir afin diizlem elde
edilir. Her 2. mertebeden afin diizlemden bir 3-net elde edilir. Dolayisiyla P,S diizleminde

en az 7.t tane 3-net vardir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, cebirsel yapis1 25. mertebeden en kiiciik kartezyen grup olan ve noktalari ile
dogrulari bu cebirsel yap1 kullanilarak koordinatlanan 25. mertebeden projektif diizlem
incelenmistir. Calisma kapsaminda, bu diizlemde herhangi bir tamdortgenin tamamlanmisi
olan 2. mertebeden Fano diizlemleri ve 5. mertebeden Baer altdiizlemi 6rnekleri ele
alimmustir. Yapilan incelemeler sonucunda, secilen tamddrtgenin tamamlanmislarinin 3.
mertebeden bir altdiizlem olusturmadigi gosterilmistir. Ayrica, bu diizlemde bazi 3-net

ornekleri verilerek yapinin farkli yonleri ortaya konulmustur.

Elde edilen bulgular, projektif diizlemlerin cebirsel ve geometrik 6zelliklerine dair yeni
veriler sunmakta ve bu tiir yapilarin daha iyi anlasilmasina katki saglamaktadir. Calismada
incelenen yapilar, projektif geometri ve sonlu cebirsel sistemler arasindaki iligkileri daha

ayritilt bir sekilde degerlendirme olanagi sunmustur.

Bu baglamda, 25. mertebeden projektif diizlemin farkli cebirsel yapilarla modellenmesi ve
karsilastirmali analizlerinin yapilmasi, Secilen tamddrtgenlerin tamamlanmislarinin farkl
mertebelerdeki altdiizlemlerle olan iligkilerinin aragtirilmasi, bu yapilarin kodlama teorisi,
kriptografi ve diger uygulamali matematik alanlarindaki potansiyel kullanim alanlarinin

degerlendirilmesi ilerleyen ¢aligmalar igin 6neriler sunabilir.

Sonug olarak, bu ¢alisma projektif diizlemler ve altdiizlemleri lizerine yapilan arastirmalara
katki saglamais, elde edilen sonuglarla hem teorik hem de uygulamali matematik agisindan

yeni bakis agilar1 sunmustur.
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