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OZET

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boluimde fark denklemleri, fark denklem sistemleri, bulanik kiimeler ve bulanik
mantik ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde, fark denklemleri, fark denklem
sistemleri, bulanik fark denklemleri ve bulanik fark denklem sistemleri ile ilgili
literatiirde yapilmis olan bazi ¢alismalarla ilgili bilgiler yer almaktadir. Ayrica fark
denklemleri, fark denklem sistemleri, bulanik kiimeler ve bulanik sayilar ile ilgili temel

tanim ve teoremlere de yer verilmistir. Uciincii boliimde,

-m ﬂnfi ni n-i
ﬂn+1 :771 +L’7n+l :772 + ZIA}/

n n

, Ne N, bulanik fark denklem sistemi g6z 6niine

alinmig, bu denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin varlig1 ve tekligi gosterilmis, pozitif
coziimlerin siirlilig1 ve denge noktasina yakinsakligi incelenmistir. Ayrica, sonuglarin

dogrulugunu  gostermek icin  iki  Ornek  verilmistir. Dordiincii  bdliimde,

=7, + — B =Tt by , Ne N, bulanik fark denklem sistemi goz oniine

m

an+l 1 m
Zi:l ﬂn*i i=1 i

alinmig, bu denklem sisteminin pozitif ¢dziimiin varlig1 ve tekligi gosterilmis, pozitif
coziimlerin siirlilig1 ve denge noktasina yakinsakligi incelenmistir. Ayrica, sonuglarin
dogrulugunu gostermek i¢in iki 6rnek verilmistir. Besinci boliimde ise, yapilan ¢alismalar

dogrultusunda sonug ve Oneriler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Fark denklemi, Fark denklem sistemi, Bulanik fark denklem

sistemi, Stmurlilik, Denge noktast.
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FUZZY DIFFERENCE EQUATIONS
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, general information about difference equations, systems of difference
equations, fuzzy sets and fuzzy logic are given.

In the second chapter, information about some studies in literature about difference
equations, systems of difference equations, fuzzy difference equations and systems of
fuzzy difference equations are given. Moreover, basic definitions and theorems about
difference equations, systems of difference equations, fuzzy difference equations and
systems of fuzzy difference equations are given. In the third chapter, system of fuzzy

Zinllﬂn*i zm 7

difference equations B, =n + =21y =p, + &2 neN,, is considered, the

n n

existence and uniqueness of positive solutions of the given system is shown and the
equilibrium point is investigated. Also, two examples are given to demonstrate the
accuracy of the results. In the fourth chapter, system of fuzzy difference equations

o . . .
=7, + — ., B..=1, +L, neN,, is considered, the existence and

m

n+l 1 m
Zi:l ﬂnfi i=1 i

uniqueness of positive solutions of the given system is shown and the equilibrium point

is investigated. Also, two examples are given to demonstrate the accuracy of the results.

In the fifth chapter, results and suggestions are given in line with the studies carried out.

Keywords: Difference equations, System of difference equations, System of fuzzy

difference equations, Boundedness, Equilibrium point.
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BOLUM 1
GIRIS

Bulanik kiimeler teorisi, analiz ve yaklagimlar teorisi ile biiyiik 6l¢iide ortiisen bagimsiz
bir bilim dalidir. Bulanik kiimeler ve bulanik sistemlerin matematik, bilgisayar bilimleri
ve miihendislik gibi bir¢ok alanda olduk¢a fazla uygulamasi vardir. Kategorisi kolay
yapilamayan bilginin iletilmesinde insan dili ve diisiincesi yani dilsel degiskenler 6nemli
bir rol oynar. Aslinda, Zadeh’in bulanik kiimeler kavrami sansa bagli degil, klasik kiime
teorisinin tam kategori belirtmeyen bilgilerin aktarilmasinda olan yetersizliginden
kaynaklanmaktadir. Bulanik kiime kavrami, insanin ifadesinin ve diisiincesinin

muglakliginin iistesinden gelmek i¢in matematigin kat1 kesinligini kullanir.

Klasik kiime teorisinde, bir elemanin herhangi bir kiimeye iiyeligi incelendiginde,
karsimiza iki durum ¢ikmaktadir. Eleman ya kiimenin elemanidir veya degildir. Ancak,

her zaman bu cevap yeterli olmayabilir.

Bu noktada, bulanik kiimeler kavrami karsimiza ¢ikar. Bulanik kiimelerde kesin ve net
sinirlar degil de belirsizlikler vardir. Bu belirsizlikleri modellemek istedigimizde bulanik
kiime teorisi oldukg¢a giiclii bir aragtir. Gergek diinyada her zaman kesin olmayan
durumlarla karsilagilmaktadir. Bu durumda, dinamik sistemlerin belirsizligini ele almak

istedigimizde, elimizdeki fark denklemini bulaniklastirmak iyi bir yaklasim olacaktir.

Matematiksel hesaplamalar genellikle, verilen degerler kiimesinden bir fonksiyonun
degerini yinelemeli olarak hesaplamamiza olanak taniyan denklemlere dayanir. Bu tiir

denklemlere “fark denklemi” veya “yinelemeli denklem” denir [43].

Fark denklemleri ve rekiirans bagmtilart insanlik tarihi boyunca kullanilmis ve hala da
kullanilmaya devam etmektedir. Baz1 fark denklemleri basit iken bazilar1 ¢ok daha
karmasik olabilmektedir. Bazi1 fark denklemlerinin ¢oziimleri bulunabilirken, bazilarinin
¢oziimleri bulunamamaktadir. Coziim bulunamadiginda durumlarda ise ¢oziimiin
davraniglar ile ilgili yorumlar yapilmaktadir. Bu yorumlar, sadece matematigin degil,

ayn1 zamanda diger bilim dallarinin ihtiyacindan kaynaklanmaktadir.



Fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin nitel 6zelliklerinin galisilmasi, eskiden beri hayati ve
aktif caligma alamidir. Bilim ve teknolojinin hizli gelisiminden dolayi, biyolojik,
teknolojik, jeolojik ve diger bir¢ok alanda sorunlar ortaya ¢ikmistir. Matematiksel
modellemelerin ¢ogu, bu sorunlardan dogmustur. Fark denklemlerinin niteliksel
davranigin1 incelemek, bu modellerin ¢6ziimlerinin karakterlerini 6grenmeye katki

saglayabilir [61].

Fark denklemleri diinyada gozlemlenen degisimlerin ve olaylarin dogal tanimi olarak
ortaya ¢ikar. Clinkii zamanla degisen degiskenlerin 6l¢timleri farklidir ve bu denklemler
kendi baslarina 6nemli matematiksel modellerdir. Daha Onemlisi fark denklemleri,
diferansiyel denklemlerin ayriklastirilmasi metotlarinin ¢alismalarinda da ortaya ¢ikar.

Fark denklemleri teorisi, tekabiil eden diferansiyel denklemler teorisinden daha zengindir

[53].

Fark denklemleri alanindaki ¢alismalar, denklemin veya sistemin analitik ¢oziimlerini
belirleyerek nicel, denklemin veya sistemin ¢oziimlerinin davranisini inceleyerek nitel
veya degisik metotlar kullanarak c¢o6ziimiin yaklasik degerlerini niimerik olarak

hesaplamak suretiyle gergeklestirilir [34].

Fark denklemleri olasilik teorisi, siralama problemleri, istatistik problemleri, stokastik
zaman serileri, kombinatorik analiz, sayilar teorisi, geometri, elektrik aglari, radyasyon
miktari, genetik, ekonomi, psikoloji, sosyoloji gibi bircok alandaki gercek yasam
durumlarinda ortaya c¢ikar [3]. Fark denklem modellerinin, ayni zamanda kanser
bliylimesi gibi biyomedikal alanin spektrumu, yaslanma, hiicre cogalmasi ve genetik gibi

sasirtict derecede genis kullanim alani vardir [61]. Riccati fark denklemi olarak bilinen

a+bx - _ o : :
Xoyg = oy * denkleminin matematiksel biyoloji ve optik alanlarinda birgok uygulamasi
vardir [67].

Ayrik zamanl niifus modeli, ¢esitli organizmalarin yasam dykiilerinin tanimlanmasi igin
en uygun matematiksel tanimdir. Bu modeller balik¢ilik gibi alanlarda siklikla
kullanilmaktadir [102]. Klasik niifus modellerinden birisi olan ve ayn1 zamanda Skellam

denklemi olarak da hilinen Beverton-Holt modeli



_ ﬂxn—l

X, = 1.1
"1+6x 1)

denklemi ile ifade edilir. Burada g iiretkenlik parametresi, & yogunluk bagimliligi

seviyesi olmak tizere X,, n. jenerasyondaki niifustur.

Bilindigi iizere, 2019 yilinda tiim diinyayr COVID 19 denilen bulasic1 bir hastalik
sarmistir. O siirecte, hastaligin yayilma hizin1t modellemeye c¢alisan fark denklemleri de
bulunmaktadir. Arastirmacilar kendi {lkelerindeki vaka istatistiklerine gore
modellemeler tiretmislerdir. Yapilan bu modellemeler, belki ileride yasanabilecek buna

benzer salgin durumlarinda da kullanilabilecektir.

Ornegin Li ve arkadaslari, 2020 y1linda Shanxi ilinde COVID 19 hastaliginin bulasmasini

tanimlamak i¢in fark denklem modeli yapmiglardir. Bu modelde, N (t) ile insan niifusu,
S(t) ile hassas vakalar, E(t) ile maruz kalinan vakalar, 1(t) ile bulasici vakalar, Q(t)
ile dogrulanmis vakalar ve R(t) ile de iyilesen vakalar gosterilmistir. Calisilan denklem

sistemi

st+1) = ()~ LSWEM+ASOIM
N(t)

E(t+) = E@)+ AR + 22 (t)E(tl)\l?t)ﬂlS(t)' O _se@),

1(t+2) = 1 (t) + B(t) + SE(t) —ml (1),
Q(t+1) =Q(t) + ml(t) - yQ(t),
R(t+1) =R(t) +»Q(t),

N(t) = S(t)+ E(0) + 1 (£) + Q(t) + R(t),

(1.2)

bi¢imindedir.

Diinyada, insan yasami ile ilgili her konuda bu sekilde sorular yer almaktadir.
Arastirmacilar, karsilagtiklart sorular ile ilgili veri topladikg¢a, sorularin cevabini
bulabilmeleri i¢in, matematiksel modellemelere ihtiya¢c duymaktadirlar. Dolayisiyla,
diinya iizerinde yasam devam ettigi siirece, fark denklemleri hi¢cbir zaman giincelligini

kaybetmeyecektir. Ciinkii, fark denklemlerinin diger alanlara uygulanabilir olmasinin en



biiylik nedenlerinden biri, gegmiste toplanan veriyi simdiki zamanda birlestirip, analiz

edip, gelecek i¢in uygun modellemeler tiretmesidir [55].

Giliniimiizde bulanik kiime teorisi yapay zeka, bilgisayar bilimleri, tip, kontrol
miithendisligi, karar teorisi, uzman sistemler, mantik, yonetim bilimi, ydneylem

arastirmasi, model tanima ve robotik gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir [104].

Bulanik fark denklemleri, katsayilar1 ve baslangic kosullar1 bulanik sayilar ile ¢oziimii
bulanik say1 dizisi olan 6zel bir fark denklem tiiriidiir. Dogasinda var olan belirsizlikle
ugragsmanin verdigi avantajdan dolayr bulanik fark denklemleri, bu modellerin nitel
ozellikleri lizerinde ¢alismak hem teorik agidan hem de uygulama acisindan Onemli

arastirma konusu olmustur [107].

Bulanik fark denklemleri, degiskenler arasindaki iliski veya iligkilerin belirsiz veya
muglak olan kompleks sistemleri temsil etmek i¢in kullanilan matematiksel modellerdir.
Bulanik fark denkleminin ¢6ziimii ise, sistemin davranigini zamanla tarif eden bulanik
sayilar kiimesidir. Sistemleri modellemek i¢in bulanik fark denklemleri kullanilarak bu
sistemlerin davraniglart i¢in daha derin bir anlayis elde edilebilir ve gelecekteki

davraniglar1 hakkinda ise daha dogru tahminlerde bulunulabilir [81].
1.1. Fark Denklemleri Tarihgesi

Rekiirans yoluyla hesaplama fikri, saymanim kendisi kadar eskidir. M. O. 2000’ lerde
Babilliler zamaninda kokleri ayiklamak i¢in ilkel formunda karsimiza cikmaktadir.
Sonrasinda Pisagor’un M. O. 450’ lerde betimsel (figurative) say1 ¢alismalarinda

karsimiza ¢ikmaktadir. Betimsel sayilara 6rnek olarak sunlar verilebilir. Uggensel sayilar,

n(n+1)
2

a,=a,,+n,a,=0 nelN,, fark denkleminin ¢ézlimleridir ve a, = bi¢imindedir.

Karesel sayilar b =b _,+n* b =0,neN,, fark denkleminin ¢oziimleridir ve

n — “n-1

b, = w bigimindedir. Pisagor ayrica, X° —2y? =1 Pell denkleminin daha genis

¢Ooziimlerini  Uretmek i¢in, oOzellikle J2 yaklagimlarimi  hesaplamak i¢in
X, =X, 4 +2Y, 4, ¥, =X, +VY,, fark denklem sistemini kullanmistir. Arsimed (M. 0.

250) ¢cemberin ¢evresini hesaplama calismalarinda P, (¢emberin etrafina ¢izilen ve n
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kenarl1 cokgen) ile p, (¢emberin igine ¢izilen ve N kenarli ¢okgen) in ¢evrel

uzunluklarini  hesaplamak i¢in, P, =2p,P,/(p,+P,), Pon =+/ PP  formundaki

denklemlerini kullandi. Bilinen bazi diger antik buluslar ise Euclid algoritmasi ve Zeno
paradoksudur. Ayrica Euclid geometrik serileri ¢alismistir. Ancak, geometrik serilerin
toplamlarinin formiilii Vieta tarafindan 1593 yili civarinda bulunmustur. 1200’ li yillarin

baslarinda (tahmini 1202 yil1) cevabr 1,1,2,3,5,8,13,... bi¢cimindeki Fibonacci sayilari

olan meshur tavsan problemi formiilize edilmistir. Ancak, ilgili F, =F ,+F, , fark

n

denklemi ilk olarak 1634 yili civarinda Albert Girard tarafindan kaleme aliistir. Bu

denklemi 1730 yilinda De Moivre ¢ozmiistiir. Bombelli 1572 yilinda z, =1+i, V2
z 1

ye yaklagmak i¢in kullanilan ve Fibonacci sayilari oranlarini saglayan denklemine
1

benzeyen Y, =2+—— denklemini ¢alismistir. Ayrica, Fibonacci fark denklemleri ile
n-1

yakindan iligkisi olan siirekli kesirler kavraminin yaklasik bir tanimini vermistir. Stirekli

kesirlerin daha kesin tanimi1 1613 yili civarinda Cataldi tarafindan verilmistir. Bilinen en

eski iki indisli fark denklemi 6rnekleri binom katsayilari denklemiolan b, . =b,  +b, .

hLr
dir ve kokeni Chia Hsien (1050) ve Omer Hayyam’a dayanir. Yineleme metodu
tiimevarimin Fransesco Maurolico tarafindan 16. ylizyilda bulunmasi ve sonrasinda 17.
yiizyilda Fermat ve Pascal tarafindan gelistirilmesi ile 6nemli 6l¢iide ilerlemistir. Sonlu
farklar kalkiiliisii, Thomas Harriet (1560-1621) tarafindan bulunmus ve Henry Briggs
(1556-1630) tarafindan logaritma hesaplamalarina uygulanmistir. Sonrasinda sonlu
farklar kalkiiliisii, 1672 yillarinda Leibniz tarafindan tekrar bulunmustur. Newton, Euler,
Lagrange, Gauss ve diger matematik¢iler sonlu farklar kalkiiliisiinii enterpolasyon
(interpolation) teorisinde de kullanmiglardir. Sonlu farklar teorisi, Stirling tarafindan 18.
yiizyil baglarinda biiyiik 6l¢iide ilerletilmistir. Goldstine, bu alanda yapilmis olan ilk
caligmalarin daha detayli bilgisini vermektedir. Bu arada, Newton metodu (ilkel hali

Vieta tarafindan biliniyordu) olarak adlandirilan ve lineer olmayan fark denklemlerinin
onemli bir smifi, Newton tarafindan 1669 yillarinda y*-y-5=0 denkleminin
coziimlerinde ve Kepler denklemi hesaplamalarinda kullanilmistir. 1690 yilinda Raphson

daha sistematik bir metodu ele almistir. Bir diger lineer olmayan fark denklemleri sinifi

ise aritmetik ve geometrik ortalamalar1 ihtiva eden denklem ciftlerinden meydana
5



gelmektedir. Ornegin, x_ :%, Y, =+/X.,Y,, denklemleri Lagrange tarafindan

eliptik integrallerin indirgenmesi (reduction) ve hesaplanmasi amaciyla kullanilmistir.
Gauss ve Borhartd bazi ilgili algoritmalar bulmuslar ve eliptik fonksiyonlarin kesfine
Gauss’un buluslar gotiirmiistiir. Lineer fark denklemleri teorisinin temelleri 18. ylizyilda
de Moivre, Euler, Lagrange, Laplace gibi matematikgiler tarafindan atilmistir. Fibonacci
denklemini ¢6zmek ig¢in kullanilan ftrete¢ fonksiyonlari, olasilik teorisindeki bir
calismasinda ilk olarak Laplace faydalandi. Ayrica Laplace, iirete¢ fonksiyonlari Laplace
metodu olarak bilinen ¢dziimlerin ve bu ¢ézlimlerin asimptotik davraniglarinin integral
temsillerine de uygulamistir. Aslinda, asimptotik analiz, konuya kismen oncesinde
Maclaurin (1742) giris yapmistir. Euler ise (1755)’ in toplamlarin, yaklasik toplamlarin
kesfedilmis ¢oziimlerinin kapali formlar1 yoklugundan zorlandiginda bu alana girmistir.
Lineer fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin asimptotik 6zellikleri ¢alismalarinin kapsamli
temeli 1880’ lerde asimptotik seriler kavramini bi¢imlendiren ve uygun kosullar altinda
¢oziimlerin ardisik oranlarmin bir karakteristik koke yaklasmak zorunda oldugunu
gosteren, Poincare tarafindan atilmistir. 1909 yilinda Perron bu sonucun o&nemli
genisletilmis bigimini vermistir ve asimptotik teori 1930 yilinda Birkhoff ve dgrencileri
tarafindan belli bir biitiinliik seviyesine getirilmistir. Diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerine yaklagmak i¢in fark denklemlerini kullanma fikri, 1769 yilinda Euler’in,
1840 yillar1 civarinda Cauchy tarafindan yakinsama ispatinda verilen, c¢okgen
metodundan ¢ikmistir. Sonrasinda konu, Lipschitz, Kutta ve Runge tarafindan ilerletilmis
stireglerin gelistirdigi 19. yiizy1l sonuna kadar neredeyse canliligini kaybetmis gibi
gorinmektedir. I. Diinya Savasi sirasinda niimerik yaklagimlara olan acil ihtiyag, bu
alanda calismalar1 biiyiik oranda tesvik etmis ve dijital bilgisayar alanindaki gelismelerle
birlikte yayin sayilar1 daha da artmistir. Dahlquist ¢ok asamali yakinsamanin modern
teorisini baglatmistir. Lineer fark denklemlerinin 6zel fonksiyonlarin hesaplamasindaki
verimli uygulamalart 1952 yilinda Miller’in Bessel fonksiyonlari igin algoritma
gelistirmistir. Wimp, lineer olmayan fark denklemleri ile hesaplama 6rneklerinin yani sira
bu metodun ve ilgili algoritmalarin gelisimini tartismaktadir. Lineer fark denklemleri
teorisindeki daha fazla gelisim, konuyu lineer diferansiyel denklemler teorisi ile
kiyaslanabilir bir duruma getirmistir [14, 15, 29, 43, 53, 82].



1950 li yillarda birgok ¢evrebilimci, iterasyonun (yineleme) kararliligina vurgu yaparak
bir yildan bir sonraki yila veya bir sezondan bir sonraki sezona niifustaki degisimi

calismak icin x niifus yogunlugu ve r maksimum niifus biiylime orani olmak iizere
x., = xe"“™) lojistik denklemi de dahil basit lineer olmayan fark denklemlerini

kullanmiglardir [53].
1.2. Bulanik Kiime Tarihcesi

Tarihsel olarak baktigimizda, Zadeh 1965 yilinda bizi bulanik kiime kavramu ile tanistirdi.
Bulanik kiimelerdeki iiyelik dereceleri akil yiiriitme siireci, yogunluk seviyeleri, benzerlik
seviyeleri, belirsizlik seviyeleri ve tercih dereceleri gibi gesitli sekillerde yorumlanabilir
[23]. Bulanik kiimeyi iiyelik fonksiyonu ile karakterize etmis ve bulanik kiimelerin
birlesimi, kesigimi, konveksligi gibi kavramlar1 kurmustur. Zadeh, sonrasinda bulanik
algoritma kavramini 1968 yilinda vermistir. Bellman ve Zadeh, 1970 yilinda bulanik
ortaminda karar verme kavramini 6rneklerle gostermislerdir. Zadeh, 1971 yilinda bulanik
benzerlik bagintilar1 ve bulanik siralama kavramlarmi takdim etmistir. 1975 yilinda ise

yas, dis goriiniis gibi dilsel degiskenler ve uygulamalarini detayli bir sekilde anlatmistir.

Son yillarda, bulanik sistemler teknolojisi ve kaos teorisi, sistem ve Kkontrol
miihendislerinin, uygulamali matematikgilerin, teorik ve uygulamaci fizikgilerin,
fizyologlarm ve daha birgok arastirmaci grubunun ilgisini giderek daha fazla
cekmektedir. Ozellikle, gelisen bilgi isleme teknolojilerinden birisi olan bulanik
sistemler, kontrol, otomasyon ve yapay zekadan tutunda goriintii, sinyal isleme ve model
tanimaya kadar diinya ¢apinda pek c¢ok sektdr ve teknik alanlarda yaygin uygulamalar

elde etmistir [57].
1.3. Tezin Amaci

Tez calismasit kapsaminda iki farkli bulanik fark denklem sistemi incelenmistir.

inlﬁ”*i inij/n—i
Z;a 7n+l:n2+zb;’ nENO! Olupv 771a772

n n

Bunlardan birincisi B, =7, +

parametreleri ve ie {O,l,...,m} icin f,, ., baslangi¢ kosullart pozitif bulanik
sayilardir. Oncelikle verilen bu bulanik fark denklem sisteminin ¢oziimiiniin varhig ve
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tekligi gosterilmistir. Sonrasinda sistemin ¢oziimiiniin sinirl olmasi igin gerekli sartlarin
ne oldugu bulunmustur. Ayrica, denge noktasi elde edilmistir. Son olarak iki 6rnek

verilerek bulunan sonuglarin dogrulugu teyit edilmistir.

Incelenen ikinci bulanik fark denklem sistemi ise
_ % _ by | treleri
= A—— B =1,+—" — neN, olup, 7,7, parametreleri ve
Zi:lﬂ”—i Zi:la”—i

e {O,l,...,m} icin « ;, f; baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilardir. Bu bulanik

fark denklem sisteminin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi gosterilmis, sinirli olmasi igin
gerekli sartlar bulunmus ve denge noktasi elde edilmistir. Son olarak, bulunan sonuglarin

dogrulugunu gosteren bazi drnekler verilmistir.



BOLUM 2
LITERATUR TARAMASI VE TEMEL BIiLGILER

Bu béliimde fark denklemleri, fark denklem sistemleri, bulanik fark denklemleri, bulanik
fark denklem sistemleri ile ilgili literatiirde yapilan calismalar ile fark denklemleri, fark
denklem sistemleri, bulanik kiimeler ve bulanik sayilar ile ilgili temel bilgilere yer

verilmistir.

2.1. Literatiir Taramasi

2.1.1. Fark denklemleri ve sistemleri ile ilgili yapilan ¢alismalar

Bu boliimde fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili literatiirde yapilan

caligsmalar yer almaktadir.

A 1
Devault ve arkadaslar1 (1998), “On the recursive sequence Xn+1:X—+—” adli

n Xn—Z

caligmalarinda X ,,X ;,X,, A€ (0, oo) olmak {izere
A 1
K =t NN, 2.1)

fark denkleminin pozitif ¢Ozlimlerinin 2-periyotlu bir ¢oziime yakinsadigim
gostermislerdir. Ayrica (2.1) fark denkleminin ¢oziimlerinin {X,,}” = Ve {X,,,} _ alt

dizilerinin sonlu limite yakinsadigint da gostermislerdir [19].

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), “On a system of two nonlinear difference
equations” adli ¢ahsmalarinda Ae(0,c0), p,q pozitif tam sayilar, i €{0,1,..., p} ve
je{O,l,...,q} icin X ; ve y_ i pozitif sayilar olmak {izere

:A+L, Yoq = A+ % , neN,, (2.2)
Xn—p yn—q

X

n+1



sisteminin pozitif ¢oziimlerinin salimimhilik hareketi, smirliligit ve pozitif denge
noktasinin global asimptotik kararliligini ¢alismislardir [63].

n-1 s

X
Amleh ve arkadaglart (1999), “On the recursive sequence Xn+l=a+x— adli

n

calismalarinda o € [0,00) ve X ,, X, pozitif reel sayilar olmak iizere

X
X,y =a+—2, neN, (2.3)

n
n

fark denkleminin smirlilik karakterini, global kararliligim1i ve periyodikligini
incelemislerdir. (2.3) denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin periyodik olmasi i¢in gerekli
sartlari, denge noktasinin kararli oldugu durumlari ve monotonluk sartlarini elde
etmislerdir [7].

+
Kosmala ve arkadaglar1 (2000), “On the recursive sequence Y., = PV adli

aYn + Yo
calismalarinda p,q parametreleri ve y ,,y, baslangic kosullar1 pozitif sayilar olmak

uzere

p + yn—l

, heN,, (2.4)
Y, + Yot "

yn+l =

ikinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodik

karakterini ve global kararliligini incelemislerdir [51].

Liu ve Cui (2000), “Hyperbolic logistic difference equation with infinitely many delays”
adl ¢calismalarinda « € (1), b e(0,%), C,eZ’ ves e{O,l,...,m} igin x_, pozitif reel

sayilar olmak {izere

e ,neN,, (2.5)

= m
1+X,+bp) %,

Xn+1

fark denklemini incelemislerdir. Bu denklem lojistik integral-diferansiyel denklemlerin

en iyi yaklasim yapan sonsuz sayida gecikmeli fark denklemlerindendir. (2.5)
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denkleminin sinirlilik sartlarin1 ve denge noktasinin global kararliligini aragtirmiglardir

[58].

Abu-Saris ve Devault (2003), “Global stability of y,,, = A+ L adli caligmalarinda
n—k
keN,,ie{01,....k} i¢in y; €(0,0) olmak iizere
_ap I
You = A+ , NeN, (2.6)
n-k

fark denkleminin ¥ =1+ A pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli olmast i¢in

gerekli sartlar1 elde etmislerdir [2].

X
Devault ve arkadaslar1 (2003), “On the recursive sequence X, = p+)"(—_k” adli

n
calismalarinda ke N,, ie{O,l,...,k} icin X ; baslangi¢ kosullar1 ve p pozitif reel

sayilar olmak iizere

X
Xy =P+ )n(_k , NeN, (2.7)

n

fark denkleminin ¢ézlimlerinin sinirliligini, global kararliligini ve periyodik karakterini

incelemislerdir [20].

Yang ve arkadaslar1 (2005), “On the system of high order rational difference equations

X, = VY, = adli caligmalarinda p<q, a,b,p,q pozitif tam sayilar,

X, =—, Yy,=———, neN, (2.8)
Yy

yiiksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin periyodiklik

durumlarini ¢alismislardir [87].
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Stevic (2006), “On positive solutions of a (k +1) th order difference equation” adl
caligmasinda sabit bir kKeN ve ie{O,l,...,k} icin X_; baslangi¢ kosullar1 negatif

olmayan reel sayilar olmak {izere

— Xn—k
14X, 4+ +X

,neN,, (2.9)

n+1
n—k+1

fark denkleminin sifira yakinsayan bir ¢6ziimii oldugunu goéstermistir [72].

Zhang ve arkadasglart (2007), “On the nonlinear difference equation system

X

X
L =A+ y)”(‘m v Youu = A+—"> adli calismalarinda A>0, m pozitif tamsayi,

n n
i, je {O,l, b, m} icin X ;,Y_; baslangic kosullari pozitif reel sayilar olmak tizere
— yn—m — Xn—m
X 1—A+—X v Vo = A+ , NeNy, (2.10)

n+.

n n

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin siirliligi, global asimptotik kararliligini

incelemislerdir [96].

Berenhaut ve arkadaslar1 (2007), “The global attractivity of the rational difference

equation Y, =1+M ” adli calismalarinda S = max{k, m}  k,meN veie {1,2,...,8}

n-m

igin y ; € (O, oo) baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

yn—k

y, =1+
yn—m

,neN,, (2.11)

fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin periyodiklik karakterini ve yakinsakligini

incelemislerdir [11].
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Berenhaut ve arkadaslar1 (2007), “The global attractivity of the rational difference

yn k yn—m 29

equation Yy, =
1 yn—kyn—m

adli ¢alismalarnda 1<k<m ve ie{l,2,...m} igin

y_; €(0,0) olmak iizere

yﬁm, nelN, (2.12)

1+ yn—k yn—m

denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodiklik karakterini ve yakinsakligini

calismuslardir [12].

D %o,
Z J:l'Bi Xn—ql'

Z:llai = ZLﬂj =1 olacak bi¢imde seg¢ilen pozitif i e {1,...,k} ve je {1,...,m} sayilar,

Stevic (2007), “On the recursive sequence X, =1+ adli c¢aligmasinda

pie{l...k} ile g, je{l...m}, p<p,<..<p, Ve 0,<Q,<..<q, olacak
bicimde dogal sayilar ve s = max{pk,qm} ve te{1,2,...,t} icin X_, baslangi¢ kosullar

pozitif reel sayilar olmak iizere

=——, neN,, (2.13)

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirliligini gostermistir. Ayrica, (2.13) fark
denkleminin periyodik olmasi igin gerekli sartlart ve denge noktasina yakinsadig

durumlari incelemistir [73].

Elsayed (2009), “Dynamics of a recursive sequence of higher order” adli ¢calismasinda
a,b,c,d pozitif sabitler, r =max{k,I} ve ie{-l,-1+1,...,0}, je{-k,~k+1,...,0} i¢in
cX, ; —dx. | * 0 olacak sekilde alinan keyfi i € {0,1,..., r} icin X ; pozitif reel baslangi¢

kosullar1 olmak tizere
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b
Ko neN,, (2.14)

X o
CX, —dx,

Nl ax
fark denklemini calismistir. Denklemin periyodik ¢dziimiiniin olmasi i¢in gerekli sartlari

elde etmistir. Denge noktasinin lokal asimptotikliligini ve global c¢ekimliligini

incelemistir [26].

Sedaghat (2009), “Global behaviors of rational difference equations of orders two and

three with quadratic terms” adli ¢calismasinda a,b>0 ve x,,x,,X, € R olmak iizere

ikinci mertebeden

— aXn—l
XX . +b’

n“n-1

nel,, (2.15)

Xn+1

rasyonel fark denkleminin ve {igiincii mertebeden

ax X
X,y =———2—, nelN, 2.16
n+1 Xn + bXn72 0 ( )
rasyonel fark denklemini incelemistir. Her iki denklemin de iyi tanimli olmayan
noktalarin kiimesini belirlemis ve bu yasakli kiimeler disindaki baslangi¢ kosullari i¢in

denklemlerin ¢6ziimlerinin 0 a veya pozitif sabit noktaya yakinsayabilecegi, periyodik

olabilecegi ve sinirli olmadig yasakli kiimeleri belirlemistir [71].

Qian ve Qi-hong (2011), “Qualitative behavior of a rational difference equation” adli

caligmalarinda peR",y ,,y, € (0, OO) olmak iizere

yn + yn—l

, neN,, (2.17)
p + yn yn—l ’

yn+1 =

rasyonel fark denkleminin denge noktasinin lokal asimptotik kararliligini ve global

¢ekimliligini arastirmiglardir [69].
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Elsayed ve El-Dessoky (2012), “Dynamics and behavior of a higher order rational
recursive sequence” adli galismalarinda t=max{s,|.k} ve ie{0,1...,t} icin x

baslangi¢ kosullar1 ve a,b,c,d,e parametreleri pozitif reel sayilar olmak tizere

N bx, , +CX.

, heN_, 2.18
dx | +ex 0 (2.18)

fark denkleminin ¢ozlimlerinin siirlilifi, periyodik 6zelligi ve global yakinsakligini

incelemislerdir [27].

Obaid ve arkadaslar1 (2012), “Global attractivity and periodic character of difference

equation of order four” adli ¢alismalarinda a,b,c,d,«, S,y ile baslangi¢c kosullari

X 3, X,, X 4, X, pozitif reel sayilar olmak iizere

bx ,+cx ., +dx
Xn+l = axn + = — Ll ' ne NO; (219)
axn—l + ﬂxn—z + 7/Xn—3

denkleminin ¢o6ziimlerinin smrlhilig, periyodikligi, global kararlilik karakterini

arastirmiglardir [62].

Touafek ve Elsayed (2012), “On the periodicity of some systems of nonlinear difference

equations” adli ¢aligmalarinda sifirdan farklt x ,,y ;, %, Y, baslangi¢ kosullar1 igin

, NeN, (2.20)
ikinci mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢6ziim formlarii elde etmislerdir
[75].

Zhang ve arkadaslar1 (2013), “On the symmetrical system of rational difference equation

X
Yo-i Yo = A+)”(—_k” adli c¢alismalarinda, A>0, i€ {0,1,...,k} icin

n n

X, = A+

n+.

X, Y. €(0,00) olmak iizere
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X

n+1

X
A Iy oAyl pen, (2.21)
Ya X
simetrik rasyonel fark denklem sistemini ¢alismislardir. 0 < A<1, A=1 ve A>1 sartlar

i¢in ¢ozlimlerin davranigini aragtirmiglardir [99].

Zhang ve arkadaglar1 (2014), “On the system of higher order rational difference
equations” adli galismalarinda i € {O,l,...,k} igin X,y , e(O,oo) ve A, B pozitif sabitler

olmak tizere

X =A+kx—”, yn+1=8+¢, neN,, (2.22)

" Zi:l Yo-i Z:;l X

fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin sinirl olmasi igin gerekli sartlari bulmuslar, denge
noktasini elde etmisler, lokal ve global asimptotik kararli oldugu durumlari

incelemislerdir [100].

Halim (2015), “Global character of systems of rational difference equations” adl

caligmasinda fark denklem sisteminin X;, y, baslangi¢ kosullari sifirdan farkl reel sayilar

olmak tizere

1 1
M:H’ Yoa = oy neN, (2.23)

n n

X

fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerinin Fibonacci sayilar ile iligkili oldugunu bulmus ve

bu ¢6ziimlerin kararlilik karakterini ve asimptotik davraniglarini da incelemistir [34].

Yazlik ve arkadaslari (2015), “On the solutions of a max-type difference equation system”

adli calismalarinda A ile X,, Yy, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

X = max{i,i}, Yo = max{i,ﬁ}, neN,, (2.24)

X Yo %

n n

max-type fark denklem sisteminin periyodik ¢6ziimlerini incelemislerdir [88].
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Hu (2016), “Global behavior of a system of two nonlinear difference equation” adli

calismasinda A, B,a,be (O, oo), Xy, Yo € (0, oo) olmak {izere

, neNy, (2.25)

lineer olmayan fark denklem sisteminin global davranisini ¢alismistir [38].

Ahmed ve Eshtewy (2016), “Attractivity of the recursive sequence x,, = % ” adli
+Dx, ,

caligmalarinda A, B negatif olmayan reel sayilar, C,D ise pozitif reel sayilar ve her

n>0 i¢in C+ Dx, , #0 olmak tizere

_ A- an—z

X1y = , heN,, 2.26
' C+Dx, ° (2.26)

fark denkleminin global ¢ekimliligini incelemislerdir [5].

Dekkar ve arkadaslar1 (2017), “Global stability of a third-order nonlinear system of

difference equations with period-two coefficients” adli ¢alismalarinda 2- periyotlu pozitif

{pn} ve {qn} say1 dizileri ve ie{O,l, 2} igin X,y e[O,oo) olmak iizere

_ pn+yn _ qn+xn
- n+l

X , =
pn + yn—2 qn + Xn—2

, NeN,, (2.27)

n+1

tigtincti mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin sinirliligini, pozitif
denge noktasinin lokal asimptotik kararligini ve global asimptotik kararliligini

incelemislerdir [18].

Tollu ve arkadaslar1 (2017), “Behavior of positive solutions of a difference equation” adli

caligmalarinda a,b,c,d pozitifreel sayilar, y ,, Y ,, Y, negatif olmayan reel sayilar olmak

uzere

ayn—l
byn yn—l + Cyn—lyn—z + d

Yo = neNg, (2.28)
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fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin global asimptotik kararliligini, periyodikligini,

stirliligimi ve salimmliligini incelemislerdir [76].

Saleh ve arkadaslar1 (2017), “On the Dynamics of a rational difference equation

a+ PBx +rx .
Xy = P 7% adli ¢alismalarinda «, B,y parametreleri ile keN,
Bx, +Cx,_,

i {0,1, ey k} icin X ; baslangig sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

+ X + X
— a ﬂ n 7/ n—k , n ENO, (2.29)
Bx, +Cx,_,

n+1

lineer olmayan yiiksek mertebeden rasyonel fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin
periyodiklik karakteri, invaryant araliklari, yar1 dongii ve global asimptotik kararliligini

incelemisglerdir [70].

Gumiis (2018), “The global asymptotic stability of a system of difference equations” adli
calismasinda meZ" Ae(O,oo) ve ie{O,l,...,m} icin X ;, Yy, pozitif sayilar olmak

uzere

X

n+1

X
=A+y;-m, pa=A+=EE, nel,, (2.30)

n n

fark denklem sisteminin tek pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligi ve

yakinsama oranini ¢aligmistir [31].

Tollu ve arkadaglar1 (2018), “On a solvable nonlinear difference equation of higher

order” adli alismalarinda k,| sabit dogal say1, «, 8,8,y ile i =Lk +1 igin > +y* =0

olacak bi¢imde reel sayilar olmak {izere

6Xn—k Xn—(k+|)

X =ax -+ :
BXoeany 7 %o

neN,, (2.31)

yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denkleminin kapali formda ¢6ziilebilir oldugunu
gostermigler ve literatiirde Onemli sonuglara genisletilebilecek bazi sonuglar elde

etmislerdir [77].
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Abualrub ve Alogeili (2020), “Dynamics of the system of difference equations

X
Yo-i ' Yo = B+;—4‘” adli ¢alismalarinda keZ", AB>0 ve ie {0,1,...,k}

n n

X, = A+

icin X ;, Y, pozitif sayilar1 olmak tlizere

X
Xn+l = A+ yn_k ! yn+l - B+)n(__k’ n ENO, (232)

n n

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin sinirliligini, salinimlilik davranisi

ile tek pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir [1].

Amira ve Halim (2021), “Global behavior of p-dimensional difference equations system”

adli galismalarinda A negatif olmayan bir sabit ve je{1,2,...,p} veie{01,...,m}icin

Xfij) pozitif reel sayilar olmak iizere

o X2 x® - x®

— n-m — n—m p) _ n—-m

Xiy = A+_x<2) Xy = A+_x(3’ yeeny Xobl = A+ NOR nm,peN,, (2.33)
n n n

p - boyutlu lineer olmayan rasyonel fark denklemlerinin ¢oztiimlerinin denge noktasinin

global asimptotik kararliligini ve yakinsama oranmi c¢alismiglardir. Ayrica, (2.33)

sisteminin ¢oziimlerinin genel davranislar1 hakkinda bazi sonuglar elde etmislerdir [6].

Li ve Li (2021), “Global asymptotical stability in a rational difference equation” adli
calismalarinda keN, p,qe [0,00), r>0 baslangig kosullar1 X ,,---,X;,X, € (O,oo)
olmak tizere

_ P+ax,

= , NeNy, 2.34
141X, ° (2.34)

n+1

fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligini aragtirmislardir
[56].
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Elsayed ve Gafel (2022), “Dynamics and global stability of second order nonlinear

difference equation” adli ¢alismalarinda a,b,c,d,e, f parametreleriile x ,, x, pozitif reel

sayilar olmak iizere

X, +dx
X,,, =axX, +bx , +%, neN,, (2.35)
e+ fx

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerinin sinirli olmast icin gerekli
sartlar1 elde etmisler, denge noktasinin lokal asimptotik kararli ve global asimptotik

kararli oldugu durumlari incelemislerdir [28].

Gumiis (2023), “Global asymptotic behavior of a discrete system of difference equations
with delays” adli ¢calismasinda «,f € (0,00) ., meZ" ve ie {0,1,...,m} icin X,y
negatif olmayan reel sayilar olmak tizere

Ziril Xosi ,B + eril Yoi
X

Xpp=a+ Sy =

" , neN,, (2.36)

n+1

fark denklem sisteminin smirlilik karakteri ve asimptotik kararlilik 6zelliklerini

incelemistir. Ayrica, sistemin yakinsama oranini da elde etmistir [32].

Hassani ve arkadaslar1 (2023), “Dynamics of a higher-order three-dimensional nonlinear

system of difference equations” adli ¢alismalarinda X >0,Y >0,Z >0 ve i €{0,1,...,k}
i¢in U,V ;, W ; pozitif sayilar1 olmak iizere

v w u
=X+ v =Y+ W =7 4K
v W, u

n n n

u

nil , neNy, keZ", (2.37)
fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin yar1 dongii analizini yapmislar, X,Y,Z
parametrelerinin  durumlarina gore (2.37) sisteminin ¢dziimlerinin - sinirliligini

gostermisler, sistemin ¢dziimlerinin yakinsama oranimi bulmuglar ve denge noktasinin

global asimptotik davranigini incelemiglerdir [36].
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2.1.2. Bulanik fark denklemleri ve sistemleri ile ilgili yapilan ¢calismalar

Bu boliimde, bulanik fark denklemleri ve bulanik fark denklem sistemleri ile ilgili

literatiirde yapilan ¢alismalar yer almaktadir.

Deeba ve arkadaslart (1996), “A fuzzy difference equation with an application” adli

caligmalarinda (n +1). nesildeki genotip sikligini veren W, q bulanik sayilar olmak iizere
Xy = WX, +0, NeN, (2.38)

bulanik fark denklemini incelemislerdir. Verilen bulanik fark denkleminin ¢éziimiinii

elde etmislerdir. Ayrica, W, ve X, baslangi¢ kosulu bulanik sayilar olmak tizere

X = T (X, W), neN, (2.39)
birinci mertebeden bulanik fark denkleminin ¢6ziimii igin genel bir metot dnermislerdir

[16].

Deeba ve De Korvin (1999), “Analysis by fuzzy difference equations of a model of CO>

level in the blood” adli ¢alismalarinda a,b, m parametreleri ve C,, C, baslangi¢ kosullari

bulanik sayilar olmak {izere
C,,=C,—abC_,+m, neN,, (2.40)

bulanik fark denkleminin ¢oziimiinii elde etmislerdir [17].

Papaschinopoulos ve Papadopoulos (2002), “On the fuzzy difference equation

X _ iy
X,y = A+—"-" adli caliymalarinda A parametresi ve i€{0,1,...,m} i¢in X pozitif

n-m

bulanik sayilar olmak {izere

X,
X

n—-m

X,y = A+ , NeNy, (2.41)
bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimiiniin oldugunu ve bu bulanik say1 ¢6ziimiin tek

pozitif ¢oziim oldugunu gostermislerdir. (2.41) denkleminin pozitif bulanik say1
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¢Ozlimiiniin hangi durumlarda sinirli oldugunu bulmuslar, denge noktasinin asimptotik

davranigini incelemislerdir [64].

Papaschinopoulos ve Stefanidou (2003), “Boundedness and asymptotic behavior of the
solutions of a fuzzy difference equation” adli ¢alismalarinda K eN, ie {0,1,..., k} icin
p; pozitif reel sabitler, je{0,1...,k} i¢in A; parametreleri ile i<{0,1,...,k} igin X,

pozitif bulanik sayilar olmak {izere

K
X =Zi, neN,, (2.42)

(k+1). mertebeden parametrik bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimiiniin oldugunu

ve bu ¢oziimiin tek pozitif ¢6ziim oldugunu gostermislerdir. (2.42) denkleminin pozitif
bulanik say1 ¢6ziimiiniin hangi durumlarda sinirli oldugunu bulmuslar, denge noktasinin

asimptotik davranigini incelemislerdir [65].

k

. . B.
Zhang ve arkadaglar1 (2012), “On the fuzzy difference equation X, = A+ ZX—'” adli
i~0

n—i

caligmalarinda {Xn} pozitif bulanik say1 dizisi, k e N,, A parametresi, ie {0,1,...,k}

icin B, ve je {O,l,...,k} igin X_; pozitif bulanik sayilar olmak tizere

k
B,
Xpp = A+ > —— neN,, (2.43)

i=0 Xn—i

lineer olmayan bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu
gostermiglerdir. Ayrica, denge noktasinin hangi durumlarda mevcut oldugunu ve bu

denge noktasinin asimptotik kararli oldugunu bulmuslardir [97].

Zhang ve arkadaslar1 (2012), “Behavior of solutions to a fuzzy nonlinear difference
equation” adli galismalarinda, {Xn} pozitif bulanik sayis1 dizisi, A,B,X,,X, pozitif

bulanik sayilar olmak {izere
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Xy = ——"2, neN,, (2.44)

lineer olmayan bulanik fark denkleminin pozitif ¢oziimiinin varligini ve tekligini
gostermisler ve c¢oziimlerin  smirli oldugu durumu bulmuslardir. Ayrica, (2.44)
denkleminin pozitif ¢oziimiiniin denge noktasinin oldugu durumlar1 bulmuslar ve

¢oziimlerin bu denge noktasina yakinsadigini gostermislerdir [98].

Hatir ve arkadaslar1 (2014), “On a fuzzy difference equation” adli ¢alismalarinda, {Xn}

pozitif bulanik sayis1 dizisi, A, B, X ,, X, bulanik sayilar olmak iizere

B
Xy = A+—, neN, (2.45)
Xn—l
bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu gostermislerdir. Ayrica, bu
pozitif bulanik say1 ¢oziimiiniin denge noktasinin oldugunu ve hangi durumlarda bu
noktaya yakinsadigint ve hangi durumlarda bu denge noktasi civarinda saliniml

oldugunu bulmuslardir [37].

Din (2015), “Asymptotic behavior of a second-order fuzzy rational difference equation”

adli galigmasinda P, x_,, X, pozitif bulanik sayilar olmak iizere

X X

= , heN,, 2.46
P+XX 0 (2.46)

n+1

ikinci mertebeden rasyonel bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢6ziimiiniin oldugunu
gostermistir. Ayrica, bu pozitif bulanik sayr ¢6ziimiin siurliligini incelemisler ve

kararlilik analizini yapmustir [22].

Khastan (2017), “New solutions for first order linear fuzzy difference equations” adli

calismasinda W, g parametreleri ve X, baslangi¢c kosulu pozitif bulanik sayilar olmak

uzere
X, =WX,_,+0, neN, (2.47)

n
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birinci mertebeden lineer bulanik fark denkleminin bulanik bélme operatoriine gore tek
bir pozitif ¢6ziimiiniin oldugunu gostermis ve bu ¢oziimiin sinirli oldugu durumlari

incelemistir [45].

Khastan (2018), “Fuzzy logistic difference equation” adli ¢alismasinda {xn} pozitif

bulanik say1 dizisi, § parametresi ve X, baslangi¢ kosulu pozitif bulanik sayilar olmak

uzere

X = B%, (1-X,), neN, (2.48)
ve

X, = BX, O Bx:, neN,, (2.49)

bulanik fark denklemlerini incelemistir. Burada “© * Hukuhara fark operatoriidiir. Bu

denklemler lojistik fark denklemleridir. Bu denklemlerin pozitif bulanik sayi
¢oziimlerinin varligim ve tekligini gostermis ve bu coziimlerin denge noktasina

yakinsadigini gostermistir [46].

Lavanya ve Lovenia (2018), “Positive solutions of a fuzzy nonlinear difference equations”

adli g¢aligmalarinda ie{O,l,...,k} icin A,B, ile ie{O,l,...,k+1} icin X ; pozitif

bulanik sayilar ve i€{0,1...,k} i¢in p, pozitif sabit sayilar olmak iizere

KCAX +X .
xM:Z%, neN,, (2.50)
i=0 i

i n—i

lineer olmayan bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢éziimiinin oldugunu
gostermisler ve bu ¢oziimiin sinirli olmasi i¢in gerekli sartlar1 bulmuslardir. Ayrica, bu
pozitif bulanik sayr ¢Oziimiiniin denge noktasini bulmuslar ve denge noktasina

yakinsadig1 durumlar incelemislerdir [54].

Wang ve Zhang (2018), “Dynamical behavior of first-order nonlinear fuzzy difference
equation” adli galismalarinda, {Xn} pozitif bulanik sayisi dizisi, A, B,C ile X, baslangi¢
kosulu pozitif bulanik sayilar olmak iizere
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X, =A+Bxe ™, neN, (2.51)

birinci mertebeden lineer olmayan bulanik fark denkleminin pozitif ¢6ziimiiniin varligi,

tekligi ve asimptotik davranisini incelemislerdir [80].

Khastan ve Alijani (2019), “On the new solutions to the fuzzy difference equation

B
X, = A+ - ” adli ¢aligmalarinda A, B pozitif bulanik sayilar olmak {izere

n

B
X l:A+X—, nENO, (252)

n+.
n

bulanik fark denkleminin g-bolme islemine gore ¢oziimiiniin varligr ve tekligini
gostermisler ve tek pozitif denge noktasini elde etmislerdir. Ayrica, bu pozitif ¢oziimiin

denge noktasi civarinda hangi durumlarda salinimli oldugunu bulmuslardir [47].

Zhang ve arkadaslar1 (2019), “On discrete time Beverton-Holt population model with
fuzzy environment” adli ¢alismalarinda A, B,1 ve X, baslangic degeri pozitif bulanik
sayilar olmak tlizere

AX
X, ==——, NeN,, 2.53
! 1+ Bx, 0 ( )

ayrik zamanli Beverton-Holt modeli olan bulanik fark denkleminin tek bir pozitif
¢Oziimiinlin oldugunu gostermisler, tek bir pozitif denge noktast oldugunu ve pozitif

¢Oziimiin bu noktaya yakinsadigini da gostermislerdir [102].

Zhang ve arkadaslar1 (2019), “Asymptotic behavior of discrete time fuzzy single species

model” adl1 ¢alismalarinda, {Xn} pozitif bulanik say1 dizisi, A,B parametreleri ve X,

baslangic kosulu pozitif bulanik sayilar olmak {izere
X, = xne(A’Bxﬂ), neN,, (2.54)

ayrik zamanli tek tiir modeli olan bulanik fark denklemini ¢alismiglardir. Burada X, N.

nesildeki birey sayisi, A igsel biiyiime orani, B c¢evreyi kusatan ortamin tasima
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kapasitesini gostermektedir. Hukuhara fark operatoriinii kullanarak modelin tek bir
pozitif ¢Oziimiiniin oldugunu ve bu ¢Oziimiin global asimptotik davranisini

incelemislerdir [101].

Jia (2020), “Dynamic behaviors of a class of high-order fuzzy difference equations” adli
calismasinda {Xn} pozitif bulanik say1 dizisi, A,B,C,,C,,...,C, ile ie {0,1, et k} icin

X_; baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere

Axn—lxn—z ne NO’ (255)

X =
n+1 k !
B +Zi=3c'x

i n—i

yiiksek mertebeden bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢6ziimiiniin oldugunu

gostermis ve denge noktalarinin lokal asimptotik kararli oldugunu incelemistir [39].

Jia ve arkadaglar1 (2020), “Existence and uniqueness of positive fuzzy solution for a three-

order fuzzy difference equation” adli ¢alismalarinda, A,B,C,D,E,F,G,H parametreleri

ile X ,,x,,X, baslangic kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere

_ A+Bx, +Cx,_, +Dx
E+Fx, +Gx ,+HX ,

, NeN,, (2.56)

n+1

iglincli mertebeden bulanik fark denkleminin tek bir ¢6ziiminiin oldugunu

gostermislerdir [40].
Khaliq ve arkadaslar1 (2021), “Global dynamics of sixth-order fuzzy difference equation”
adli c¢alismalarinda, {yi} bulanik say1 dizisi, D,E,F,G,H parametreleri ve

ie{0,1,2,3, 4, 5} icin Yy, baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan bulanik sayilar olmak

luzere

Dyi4Yi,
E+Fy_;+Gy_, +Hy 5 ’

. = N, (2.57)
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altinci mertebeden bulanik fark denkleminin tek bir negatif olmayan ¢oziimiiniin
oldugunu gostermisler, denge noktalarini elde etmisler ve bu ¢oziimiin hangi denge

noktalarinda kararli oldugunu incelemislerdir [48].

Wang ve arkadaglar1 (2021), “Dynamics of a high-order nonlinear fuzzy difference

equation” adli ¢alismalarinda negatif olmayan m tamsayi, A,B,C parametreleri ve

ie {0,1, e m} icin X ; pozitif bulanik sayilar olmak iizere

x = on N, (2.58)

n+1 = m '
B+CJ [
i=0

yiiksek mertebeden lineer olmayan bulanik fark denkleminin pozitif ¢oztiimiiniin varligina,

tekligini, sinirliligini, denge noktasinin lokal ve global kararliligini incelemislerdir [81].

Zhang ve arkadaslar1 (2021), “On dynamic behavior of second-order exponential-type

fuzzy difference equations” adli ¢aligmalarinda A, B,C ile x_,,X, pozitif bulanik sayilar

olmak tuzere

_ A+Be™

- ' n N ’ 259
Ctx, € No (2.59)

n+1

ikinci mertebeden istel bulanik fark denkleminin g-bolme islemine gore pozitif
¢Oziimiiniin varhigm ve tekligini gostermisler ve global asimptotik davranigini

incelemislerdir [103].

Zhang ve arkadaglari (2021), “On discrete-time laser model with fuzzy environment” adli

caligmalarinda A,B,C,H parametreleri ile x, baslangic kosulu pozitif bulanik sayilar

olmak tlizere

=AX + —, neN,, (2.60)

ayrik zamanli bulanik parametreli ve baslangi¢ kosullu fark denklemini ¢aligmislardir.

Burada, x,, N. zamandaki lazer foton sayisidir. Bu modelin pozitif ¢6ziimiiniin varligini
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ve tekligini gostermislerdir. Ayrica, g-bolmeyi kullanarak bu ¢6ziimiin hangi durumlarda

siirlt oldugunu bulmuslardir [104].
Han ve arkadaslar1 (2022), “Dynamical behaviors of a k-order fuzzy difference equation”
adli calismalarinda A,B parametreleri ve ie {0,1, e k} icin X_; baglangi¢ kosullari

pozitif bulanik sayilar ve k € Z* olmak tizere

X ,=———— neN,, 2.61
n+1 A+ an_k 0 ( )

lineer olmayan bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu
gostermisler ve bu c¢oziimlerin sinirhiligl, yakinsakligi ve asimptotik kararliligini

incelemislerdir [35].

Jia ve arkadaslar1 (2022), “Dynamic behavior of a fractional-type fuzzy difference system”
adli ¢alismalarinda {Xn} pozitif bulanik say1 dizisi, A,B,C,D parametreleri ve
ie {0,1, 2,3,4, 5} icin X ; baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere

X — Axn—lxn—Z + BXn—3
m D+Cx_,

., neN,, (2.62)

besinci mertebeden bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢6ziimiiniin oldugunu

gostermigler ve denge noktasinin dinamik davraniglarini incelemislerdir [41].

Sun ve arkadaglar1 (2022), “Eventual periodicity of a system of max-type fuzzy difference

equations of higher order” adli calismalarinda keN, A,B parametreleri ile

ie {1, 2,..., k} icin X ;, y; pozitif bulanik sayilar olmak iizere

X, = max {A, h}
Xn—k

, Ne Ny, (2.63)
X
y, = max B,“—l},
{ yn—k
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yiiksek mertebeden max-type bulanik fark denklem sisteminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin

oldugunu gostermisler ve bu ¢6ziimiin periyodikligini incelemislerdir [74].

Yalginkaya ve arkadaslart (2022), “On a nonlinear fuzzy difference equation” adli
calismalarinda {Zn} pozitif bulanik say1 dizisi, A ve je{O,l,Z} igin z_; pozitif bulanmk

sayilar ve p pozitif say1 olmak iizere

L neN,, (2.64)

bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢6ziimiiniin oldugunu géstermisler, bu ¢éziimiin

sinirh oldugu durumlari bulmuslar ve asimptotik davranigini incelemislerdir [83].

Zhang ve arkadaglar1 (2022), “On second-order fuzzy discrete population model” adli
calismalarinda {Xn} n. gozlem anindaki niifus biiyiikliiglinii temsil eden pozitif bulanik
say1 dizisi, A, B pozitif bulanik sayilar, x_,, X, baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik say1

olmak tuzere

AX
=——"—— nel,, (2.65)
1+x,,+Bx ,

n

ikinci mertebeden bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢6ziimiiniin oldugu g-bélme
kullanarak gostermislerdir. Ayrica, bu ¢6ziimiin hangi durumlarda sinirli oldugunu ve

denge noktasimnin global asimptotik kararli oldugunu incelemislerdir [105].

Jia ve arkadaslar1 (2023), “Dynamic behavior of a seven-order fuzzy difference equation”
adli ¢alismalarinda p,q,reR", A B,C parametreleri ve i€{0,1,2,3,4,56} icin X

pozitif bulanik sayilar olmak tizere

AX
-

= , heN,, 2.66
B + Can—Z Xr?—4xn—6 ’ ( )

Xn+1

yedinci mertebeden bulanik fark denkleminin pozitif ¢oziimiiniin smnirliligi ve denge

noktasinin kararli olmasi igin gerekli sartlari bulmuslardir [42].
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Yalginkaya ve arkadaslari (2023), “Qualitative behavior of a higher-order fuzzy

difference equation” adli ¢alismalarinda {z,} pozitif bulamk say: dizisi, S pozitif

tamsay1, A,B,C parametreleri ve je{O,l,...,s} i¢in z_; pozitif bulanik sayilar olmak

uzere

7 =Pl o (2.67)

N+l s '
B+C[]z.
i=0

bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu gostermislerdir. Bu

¢oztimiin sinirli oldugu sartlar ile ¢éziimlerin 0 a yakinsadigi durumlar1 bulmuslardir [84].

Zhang ve arkadaslar1 (2023), “Qualitative analysis of second-order fuzzy difference

equation with quadratic term” adli calismalarinda A, B parametreleri ve x,, X ; baslangi¢

degerleri pozitif bulanik sayilar olmak {izere

Bx
X = A+—1, neN, (2.68)

Xn—l

ikinci mertebeden karesel terimli bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢6ziimiiniin
oldugunu gostermisler, bu ¢oziimlerin smirlt ve yakinsak olmasi i¢in gerekli sartlar

bulmuslardir [106].

Atpinar ve Yazlik (2023), “Qualitative behavior of exponential type of fuzzy difference
equations system” adli galigmalarinda «;, &, 5, B,. 7., 7, parametreleri ve X ,X,, Y4, Y,
baslangi¢ degerleri pozitif bulanik sayilar olmak iizere

o+ pem o, + pem

n+1 ! n+1

, NeN, (2.69)
71t Y, Vot X,

ikinci mertebeden lineer olmayan tistel bulanik fark denklem sisteminin g-bélmeye gore
tek bir pozitif ¢ozlimiiniin oldugunu goéstermisler ve bu ¢dziimiin pozitif denge noktasina

yakinsamasi ve global asimptotik kararli olmasi i¢in gerekli sartlar1 elde etmiglerdir [8].
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Yalginkaya ve arkadaslari (2023), “Behavior of solutions to the fuzzy difference equation”

adli c¢alismalarinda m pozitif tamsayi, {Zn} pozitif bulanik sayr dizisi, A,B

parametreleri ve je{1,2,...,m} i¢in z .

; pozitif bulanik sayilar olmak tizere

B
Zn+l:A+Z_’ nEI\IO’ (270)

n-m

bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu goéstermisler, bu ¢éziimiin

siirlilig, asimptotik kararliligi ve salinimlilik davranisini incelemislerdir [86].

Yalcinkaya ve arkadaslar1 (2023), “On the dynamics of a higher-order fuzzy difference

equation with rational terms” adli calismalarinda m;, m, negatif olmayan tam sayilar,
s=max{m,m,}, {z,} pozitif bulank say1 dizisi, A B,C parametreleri ve

je {0,1, e S} igin Z, pozitif bulanik sayilar olmak {izere

zn+1:A+Zi+ZL, neN,, (2.71)

n—my n-m,

bulanik fark denkleminin tek bir pozitif ¢ozlimiiniin oldugunu géstermisler, bu ¢ézliimiin

smirlihig, asimptotik kararliligi ve salinimlilik davranigini incelemislerdir [85].

Althagafi ve Ghezal (2024), “Global Stability of a System of Fuzzy Difference Equations

of Higher-Order” adli gahsmalarinda je{0,1...,1} igin t ,s_; bulanik baslangig

ol

kosullari ve ¢, p, ¢3, 0 pozitif bulanik sayilar olmak tizere
t,=¢+L, s, =p+L- meN,, 2.72)
S

yiiksek mertebeden bulanik fark denklem sisteminin tek bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu

gostermisler ve bu pozitif ¢ézlimiin nitel dinamiklerini incelemislerdir.
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2.2. Temel Bilgiler

Bu boéliimde fark denklemleri, bulanik kiimeler ve bulanik sayilar ile ilgili temel tanimlar

ve teoremler yer almaktadir.
2.2.1. Fark denklemleri ve sistemleri ile ilgili temel bilgiler

Bu kisimda fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili temel bilgiler ile temel

teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.2.1.1 ([43]). y(n) reel veya kompleks n degiskenine bagli bir fonksiyon olsun.

A ileri fark operatorii

Ay(n)=y(n+1)-y(n) (2.73)

olarak tanimlanir. y(n) nin tanim kiimesi genellikle dogal sayilardir.
Tanim 2.2.1.2 ([43]). Oteleme (kaydirma) operatérii E
Ey(n)=y(n+1) (2.74)

seklinde tanimlanir. | birim operatorii olmak iizere, ileri fark operatorii ile kaydirma

operatorii arasinda
A=E-I (2.75)
iliskisi vardir.

Tamm 2.2.1.3 ([43]). Eger AY (n) = y(n) ise, keyfi ¢ sabitii¢in A™'y(n) =Y (n)+c olup,

A™ operatdrii ters fark operatorii ve Y (n) de y(n) nin ters farki olarak adlandirilir,

Teorem 2.2.1.1 ([43]). Bir y(n), nxn, igin tanimh fonksiyonu i¢in A™ ters fark

operatorii keyfi bir ¢ sabiti i¢in asagidaki sekilde hesaplanir:
A7y(n)=> y(i)+c. (2.76)
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Tamm 2.2.1.4 ([43]). ne N, bagimsiz degisken, y bilinmeyen bir fonksiyon olmak

lizere
F(n,y(n),y(n+1),...,y(n+k))=0 (2.77)

esitligine fark denklemi denir. Fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en biiyiik ve

en kiiciik indisleri arasindaki farka (2.77) fark denkleminin mertebesi denir.

Tamm 2.2.1.5 ([43]). n>n, i¢in tanimly, i €{1,2,...,k} i¢in p,(n) ile g(n) reel degerli

fonksiyonlar, g(n)=0 ve p,(n)=0 olmak iizere

y(n+k)+p,(nN)y(n+k-1)+...+ p,(n)y(n) = g(n) (2.78)
denklemine k. mertebeden homojen olmayan lineer fark denklemi denir.

Lineer fark denklemlerinin  siniflandirilmasi, ie {0,1, s k} icin  y(n+i)
fonksiyonlarnin katsayilari ve g(n) ye gore yapilir. Eger g(n)=0 ise, (2.78)
denklemine lineer homojen fark denklemi denir. Eger i €{12,...,k} i¢in p,(n) ler sabit
ise (2.78) denklemine sabit katsay1li lineer fark denklemi denir. i € {0,1, o) k} icin p,(n)

lerden en az biri bagimsiz bir degiskenin fonksiyonu oldugu taktirde, (2.78) denklemine

degisken katsayili fark denklemi denir.

Teorem 2.2.1.2 ([25]). | reel sayilarin herhangi bir alt kiimesi ve y:1*" — | siirekli
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. (k +1). mertebeden
x(n+1) = f (x(n),x(n-1),...,x(n—k)) (2.79)

k+1 tane X ., X ,.5..--, %, € | baslangic kosullar1 verildigi taktirde, (2.79) denkleminin
X(—K) =X, X(-k+1) =X, ,...,X(0) = x, olacak sekilde tek bir {x(n)}::_k ¢Oziimi

vardir.
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Tamm 2.2.1.6 ([19], [20]). Eger bir fark denkleminin {x(n)}

0 .. .. .. . .
o SOzUmi icin,

P <x, <Q olacak bigimde pozitif P ve Q sabitleri varsa, {X(n)}:):_k ¢Oziimii sinirhidir

denir.

Tamim 2.2.1.7 ([25]). Eger f(X,X,...,X) =X olacak sekilde X € | varsa, bu X noktasina

(2.79) denkleminin denge noktasi denir. Eger Vne N, icin X, =X ise X a sabit nokta

denir.

0

Tamm 2.2.1.8 ([30]). {Xn}nz—k (2.79) denkleminin bir ¢éziimii ve X ise (2.79)

denkleminin X = f (X,X,...,X) olacak bigimde bir denge noktas1 olsun. Bu durumda,

Eger Ve&>0 igin |x , —X|+|x ., —X|+---+|x, —X| <& oldugunda her n>-k
icin |X,—X|<e& olacak bicimde bir >0 sayist bulunabiliyorsa (2.79)
denkleminin X noktas: (lokal) kararlidir denir,

Eger X denge noktasi kararli ve |x_, —X|+|X_,,, — X|+---+|%, — X| < » oldugunda

limx, =X olacak bigimde bir y >0 bulunabiliyorsa (2.79) denkleminin X denge

n—oo

noktas1 lokal asimptotik kararlidir denir,
Eger (2.79) denkleminin her {X,} ¢oziimii i¢in limx, =X oluyorsa (2.79)

denkleminin X denge noktas1 global ¢ekim noktasidir denir.
Eger X denge noktasi kararli ve global ¢ekim noktasi ise X global asimptotik
kararlidir denir,

Eger X kararli degil ise, X kararsizdir denir.

Tanmmm 2.2.1.9 ([30]). f, X civarinda bir agik araliginda siirekli tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. i€ {0,1,...,k} igin

of . _  _
p =a(x,x,...,x) (2.80)
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f(uy,ug,...u,) nin u, ye gore (2.79) denkleminin X denge noktasinda hesaplanan

tiirevini gostersin. O zaman,
Zoq = PoZn + PiZpat o+ Py N EI\IO’ (281)
denklemine (2.79) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineer denklemi ve

A1 - po/lk = PeaZoy =0 (2.82)

denklemine ise (2.81) denkleminin X civarindaki karakteristik denklemi denir.

Teorem 2.2.1.3 ([50]). f, X civarinda bir agik aralikta tanimli siirekli tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur:

i. Eger (2.82) karakteristik denkleminin kokleri |A|<1 agik diskinin iginde yer

aliyorsa, (2.79) denkleminin X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir,
ii.  Eger (2.82) karakteristik denkleminin koklerinin en az birinin mutlak degeri

birden biiylik ise X denge noktas1 kararsizdir.
2.2.2. Fark denklem sistemleri ile ilgili temel bilgiler

Bu boéliimde fark denklem sistemleri ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

Oncelikle fark denklem sisteminin genel tanim1 yapilacak ve sonrasinda tez ¢aligmasinda

incelenen dort-boyutlu (m +1). mertebeden fark denklem sistemleri hakkinda literatiirde

yer alan teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.2.2.1 ([108]).

(2.83)

Xy (N+1)= fm(xl(n),...,xl(n—m),xz(n),...,xz(n—m),xm(n),...,xm(n—m)),

sistemine (m+1). mertebedenm—boyutlu fark denklem sistemi denir.

Ozel olarak,
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Upor = (U Uy oo U Vs Vg e Vs Wo s Wy g e W Bt et ),

Vo = Do (U U Uy Vi Voo Vi Wao W gy Wy Bt ) 2.84)
Wig =1 (U U U Vi Vi g Vi W, W g Wo ottt ), '

£ = D (Un s Uy U Vi Voo Vs Wa o W gy Wy Bt ),

sistemine (m+1). mertebeden dort-boyutlu fark denklem sistemi denir.

Teorem 2.2.2.1 ([108]). 1,,1,,1,,1, reel sayilarin herhangi dort alt araligi olmak tizere

hl:|1m+lxlm+1xlm+l><|m+l_)|l
h .|m+1 Im+lX|m+lX|m+l—)|
' 2 (2.85)
h o |m+1 |m+1x|m+l |m+1_> |3
h .|m+1><|2m+lxlm+lx|m+1_)|4

siirekli diferansiyellenebilen dort fonksiyon olsun. Bu durumda, je{0,1,...,m} igin
(U_j VoWt ) el x1,x1,x1, baslangic kosullar1 olmak {izere sistem (2.84) iin tek

bir {(u VW, t)} ¢Ozlimii vardr.

Tamm 2.2.2.2 ([50]). (2.84) sisteminde

au=h(d,d,.. 0vv,... . vww,.. Wit 0),
v=h,(0,0,....0,VV,....VWW,.. W[ 0),
_ o (2.86)
w=hy(T,d,....0,v,v,... V,W,W,.. WT,..T[),
t=h(00,..0VV.. VWW.. Wi{..,0),

esitliklerini saglayan (T,V,W,T) noktasina sistem (2.84) iin denge noktasi denir.
Tanim 2.2.2.3 ([109]). (U,\T, 2 t_) , sistem (2.84) iin denge noktasi olsun. O zaman,

i Eger je{0L...m} icin V(u_ v Wt ;)elxl,xl;x], olmak iizere
Ve>0 icin ZTzo‘U—ufjké, ZTzo‘V—vfj‘<5, ZT=0‘W_W—1‘<5’
YU E-tyl<o iken  wneN,  igin  [T-u[<elV-v<e,
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|v‘v— Wn| <eg, |t_ —tn| <¢g, olacak bigcimde bir 6>0 sayis1 bulunabiliyorsa,
(LT, V,W, t_) denge noktasi kararlidir denir,
ii. Eger (U,V,W,f) noktasi kararh ve je{O1...m} igin her

(U vty ) e lx Iy x g xl, iken  Tim(u,. v, w, t,)= (0,9, @) olacak

« . m — m —_ m -
bigimde ijo‘u—uﬂ.kn, Z;:OV_V71‘<77' Zj:O W—ij‘<77, ve
Zlo‘t_ -t j‘ <n sartlarii saglayan 7 >0 sayis1 bulunabiliyorsa, (U, vV, W, t_)
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir,

iii. Eger je{O,l,...,m} icin ‘v’(ufj,vfj,wfj,tfj)eI1><I2><I3><I4 iken limu, =0,

nN—o0

limv, =V, limw, =W, ve limt =t oluyorsa, (U,V,W,T) denge noktasina

n—wo n—o0 n—o0
global ¢ekim noktas1 denir,

iv. Eger (U,\7, V_V,t_) denge noktas1 hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekim
noktasi ise (I,V,W,T) denge noktas: global asimptotik kararlidir denir,

v. Eger (U,\T, W, t_) denge noktasi kararli degilse, kararsizdir denir.

Tamim 2.2.2.4 ([50]). h,h, h,,h, fonksiyonlar1 (T,V,W,T) denge noktasi civarinda
stirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda, eger (U,\T,V_V,t_) noktasi

ayni zamanda

q)n+1=a)(§n)=‘]q)n7 neRIO’ (287)

sistemine (T, V,W, ) denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistem denir. Burada,

n'“n-1 ¥p-m? Tn? Tn-10 0t Tp-m?

T . .
& =(uyu Unas Vi s Vg e Vi W Wa g Wttty ) ve 3 ise sistem

(2.84) iin Jakobiyen matrisidir.

Teorem 2.2.2.2 ([109]). @ fonksiyonunun sabit noktasi @ olmak iizere (2.87) denklemi
g6z oniine almsin. Eger @ civarinda J Jakobiyen matrisinin biitiin 6zdegerleri birim

diskin i¢inde yer aliyorsa, yani ie{1,2,...,4m+4} icin |2,|| <1 ise @ noktas1 lokal
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asimptotik kararlidir. Eger 6zdegerlerden en az biri birim diskin disinda yer aliyorsa, ®

denge noktasi kararsizdir.
Tanim 2.2.2.5 ([19], [20]). Eger bir fark denkleminin {un VoW T }::_m ¢Ozlimii i¢in,

P <u,<Q,
P,<v, <Q,,
P,<w, <Q,,
P, <t, SQ4,

(2.88)

olacak bigimde pozitif i 6{1,2,3, 4} icin P, Q. sabitleri varsa, {un,Vn,Wn,tn}::_m ¢Ozimi

smirhidir denir.
2.2.3. Bulanik kiimeler ile ilgili temel bilgiler

Bu boéliimde bulanik kiime ve bulanik sayilar ile ilgili temel tanimlar ile teoremlere yer

verilmigtir.

Klasik kiime teorisinde, bir kiimenin eleman sayisit sonlu, sayilabilir sonsuz veya
sayllamayan sonsuz olabilir. Klasik kiime teorisinde kesin sinirlar vardir, her bir eleman

ya bir kiimeye aittir ya da degildir. Bir X eleman1 A kiimesine aitse X € A bi¢ciminde
gosterilir. Aksi taktirde, x ¢ A ile gosterilir. Klasik kiime teorisinde A(x), x in A da
olup olmadigina goére sadece 0 ve 1 degerlerini alabilir. Bu durum matematiksel olarak

asagidaki bi¢imde ifade edilebilir:

1, X e Aise

A(X) :{ (289)

0, X ¢ Aise.
Bulanik kiime teorisine gore, X i¢indeki bir bulanik A kiimesi bir A(X) tiyelik
fonksiyonu ile tanimlanir. Burada A(x) fonksiyonu X te yer alan her bir elemani [0,1]
araligy ile iligkilendirir. A(X) degeri X in A daki iiyelik derecesini temsil eder.

Dolayistyla, A(x) degeri 1 e yaklastikca X in A daki iiyelik derecesi artar.
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Tamm 2.2.3.1 ([89]). X in bir bulanik A alt kiimesi, A: X —[0,1] bir fonksiyon olarak
tanimlansin. Burada x e X igin A(X), X elemaninin iiyelik derecesi olarak adlandirilir.

F(X ) , X teki biitiin bulanik alt kiimelerin koleksiyonunu gosterir.

Ornek 2.2.3.1. “Genclik” kavramini1 “geng birey” iizerinden dilsel bir degiskenin bulanik
kiime olarak nasil ifade edilebilecegini gosterelim. 0-18 yas arast1 liyelik derecesi 1 olup,
kesin olarak geng kabul edilirken, 18-36 yas aras1 iiyelik derecesi azalmaktadir. 36 yas

tizerinde lyelik derecesi 0 olup, birey gen¢ olmayan birey olarak gosterilmektedir.

A:[O, 100] — [O, 1] bulanik kiimesi asagidaki gibidir:

1, 0<x<18
A(X) = 361;‘, 18<x<36 (2.90)
0, diger durumlarda.
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Sekil 1. Geng bireyi modelleyen bulanik kiime 6rnegi

Tamm 2.2.3.2 ([93]). Eger bir A bulanik kiimesinin yiiksekligi 1 ise, yani A(X)=1

olacak bicimde x, € X varsa A bulanik kiimesi normaldir. Aksi taktirde subnormaldir.

Tanmim 2.2.3.3 ([93]). A Bc F(X) olsun. Eger her xe X i¢in A(X)<B(x) sarti

saglaniyorsa, A kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir denir ve Ac B ile gosterilir.
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Tammm 2.2.3.4 ([9]). Bos bulanik kiime & sembolii ile gosterilir. Her xe X igin
&(x) =0 dir. Egerher xe X i¢in X (x)=1ise X kiimesi totaldir.

Tammm 2.2.3.5 ([9]). A Bg]—'(X) olsun. A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi C
bulantk kiimesi olmak iizere, her x e X igin C(x)=min{A(x),B(x)}=A(x)nB(x)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.3.6 ([9]). A B< F(X) olsun. A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi D
bulanik kiimesi olmak iizere, her xe X igin D(x)=max{A(x),B(x)}=A(x)UB(X)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.3.7 ([9]). A/B g]—"(X) olsun. A kiimesinin tiimleyeni E bulanik kiimesi

olmak tizere, her x e X igin A(X) =1-B (X) = E(X) seklinde tanimlanur.

Onerme 2.2.3.1 ([9]). A: X —[0,1] bir bulanik kiime olsun. A(x)¢{0,1} olan en az

bir xe X varsa AN A= ve AUA= X tir.

Tamm 2.2.3.8 ([89]). A: X —>[0,1] bir bulanik kiime olsun. « €(0,1] i¢in A nin
o —kesimi
A ={xe X|A(X) 2 a} (2.91)

bi¢iminde tanimlanir ve A” = [ L5 RX] ile gosterilir.

Tanmm 2.2.3.9 ([9]) A: X —[0,1] bir bulanik kiime olsun. A ={x e X |A(X) 21} kiimesi

A bulanik kiimesinin ¢ekirdegi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.3.10 ([9]). A: X —[0,1] bir bulanik kiime olsun. supp A= {x e X |A(x) > 0}

kiimesi A bulanik kiimesinin destegi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.3.11 ([9]). A: X —> [O,l] bir bulanik kiime olsun. supp A da yalnizca tek bir

X e X var ise bu kiimeye, tek (singleton) bulanik kiime denir.
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Sekil 2. Tek (singleton) bulanik kiime

Tamm 2.2.3.12 ([89]). A: X — [0,1] bir bulanik kiime olsun. A bulanik kiimesi bulanik

konvekstir ancak ve ancak Va € (0,1] igin T“ = {x| f,(x) > &} bigiminde tanimlanir. Bir

diger alternatif ve dogrudan bulanik konvekslik tanimi ise su sekilde yapilabilir.

Tanim 2.2.3.13 ([89]). A bulanik kiimesi bulanik konvekstir ancak ve ancak Vvx,, x, € X

ve /16[0,1] icin

f [A% +@A=2)%,]=min [f,(x), f.(x,)] (2.92)
esitsizligi saglanir.
Bulantk A kiimesinin her «—kesimine tekabiil eden araliklar, ayrik araliklarin

birlesiminden olusuyorsa, A kiimesi bulanik konveks degildir. Eger her « —kesimine

sadece tek bir aralik tekabiil ediyorsa, A kiimesi bulanik konvekstir. Ayrica, A bulanik
kiimesinin o —kesimlerini A” = [L”/i, RK] ile gosterirsek, a; < @, oldugunda, A — A*
oluyorsa, A kiimesi bulanik konvekstir. Bir baska deyisle, o, <o, iken L <L} ve

Rxz <R} oluyorsa, A kiimesi bulanik konvekstir.

Teorem 2.2.3.14 ([89]). A ve B konveks bulanik kiime ise bu kiimelerin kesigimleri,
AN B de bulanik konvekstir.
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2.2.4. Bulanik sayilar ile ilgili temel bilgiler

Tanmm 2.2.4.1 ([9]). Reel say1 dogrusunun bir bulanik UZR—>[O,1] alt kiimesini

diistinelim. Eger

I. U normal ise, yani 3x, € R vardir dyle ki u(x,) =1,
ii. U bulanik konveks ise, Yyani Vte [0,1] ve X, X, €R i¢in
u(tx, +(1—t)x2) >min{u(x),u(x,)} oluyorsa,
iii. U R de istten yart sirekli ise, yani Ve>0 i¢cin JFo6>0 oyle ki
u(x)—u(x,) <&, x—=%, <9,
iv. U nun destek kiimesi kompakt ise, yani cl(A), A nin kapanisini gostermek tlizere

cl{x e R|u(x) >0} kiimesi kompakt sartlar1 saglaniyorsa

U bir bulanik sayidir.

Eger bir bulanik U sayisi igin, supp (u) < (0,%0) ise U sayisi pozitif bulanik sayidir denir.

Bulanik sayilarin kiimesi R ; ile ve pozitif bulanik sayilar kiimesi de R ile gosterilir.

Ornek 2.2.4.1. U:R > [0,1] bulanik bir kiime olsun ve

0, x<0
X, 0<x<l1
u(x) = (2.93)
(2-x)%, 1<x<2
0, X=>2

bi¢giminde tanimlansm. U:R — [0,1] bir bulanik say1 oldugu bulanik say1 tanimindan

asikardir.
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04

02

05 10 15 20

Sekil 3. Bir bulanik say1 6rnegi

Ornek 2.2.4.2. u:R —[0,1] bulanik kiime olsun ve

0, x<0

X, 0<x<1

15-% 1<x<2

u(x) = 2’ (2.94)
x=15  2<x<3

6-1.5x, 3<x<4

0, 4<x

biciminde tanimlanirsa, u:[R —>[O,1] bulanik konveks olmadigi i¢in bir bulanik say1

degildir.

15
10

05

Sekil 4. Bulanik say1 olmayan bulanik kiime 6rnegi
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Tamm 2.2.4.2 ([21]). uveR ve ae(0.] igin [u]" =[ L%, R | ve [v]" =] L§,RY ]

1 Yy
olarak temsil edilsin. Bulanik sayilar uzayi tizerindeki metrik « € (0,1] icin asagidaki

bigimde tanimlanir:

D(u,v) = sup max{|L; ~L% || Re ~R¢ I3 (2.95)

ae(0]]
Tanmim 2.2.4.3 ([9]). ue R, olsun. Bu durumda u nun normu
L

lul| = D(u,0)=max{

R:\} (2.96)

bigiminde tanimlanir.

Tamm 2.2.4.4 ([9]). (X, D) bir metrik uzay ve f : X — R bir fonksiyon olsun. Eger
Ve >0 igin D(X,X,) <8 oldugunda f(x)< f(x,)+& olacak bigimde & >0 var ise f

fonksiyonuna x, da iistten yar: siireklidir denir.

Tamm 2.2.4.5 ([9]). (X,D) bir metrik uzay ve f:X — R bir fonksiyon olsun. Eger
Ve >0 igin D(X,X,) <d oldugunda f(x)> f(X,)—& olacak bigimde & >0 var ise f

fonksiyonuna x, da alttan yar: siireklidir denir.

Teorem 2.2.4.1 ([9]). (Stacking Teoremi) ueR, ve [u]” da bu bulanik saynin

o —kesimleri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

i.  VYae[01] igin [u]” =[Lﬁ‘, Ru“] kapali araligidir,

ii. Eger 0<a, <a,<1ise, [u]a2 g[u]w1 dir,

iii. a<(0,1] e alttan yakinsayan herhangi bir «, dizisi i¢in ﬁ[u]a" =[u]” dur,

n=1

iv. 0 aiistten yakinsayan herhangi bir ¢, dizisi igin cl (U[u]aJ = [u]0 dir.

n=1
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Teorem 2242 ([9]). ueR, wve [u]az[ij,Ru“] olsun. Bu durumda,

LR [0,1] — R fonksiyonlar1 o —kesimin ug noktalar1 olmak tizere asagidaki kosullar

saglanir:

i. L eR, ae(O,l] icin sinirli, azalmayan, soldan siireklidir ve 0 da sagdan
siireklidir,
ii. RYeR, ae(O,l] icin smirli, artmayan, soldan stireklidir ve 0 da sagdan

siireklidir,

i, L <R dir.

Lemma 2.2.4.1 ([65]). f:(R*)k —R' Ve U,U,,...,u, € R} olsun. Bu durumda,
a €(0,1] igin

[ f(u,uy...u)] =f ([ul]“ Ju,]” ,...,[uk]“) (2.97)
dir.

Tamm 2.2.4.6 ([9]). L,R:[0,1]—>[0,1], L(0)=R(0)=0, L(1)=R(1)=1 sartlarim
saglayan artan ve siirekli fonksiyon olsun. Ayrica, a8, <a, <@ <@, olacak sekilde reel

sayilar olsun. Eger u:R —[0,1] bulanik kiimesi

u(x)=11, a, <x<a (2.98)

olarak yazilabiliyorsa U ya L—R sayis1 denir.
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Tamm 2.2.4.7 ([9]). Ucgensel bulanik U sayist a,b,c € R olmak iizere

bi¢iminde tanimlanir ve (a, b, C) eR3, a<b<c ile temsil edilir.

Ornek 2.2.4.3. Bulanik U sayis1 asagidaki bicimde tanimlansin:

u(x)

0, X<2
X—2,2<x<3
5-X
2
0,

, 3<x<5
5«<x

U ticgensel bulanik saymin grafigi asagidaki gibidir:

U tiggensel bulanik saymin « —kesimi ve destek kiimesi ise su sekildedir:

u(x)
10

08

06

04

0.2

Sekil 5. Uggensel bulanik say1 6rnegi

[u]a = [a + 2,5—2a],
Uae(O,l][u]a = [2,5]-
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Buradan, [u]’ =[2,5], [u]"* =[2.5,4] ve [u] =[3,3] elde edilir.

Tanmim 2.2.4.8 ([9]). (Zadeh Genisleme Prensibi) X ve Y klasik kiimeler ve f: X —>Y
bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon, v=F(u) olacak sekilde F:F(X)— F(Y)

genisletilebilir bulanik fonksiyonu

V(y):{{SUD{U(X):XE X, f(x) =y}, fi(y)=Q 2102

0, diger durumlarda

olarak tanimlanir. Bu f fonksiyonunun bir F fonksiyonuna Zadeh genislemesi (Zadeh

extension) denir.

Tammm 2.2.4.9 ([45]). u,veR, ve Ae€R olsun. ki bulanik sayinm toplami U+V,

bulanik sayinin skalar (sabit reel say1) ¢arpimi ve iki bulanik saymin boliimi standart

aralik aritmetigine gore asagidaki sekilde tanimlanir:

i [usv] ={X+yl XG[U]a,ye[V]a}=[U]a +[v]",

i, [au]" ={ax|xe[u] | = A[u]" Ve e (0],

i [H{ii&&}w{ai&&ﬂ
v Ly RV L R L RS L R

Tamm 2.2.4.10 (65). (x,) bir pozitif bulanik say1 dizisi olsun. Eger supp x, =[M,N]

olacak bicimde M, N pozitif reel sayilar1 varsa, X, smmurlidir denir.
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BOLUM 3

Zzlﬁn—i Zin;l}/”*i

o= +=—, V=1, + T BULANIK FARK DENKLEM SIiSTEMi

n n

Bu boliimde, m pozitif tam sayi, 7,, 77, parametreleri ve je{O,l,...,m} igin B, 7,

baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak tizere

inlﬂn—i inl}/n—i
;Bn+1:771+z;/;, 7n+1:772+zl_8—l’n€N0’ (3.1)

yiiksek mertebeden bulanik fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin davranislari

incelenmistir.

Oncelikle, asagidaki teorem ile (3.1) bulanik fark denklem sisteminin pozitif bulanik

¢Ozlimiiniin oldugu ve bu ¢dziimiin de tek oldugu gosterilmistir.

Teorem 3.1. n,, n, parametreleri ve je{O,l,...,m} icin ﬂ_j, 7 baslangi¢ kosullar

pozitif bulanik sayilar olmak tizere, (3.1) bulanik fark denklem sisteminin bir tek pozitif

{( B 7, )}:;m ¢Ozlimii vardir.

fspat. n,, 1, parametreleri ve je{O,l,...,m} icin [ i 7 baslangi¢ kosullar1 pozitif

bulanik sayilar olsun. Vo € (0,1] ve N> —m igin

(3.2)

olsun. Bu durumda, sistem (3.1), (3.2) deki esitlikler ve Lemma 2.2.4.1 den
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[ﬂml]a = I: L(;m ! RZM ]

z:il[ L(Z,n—i ! RZn—i ]
R -
a Z iril L(;nfi Z in;l Rgnfi

— o
=\m,t R; Thy T LO;

= [Uﬂ ' nfr

ve

[7n+l]a = [LZM’ RZ\A}
_ [7723 Wszr ] + Zizl[ Ll;n_i ! Ryan-i ] (3.4)

(L5 Ry ]

a Z in;l Ljn—i Z im=1 RZH

o
=1t R Mo T L
ﬂn ﬂn

elde edilir. Teorem 2.2.4.2den, neN, je{0,1,....m}, a,a, €(0,1] ve o, <a, i¢in

o (02 (02 (04
0< My ST S STy

(o7 (2% (0% o
0<myi <myi <myh <my,

O<L% <L% <R% <R%

- j Ba-j Bo-j Baj! (3 5)
x ap a a
0< Lyn,j < Lyn,j < Rymj < Ryn,j’

& a ap o
0<Ly <L% <Re <R,

o < (27 < [22) < oy
O< L}’n - L7n _R7n _R}/n,

yazilabilir. (3.5) esitsizliklerinden, «;,, €(0,1] i¢in &, <, olmak iizere

Zi:lL(;lnfi < Zi:lL;ifi SLaz < Zi:lRan—i SRaz < Zi:lRZ’:—i SRal (36)

(24 a4 a. a a4
ﬁlm < 771,I1 + R™ 771:|z + R% Pra 771} + L~ P 771} + L& Lo
”n ”n 7n 7n
ve
m g m g m o, m S
L% <mt+ Ziﬂ S <n+ ZH it <% <pk +Z;R <R% <pi +Zi <R%  (3.7)
Vns 2 Ral 2 RaQ /n+ 2,r Laz J 2,r La1 Ina
ﬂﬂ ﬁﬂ ﬂn ﬂﬂ
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elde edilir. Simdi tiimevarim metodu kullanilarak, (3.1) bulanik fark denklem sisteminin
pozitif bulanik ¢6ziimiiniin var oldugu gosterilecektir. n=0 i¢in (3.1) bulanik fark

denklem sisteminin pozitif bulanik ¢éziimleri

. e " RY
(6] =[5 R ] [nff. DIEL SR ML ]
”n n
(3.8)
a a a a eri Lan—i a eri RO:H
[71] :I:L;/l’ Ry1:| {Uzl +#’ Mo +Tny

seklindedir. 7, 7, parametreleri ve je{O,l,...,m} igin B, 7_; baslangic kogullar

Z:ilﬂ*i
Yo

pozitif bulanik sayilar olmak {izere Vae(O,l] icin S =n+

y=1,+ % nin a—kesim ¢oziimleri sirasiyla [LZL, RZI] ve [le, RZ ] dir.
0

ve

M 015, Ve j€{0,1...,m} igin Ly , R , Ly , R soldan siirekli olduklart igin,
L%, R;, L, Ry de soldan siireklidir. Se{l, 2,...,k—1} icin [LZ,RZS] ve [L(Z,RZ}

Z:ilﬁs—i—l eril Vs i1

sirastyla f, =m +=—=—— ve y,=n,+=———— nin a—kesimleri olsun. Bu

7/5—1 ﬁs—l

durumda n=K i¢in

« ey " RY
.7 [t ) o D o T |

Ra L,
m (3.9)
« S " R
[l =[ L. RZJ:[nZW%,an*Zf& y]
B P

elde edilir. (3.9) denklem sisteminden
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m o m Sa
a a Zi:l Lﬂk-i R —p° +Zi=1 Rﬁk-i

L% =p® 4 | e |
WIRTRD O TR (3.10)
" " R .
= +%’ Ry =T +z|_+
B 5,

yazilabilir. Dolayisiyla, (3.1) bulamik fark denklem sisteminin o —kesimleri,

[LZM,RZM] ve [L’;‘M,RZJ dir. O halde, tiimevarim metoduna gére VneN, ve

a €(0,1] igin [L;n,Ran] ve [L‘;’H,R;’J sirastyla S, ve y, nin a—kesimleridir.

[L’;n , Rgn] [L’; ,Ry“} nin kompakt oldugu da timevarim metodu ile gosterilebilir.
Gergekten n=0 icin kapali olan supp7, ve suppn, destek kiimelerinin oldugu asikardir.

Bir bagka deyisle, oyle [M ' N " J ve [I\/I o N " ] araliklar1 vardir Ki

771{11771r]CU (04] [Ull’nlr]g[Mm'Nm:l'
|1772r:|CUa601[772I’772r}g|:M N}

[

K3

[ LR € Uuion [ L R J= M N, |,
[

(3.11)
LZ’ :|CU05601 [LZ Ra:l |:M71’N71:|’
kosullar1 saglanir. Timevarimla ne N i¢in
[ RE ]S Vo [ RE <[ N ] o)

[ R: Vel B R ] (ML N, )
oldugu ve ., 7, dizilerinin de kompakt oldugu gosterilebilir. O halde, (3.6), (3.7) ve
(3.12) den B, :[,Bn ]a :[L‘;;n , RZJ ve 7y, :[7/n ]a :[L‘;‘n , R;;J pozitif bulanik say1

dizileridir. Bu, n,, n, parametreleri ve je{O,l,...,m} icin ,B_j, 7 baslangi¢ kosullari

pozitif bulanik sayilar i¢in (3.1) bulanik fark denklem sisteminin bir ¢6ziimiin oldugunu

gostermektedir.
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Simdi ¢oziimiin tekligini gosterilsin. (3, y,) de n,, 17, parametreleri ve j{0,1...,m}
igin B ;, y_; baslangig kosullari olmak iizere sistem (3.1) in baska pozitif bulamk

¢Oziimleri olsun. Tiimevarim metodu ile  €(0,1] ve neN_ i¢in

(A =L R; ][] =[5 R ] (3.13)

oldugu gosterilebilir. O halde, (3.1) bulanik fark denklem sisteminin tek bir ¢oziimii

vardir.m

Kolaylik olmast i¢in (3.10) denklem sistemi wu.,, V.,, W, ,t sirastyla

n+1? n+1? n+1l?! "n+l

L(Z

5 Rp o Lo o Ry temsil edecek sekilde yeniden ifade edilirse, asagida verilen

B! Vnit
dort-boyutlu fark denklem sistemi

Z_ln.

a

ﬂn+1 -

R¢ Z|1nI

ﬂn+l Vn +1

nil =

neN,, (3.14)

a

Vna Wn+1 = A3 +
L =A==

n
Zirilwn—i
v, )
Z -1 n—i

n

a

Vn+l

yazilabilir. Bundan sonra, (3.14) denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin davranisi

incelenecektir.

Simdi asagidaki teorem ile (3.14) dort-boyutlu fark denklem sisteminin pozitif

{(u Vv, W, t)} ¢Ozlimiiniin sinirliligr gosterilsin.

n!''n’

Teorem 3.2. Eger m<{A,,A,,A;,A,} ise (3.14) fark denklem sisteminin her pozitif

¢Oziimii siirhdir.
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Ispat. Sistem (3.14) den ¥Yn>1 i¢in A, <u_, A, <v., A,<w_, A, <t oldugu kolayca

goriiliir. Bu alt sinirlardan,

w A
" ° neN, (3.15)
m+1 m+1
Z'—Z Wn—l Z'—Z n—i
W, =A, +== <A+ ,
Vn—l AZ
m+1 m+1
t =A + Zi:z b <A + Zizz b
n 4 un71 4 Al

esitsizlikleri yazilabilir. {(U v, w t_n)}io agagida verilen

n? “n’

u, ,0<n<mise

— m+1
U, = N VN N
Aﬁh,mﬂsn ise
4

v, ,0<n<mise
= m+1
Vi, = Vo )
" Aﬁh,mﬂsmse
3 . (3.16)
W, ,0<n<mise
W, = "W, ,
" Aﬁh,mﬂgnise
AZ
t, ,0<n<mise
t_n: .m+1—_i - ’
A4+Z"—2T“,m+1sn ise
Al

denklem sisteminin bir ¢dziimii olsun. Simdi timevarim metodu kullanilarak asagidaki

esitsizlikler ispatlanacaktir:

u, <0, v, <V, w, <w,, t. <t, neN_,,. (3.17)
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(3.17) esitsizlikleri herhangi bir n=k >m+1 i¢in saglaniyor olsun. Bu durumda (3.15)

esitsizliklerinden
m m __
U U
Uy <A, +—Z':1 <A, JF—Z':l < <a,,,
A A
4 4
m m __
Vv, v, .
Z':l k—i Z’:l K—i —
Vi, SA +=—=——<A+ —'A <V
3 3
N o (3.18)
W, W,
Wk+l - AS + ZHL - < AS + ZI:l - < _k+1’
AZ AZ
m m —
Z =1 k-i Z':ltk—' ¥
tk-¢-1 < A4 + : < A4 + I < tk+1’
1 1
elde edilir. Bu da wu,<T, v, <V, w<w,t <t,neN_ , esitsizliklerinin

o o . . _ . _ —\\® Al . A A AA AA A A
saglandigini gosterir. {(U_,V ,W_, ¢Ozlimleri Lemd 23 273 14
(% t”)}":*”‘ A,—m A;—m' A,—m’ A —m

e yakinsamaktadir. Literatiirde iyi bilinen karsilastirma teoreminden

. AA,
limsupu, < ,
n—o0 A4 —-m
limsupv, < A4 ,
n—o0 AB —-m
(3.19)
. ALA,

limsupw, < ,
n—o0 AZ -m
limsupt, < A ,
n—oo Al —-m
yazilabilir. Simdi, asagidaki esitsizliklerin dogru oldugu gosterilsin:
A+ DA imingu,,

nN—o0

4

AﬁwS liminf v,

n—o0o

A 3 (3.20)

A+ A= i w

n—o0

2

A+ DA™ g

n—o0

1
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Ve >0 i¢in Oyle bir n e N vardir 6yle ki n>n, oldugunda

U SA1A4+g v SA2A3+g W SA2A3+g tSAlA4+g
"TA-mT T A-m T T A, -m T T A -m

, (3.21)

esitsizlikleri saglanir. (3.14) ve (3.21) den

A +—mAl(Al -m) <u

AA, +& "
mA, (A, —m
A2+—2(2 )svn,
AA +¢
+mA3(A3—m)S y
AN +¢
+mA4(A4—m)<

A +—————=<t,
AA, +¢

1

(3.22)
AB

elde edilir. Buradan da,

A1+MS liminfu,,
n—o0
4

A+ @ =M finingy
AS n—o0 (3 23)
A+ A= i w
2 N—o0

m(A4 - m)

A, + <liminft,,

n—o
1

yazilabilir. Bu da (3.14) fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin sinirl oldugunu

gosterir.m

Teorem 3.3. Eger m<{A,,A,,A,,A,} ise (3.14) fark denklem sisteminin tek bir denge

noktasi vardir ve (3.14) sisteminin pozitif ¢éziimleri

(3.24)

denge noktasina yakinsar.

55



Ispat. Denge noktas1 tanimindan

(3.25)

o AA,—M* AA,—m® AA,—m> AA,—m’
A,—m  A,-m T A,-m A -m

noktasmin sistem (3.14) iin bir denge noktasi oldugu kolayca goriilir. Simdi, (3.14)

sisteminin pozitif ¢oziimlerinin ® noktasina yakinsadigi gosterilsin. Sistem (3.14) {in her
pozitif ¢dziimii Teorem 3.1.2 den smirli oldugundan, je {1,2,3, 4} igin l;,L; e (0,00)

olur ve

liminfu =1, limsupu, =L,

nN—oo N—so0

liminfv, =1,, IIerO]Osupvn =L,

o . (3.26)
liminfw, =1;, limsupw, =L,

n—oo N—so0

liminft, =1,, limsupt, =L,,

n—oo

seklindedir. Ote yandan Teorem 3.1.2 ve (3.26) dan

Al+m—llgll, L13A1+%,
L, l,
A2+m—|2£I2, L2£A2+mL2,
| : (3.27)
A3+&£I3, L3§A3+mL3,
L2 2
ml, mL,

A +—==<I,, LA, + ,
1

yazilabilir. (3.27) deki esitsizliklerden

AL +ml, <Ll <Al +mL,
AL, +ml <LL <AL +mL,,
A,L,+ml, <L, <AL +mL,,
AL, +ml <L <AL +mL,,

(3.28)

bulunur ve buradan da
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(3.29)

esitsizlikleri elde edilir. (3.29) da yer alan esitsizliklerden birinci ile doérdiincii ve ikinci

ile tiglincti taraf tarafa ¢arpilirsa
LL, <Ll,, LL <Ll (3.30)

esitsizlikleri elde edilir. I, <L, I, <L,, I, <L, I, <L, oldugundan

(3.31)

bulunur. Dolayistyla, je€{1,2,3,4} i¢in |, =L, olur. Buradan, sistem (3.14) iin n — oo

iken tek bir ® denge noktasina yakinsadigi goriiliir.m

Teorem 3.4. Eger m<{A,,A,,A;,A,} ve

m(A, +A,—2m)(A, —m) < (AA, —m*)(A,—m),
)

(8 =m)
m(A,+A,—2m m) < A1A4—m2)(A1—m),

( ) (4~
( )(A4_ (3.32)
m(A, +A,—2m)(A, - -m),

m(A, +A;—2m)(A, - ?)(A,—m),

A,—m)<(A,A,—m

(
m)<(A,A, —m?)(A,
)< )

esitsizlikleri saglanirsa, o zaman sistem (3.14) iin

®=£A1A4—m2 AN, —m? AN —m? A1A4_mZJ (3.33)

A,—m  A,-m T A,-m A -m
pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Ispat.  Sistem (3.14) iin ® denge noktas1 civarinda lineerlestirilmis denklemi
T
D= (U Uy gseees Uy s Vi Vi Vi Wo Wy gy Wy B bt ) olmak izere
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ch+l = é/q)n (334)

bigimindedir. Burada, ¢ =(¢;), 1<i,j<4m+4 olmak iizere (4m+4)x(4m+4)

boyutlu matristir. Simdi (m+1)x(m+1) boyutlu ¢;,¢;, ¢y, &5, 80061085, &0 &, matrisleri

asagidaki sekilde tanimlansin.

1
|
1
I

0 > . 12 -
u u u Vv vV V
c=[1 0 00| ¢=[10 0 0
00 - 1 0] 00 -« 1 0
o 2 .. 2L el 1l
wow W t i
c=|1 0 0 0f ¢=[1 0 - 0 0 (3.35)
0 0 1 0/ 00 -« 10
0 0 - 0
00 - 0
é/oz )
00 - 00
ve
_tf';“o 0 0 Vo 00
W

- O b (3.36)
UL M 5 .. 0 0
\' u

o 0 - 00 O 0 - 00

O zaman, {z(g“ij), 1<i, j<4m+4, matrisi
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S So S G

= So S S %o (3.37)
o G & o
¢s S0 S0 S
seklinde yazilabilir. = (g”u , 1<i, j<4m+4 matrisinin 6zdegerleri v, v,,...,W .4
olsun. D=(d,,d,,...,d,,.,) kdsegen matrisinin elemanlari, d, =d,,, =d,,.; =d , =1
ve diger elemanlariise j€{0,1,2,3} ve i€{2,3,....m+1} i¢in d (minjui = 1€ olsun. &
degeri de
. 1 - {(1_ mt :mu)(l_ mt tmﬂj’(l_ mv +2mv~vj,(1_ my +va”\/)} (3.38)
m+1 t a v W

olarak secilsin. Buradan D matrisinin tersinir oldugu asikardir. Simdi D¢D™ matris

carpimi1 hesaplanirsa

i 4V 0 4P
1) @ 1) @)

go é/v"v CZ 0 (339)
S
P o ¢l

DED =

elde edilir ki burada alt blok matrisler agagida gosterildigi gibidir:
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0 Lo, a2, oo o ar. g g
u u u

3m+4 7 3m+5 3m+4 " 4m+3 3m+4 " 4m+4
é’él): d3m+5d3—ri+4 0 0 0 )
L 0 0 d4m+4d;r11q+3 0 i
i 1 _ 1 _ 1 o]
0 fd2m+3dz;+4 fd2m+3d3;+2 fd2m+3d3;+3
\' \'
é/él): d2m+4d;;+3 0 0 0 y
L 0 0 o d3m+3d;r111+2 0 _
1 1 1 i
0 Tdm+2dr::-3 Tdm+2d;1+1 Tdm+2d;:1+2
w W
é/v(-vl): dm+3dr:r2 0 0 0 y
L 0 0 d2m+2d2_r111+1 0 |
s, 1. ., 1, .,
0 tfd1dz1 tfdldm1 tfdldmlu
c®-|dd* 0 0 0 |
-1
L O O e dm+1dm 0 i (3.40)
O 0 - 0O
gél): A 4,1(1): 0 0 -0 0y
00 - 00 | . 0 0
[ —mv l [ —mw 1
N_zdm+2d;;+3 0 - 00 V_2d2m+3dniz 0O -~ 00
é/(l): 0 0 0 0 @ _ 0 0 0 0
2 ' 3 ’
0 0 0 0] 0 0 0 0]
_—mf ) _
~_2de,m+4d1l 0 0 0
oo = 0 0 - 0 0
0 0 0 0

I | (3.41)
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D kosegen matrisinin kosegen elemanlar1 arasinda asagidaki gibi iligki

0<d,,<d, <...<d,
0<dyp,p <dppy <-o- <,
0< d3m+3 < d3m+2 - < d2m+3’
O < d4m+4 < d4m+3 < d3m+4’

oldugundan je{O,l, 2,3} ve ie{2,3,...,m+1} i¢in
d .d o<1

(m+1) j+i 7 (m+1) j+i—1

elde edilir. Ayrica,

dd ot ololml+l dd3;+4 i, -t | m
t 1-2¢ 1—(m+1)g t

AV M 4 14_@
1-(m+1)e(t f°

<1
1 1 my 1( 1 1 mv
=d ,d* +..+=d, d}, +—d ,d} == Fob |+ —
W m+2 7 m+3 W m+2 2m+2 W m+2 7 2m+3 W 1—28 1—(m+1)€ WZ
m 1 my
< ———| —+—
1-(m+1)e W W
<1,
1 1 1 -1 mw -1 1 1 1 mw
_d2m+3d2m+4+'”+_d2m 3d3m3+ 2 d2m+3dm"‘2 == Tt " 2
7 G v vil-2¢ 1-(m+1)e) ¥
m (1 ij
<K—— | T+t
1-(m+1)e\v
<],
1 1 1( 1 1 mt
Zd d? ~d d* dd’l == —+ it |+ =
g amss T U amsalamia + gl 1= 26 1—(m+1)€ a’
B m (1+mt~j
1-(m+1)eld @
<1,
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(3.43)

(3.44)

(3.45)
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esitsizlikleri elde edilir. Buradan { ve D¢'D™ matrislerinin dzdegerlerinin ayn1 oldugu

asikardir. Dolayisiyla, i e {1, 2,....,4m+ 4} i¢in

-1 -1 -1 -1
dZdl """ d 1dm ’dm 3dm+2 """ d2m+2d2m+1’
1 -1 -1 -1
d2m+4d2m+3 """ d3m+3d3m+2’d3m+5d3m+4 """ d4m+4d4m 3
-] 1 1 1 mu 1 1 1 mw
max"//i'S”DgD = max —( +.+ )+—2,—( +ot )+—2 (348)
f\1-2¢ 1-(m+1)e/) 7 v\1-2¢ 1-(m+1)e/) ¥
1 1 1 0\ 1 1 mit
- ot . ot +—
WAl-2¢ 1-(m+1)e/ W d\1-2¢ 1-(m+1)e/

<1.

Dolayisiyla, { ve D¢D™ matrislerinin 6zdegerleri birim disk iginde yer almaktadir. O

halde, (3.14) fark denklem sisteminin (3.33) te verilen pozitif denge noktasi lokal

asimptotik kararlidir.m

Teorem 3.5. Eger m<{A,,A,,A;,A,} ve (3.32) sartlar1 saglanirsa, (3.14) fark denklem

sisteminin (3.33) te verilen pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Ispat. Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4 ten (3.14) fark denklem sistemi global asimptotik

kararl1 oldugu kolayca goriiliir. m

Teorem 3.6. Eger m <{#,,,7,,,7,,,7,,} is€ (3.1) bulanik fark denklem sistemi sinirlidur.

Ispat. {(ﬂn, yn)}::_m pozitif bulanik dizileri, (3.1) bulanik fark denklem sisteminin

¢oziimleri olsun. Bu durumda, S, ve y, nin o —kesimleri asagidaki sekildedir:

(81 =[5 Ra ][] =[ L, R,

[771]0: =[771a,|’7710,5r:|’ [772]& :[772{1,|v772a,r:|'

L, R

7o'

(3.49)

(3.3), (3.4) ve Teorem 3.1.2 den herhangi bir « € (0,1] igin

62



m(n;, —m “ns
s ( - )S Ly < ler
Mo M —M
m(n* —m apa
My + (771,; ) <R Ui,rﬂu
772,| 772,| —-m
772,' a - 7n a !
nlr 771,r
m(n, —m a
772a,r 4 (772; ) < R;Z 77i,|772r
) My —m

yazilabilir. Ayrica destek kiimeleri de asagidaki sekilde yazilabilir:

[t ] <[ My N, ] [ ][ MM, |

Ilaveten, M . N,71 , l\/I,72 , Nﬂ2

sayilardir. Dolayistyla, (3.50) ve (3.51) den, « (0,1] i¢in

m(M_—-m) N M ]
[LG,Rz]c{Mw (N”l ),M’h ),

2 2

m(M -m) M N_ |
oo

n h

yazilabilir ve dahas1

m <M, +———, M, <

olacak bi¢imde m;, M,,m,, M, pozitif reel sayilar1 vardir. Dolayisiyla,

[R5, ] < Uan 1
AL A CEE

R J=[m,M,],

R <[y M,],
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(3.50)

(3.51)

nin « —kesimlerinin hem sag hem de sol uglar pozitif reel

(3.52)

(3.53)



olur. O halde, (3.1) bulanik fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimleri alttan ve iistten

sinirlidir. Bu da ispat1 tamamlar.m

Teorem 3.7. Eger m<min{r,,,7;,,77,,,7,,} ise, sistem (3.1) in tek bir

B

_ | Th'lar — m’ ’ Th ) — mz:l, y= {nl’rnz'l -m , e = (3.54)

Mo —M My —M T, —M T, —m

o0

pozitif denge noktas1 vardir. Hatta, sistem (3.1) in her pozitif bulanik {(ﬂn,yn)}

n=—m

¢oziimi bu denge noktasina yakinsar.

Ispat. (3.3), (3.4) ve Teorem 3.1.3 ten

2 2

limig =1, =220 "7 jimRe =y, =BT T8

M .l g =M (3.55)
_m2 m2 '

lim L’; :Iy :M, lim L‘;’ —r = ™2,

n—oo n n 771" -m n—o n n 772'| -m

esitlikleri elde edilir. Buradan,

lim D(ﬂn’ﬂ) =lim D(ﬂn —[I/,n Ty ]) = limsup max{‘Lﬁn _Iﬁn"‘Rﬂn -, ‘} —0,

n—oo n—oo N—oo 3 (3.56)

=0

lim D(yn,;/) =lim D(;/n —[Iyn T, ]) =limsup max{‘Lyn —Iyn‘,

n—oo n—owo n—oo

R —r
2

7n

yazilabilir. Dolayisiyla, limg, =/, limy, =7 elde edilir. O halde, (3.1) bulanik fark

denklem sisteminin her pozitif ¢coziimii N — oo iken ( B, ;7) noktasina yakinsar.m

Simdi, (3.1) bulanik fark denklem sistemi igin iki Ornek verilecektir. Verilen bu
orneklerle, sinirlilik sarti ve denge noktasinin bulunan sonuglarla tutarli oldugu

gosterilecektir. Orneklerde o —kesimleri, =0, «=0.50, « =0.75 ve a=1 olarak

alinsin.

Ornek 3.1. m=4 igin (3.1) bulanik fark denklemi gz &niine alinsm. Bu durumda (3.1)

bulanik fark denklem sistemi agagidaki gibi yazilabilir:
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Bt Bt Bt P _ Vet VaotVast Vs , neN,, (3.57)

:Bn+ - ' 7/n+
' Y ' B,

olur. Ayrica, 7, ve n, parametreleri pozitif bulanik sayilar ve baslangi¢ kosullart

e {0,1, 2,3, 4} icin B,y ise pozitif licgensel bulanik sayilar sirasiyla asagidaki gibi

olsun:
1 1
Ex—l, 6<x<12 —X-1, 5<x<10
m(x) = v (X)) = .
_EX+3’ 12<x<18 _§X+3’ 10<x<15
%x—z, 10<x <15 %x—%, 1<x<1.30
Bi(X)= , © v 7a(X)= £ :
——X+—, 15<x<25 Sx+—, 1.30<x<150
10 2 2
%x—z, 10<x<15 %x—%, 1<x<1.30
Aa)=1" C A= 3 ,
——X+—, 15<x<25 —5x+—, 1.30<x<1.50
10 2 2

1
~x-1  3<x<6 10x-1, 0.10<x<0.20

3
P (x)= . 7_2(X):{ |
i ex<o -5x+2, 0.20<x<0.40

100 1
5x—1  0.20< x<0.40 — X—g 001=x<0.10
Pi)=\ 613, 0a0<x<0e0r 0= 3 |
oo T T —5x+5, 0.10<x<0.30
%x—%, 0.01<x<0.10 x_3 0.30 < x < 0.80
()= 3 BRI BTN '
Bx+—, 010<x<030 ~xg. 080<xsll

Ayrica, a e(O,l] icin parametreler ve baslangi¢ kosullarinin kapali destek kiimeleri

asagidaki gibidir:
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supp 7, =[6,18], supp 7, =[5,15],

supp S, =[10,25], supp 7., =[11.15],
supp S, =[10,25], supp 7, =[1,1.15],
supp S, =[3.9], supp 7, < [0.20,0.40],
supp A, =[0.20,0.60], supp y_, =[0.01,0.30],
supp 3, =[0.01,0.30], supp y, =[0.30,1.10].

(3.58)

Ornek (3.1) bulanik fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin m < {771,|v772,|v771,rv772,r} sart1

saglandiginda alttan ve iistten sinirli oldugunu gostermektedir. Ustelik, sekil 6 o =0 igin,

sekil 7 a =0.50 i¢in, sekil 8 a =0.75 i¢in ve sekil 9 ise a@ =1 i¢in n— oo iken (3.1)
bulanik fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin (3.54) te verilen tek bir ( ﬁ,y)

denge noktasina yakinsadigini da gostermektedir. Sekil 10 & =0 igin, sekil 11 o =0.50
icin, sekil 12 a=0.75 i¢in ve sekil 13 ise a=1 i¢in (3.57) bulanik fark denklem

sisteminin ¢ekimliligini gostermektedir. a=0 i¢in, 7, =[6,18], 1, =[5,15] olur.
Buradan, (3,7) denge noktast 3 =[6.7273,74.0], 7 =[5.2857,37] elde edilir.  =0.50
igin, 7, =[9,15], »,=[7.50,12.50] olur.  Buradan, (ﬁj) denge  noktasi

f =[11.3529,27.5714], 7

[8.7727,19.30] elde edilir. a=0.75 icin,
7,=[1050,1350], 7, =[8.7511.25] ~olur. Buradan, (f,7) denge noktasi
f=[11.3529,27.5714], 7=[10.7515.7115]  elde  edilir. =~ a=1  icin,
m=[1212], 7,=[10,10]  olur.  Buradan,  (B.7)  denge  noktasi

f =[17.3333,17.3333], 7=[13.0,13.0] elde edilir.
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—
350

va

300 - — wl

— &
250
200
150 -
100 -
50
0 -

0 25 50 75 100 125 150 175 200

n

Sekil 6. =0 igin sistem (3.57) nin ¢éziimlerinin grafigi

a=0.5
100 A
— uls
V93
80 wos
t’?,S
60
40
20 - —
0 -
0 25 50 75 100 125 150 175 200
n

Sekil 7. @ =0.50 igin sistem (3.57) nin ¢6ziimlerinin grafigi
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a=0.75

R 075
70 - tn
VgJS
60 —_— Wi
{075
50 x
40
30 -
20 -
N
F»-c
104 ™
0 .
0 25 50 75 100 125 150 175 200

n

Sekil 8. a =0.75 igin sistem (3.57) nin ¢oziimlerinin grafigi

a=1
60
u;
50 1 v
w}
40 4 &
30 -
204 ||,
[~
10 - [
04
0 25 50 75 100 125 150 175 200

n

Sekil 9. a =1 igin sistem (3.57) nin ¢dziimlerinin grafigi
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350 “ U i
1 |
. — uh.)
|
300 - If — up v
\‘\ / — v?,, t,(,)
250 A f V4
[ .' p 4 — AW
|
200 | — wlt?
[ | /
\” ///
1509 | /
100 -
50 -
il —
250 300 350

100 150 200

Sekil 10. @ =0 igin sistem (3.57) nin ¢6ziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi

60 80 100

Sekil 11. o =0.50 i¢in sistem (3.57) nin ¢oztimlerinin ¢ekimliliginin grafigi
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a=0.75

0.75 0.75
50 1 U=, Wp ] 2
A
w75, £075 p F 4 P
0.75 ,,0.75
40 4 ul75,v? /
0.75 #0.75 /
— V2t /
VOT5, 05 7 g
30 4
075 #0.75
— Wyt
20 A
10 1
04

Sekil 12.  =0.75 i¢in sistem (3.57) nin ¢6ziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi

0 10 20 30 40 50 60

Sekil 13. a =1 igin sistem (3.57) nin ¢dziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi
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Ornek 3.2. m=2 igin (3.1) bulanik fark denklem sistemi g6z dniine alinsin. Bu durumda

(3.1) bulanik fark denklem sistemi asagidaki gibi yazilabilir:

:Bn+1 =M, Yo =M' ne NO! (359)

Yn B,

olsun. Parametreler 7,,7, ve baslangic kosullar1 i € {0,1,2} icin S,y ticgensel bulanik

sayilar sirasiyla agagidaki gibi olsun:

5X—Z, 0.70<x<0.90 Ex—g, 0.50<x<1.10
771(X)_ ) 772(X): )
—§X+E, 0.90<x<1.30 —§x+£, 1.10<x<1.70
2 4 3 6
gx—4, 1.60<x<2 %x—ﬁ, 0.20<x<3
ﬂ-z(x): 10 31 ) 7—2(X): 5 23 )
——X+—, 2<x<3.10 ——X+—, 3<x<4.60
11 11 8 8
gx—%, 140<x<2 gx—4, 240<x<3
B,(x)= . v 7a(X)= £ g :
——X+6, 2<x<2.40 ——X+—, 3<x<540
2 12 4
%x—%, 0.10<x<6 %X_Ilg’ 0.10<x<5
AO=1"0 1o =10 e '
——X+—, 6<x<10.10 —-—X+—, 5<x<9.10
41 41 41 41

Ayrica, o e(O,l] icin parametreler ve baslangi¢ kosullarmin kapali destek kiimeleri

asagidaki gibidir:
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supp 7, [0.70,1.30], supp 7, =[0.50,1.70],
supp S, = [1.60,3.10], supp »_, =[0.20,4.60],
supp S, =[1.40,2.40], supp y, =[2.40,5.40],
supp /3, <[0.10,10.10], supp 7, <[0.10,9.10].

(3.60)

Bu da m nin 7,77, nin en az birinden biiyiik veya esit oldugunda (3.1) bulanik fark
denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin sinirli olmadigini gostermektedir. Hatta, N — o0
iken (3.59) bulanik fark denklem sisteminin ¢6ziimleri (3.54) ile verilen (,3;7) denge
noktasina yakinsamamaktadir. Sekil 14 « =0 igin, sekil 15 «=0.50 i¢in, sekil 16
a =0.75 i¢in, sekil 17 ise a =1 i¢in (3.59) bulanik fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin
grafigini gostermektedir. Sekil 18 =0 i¢in, sekil 19 a =0.50 igin, sekil 20 a =0.75
igin, sekil 21 ise a =1 i¢in (3.59) bulanik fark denklem sisteminin faz portrelerini (phase

portrait) gostermektedir.

le7 a=0

3.5 -
3.0 4 w?
2.5
2.0 4
1.5 4
1.0 4

0.5 4

0.0 A

Sekil 14. & =0 igin sistem (3.59) un ¢6ziimlerinin grafigi
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1e9 a=0.5

2.00
uls
1.75 1 Vgs
w0.5
1.50 - !
t0s
1.25 -
1.00 -
0.75 - ‘u
0.50 -
0.25 - v
0.00 - o
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Sekil 15. o =0.50 i¢in sistem (3.59) un ¢dziimlerinin grafigi

1lel0 a=0.75
1.75 1 u275
ARE
1.50
WSJS
1.25 - -
1.00 - ‘
I“
0.75 - [
0.50
/
0.25 /
/
0.00 4 =
0 10 20 30 40 50 60 70 80
n

Sekil 16. a =0.75 igin sistem (3.59) un ¢oziimlerinin grafigi
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1e10 a=1

2.00 1 UA
1.75 - v}
— w}
1.50 4
&
1.25 A
1.00 +
0.75 A
0.50
0.25 4
0.00 A
0 10 20 30 40 50 60 70 80

le7 a=0

ul, wp
3.5 4

— up.t?

3.0 - - ud, vy

V. 80
2.5 4

— 3.

2.0 4 — Wt
1.5 1
1.0 4
0.5
0.0 -

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

Sekil 18. a =0 igin sistem (3.59) un ¢6ziimlerinin faz portrelerinin grafigi
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1e9 a:=0:5

2.00 A

1:75:1

1.50 +

1.25 4

1.00 +

0.75 4

0.50

0.25 4

0.00 +

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 19. & =0.50 i¢in sistem (3.59) un ¢dztimlerinin faz portrelerinin grafigi

1lel0 a=0.75
1.75 A
1.50 A
1.25 A
1.00 A
| ud7s, w07
up7s, £075
0.50 up’s, Ve
V075, 1075
0.25 + V075, 075
075 £0.75
0.00 1 Wn.

T T T T T T

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Sekil 20. & =0.75 igin sistem (3.59) un ¢oziimlerinin faz portrelerinin grafigi
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1le10 a=1

2.00 -
1.75 1
1.50 -
1.25
1.00 -
— ulw}
0.75 - — uit}
1,1
us, Vv,
0.50 - 2on
— vit
0.25 1 v, w
1 41
0.00 - Wi, ta

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

Sekil 21. o =1 igin sistem (3.59) un ¢dziimlerinin faz portrelerinin grafigi
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BOLUM 4

—r4—% g -7 +— P BULANIK FARK DENKLEM SISTEMi

Zirilﬂnfi Zinlla”*i

an +1

Bu boliimde, m pozitif tam say1, 7,7, parametreleri ve je{O,l,...,m} i¢in @ ;,B

baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak tizere

(04
— n
=0t 5 v Boa=
Zi:lﬂn*i Z 1 %n-i

, neN, 4.1)

yiiksek mertebeden bulanik fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin davranislari

incelenmistir.

Yukarida verilen sistem (4.1) ile ilgili yapilan g¢alisma, TR Dizin kapsamindaki
“Fundamental Journal of Mathematics and Applications’ adli dergide yaymlanmak iizere

kabul edilmistir.

Oncelikle, asagidaki teorem ile (4.1) bulanik fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimiiniin

oldugu ve bu ¢6ziimiin de tek oldugu gosterilmistir.

Teorem 4.1. 7,7, parametreleri ve je {0,1,..., m} icin a_j,ﬂ_j baslangi¢ kosullar
pozitif bulanik sayilar olmak {izere, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin bir tek pozitif

{(a,. 8, )}::_m ¢oziimil vardir.

Ispat. 7,7, parametreleri ve je{O,l,...,m} igin @ ;, ,B_J- baslangi¢ kosullar1 pozitif

bulanik sayilar olsun. Bu durumda, » €(0,1] ve n>-m i¢in

I =[LoR ]
[ﬂ] =[5, R ]
(o] =[]
[2.] = [sz,wfzy,r]

(4.2)
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olsun. (4.1), (4.2) deki esitlikler ve Lemma 2.2.4.1 den

[, ] =[L, R ],
=[] + [,

ZL[ﬁn—i ]7

(L, R ] (4.3)
:[Tf,,rfr]+ — I
Zi:l[ LGﬂ ! R;n—l :|
4 R”
=\t + = =
Z i=1 Rzn—i Z =1 LZ
ve
[ﬂn+1 ]y = [LZnA ! R;nﬂ ] !
Ve
=[‘[2]y+—£ﬂn] 7
Zi:l[an—i]
(et ]+ R3] (4.4)
- 2R
=|75 + r:_yﬂ"y Do T E;ny
Zi:l Ranfi Zi:l L‘ani
elde edilir. neN, je{0,1,...,m}, 5,7, €(0,1] i¢in 3, <y, ve Lemma 2.2.3.9 dan
O<rfi<tli<t2<t]t,
O<7tjy <tff <72 <7},
O<Ll: <L” <R <R:
(4.5)

7 < |7
0< Lﬁn,,- < Lﬂn,,-

7 b Ve 7
0<L} <L <R <R:,

<R < RN

- Rﬁn—j - I:zﬂnfj !
7 72 72 Y4

0< Lﬂ" < Lan < Rﬂn < Rﬂn’

esitsizlikleri yazilabilir. (4.5) esitsizliklerinden y,,y, € (0,1] icin y, <y, olmak iizere
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.l ; R: R!
Lt =¢4 <717+ <2 <ty <R2 <74 » < RA (4.6)

Onsy 1l zm Ryl IR zm Ryz Onn — ar Zm Lyz Ot T ar Zm Lyl T g
izl B =21 B [y izl P

ve

; L Ry R
Lt =14 n <ty n <2 <gh4 n <R? <74 n <RnM (47)

ﬂnﬂ 21 zm R'Vl - 21 Zm Ryz Ung — or zm L}/2 T Oy T 2r Zm L;/1 ﬂnl
i=l O [E i=l i i=l Oni

elde edilir. Simdi, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin ¢éziimiiniin oldugu tiimevarim
metodu kullanilarak gosterilecektir. n=0 igin (4.1) bulanik fark denklem sisteminin

pozitif bulanik ¢oziimleri

/4 Y
=| I ’R}’ =77 + Lao ,z.y + Rao ,
o o0 11 m 1r m
Zi:l R;—i Zi:l L;—i

i L7 R7
]7:[L7 ,R;l]: r2y'|+—mﬁ° 4 +m—ﬂ°]

2,r
Zi:l R‘i—i Zi:l L}‘;fu

(4.8)

dir. 7,7, parametreleri ve je{0,1,...,m} igin a_;, 5_; baslangi¢ kosullar1 pozitif bulamk

_ B

sayllar olmak tlizere Vye (0,1] icin o =1, +—%0 e p=1,+ nin

Zirilﬂ—i Z. o

y —kesim ¢oziimleri sirasiyla [LZURZJ VeV[LZI,R;J dir. Ayrica, 7,,7,,,7,,,7,, Ve

j€{0,...,m} igin L ,R’” L’ R’ soldan siirekli olduklarin igin LR

i) ol Tal ! Vo oy ! aa

R de
soldan siireklidir. se{l,2,...,k-1} i¢in [LZJ,R;J] ve [LZJ'jo} sirastyla

%1 vep =7, + _ B in y —kesimleri olsun. Bu durumda, n=k

Z|lﬂ5|1 S le s—i-1

a, =17, +

i¢in
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r V4
7 7
[ak+l]y = [L;;ku’ R§k+1:| = z-1]/,| ! Ti},/ ] = !Tl + ma(k :l !
ZI =0 /Hk—i ZI 0 /Bk Zi:o ﬁk—i ) (49)

L Vi
[ﬂk+l] = I: P! R;k+1:| - TZI + 5 ’Ti/,r + . :l = {72 + :
Zirio R‘];kfi erio L)‘;kfi ;

elde edilir. (4.9) denklem sisteminden

L R”

Z =77 —Z il , R; =7/ + Z T )

n+l 11 m Ry . N+l 1r m L}/ ‘
i=0 P i=0 P (410)
Ly R,

e — v g n

yazilabilir. Dolayisiyla, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin y —kesimleri [Lgn , Rgﬂ ]

ve [Lyﬂn , R;J dir.

[LZH . Rgﬂ] ve [LG ) R,ZJ nin kompakt oldugu da tiimevarim metodu ile gosterilebilir.
n =0 icin kapali olan supp z,, suppz, destek kiimelerinin oldugu asikardir. Bir baska

deyisle, oyle |:M1'1’ NTJ ve [MTZ, er] kiimeleri vardir ki

(4.11)
L%,Lyﬂl]guy Ol][U L, | [Mﬂl N |
kosullar1 saglanir. Tlimevarimla n e N i¢in
R SV oy | L Re, J€ [ Mo N, |,
12,8 ]eU G <M. . -

EALACIH AL

[Mﬁn,Nﬁn],

N
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oldugu ve «,, p, dizilerinin de kompakt oldugu gosterilebilir. O halde, (4.6), (4.7) ve

(4.12) den @, =[a,] =[L,

o a] ve S, [,B ] =[L7ﬁn,R;n] pozitif bulanik say1
dizileridir. Bu da, 7,7, parametreleri ve je{0,1,...,m} i¢in «_;, 8 ; baslangi¢c kosullari

pozitif bulanik sayilar i¢in (4.1) bulanik fark denklem sisteminin bir ¢oziimiiniin

oldugunu gostermektedir.

Simdi ¢oziimiin tekligi gosterilsin. Diyelim ki bagka bir ¢/ ve S de r,,7, parametreleri
ve j€{0,1,...,m} igin o ;B baslangic kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere

baska pozitif bulanik ¢ézlimleri olsun. Tiimevarim metoduile Vy € (0,1] ve neN _ i¢in

[} =[L,.R. ] (8] =[L Ry ] (4.13)

oldugu gosterilebilir. O halde, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin tek bir ¢6ziimii

vardir.m

V t W

n+l? “n+l? n+l

Kolaylik olmasi igin (4.10) denklem sistemini u sirastyla

n+1?
L, R, .L, R, 1 temsil edecek sekilde yeniden ifade edilirse, asagida verilen dort

boyutlu fark denklem sistemi

an+1

=4+
Z _ltn .
v =V =ht =
Zi:lwn—i
neN,, (4.14)

L, =w W,

ﬂm—l n+1
Z Vo
e

ﬁn+1 :tn 1
Zl 1 n-i

yazilabilir. Bundan sonra sistem (4.14) iin pozitif ¢dziimleri incelenecektir. Oncelikle,

asagidaki teorem sistem (4.14) iin pozitif ¢éziimlerinin sinirlt oldugu durumlar1 gosterir.

Teorem 4.2. (4.14) fark denklem sistemi igin
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%<min{ﬂl,ﬂ,2,23,/14} (4.15)

olsun. Eger (4.15) sartt saglanirsa, n>m oldugunda sistem (4.14) in pozitif

{(u v, W, t)}n ¢Oziimleri i¢in

A<u, < L u, — M4, + M/, ,
(ma,)"™" mi,-1) m4, -1

Ly <L [, M |, MAd,
T T m)™ " mAg-1) mA -1

cw o< b [ M | A (4.16)
B g1 a1
Lt <L [y _MmA4 | mi4,

T maT ! ma 1) w1

esitsizlikleri saglanir. Bu da {(Un Vo WL T )}:;m nin siirlt oldugunu gosterir.

Ispat. {(u v, Wt )} pozitif say1 dizileri (4.14) fark denklem sisteminin pozitif

¢Ozlimleri olsun. Bu durumda n>1 i¢in
AU, A, SV, L,<w, 4, <t (4.17)

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, (4.14) ve (4.17) yi kullanarak n>m i¢in

1
— <A +—u,,
Z ﬂl mﬂ% n-1
i=2 n-i
1

Vv,

Z :2 ] n ENZa (418)
W, _ W <ﬂg+iw

Z 1 - miz n-1?
t, :/14+t—”£/14+it

m+1 n-11
Zizz Un-i mA

esitsizlikleri elde edilir. {(an,vn,wn T )}:—o asagida verilmis olan
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u n<mise

n?'

un = l ~ . ’
A +——0,,, n>mise
mA,
v, n<mise
\7 = 1 ~ - ’
" A, +—V _,, n>mise
mA,
: (4.19)
W, n<mise
Wn = 1 ~ - ’
A +——W, ,, N>mise
mA,
. n<mise
t = 1 . _
" |4, +—1t ,, n>mise
mA,
denklem sisteminin bir ¢6ziimii olsun. Simdi tiimevarim metodu ile
u, <d,, v, <v., w, <w, t <t, neN__, (4.20)

esitsizlikleri ispatlanacaktir. (4.20) esitsizlikleri herhangi bir n =k > m+1 i¢in saglaniyor

olsun. Bu durumda, (4.18) esitsizliklerinden

1 1
u <A+—U <A +——U <U_,,
k+1 21 mﬂ4 k /’il m/14 k k+1

Vk+1SZ’2+ 1 VKSA‘Z+ 1 ngvkﬂ’
m m
% (4.21)
1 1
Wk+lgﬂ‘3+ WkSﬂS-i_m WkSWkJrl'
2

1 1 .
t . <A +—t <A, +——t <t .,
k+1 4 mﬂl k 4 k k+1

mA4,
elde edilir. Bu da wu,<0, v,<V,w <W,t <t,neN_ ., esitsizliklerinin
saglandigini gosterir. Simdi 0, = ! — (U, — mA, mA, oldugu gosterilsin.
(m4,) mi,-1) mi, -1

U, tamimindan
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- 1
u, :Al_{__un—l

mAi,
1 1
= +—| A +—0
Al ml4 (/11 m/14 n—ZJ
: (4.22)
L (g maA), M,
(m)"™™ (" mi-1) ma-1
_ 1 U - mAA, N mAA,
m4)"™" " mi-1) mi -1
elde edilir. Literatiirde iyi bilinen karsilastirma teoreminden,
u, < : nm [um BN J+ mA4, (4.23)
(m4,) mi,—-1) ma, -1

yazilabilir. O halde (4.23) ten {Un}:;m istten smurlidir. Benzer sekilde

{Vn}::_m : {Wn}oO ¥ {tn}::_m nin de tstten siirh oldugu gosterilebilir. Bu da (4.14) fark

n=

denklem sisteminin {(U VWt )}:_m pozitif ¢dziimlerinin sinirlt oldugunu gosterir.m

n' n?

Teorem 4.3. Eger (4.15) sart1 saglanirsa, (4.14) fark denklem sisteminin tek bir denge

noktas1 vardir ve sistemin her bir ¢éziimii N — oo iken

2 2
mA, A4, -1 F_m LA, -1 (4.24)

m’4A, -1 _  miiA, -1
m(mi,-1)"  m(m4 1)

m(m4, -1)’ V= m(ma, —1)

, W=

denge noktasina yakinsar.

Ispat. Denge noktas1 tanimi kullanilarak

_ m’Ad, -1 m’ALA -1 mPLA, -1 mPad, -1 (4.25)
m(mA4, —1) 'm(ma, —1) 'm(ma, -1) ' m(m4, 1)
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nin (4.14) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasi oldugu bulunabilir. Sistem (4.14)

in pozitif ¢oziimleri Teorem 4.1.2 den smirl oldugundan, je{l,2,3,4} igin

l;,L; (0,0) olmak iizere

liminfu, =1, limsupu, =L,
n—owo n—o0

liminfv, =1,, LmSUan =L,

n—o0

. . 4.26
liminfw, =1,, limsupw, = L, (4.26)

n—o0

liminft, =1,, limsupt =L,,
n

n—o0 —®

yazilabilir. Ote yandan Teorem 4.1.2 ve (4.26) da verilen esitliklerden

l, L,
<lI,, <A +—,
mL, h=A ml,
l, L
<L, L <A +—2,
ml_3 2 2 2’2

3

A+

A, +

(4.27)

L L,
<l,, L,<A4+—,

mL, ~ ° b=h ml,
/14+|—4£I4, L, £/14+i
m 1

A+

elde edilir. (4.27) de elde edilen esitsizlikler diizenlenirse

m/LlL1+I4<L1| <mﬂ1I4+L1
— o shl=s——,

m
mA,L, +1, mAl, +L,
m m ’
m 2 m
mAL, +1, <Ll < mAl +L,
m 411 m '

<L <
(4.28)

bulunur. Buradan

Ll(m2’4 _1) < |4(m/11 _1)1
L, (mA4, ~1) <1, (m4, -1), (4.29)
L (m4, ~1) <1,(mA, -1),
L4(m/11 _1) < I1(mi4 _1),
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elde edilir. Teorem 4.1.2 deki (4.15) sartindan j €{1,2,3,4} i¢in 1<m4, dir. (4.29) da

yer alan esitsizliklerin birincisi ile dordiinciisii ve ikincisi ile ligiincii taraf tarafa carpilirsa
LL, <Ll,, LL <Ll (4.30)
elde edilir. Dolayisiyla, je{l,2,3,4} igin I, <L, oldugundan

LL, =11, LL, =1l (4.31)
elde edilir. Simdi

L=1,L=1 L= L =1, (4.32)
oldugu gosterilecektir.

L <L, L<L, L<L, I,<L, (4.33)

oldugu var sayilsin. (4.32) esitligi kullanilarak

LL, =L, <lL,,
L,=Ll, <Ll,,
Ll 4 174 L14 (434)
L2|~3 = |2|3 < Izl—s’
LL =Ll <Ll
elde edilir ki buradan da
L <l,
L <,
2 (4.35)
L <l,,
L, <1,
elde edilir. Bu durum bir ¢eligkidir. Dolayisiyla,
L=L, L=L, L=L,1,=L, (4.36)

olur. O halde (4.36) dan
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limu =0, limv, =V, limw =W, limt =f, (4.37)

n—o0 nN—o0 nN—o0 n—o0
olur ve bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 4.4. Eger (4.15) sart1 ve

2 _ 2 _ 2 _ 2 _
M'aj, -1 MAA-1_ mAA-1 miAA -1

) (4.38)
mA, -1 mA, -1 mA, -1 mA, -1

esitsizlikleri saglanirsa, (4.25) te verilen tek pozitif denge noktasi lokal asimptotik

kararhidir.

Ispat. Teorem 4.1.3 ten (4.14) sisteminin (4.25) te verilen tek bir T" pozitif denge noktas:
vardir. (M+1)x(m+1) boyutlu B, R, R, R, R, R, B, B, F, matrisleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
i_ 0 00 i_ 0 0 0
mu mv
B = 1 0 0 0], R = 1 0 00
O 0 -~ 120 O 0 --- 10
- 1 z _‘1 _ (4.39)
— 0 00 — 0 .00
mw mt
By = 1 0 00 B = 1 0 - 00
1 0 0 1 0] 1 0 0 1 0]
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o 0 0 0 '0 _a o a
. t_2 t_2 t—Z
oo (e (mey (mb)
B = . R=[0 0 0 0
00 - 00 ' :
- 0 0 0 0
_ _ N . - (4.40)
v v Y
0 - 2 - 2 2
(mWw) (mWw) (mWw)
R =0 0 0 0
0 0 0 0 |
I W W W [ i f T ]
0 - _\2 - Y 0 - N2 - BVRY
(ma) (ma) (ma) (ma) (ma) (ma)
B=|0 0 - 0 0 [[m=l0 0 -« 0 0 (4.41)
0 0 0 o | o o 0 0 |

(4m+4)x(4m+4) boyutlu P =(p;), 1<i, j<4m+4 matrisi ise alt matrislerinden

olusan (4m+4)x(4m+4) matris olsun ve asagidaki bigimde tanimlansin:

B P B R

p=l > " 2 0 4.42
BB R R 2
734 7% 730 ,PU (4m+4)x(4m+4)

O zaman (4.14) sisteminin (4.25) pozitif denge noktasi civarinda lineerlestirilmis

i T
denklemi Q. =(U,,u, ,...,u, .,V,,V Vo s W, W, gy Wttt )

“r¥n-m? “n? "'n-1'°°*? 'n—-m? ' T n-m?

olmak tuzere

Q,,=PQ (4.43)

n+1 n

bigimindedir. P =(p;), 1<i, j <4m+4 matrisinin 6zdegerleri o0,,0,,...,0,,,, olsun.

D=(,.d,,...,d,,.,) kosegen matrisinin elemanlann d,=d_,,=d,, ,=d,. ., =1 ve

diger elemanlarida je€{2,3,...,m+1} i¢in d;, =d, ;. ; =d,,.,,; =dsp,a,; =1— j& Olarak

tanimlansin. ¢ sayist ise
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0<&<——min (1-“1),(1—‘“[2 (=) (4.44)
m+1 ma mt mv mw

olarak  secilsin. D kosegen  matrisinin  tersinir  oldugu  asikardir.

PO PO pW p® pl p® pl P DO matrisleri (m+1)x(m+1) matrisler olmak

lizere asagidaki bicimde tanimlanirsa

i_ 0 - 0 0 i_ 0 - 0 0
mu mv
7%(1)= d3m+5df;n11+4 0 - 0 0 ,7%(1) = d2m+4d£r11+3 U 0 0 )
3 0 U d4m+4d;r$1+3 _O_ L 0 0 - d3m+3_d;n11+2 0_ (4.45)
i_ 0 - 0 0 i_ 0 ... 0 0
mw mt
7)W(1): dm+3dn_11+2 0 - 0 0 ,7%(1)2 dzdl_l 0 - 0 01,
L O 0 " d2m+2d2_r:r|-1+1 O_ L O O o dm+1dr;1 0_
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[ TR -,
0 mz_t—zdldanlws mz_t—z 1 4r1|+3
0 0 0

0 0 0

v ) -V o]
. dezdarng deudséu
0 0 ,
0 0 |
-W . —W L
deﬁdzéu ﬂd2m+3dzi}+z
0 0 ,
0 0 ]
-t 4 -t '
mz_Uz 3m+4dm1 mz_Udem+4dmil
0 0 \
0 o
7)0(1) 7)1(1)
7)2(1) 7)0(1)
Pv(l) 7)0(1) !
7)0(1) 7)(1)

00
00 00
_ 7 )
0 dezdzéw
732(1): 0 0
0 0
- @ ]
0 WdZmﬁdmiB
733(1): 0 0
0 0
3 g
0 mz_Uz 3m+4dzl
PO =[0 0
0 0
tanimlansin. O zaman
7%(1) 7)0(1)
(0} (€]
DPD ' =P® = he T
7)0(1) 7)3(1)
7)4(1) 7)0(1)

yazilabilir. Ayrica,

0<d
0<d

e <d <...<d

2m+2 2m+1 .

0<d,,,,<d,,, <...<d

0<d,,,,<d,,.3<..<d

oldugu icin

<d <...<d

u (4m+4)x(4m+4)
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d,d;* <1,
d,d,* <1,
d
d

d*<1,
d? <1,

m+3~'m+2

m+1

d—l

2m+2+2m+1 < 1’

-1
d2m+3 < 1’

d
d

2m+4

d

-1
d3m+5d3m+4 < l’

d.r . <1,

3m+3~3m+2

-1
d4m+4d4m+3 < 1

elde edilir. Dahasi, (4.15), (4.38) ve (4.44) ten,

1 u

mt mit?

u 1 1
+——ddt . +..+——dd}t , =—+ o+
g mi? (1—26 1—-(M+1)e /m

1

1

1

u

<—+ —
mt  1-(m+1)e mi?

1

<—
1-(m+1)e

<1,
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1 u
__+ —
mt mt

J
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L+Ldm+2d‘l b g d? i+[ 1. L j v

. = et
mv MW am4 mAw? " mw | 1-2e 1-(m+1)e ) m*W?
1,1 v
mW  1—(m+1)e mw’ (4.51)
1 1 v
<— | —+
1I-(Mm+)e\mw  mw’
<1,
1 W W 1 1 1 W
—t——d, At +——d, Al = +oot
my  mAy? e my? T g (1—26 1—(m+1)ej) m*v?
1.1 W
mv  1—(m+1)e mv? (4.52)
1 1 W
< —+
I-(m+De\mv  mv®
<1l
ve
1 t t 1 1 1 t
—+——d, &'+ . +——d, A =—+ +.ot
mg meg® m?w® " ma (1—25 1—(m+1)ejmzu2
ERRE
mi 1-(m+21)e ma® (4.53)
1 1 u
<—| =+
1-(m+De\mt md®
<1

elde edilir. 7 ve DPD™ matrislerinin 6zdegerleri ayni oldugundan j e{l,2,...,4m+4}

i¢in
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dzd - dm+1d dm+3dml+2’ d2m+2d2r%1+1’

d2m+4d2:1+3’ d3m+3d3_n];+2 ! d3m+5d3'_nj1.+4 recy d4m+4d4_:-1+3’
1 1 1 u

—+ +ot =

mt | 1-2¢ 1—(m +1)e Jm*E?

L v
max | P, |<[| DPD " ||,,= max -

+ +...+ ,
1—2¢ 1- (m +1)e ) m*W (4.54)

1 ( 1 ] W

4+ +.. ,

v (1-2¢ 1 (m+1)6 m’v?
e

<1

elde edilir. Dolayisiyla, 2 ve DPD™ matrislerinin dzdegerleri birim disk iginde yer
almaktadir. O halde, (4.14) fark denklem sisteminin (4.25) te verilen pozitif denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir.m

Teorem 4.5. Eger (4.15) ve (4.38) sartlar1 saglanirsa, (4.14) fark denklem sisteminin
(4.25) te verilen pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Ispat. Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 ten (4.14) fark denklem sistemi global asimptotik

kararli oldugu kolayca goriiliir. m

Bundan sonra, dort-boyutlu fark denklem sistemi igin elde edilen 6zellikler kullanilarak

(4.1) bulanik fark denklem sisteminin bazi 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 4.6. Eger (4.1) bulanik fark denklem sistemi igin,

1 :
— < min TiesTopsTop (s 455
m {Tu T T Ty, } (4.55)

sart1 saglanirsa, sistemin {(an, X )}:O_im pozitif ¢oziimii sinirhdir.

Ispat. (4.1) bulanik fark denkleminin pozitif bir ¢dziimii {(an, n)}:;m olsun ve (4.55)

sart1 saglansin. Bu durumda,
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[, =[u. R L[BT =[L,.R; ]
(o] =[dvd o] =[],

olur. (4.3), (4.4) esitlikleri ve Teorem 4.1.2 den

mz,,7 mz,,7
nsl, s, -t |, Tl
(mz,,) mr,, -1) mr,, -1
mr, 7 me, =
L B L
' " (mzy) " omz,, -1) mz, -1
1 mrz, mr, 7
T Sy S| Ly ——
" (mzy,) " mg, -1) mg -1
mz,,7 mz,,t
Z'ZrSRﬁ < 1 — Rﬁ et 1182
" (mzy,) " omr,-1) mg -1

dir. Ayrica, her y €(0,1] igin 7, ve 7, nin destek kiimeleri

[Tfl’rfr] < [Mq' er],
[z7,.7}. 1< [MTZ, er],

(4.56)

(4.57)

(4.58)

dir. Ayrica, M_,N_,M_,N_ nin y—kesimlerinin ug noktalari da pozitif reel sayilardur.

Dolayistyla, (4.57) ve (4.58) yi de kullanarak y e (0,1] i¢in

1 mM_ N_ mM_ N,
[L}; 'RO}: ]g MT , — Ma _ 11 2,1 + 1] 2,r
m mN, - mN, -
o “ (MmN ) " N, -1 N, -1

I 1 mM N ) mM_N

[L}/ ,R; ]g N‘r , . Nﬁ _ 11 2,r + 1) 2.1
no P(mM )" mN -1 mM, -1

elde edilir. Oyle m,,m,,M,, M, pozitif reel sayilar1 vardir ki
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m <M

Tl'mZ

1 N mM_ N, mM_ N, M,
_ 1) 2,r + 11 2,r <
(mM )™ mN, -1 mM, -1

1)

saglanir. Dolayisiyla,

L, R 1€U, gl L R, [ m M,
LR 1eU, 01[ Rz, ]C[mpMz]

1 mM_N_ ) mM_N_
S NT , - Ma _ 1l 2,r + 11 2,r S M
©(mN, )T " mN, -1 mN_ -1

(4.60)

(4.61)

elde edilir. O halde, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimii sinirhidir. Bu

da ispat1 tamamlar. m

Teorem 4.7. Eger (4.55) sart1 saglanirsa, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin pozitif

{(a,,B,)}_ ¢bziimii, N —> oo iken tek bir

G- mzfl,lrz,r_l’mzrl,rrz,l -1 G- mzfl,rfm _1,m271,|72,r_1 (4.62)
m(mz,, 1) m(mz,, -1) m(mz,, -1) m(mz,, -1)
denge noktasina yakinsar.
Ispat. (4.3), (4.4) ve Teorem 4.1.3 ten
2 2
limL, =1, —m(rlyer, ; limR;, =r, =—m(T“TZ'I _1;
n—>o “ m(mz,, “  m(mz,, -
. 2 - 2! . (4.63)
7, T TTy, —
limL, =1, = —“ 21 limR, =r, =—=-20 —
N /h ! m(mz-lr _1) noe O ! m(m‘[“ -1
elde edilir. Buradan,
lim D(a a)_llm D(«, [a W, ])_Ilmsupmax{| L7 |,| R —r_[}=0,
N> o (4.64)
lim D(8,, ) = lim D(4, -1, 1) = limsupmax{| Lj, 1, LIR} —1, [}=0,
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elde edilir. Dolayisiyla, lima,=a ve limg =4 dir. O halde, (4.1) bulamk fark

denklem sisteminin pozitif ¢coziimii N — oo iken {(an, A )}:O_im noktasina yakinsar. m

Simdi (4.1) bulanik fark denklem sistemi i¢in iki drnek verilecektir. Verilen bu drneklerle
dordiincii béliimde elde edilen sonuglarmn tutarli oldugu gosterilecektir. Orneklerde

y —kesimleri, »=0.2, y=0.5, y=0.8 ve y =1 olarak alinmstir.

Ornek 4.1. (4.1) bulanik fark denklem sistemi m=4 icin incelensin. O zaman bulanik

fark denklem sistemi asagidaki gibidir:

an+l = 7’-1 + an ’anJrl = Tz + ﬁn y Ne NO' (465)

ﬂn—l + n-2 + n-3 + n-4 an—l + 6¥n—2 + an—3 + an—4

Ayrica, 7, ve 7, parametreleri pozitif Giggensel bulanik sayilar ve i1€{0,1,2,3,4} i¢in

a_;, B baslangi¢ kosullar ise pozitif iggensel bulanik sayilar asagidaki gibi verilsin:

5 10

Ex—l, 04<x<0.8 ?X_l’ 0.3<x<0.6
7, (x) = 5 T,(X) = 10 )
_§X+3’ 0.8<x<1.2 —§x+3, 0.6<x<0.9
5X—%, 1.3<x<15 5X—%, 1.3<x<15
a(X)= 17 Ba(X) = 17 :
—5x+?, 15<x<1.7 —5x+?, 15<x<1.7

Ayrica, y € (0,1] ve 1€{0,1,2,3,4}, i¢in 7,,7,,a ;, B ; nindestek kiimeleri su sekildedir:

{supprl c[0.4,1.2], suppr, <[0.3,0.9], (4.66)

Bu ornek, eger (4.55) sart1 saglanirsa, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin sinirli

oldugunu gostermektedir. Ustelik, bu 6rnek y = 0.20 igin sekil 22 de, y =0.50 i¢in sekil
23 te, » =0.80 i¢in sekil 24 te ve y =1 i¢in sekil 25 te goriilecegi tizere, n — oo iken
(4.65) bulanik fark denklem sisteminin her ¢oziimii (4.62) ile verilen (&, ) denge
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noktasina yakinsamaktadir. Sekil 26 y =0.20 igin, sekil 27 y =0.50 igin, sekil 28
y=0.80 i¢in ve sekil 29 ise y =1 icin (4.65) bulanik fark denklem sisteminin
¢ekimliligini gdstermektedir. »=0.2 i¢in, 7, =[0.48,1.12], r, =[0.36,0.84] olur.
Buradan, (&,B) denge noktast & =[0.5775,3.0973], B=[0.3916,1.4813] elde edilir.
y=05 igin, 7,=[0.60,1.0], 7, =[0.45,0.75] olur. Buradan, (&,J) denge noktasi

@=[0.7750,1.9375], B =[0.5167,0.1071]  elde  edilir.  y=08 igin,

7 =|
7,=[0.72,0.88], 7, =[0.54,0.66]  olur. ~ Buradan, (&, B) denge  noktasi
a=|

1.0066,1.4231], B =[0.6551,0.8781] elde edilir. y=1 icin,

2]

[08,08],7,=[06,06]  olur.  Buradan, (&,B)  denge  noktasi

a =[1.1929,1.1929], B =[0.7591,0.7591] elde edilir.

¥y=0.2
0.2
3.0 Un
VE‘.E
02
W
2.5 n
tjg.z
2.0
1.5 -
1.0 -
0.5 -
T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

n

Sekil 22. ¥ =0.20 i¢in sistem (4.65) in ¢éziimlerinin grafigi
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2.0
— uPs
1.8 vﬁ-5
wl-s
1.6 (05
1.4 4
1.2 4
1.0 1 |
|/
0.8 1 A
0.6
T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

n

Sekil 23. ¥ =0.50 i¢in sistem (4.65) in ¢oziimlerinin grafigi

¥=0.8
— uls
V08
1.4+
wi8
tg.ﬂ
1.2 1
104 | [+
I'll ™,
!
0.8 1 .
T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200
n

Sekil 24. y =0.80 igin sistem (4.65) in ¢dziimlerinin grafigi
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1.5 A ul
1.:"'1

1.4 "
W

1.3 A tﬁ

1.2

1.1 ~

1.0 ~

0.9 A

0.8 N A

0.7 = T T T T T T T T T

0] 25 50 75 100 125 150 175 200
n

Sekil 25. y =1 igin sistem (4.65) in ¢6ziimlerinin grafigi

y=0.2
30 - u?, w02
— uP?ep?
- U2, 02
V02, (02
2.0 - R
w02 (02
154 J—
VY
II —
|. L —
104 —=
0.5 - S
T T T T T T
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 26. ¥ =0.20 ig¢in sistem (4.65) in ¢ozlimlerinin ¢ekimliliginin grafigi
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2.0
UPr.S’ w,?ﬁ
1.8 o UPr'S-tr?'E
uﬁ’-s ._,12.5
1.6 1 vﬂs, tr?-s
1.4 — VvpPwp®
wﬁﬁ, tﬁ-E
1.2 1
1.0
0.8
0.6 ) B - -
T T T T T T T T
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

¥y=0.8
— Ul /
UE.E‘ tPr'B
1.4
UE.B' VJ.[:'B
VR'B, tg'ﬂ
12{ — wntowp®
WE.B‘ tJE.E
1.0 A
7 —
ff///
08 -
0.8

Sekil 28. y =0.80 igin sistem (4.65) in ¢oziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi
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1.2 - Vi, Wi
— wit!
1.1
1.0 -
0.9 - /
0.8 - /
e
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0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Sekil 29. y =1 igin sistem (4.65) in ¢6ziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi

Ornek 4.2. (4.1) bulamk fark denklem sistemi m=3 icin incelensin. O zaman (4.1)
asagidaki gibi yazilabilir:
a,

B
A, =1, + L P =7,+ , nNeN,. (4.67)
Buat Bt Bis O+, ,+&, 4

Ayrica, 7, ve 7, parametreleri pozitif tiggensel bulanik sayilar ve i€{0,1,2,3} igin

a ;, B, baslangic kosullar1 da pozitif ticgensel bulanik sayilar agagidaki gibi verilsin:

o [5X3 08<x<08 ) [5x-2 04<x<08
AT 5x45 08<x<1l | 27T )5x+4, 06<x<08’

—5x+%, 0.5<x<0.7 —5x+5, 0.5<x<0.7
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Ayrica, ye(O,l] ve 1€{0,1,2,3}, i¢in 7,,7,,a;,f; nin destek kiimeleri asagidaki
gibidir:

{supprl c[0.6,1],  suppr, <[0.4,0.8], (4.68)

suppea_; =[0.3,0.7], suppp <[0.3,0.7].

Bu ornek, eger (4.55) sart1 saglanirsa, (4.1) bulanik fark denklem sisteminin sinirlt
oldugunu gostermektedir. Ustelik, bu 6rnek y =0.20 igin sekil 22, y =0.50 igin sekil
23, ¥ =0.80 i¢in sekil 24 ve y =1 i¢in ise sekil 25 te goriilecegi tizere, N — oo iken (4.1)
bulamk fark denklem sisteminin her ¢oziimiiniin (4.62) ile verilen (&, ) denge
noktasina yakinsamaktadir. Sekil 26 y =0.20 i¢in, y =0.50 i¢in sekil 27, y =0.80 igin
sekil 28 ve sekil 29 ise ¥ =1 igin (4.67) bulanik fark denklem sisteminin ¢ekimliligini
gostermektedir. 7 =02 icin, 7,=[0.48,1.12], 7, =[0.36,0.84] olur. Buradan, (&, j)
denge noktasi « = [0.5775,3.0973], B = [0.3916,1.4813] elde edilir. y=0.5 igin,

,=[0.60,1.0], 7,=[0.45,0.75]  olur. ~ Buradan, (&,B) denge  noktasi
@ =[0.7750,1.9375], B= [0.5167,1.1071] elde edilir. y=0.8 icin,

,=[0.72,0.88], 7, =[0.54,0.66]  olur.  Buradan, (&,) denge  noktasi
@ =[1.0066,1.4231], B= [0.6551,0.8781] elde edilir. y=1 icin,
T, = [0.8,0 8] [0 6,0. 6] olur. Buradan, (&,5) denge noktasi

@ =[1.1929,1.1929], /8 =[0.7591,0.7591] elde edilir.
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Sekil 30. y =0.20 i¢in sistem (4.67) nin ¢6ziimlerinin grafigi
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Sekil 31. y =0.50 igin sistem (4.67) nin ¢ézlimlerinin grafigi
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Sekil 32. y =0.80 i¢in sistem (4.67) nin ¢6ziimlerinin grafigi
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Sekil 33. y =1 igin sistem (4.67) nin ¢éziimlerinin grafigi
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Sekil 35. ¥ =0.50 i¢in sistem (4.67) nin ¢oziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi
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Sekil 37. y =1 igin sistem (4.67) nin ¢éziimlerinin ¢ekimliliginin grafigi
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda iki farkli bulanik fark denklem sistemi incelenmistir. Oncelikle, (3.1)
bulanik fark denklem sistemi incelenmis ve sistemin pozitif bulanik ¢éziimiiniin varligt
ve tekligi gosterilmistir. Sonrasinda, bulanik fark denklem sistemi, dort-boyutlu (3.10)
fark denklem sistemine doniistiiriilmistiir. Elde edilen sonuclar ise bulanik sistemin
stnirli olmast i¢in gerekli sartlarin ve pozitif denge noktasinin bulunmasinda

kullanilmuistir.

Ikinci olarak (4.1) bulanik fark denklem sistemi galisilmistir. Sistemin pozitif ¢dziimiin
oldugu ve bu ¢6ziimiin ise sistemin tek pozitif ¢oziimii oldugu gosterilmistir. Daha sonra,
(4.14) fark denklem sistemi fark denklem sistemi incelenmis ve eldeki sonuglar (4.1)
bulanik fark denklem sistemine aktarilmistir ve sistemin hangi durumlarda sinirli oldugu

ve pozitif denge noktasinin bulundugu gosterilmistir.

Son olarak, incelenen (3.1) ve (4.1) bulanik fark denklem sistemleri i¢in 6rnekler verilmis

ve elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Ozet olarak bu tez c¢alismasinda iki-boyutlu bulanik fark denklem sistemlerinin

incelemesi yapilmistir. Bu ¢alismanin 4 —boyutlu bulanik fark denklem sistemleri goz

Oniine alinarak, ¢oziimlerin davraniglari incelenebilir.
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