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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

M Diferensiyellenebilir manifold
g Riemann metrigi

\Y Lineer konneksiyon

T, Tiirev dontistimi

[,] Lie braket (parantez operatorii)
1% Dikey distribiisyon

H Yatay distribiisyon

n 1-form

Q@ (1,1) tipinde tensor alant

[0) 2-form

Kisaltmalar Aciklamalar

R Riemann egrilik tensorii

Q@ (1,1) tipinde tensor alani

g Riemann metrigi

M Diferensiyellenebilir manifold
L] Lie braket

™ Teget uzayi



X(M)

Karakteristik vektor alani
1-form

Vektor alanlarin uzay1



1. GIRIS

Diinyada ki gelisim ve doniisiimde, bilim ve teknolojinin pay1 yadsinamaz bir gergektir. Bu
doniisiimden geometri de tizerine diisen pay1 almis ve zamanla ¢esitli alanlara ayrilmigtir. Bu
alanlardan birisi olan diferansiyel geometri, matematigin tiirev islemini kullanarak geometrik

problemleri ¢ozen, diferansiyel hesaplamalarin geometriye uygulandigi bir kolu olmustur.

Egriler, yiizeyler ve manifoldlar, modern matematigin en aktif kullanim alanlarindan biri olan

diferansiyel geometrinin inceledigi temel konularin baginda gelmektedir.

Manifoldlar arasinda diferansiyellenebilir doniisiimler tanimlanarak, manifoldlarin geometrik
yapilarmi incelemek ve karsilastirmak miimkiin olmustur. Bu sayede manifoldlarin temel

ozellikleri ve geometrisi daha anlasilir hale gelmistir.

Riemann manifoldlarin geometrik 6zelliklerini karsilagtirmak i¢in kullanilan doniistimlerin
cesitliliginin az olmast 6nemli bir eksiklik olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Riemann geometride,
izometrik immersiyonlar ve Riemann submersiyon doniistimleri olmak iizere iki temel

doniistim vardir.

Iki manifold arasindaki izometrik immersiyon déniisiimii kii¢iik boyuttan daha yiiksek boyuta
tanimlanirken, Riemann submersiyon doniisiimii ise yliksek boyutlu manifolddan diisiik

boyutlu manifolda tanimlanir.

Submersiyon teoerisinde izometrik immersiyonlarin karsilig1 olan Riemann submersiyonlar, O’
Neill ve Gray tarafindan 1966 ve 1967 yillarinda, birbirinden bagimsiz olarak caligilmistir.
Gilinlimiizde ise, O’ Neill in teorisi daha ¢ok kullanilmaktadir. Temel amac1 negatif egrilikli
manifoladlar1 incelemek olan Riemann submersiyonlarin, diger manifoldlarin 6zelliklerini de

incelemede kullanisl oldugu goriilmiistiir.

Manifoldlarin 6zelligine gére birgok farkli Riemann submersiyon tanimi yapildi. Invaryant, anti
invaryant, semi invaryant, slant, semi slant, quaternionik, hemi slant ve pointwise slant
Riemann submersiyonlar da bulunmaktadir. Riemann submersiyonlar fizikte Kaluza-Klein

teoride, siiper kiitle ¢gekim, sicim ve Yung Mills teorilerde kullanilmaktadir.



Son zamanlarda anti invaryant Riemann submersiyonlarin bir genellemesi olarak hemen hemen
kontak metrik manifoldlardan semi invaryant Riemann submersiyon kavrami tanimlanarak, bu

tiir doniisiimlerin geometrisinin arastirmalart yapildi (Akyol, 2017).

Ardindan, Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara semi-slant &+- Riemann
submersiyonlari {izerine ¢alismalar yapildi (Akyol, 2017). 2019 yilinda ise, Sar1 ve Akyol
Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara hemi-slant &*-Riemann submersiyonu

tanmimladilar ve ¢alistilar (Sar1 ve Akyol, 2019).

Negatif egrilikli manifoldlart inceleyen Bishop ve O'Neill olup, warped ¢arpim manifoldlar
olarak isimlendirdikleri yeni bir ¢calisma alanini ortaya ¢ikarttilar. Buradan hareketle S. Tanno

ise hemen hemen degme manifoldlar1 siniflamay1 basarmistir.

N hemen hemen degme manifold, &-karakteristik vektor alanini iceren diizlem kesitinin kesitsel

egriligi sabit ve ¢ olmak {lizere,

1. ¢ > O ise N sabit kesitsel egrilikli Sasakian manifoldtur,
2. ¢ = 0ise N sabit kesitsel egrilikli Kaehler manifoldtur,

3. ¢ < 0Oise N reel ile kompleks diizlemin warped carpimi olarak yazilir (Tanno, 1969).

Kenmotsu buradaki ii¢iincii durumu 1972°de incelemis ve Sasakian olmayan yeni bir yapi
tamimlamistir. Bu yapinin, bir Kaehler manifold ile bir agik araligin warped ¢arpimi olarak
yazilabildigini gostermistir. 1981°de, Kenmotsu’nun tanimladigi bu yeni yap1 Janssens ve

Vanhecke tarafindan Kenmotsu manifoldu olarak adlandirilmistir.

Bizim motivasyonumuz, kontak geometrisinde hemi-slant ét—Riemannian submersionlarmn
geometrisiyle ilgili bir boslugu doldurmaktir. Bu diisiinceyle tez calismamiz Kenmotsu

manifoldlardan Riemann manifoldlara Hemi-slant é*+ Riemann submersiyonlar iizerinedir.

Tezin ikinci boliimiinde temel kavramlardan bahsedildi. Ugiincii béliimde bir Kenmotsu
manifolddan Riemann manifolda tanimlanan hemi-slant £+ - Riemann submersiyon tanimlandi
ve daha agiklayici olmasi igin 6rneklerle desteklendi. Dordiincii boliimde ise distribiisyonlarin

geometrisi ele alind1.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Temel kavramlar dort alt boliim halinde incelenmistir. ilk olarak Riemann submersiyon ve
Kenmotsu manifold tanimlanmistir. Ikinci olarak Riemann manifoldlarin altmanifoldlar:
aciklanmis sonrasinda ise immersiyon ve izometrik kavramlarma deginilmistir. Ugiincii
bolimde submersiyon agiklanmistir. Doérdinci bolimde hemen hemen degme metrik

manifoldlar hakkinda bilgi verilmistir.
2.1 Riemann Manifold

2. 1. 1. Tanim M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M de tanimli C* vekt6r alanlarinin

uzay1 y™: M — R olsun, C*fonksiyonlarinmn uzay1 ise C*(M, R) olmak iizere,
g: 2 x x0 ¢ (M, R) (2.1)

dontisimii 2-lineer, simetrik ve pozitif tanimli ise g° ye M iizerinde bir ve Riemann

metrigi (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983)

2.1. 2. Tanim M ve N iki Riemann manifoldlar1 arasinda
M- N (2.2)

bir C*- dontisiimiiniin tiirev doniisimii

m.: x(M) — x(N) (2.3)
seklinde gosterilir. Bu doniisiimiin her u € M noktasinda

T TyM - Ty N (2.4)
lineer doniistimii vardir.

T (UWV)() =V(f om) (2.5)

doniistimiinde, f bir fonksiyon ve V bir vektor alan1 olmak iizere, bu doniisiime 7 nin u

noktasindaki tiirev dondigiimii denir (Yano ve Kon,1984).



2. 1. 3. Tammm M Bir diferansiyellenebilir manifold tizerinde iki vektor alan1 U ve V olsun.

f € C*(M;R) fonksiyonu ele alalim.
[1: ™ x x(M) - x(M) (2.6)
[U,VIf =UVf)=VUS) (2.7)

seklinde tanimli [, ] fonksiyonuna U ve V nin Lie (parantez) operatorii denir. Lie operatorii

asagida verilen Ozellikleri saglar (Yano ve Kon, 1984).

VUV, Zex(M)veV f,g € C*(M;R) olmak iizere,

i. [U,V]=-[V,U]

ii.laU + bV,Z] = alU,Z] + b[V,Z],a,b € R 2.8)
ii.[[U, V], Z] +[[V,Z],U] + [[Z,U],V] =0 (Jacobi 6zdesligi)

v.[fU,gV] = fIUV]+ f(UGV — gV IU

2. 1. 4. Tamm M, bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerinde vektor alanlarinin uzayi

x(M) olmak iizere,

V: ™0 x x(M) - x(M) (2.9)

(U,V) > V(U,V) =V, V (2.10)

seklinde taniml1
VUV, Zex(M)veV f € C*(M;R) igin
i. VU+VZ = VUZ + VVZ



2.11)
v. [U,V] =YV —V,U
Vi.Ug(V,2) =g(VyV,2) + g(V,Vy2)

sartlar1 saglantyorsa V ya M iizerinde bir Riemann konneksiyonu V;© ya da U ya gore kovaryant

tiirev operatorii denir (Yano ve Kon, 1984).

2. 1. 5. Tamm M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M iizerinde tanimli Riemann

metrigi ve,

Vv U,V,Z € x(M) igin R: Y™ x x(M) X x(M) = x(M) olmak iizere

(U,V,Z) » R(U,V,Z) = R(U,V)Z = VyVy Z — VyVyZ — Viy 2 (2.12)

seklinde ifade edilen R tensor alanina V konneksiyonunun egrilik tensorii denir (Yano ve Kon,
1984).

2.1. 6. Tamim M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M {izerinde tanimli bir Riemann

metrigi ve,

VU, V,W,Z € x(M) icin K: y™ x x(M) x x(M) X x(M) = C®(M; R) olmak iizere

(U,V,W,Z) - K(U,V,W,Z) = g(R(U, V)W, Z) (2.13)

seklinde verilen esitlige M tlizerinde Riemann Chiristoffel egrilik tensorii denir (Yano ve Kon,
1984).

2.1.7. Tamm M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M tizerinde tanimli Riemann metrigi
olsun. Bir p € M i¢in T,M tanjant uzaym iki boyutlu alt uzay: IT ise , vV U,V € I'(IT) tanjant

vektorleri i¢in



gRUV)IV,U)

K(II) = 2.14
(I gu,u)gV,V)-gU.V)>? 214)
esitligine I1 diizleminin kesitsel egriligi denir (Yano ve Kon, 1984).
2.2. immersiyon
2.2.1. Tamm M ve M’ sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldu olmak {izere
fiM->M (2.15)

bir C* doniisiimii i¢in

boy(f. (T, (D)) = m (2.16)

ise f nin p € M noktasindaki ranki m olup rank(f) = m ile gosterilir. Eger boy(M) =
rank( f) ise f’ ye immersiyon (daldirma) denir. Burada M de M’ niin immersed alt

manifoltudur denir.

f immersiyonu birebir ise f “ ye imbedding (gomme) denir. Burada M ye M’ niin gémiilen alt

manifoldu ya da sadece altmanifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983).

2.2.2. Tamm (M, g) ve (M'g") sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldve f:M — M’

immersiyon olsun. V U,V € xM igin,

g, V) = g'(f.U,£V) (2.17)
esitliginde f, © a izometrik immersiyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

2.2. 3. Tannm M, n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. M nin her p noktasmna T,M teget
uzayinda r-boyutlu bir D,, alt uzay1 baglayan D doniisiimiine M {izerinde ranki r olan bir dagilim
denir. U € y™ olsun. ¥V p € M igin U, € D,, ise U vektor alanina D distribiisyonuna aittir

denir. D distriblisyonuna ait olan vektdr alanlarinin uzay1 I'(D) ile gosterilir (Duggal and

Bejancu, 1996).



2.3. Submersiyon

2.3. 1. Tamm (M, gy ) Ve (N, gy) sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak

tizere, m: (M, gp) = (N, gn) doniisimii i¢in

rankm,, = boyN (2.18)

ise T’ ye x € M noktasinda bir submersiyon denir. Vx € M i¢in r bir submersiyon ise 7’ ye M

tizerinde bir submersiyon denir.

m ve n pozitif dogal sayilar ve m > n olmak {lizere,

m: R™ - R" (2.19)
doniisiimii i¢in
7 (Ug, Up,y ooy Up) = (Ug, Uy, o, Uy) (2.20)
ile verilsin. Bir u € R™
Tox: (U1, Vg oo, U) = (V1, Vg, wor, V) (2.21)

oldugundan m, diferansiyeli 6rtendir. Buna gore de projeksiyon doniisiimii bir submersiyondur.

2.3.1. Ornek

m R® > R3 (2.22)

u1+u2 ‘U.3+U.4, u5+u6
(ulfuZ'u3'u4'u5'u6)_>( VZ ' V2 V2

doniisiimiinde {uy, Uy, Us, Uy, Us, Ug}, R® min koordinat sistemini gdsterir. Doniisiimiin

Jakobiyen matrisi 7, olmak iizere
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elde edilir. Dolayisiyla rankm,=boyR3®> = 3 dir. Bu da m doniisiimiiniin bir submersiyon
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Sl

oldugunu gosterir.

2.3.2. Tanim (M, gy) ve (N, gy) Riemann manifoldlar1 ve boyutlari sirasiyla m ve n olsun.

m: M = N donilisiimii asagidaki aksiyomlari saglarsa  ye Riemann submersiyon denir.

I. m maksimal ranka sahiptir.
ii. m, horizontal vektorlerin uzunluklarini korur yani lineer izometriktir.

Riemann submersiyonlar T ve A ile gosterilen O*Neill tensorleriyle karakterizedir. Her
El’ EZ € F(TMM) 1(,‘1n

T(Ey, E;) = HVyt VE, + V2 HE, (2.24)

A(Ey, E;) = HVys VE; + Vi HE, (2.25)

esitlikleri vardir.

2. 3. 3. Tanmim M ve N sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifold ve m: M — N ye bir
submersiyon olsun. Vvu € N igin 7~ !(u), (m-n)-boyutlu M nin bir altmanifoldudur. (m-n)-

boyutlu altmanifolda submersiyon doniisiimiiniin lifleri denir.

2. 3. 4. Tamm M ve N sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold, =: M = N ye bir

submersiyon olsun. Herhangi bir u € M i¢in M deki V ve H distribiisyonunu

v, =V,(r) =cekn,, ={U € T M:m,,(U) =0} c T,M (2.26)

ve



Hy = Hy(m) =V,* € TyM (2.27)

verilsin. V,, uzayma 7 nin u noktasindaki dikey uzay: denir. M deki g metrigine gore V,, dikey
uzaymin dik timleyeni olan H;, uzayina ise 7 nin u noktasindaki yatay uzay: denir. Béylece M

Riemann manifoldu Yu € M i¢in
M =V, ®H, = V,®V," (2.28)
ortogonal ayrisimina sahiptir.

V, = ¢ekm,, (2.29)

ile tanimlanir ve V,,” ya submersiyonun dikey distribiisyonu denir.

Hy =V,*" (2.30)

seklinde tanimlanan distribiisyona ise submersiyonun yatay distribiisSyonu denir.

2. 3. 1. Teorem M ve N sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold, 7=: M — N ye bir
submersiyon ve M’ nin dikey distribiisyonu V olsun. Bu durumda (p) = x ve p € M igin her

V, dikey distribiisyonu 7~ 1(x) in tanjant uzay ile cakisir (Falcitelli ve digerleri, 2003).

2.3.5. Tanim (M, gy ) ve (N, gy) sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve

m: (M, gu) = (N, gn) (2.31)

olmak tizere,
I. Vp € M igin, T, tiirev doniisiimii maksimal ranka sahiptir,

ii. Her p € M noktasinda 7,,, doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu korur, kosullari saglar

ise 7t bir Riemann submersiyondur. Buradan

gu(v,u) = Inm., (v, Tpu), v,u €H, (2.32)
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esitligi yazilir. Vp € M igin m,p tiirev doniisiimiiniin },, yatay uzaymdan Typ(N) lizerine bir

izometridir (O’ Neill ve digerleri 1966, 2004).

2. 3. 1. Onerme (M, gy) ve (N, gy) sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve
m: (M, gy) — (N, gy) bir Riemann submersiyonu olmak tizere V ve V' sirasiyla M ve N’ nin
Riemann konneksiyonlar1 ise, M iizerindeki U, V temel vektor alanlar1 U’, V' temel vektor

alanlarina  bagli olsun. Bu durumda,

i. h[U, V] temel vektor alan1 [U’, V'] vektor alanina 7 -baghdir.
ii.g(U, V) =g'(U' V") om dir.
iii. R(VyV) temel vektor alani ve Vi, V' m -baghdr.

iv. Herhangi bir V € V, igin [U, V] dikey vektor alanidir (Falcitelli ve digerleri, 2003).

2. 3. 1. Tanom (M, gy) ve (N,gy) Riemann manifoldlari olsun m: M — N bir Riemann

submersiyon ise VX,Y € I'(TM) igin

(Vr)(X,Y) = VW .Y — m, (V¥Y) (2.33)

esitligine doniisiimiin ikinci temel formu denir.

2.3.2. Lemma (M, gy) ve (N, gy) Riemann manifoldlart 7: (M, g5,) — (N, gy) bir Riemann
submersiyonu olmak iizere her hangi X,Y € I'((¢ekm,)*) ve V,W € I'(¢ekmn,) igin

vIw =T,Ww +V,W (2.34)
VMX =T, X + HVYX) (2.35)
VRV = V(YY) + AxV (2.36)
VY = AyxY + H (VYY) (2.37)

dir.
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2.4. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

2.4.1. Tanim M, (2n+1) -boyutlu diferansiyellenebilir manifold, M iizerinde ¢, (1,1) tipinde
tensor alan, & -bir vektor alani ve 1, 1-form olsun. M iizerinde herhangi bir vektor alan1 U olmak
lzere,
n@ =1 (2.38)
ve
©*U = —=U +n(U)¢ (2.39)

ozellikleri saglaniyorsa, (¢, &, ) ya M iizerinde hemen hemen degme yapi, bu yapi ile birlikte

M manifolduna da hemen hemen degme manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

2.4.2. Tanm (M, ¢, &, n) hemen hemen degme manifold olsun. Bu durumda

LS =0
ii.n(pU) =0 (2.40)
lii. ranke = 2n

esitlikleri yazilabilir (Yano ve Kon, 1984).

2.4.3. Tanim (M, ¢, &,n) hemen hemen degme manifold olsun. M {izerinde bir g Riemann
metrigi
nW) =g,%) (2.41)

ve

9(eU, V) = gU,V) —n(U)n) (2.42)

esitligi saglaniyor ise (g, ¢, &,n) yapisina hemen hemen degme metrik yapi1, (g, ¢, &,1) yapisi

ile M" ye de hemen hemen metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

2.4.4. Tannm (M, ¢,&,1,g) hemen hemen degme metrik manifold olsun. Bu durumda

dU,V) = g(U, ¢V) (2.43)
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olarak tanimlanan ¢ doniisiimiine hemen hemen degme manifoldun 2-formu denir (Yano ve
Kon, 1984).

2. 4.5 Tanim (M, ¢, ¢&,n,g) hemen hemen degme metrik manifold olsun. ¢ nin Nijenhuis

tensor alani [¢, @] olmak lizere,

[@, 0] + 2dn®é =0 (2.44)

ise hemen hemen degme manifolda normal denir. M, hemen hemen degme metrik manifold

normal ise M’ ye degme normal metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

2. 4. 6. Tannm (M, @,&,n,g) hemen hemen degme manifold olsun. Eger M hemen hemen

degme manifoldu normal 7, 1-form kapali (dn = 0) ve
do =2nA ¢ (2.45)

ise hemen hemen degme manifolda Kenmotsu manifold denir (Kenmotsu, 1972).

2.4.1. Ornek (2n + 1)-boyutlu

M = {(xq4, 0 , X, Y1y oo » Yo Z) E RV 2 7z = 0} (2.46)

diferansiyellenebilir manifolduna gére 1 < i < nigin

(2.47)

olmak tizere {X, ..., Xp,, Y1, ..., Yy, €} vektor alanlart M nin her noktasinda lineer bagimsizdir.

g Riemann metrigi,

g = e’ XL (dx; ®dx; + dy;®dy;) + n®n (2.48)

seklinde tanimlanirsa {X;, ..., X;,, Y3, ..., ¥, €} bir ortonormal baz olur.
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nX) = gX,$) (2.49)

dir.1 < i < nolmak iizere (1, 1) -tipinde ¢ tensor alani

XD =Yi,p(Yi) = —Xi,p(§) =0 (2.50)

oldugundan, o halde

n¢) = 1L, ¢*X = =X + nX)¢§ (2.51)

ve

g(eX,pY) = g(X,Y) — n(X)n(¥) (2.52)

olur. Buna gore (M, ¢, £,7, g) hemen hemen degme manifolddur. Boylece @ temel 2 -formu

o 2 4
@ e ayi) = —ne (2.53)
veya
® = —ne*? Yy dx; A dy; (2.54)
olur. Diferansiyel alinirsa
d® = —2ne??dz A YL, dx; A dy; (2.55)
= —2dz ND

elde edilir. Bu durumda (M, ¢, &,1, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifolddur.

2.4.1. Teorem (M, ,&,n,g) hemen hemen degme manifold olsun, M hemen hemen degme

manifoldunun bir Kenmotsu manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart



(VZ@V = g(eU, V) — n(V)eU

olmasidir (Kenmotsu, 1972).

2.4.1. Sonug¢ (M, @,¢&,n,g) bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu takdirde,

Vig = —¢°U

dir.

14

(2.56)

(2.57)



15

3. HEMI-SLANT §-—-RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu béliimde hemi-slant £+—Riemann submersiyon tanimlanms ve bir Kenmotsu manifoldunun
hemi-slant altmanifoldunun hemen hemen degme manifoldlarinda tanimli submersiyonlart igin

gerekli temel bilgiler verilmistir. Ayrica daha anlasilir olmasi i¢in 6rneklerle desteklenmistir.

3. 1. Tanim (M, ¢, &,n, gy) bir Kenmotsu manifold ve (N, gy) bir Riemann manifold olsun.
m: M — N ye bir Riemann submersiyon ve &, cekm, a normal olsun. Bu durumda D, ve

Dg iki tamamlayic distribiisyon olmak tizere
cekm, = D, @ Dy (3.1)

seklinde yazilabilir ise = Riemann submersiyonuna hemi-slant &+—Riemann submersiyon

denir. Burada D anti-invaryant ve Dy slant distribiisyondur.

Bu durumda 0 acgis1 hemi-slant &+—Riemann submersiyonun hemi-slant acis1 olarak

adlandirirlir.

Eger 6 # 0, g ise, bu durumda submersiyona diizgiin hemi-slant £+ —Riemann submersiyon

denir.

Simdi, bu ¢aligmada sunulan yontemin etkili oldugunu géstermek ve Kenmotsu manifoldlarda
hemi-slant £+ —Riemann submersiyon varligini garanti altma almak icin bazi uygun drnekler

verelim.

Kabul edelim ki, (R?"*1 7, 7,§,, ggen+1 ) lizerinde ki Kenmotsu yapi

n=dz ve § = 20z (3.2
g=1n1Q®n +e ¥ (dx'®dx' + dy'®dy") (3.3)
2 2 2 2 2 ¥
Py (Xigm +Yigm) + 250 = Bla(figm—Xigod) + S Yy’ o (3.4)

seklindedir. Bu yap1 i¢in ¢ -bazi

a ; 0 ; 0 ; 0 ]

— 5z — — — —
{81—8 ﬁ,....,sn—e ax—n,8n+1—€ a—yl,....,SZn—e ay_n"c'znﬂ_ﬁ} (35)



16

seklinde verilebilir.

3. 1. Ornek Bir Kenmotsu manifolddan bir Riemann manifold {izerine tanimlanan her anti-
invariant £+ —Riemann submersiyon, Dy = {0} olacak sekilde bir hemi-slant é+—Riemannian

submersiyondur.

3. 2. Ornek Bir Kenmotsu manifoldundan bir Riemann manifolduna taniml1 her slant &*-

Riemann submersiyonu, D, = {0} olacak sekilde bir hemi-slant £&+-Riemann submersiyonudur.

3. 3. Ornek m asagida ki sekilde tammliyacagimiz bir submersiyon olsun,

m: (R®, ggo) - (R®, ggs) (3.6)

(x1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Yar Z) (x1 + Y2, X2 + y1,8Iny X3 — COSYXy, Y4, Z)
T -
y € (0, 5) dir. Buradan
cekm, = Sp{V; = —¢, + &,V = —¢, + &5,V = —cos yeg — sin yg,, V, = &} (3.7)
olur. Ayrica

(cekm, )t = Sp{W, =&, + &5, W, = &, + &5, W5 = sin y g3 — COS } &4,

W, = &g,Ws5 = &5} (3.8)
olur. Buradan
PVy = (=& + &) =&, +e5 =W, (3.9)
oV, =p(—e,+e5) =g+ =W, (3.10)
ve
@V; = @(—cos yeg —sin yg,) =cos Y&, +sin y g (3.12)

oV = @(g7) = &3 (3.12)
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olur. Bu nedenle oV, =W, , oV, =W, dir. g( V3, V,) = cos y ve g( ¢V,,V;3) =cos y
olacagindan cos @ = cos y olur. Ayrica @D, c (¢ekm,)* icin D, = sp{V;,V,}ve 8 =y igin

Dg = sp{V3,V,} segilirse ozaman
cekm, =D, @ Dy (3.13)

bulunur. Bu nedenle , bir hemi-slant &+-submersiyondur. Simdi horizontal vektdr boylarinin

korundugunu gosterelim.
gro (@ Wy, mWy) = gps(Wy, W1), gro(m Wy, mW,) = gps(Wa, W5),
gro T W3, mW3) = g.s (W3, W3), gro (M. Wy, mW,) = gps(Wy, Wy),
o (TWs, T W5) = ggs(Ws, Ws) (3.14)
olur. Buradan i =1, ...,5 olmak iizere
oWy, W) = ggs (oW, oW;) (3.15)

bulunur. Dolayistyla horizantal vektdriin boyu korunmus olur. Buradan 7 bir hemi-slant &+ -

Riemann submersiyondur.

3. 4. Ornek m asagida ki sekilde tamimliyacagimiz bir submersiyon olsun,

(xlﬂ ---;y1, ""Z) (xl + yZﬂxZ + y1'x3 + x4-':V3 + Y4-'Z)
cekm, = Sp{V, =&, —g,,V, =€, — €5, V3 = —g5 + €, V, = &, + £} (3.17)

ve
(cekm, )t = Sp{W, =& + gg, W, =€, + &5, W3 = 5 + 84, W, = —&, + g5, W5 = €9} (3.18)
buradan

(pV]_ == _82 - 85 == _WZ (319)

PV, = —g; — g = =W, (3.20)
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Ve
pV3 =€, — gg (3.21)

(pV4 = —&;3 + €4 (322)

bulunur. Ayrica
oD, c (¢ekm,)*i¢in D, = sp{V,,V,} ve 8 = gig:in Dg = sp{V3,V,} olarak alinirsa 0 halde,
cekm, = D, @ Dy bulunur.Diger taraftan i = 1, ...,5 olmak {izere

gro Wi, W) = grs (oW, W) (3.23)

seklinder. O halde 7 bir hemi-slant &+-Riemann submersiyondur.
3.5. Ornek m asagida ki sekilde tanmimlayacagimiz bir submersiyon olsun,

T (R7,gr7) d (R*, gg+) (3.24)

(X1) ) Y1y oer Z) (x4 + y1, — cos ax, +sin ays, cos fx3 —sin By,, z)

olmak iizere
cekm, = Sp{V, =&, —&,,V, = cosae, —sinagg, V3 =sinfB g5 — cosf &} (3.25)
ve

(cekm,)* = Sp{W, = &, + £,W, = sina g5 — cos a €, W5 = cos 8 €5 — sin f8 &,

buradan
@V, = —sina e, —cosa g (3.28)

ve
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@V; = —cosf e; —sinf &g (3.29)

bulunur. Ayrica @D, c (¢ekm,)t icin D, = sp{V;} ve 8 =a+ B icin Dg = sp{V,, V3}

olarak alinirsa ozaman c¢ekm, = D; @ Dy bulunur.

O halde 7 submersiyonu bir hemi-slant & -Riemann submersiyondur.

3. 1. Teorem m, bir Kenmotsu manifoldu (M, @, &,7, gy) tzerinden bir Rieman manifoldu

(N, gy)' ye yapilan bir hemi-slant €+ —Riemann submersiyonu olsun. O zaman,

U € I'(gekm,) i¢in sunu yazariz
U=PU+QU (3.30)

Burada, PU € T'(D,) ve QU € I'(Dg) dir.

O halde, Z € T'(TM) igin sunu elde ederiz
7 =V7+HZ (3.31)

Burada, VZ € I'(cekmn,) ve HZ € I'(¢cekm,)* dir.

@D, ' nin (cekm,)*" deki tamamlayici distribiisyonu p ile gosterirsek. o zaman sunu elde ederiz
(cekm.)* = 9D, ® u (3.32)
Burada, ¢u < pbunedenle u, &' yiigerir. Simdi ise, V € I'(g¢ekm,) i¢in sunu yazariz
eV = pV + oV (3.33)
Burada, pV ve wV, sirastyla @V ' nin dikey ve yatay bilesenleridir. Ayrica, X € I'(¢ekm,)?t i¢in
sunu elde ederiz

X = BX + CX (3.34)

Burada, BX ve , sirasiyla @X ' in dikey ve yatay bilesenleridir. O zaman, yatay distribiisyon

(cekm,)?t su sekilde pargalanir

(sekm.)* = @D, @ p (3.35)
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Burada p, D,' nin ortogonal tamamlayici dagilimdir. Ayrica (¢ekm,)*' nin ¢' ye gore
invaryant dagilimidir hem de &' yi igerir. O zaman, (2.2), (2.3), (3.1) ve (3.2) kullanilarak sunu

elde ederiz

(VM)W = BT,W — Ty, W (3.36)
ve
(VY)W = CTyW — Ty ,W (3.37)

dir. V,W € I'(¢cekm,) igin, burada

(Vo)W =V, W — pVyW (3.38)
ve

(VM)W = HVY oW — oV, W (3.39)

dir.

3.2. Teorem m: (M, ,n,&,gu) = (N, gy) bir hemi-slant £+-Riemann submersiyon' u olsun,
burada (M, ¢,n,&, gy) bir Kenmotsu manifold' u ve (N, gy) bir Riemann manifolddur. Bu

durumda

p*W = cos?0W,W € T'(Dg) (3.40)

seklindedir. Burada 6, ¢ekm, © nin hemi-slant agisini ifade etmektedir.

3.1.Lemma m:M — N ye olmak iizere, bir Kenmotsu manifold' u olan (M, ¢,n, ¢, gu)' den,
bir Riemann manifold' u olan (N, gy)' ye bir hemi-slant £+-Riemann submersiyon' u olsun. O
halde her U,V € I'(¢ekm,) igin

gu(pU,pV) = cos?0gy(U,V) (3.41)
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gu(wU,wV) = sin?0g,,(U,V) (3.42)

seklindedir.
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Bu boliimde hemi-slant tanimindan elde ettigimiz distribiisyonun geometrisine, yani D, ve Dy

distriblisyonlarinin integrallenebilir olmasi, paralel olmasi ve total jeodezik olmasi durumlari

icin gerek ve yeter sartlarina bakacagiz.

4. 1. Teorem m, bir Kenmotsu manifoldu ( M, ¢,n,¢, g)) ile Riemann manifoldu (N, gy)

arasinda bir hemi-slant &1-Riemann submersiyon olsun. O zaman, D, distribiisyonunun

integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her hangi bir U,V € T'(D,) ve Z € I'(Dy) igin

gu(Ty@V = TypU,pZ) = gu((Vx. )V, V) = (V) (U, V), . (w2))
olmasidir.
Ispat. YU,V €T(D,),Z € T(Dy) igin
gu([U,V],2) = gu(VuV,2) — gu (WU, Z)
ise, (2.42) kullanilirsa
gu([U,V],2) = gu(eVuyV, 9Z) + n(VyV)n(Z)
-gu(@VyU, 9Z) — n(VyU)n(Z)
veya
gu([U,V1],2) = gu(eVuyV, 9Z) — gu(eVWU, 9Z)
bulunur. Buradan
(Vy@)V = VyoV — @VyV
esitliginden
gu([U,V],2) = gu(VueV — (Vy)V, 9Z) — gu(VveU — (Vy)U, ¢2)

elde edilir. (2.56) deki esitligi kullanilirsa

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)



gu(U,V],Z2) = gu(VyeV — gu(eU, V)¢ —n(V)eU, pZ)

—gu(VyvoU — gu(eV,U)§ —n(U) eV, pZ)

ve

Iu(U,V],2) = gu(VyoV,9Z) — gu(eU,V)gu (&, 0Z)

—gu(VvoU,9Z) — gu(eV,U)gu (&, ¢Z)

veya

gu(U,V],2) = gu(VyeV,9Z) + gu(eU,V)gu (9, Z)

—9u(VyoU,0Z) + gy (@V,U)gu(9é, Z)

olur. Boylelikle

gu(U,V],Z2) = gu(VyeV,9Z) — gu(VyeU, pZ)

yazilabilir. Buradan (2.35) esitligi kullanilirsa

23

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

gu([U,V],Z) = gu(TyeV + H(VyeV),0Z) — gu(TyeU + H(VyeU),¢Z) (4.10)

veya

gu([U,V],2) = gu(TyeV —TyeU,9Z) + gu(H (VyeV) — H(VyeU),9Z) (4.11)

olur ve burdan (3.33) esitligini kullanirsak

+ gu(H(VyeV) — H(VyeU),pZ + wZ)

veya

(4.12)

gu([U,V],Z2) = gu(TyeV — TyeU,pZ) + gu(H(VyeV) — H(VyeU),wZ) (4.13)

elde edilir. Buradan = Riemann submersiyon oldugundan
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gu(U,V],2) = gu(TyeV — TyeU,pZ) + gy@m@.(VyeV) — m.(VyeU),m.(wZ) (4.14)

olur ve (2.33) esitliginden

gu(U,V],Z) = gu(TyeV — TyeU, pZ)

+9n (V2. )W, 0V) = (V2 )V, 0U), . (02))  (4.15)

elde edilir ve boylelikle ispat etmis oluruz.

4. 2. Teorem g, bir Kenmotsu manifoldu ( M, ¢,n,&, gy) ile Riemann manifoldu (N, gy)
arasinda bir hemi-slant £+-Riemann submersiyon olsun ve bu submersiyonun bir hemi-slant
acist 0 olsun. O zaman, Dy distribiisyonunun, her hangi Z,We€ I'(Dg) ve Ue I'(D,) i¢in

integrallenebilir olabilmesinin gerek ve yeter sart

v ((V2.)(Z W) = (V. )W, 0Z),U) = gu(Ty0pW — TywpZ,U)  (4.16)

olmasidir.
Ispat. Z,W € T'(Dg) ve U € T'(D,) i¢in

gu([Z,W],U0) = gy (V:W,U) — gu(VwZ, U) (4.17)
ise, (2.42) esitliginden

gu([Z,W],U) = gu(eVzW, U) — n(VW)n(U) (4.18)

—gu(PVwZ,oU) — n(VwZ)n(U)

ve n(U) = 0 oldugundan

gu([Z, W], U) = gu(eVW, oU) — gu(9VwZ, U) (4.19)
(4.4) ve (2.56) esitlikleri kullanirsa

gu([Z,W],U) = gu(VzoW, oU) — gu(VweZ, pU) (4.20)

olur. Buradan (3.33) den hareketle
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gu([Z,W],U) = gu(VzpW, oU) + gy (VzoW, oU)
~gu(VwpZ, oU) — gu(VwwZ, U) (4.21)
elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
gu([Z,W],U) = —gu(Vz290W,U) + gy (VzoW, oU) + gu(VwepZ, U)
—gu(VwwZ, pU) (4.22)
veya
au(Z, W], U0) = —gu(Vzp?W,U) — gy (VzwpW, U) + gy (VzoW, @U)
+9u(Vwp?Z,U) + gy (VwwpZ,U) — gy (VwwZ, pU)  (4.23)
olur. Simdi (3.40) esitligi kullanilirsa
gu([Z, W],U) = cos?8gy (V,W,U) — gy (VzwpW,U) + gy (VzoW, pU)
—c0s*0gy (VwZ,U) + gy (VwwpZ, U) — gy(VwwZ, oU) (4.24)
veya
gu([Z, W], U) = cos?0 gy ([Z, W], U) — gu(VzwpW,U) + gy (VzoW, pU)
+gu (VwwpZ,U) — gy (ViwwZ, U) (4.25)
elde edilir. O halde
sin?0gy([Z, W], U) = gy (VwwpZ — VyawpW,U) + gy (VzoW — VywoZ, eU)  (4.26)
olur. Daha sonra (2.35) esitligini kullanarak
sin?0gy([Z,W],U) = gu(TwwpZ + H (VywwpZ) — TowpW — H (VzwpW), U)
+gu (TyoW + H(VywW) — TywZ — H(VwoZ), )  (4.27)

elde edilir. Boylelikle
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gu([Z,W],U) = gu(TwwpZ — TzwpW,U) + gu(H (VzoW)
—H (VywwZ), pU) (4.28)
veya
gu([Z,W],U) = gu(TwwpZ — T,wpW,U) + gy (m.(VzoW)
— 1, (VywwZ), pU) (4.29)
buradan (2.33) esitligini kullanarak
gu((Z,W],U0) = gu(TwwpZ — TzwpW,U) + gu(Vr,)(Z, W)
— (Vo) (W, w2), pU) (4.30)
sonucuna ulasiriz ve bdylece istenen sonug elde edilmis olur, ispat etmis oluruz.

4. 3. Teorem m, bir Kenmotsu manifoldu ( M, ¢,n, &, gy) ile Riemann manifoldu (N, gy)
arasinda bir hemi-slant £+-Riemann submersiyon olsun. O zaman, D, distribusyonunun paralel

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
gu(m.(VoV), 1. (wp2)) = gu(@VuV, wZ) (4.31)
ve
gu(TynV + TywV,BX) = —gy (VrV + VywV, CX) (4.32)
olmasidir.
Ispat. YU,V €T(D)),Z € TI'(Dy) icin (2.42) esitliginden
gu(VWV,2) = gu(@VuV, 9Z) + (V. V)n(Z) (4.33)
yazilabilir, buradan (Vy@)V = VyeV — @VyV  esitligi kullanilirsa
Iu(VWV,2) = gu(=(Vup)V + VooV, 9Z) (4.34)

elde ederiz. Simdi ise (2.56) esitliginden
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Iu(VV,Z) = gy(=gu (U, V)¢ —n(V)eU) + V@V, pZ) (4.35)

veya

Iu(VV,Z) = gu(VyoV,9Z) — gu(eU,V)gu(E, ¢Z) (4.36)

ve

In(VV,Z2) = gu(VyoV,9Z) + gu(eU,V)gu(9é, Z) (4.37)

burada ¢¢ = 0 oldugundan

Iu(VyV,Z) = gy (Vy9V, 9Z) (4.38)
veya
9u(VV,2) = gu(eVyV, 9Z) (4.39)
olur. Simdi (3.33) den
Iu(VV,2) = gy(@VyV,pZ + wZ) (4.40)
veya
Iu(VyV,2) = —gu(VuV, @pZ + pwZ) (4.41)
olup
Iu(VWV,2) = —gu(VyV,p*Z + wpZ + pwZ) (4.42)

elde edilir. Burada (3.40) ve (2.35) esitligini kullanirsak
gu(VV,Z) = cos?0gy(VyV,Z) — gu(VyV,wpZ) + gyu(@V,V, wZ) (4.43)
veya
Igu VWV, 2) = cos?0gy(VyV,Z) — gu(TyV + H(V,V), wpZ) + gy (@V,V,wZ) (4.44)

olur ve
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sin®0gu(VV,2) = —gu(H (VuV), wpZ) + gu(@VyV, wZ)
= —gu(m.(VV), m.(wpZ)) + gu(9VyV, wZ) (4.45)
elde ederiz. Ote yandan U,V € T'(D,), X € I'((¢ekm,)1) igin (2.42) esitligini kullanarak
In(VoV, X) = gu(@VyV, 9X) + n(VyV)In(X) (4.46)
olur ve daha sonra
(Vy)V = VyeV — @VyV esitligini kullanirsak
Iu(VyV,Z) = gy (=(Vu@)V + VyoV, ¢X) (4.47)
elde ederiz. Simdi (2.56) den
In(VV,Z) = gu(=gu(@U,V)¢ = n(V)eU) + Vy9V, pX)
= gu(Vy@V, pX) (4.48)
olur. Buradan (3.33) ve (3.34) yi kullanarak
Iu(VWV,Z) = gy (Vy(eV + wV),BX + CX) (4.49)
ve
Iu(VWV,Z) = gy (VypV, BX) + gy (VupV, CX) + gy (VywV, BX)
+9u(VywV, CX) (4.50)
elde ederiz. Simdi ise (2.34) den
gu(VuV,2) = gu(TupV, BX) + gu(VpV, CX) + gu(TywV, BX)
+gu(VywV, CX) (4.51)

sonucuna variriz ve boylelikle ispat etmis oluruz.
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4. 4. Teorem m, bir Kenmotsu manifoldu ( M, ¢, 7, ¢, g)) ile Riemannian manifoldu (N, gy)
arasinda bir hemi-slant é+-Riemannian submersiyon olsun ve bu submersiyonun bir hemi-slant

acis1 0 olsun. O zaman, Dy distribusyonunun paralel olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
gn (. (W), (Vr.)(Z, V) = gu (oW, Tz9U) (4.52)
ve
gn (V) (Vz0pW), (X)) = gy (V1) (Vz0W), m.(CX)) = —gu (Tz0W, BX)
+gu(@W,Z)n(X)  (4.53)
Olmasidir.
Ispat. ¥ Z,W € T'(Dg) ve U € T(D,) igin (2.42) esitliginden hareketle
gu(VzW, U) = gu(@V W, eU) +n(V,W)n(U) (4.54)

elde edilir. Simdi (4.4) ve (2.56) esitligini kullanirsak

Iu(V W, U) = gu(=(Vz0)W + VoW, pU) (4.55)
Iu(VW,U) = gu(= gu(@Z, W)§ —n(W)eZ) + VoW, ¢U) (4.56)
ve
Iu(VW,U) = gu(VzoW, oU) (4.57)
olur. Buradan
gu(VzW,U) = Zgu (oW, oU) — gu(eW,V;9U) (4.58)

bulunur. Daha sonra ise (3.33) ve (2.35) den

Igu(V W, U0) = — gy(pW + oW, TzoU + H (VzU)) (4.59)

Iu(V W, U) = = gu(pW,T;9U) — gu(wW,H (Vz9U)) (4.60)

elde edilir. Simdi 7’ nin 6zelliginden



gu(V W, U) = = gu(pW, Tz0U) + gy (m.(wW), 7. (Vz0U))
olur. Buradan (2.33) den hareketle
gu(VzW,U) = = gu(pW, Tz9U) + gu(m.(wW), (V.)(Z, 9U))
olur. Ote yandan Z, W € T'(Dg) ,X € I'((¢ekm,)?t) icin (2.42) esitligini kullanarak
Iu(V W, X) = gu(@VW,9X) +n(V W)n(x)
olur. Simdi (2.56) ve (4.4) esitliklerinden
Iu(V W, U) = gy(=(Vz@)W + VoW, X) + gu (YW, §) n(X)
veya
Iu(VW,U) = gy(— gu((9Z, W)§ —n(W)@Z) + VoW, pX)
HZgu(W,8) — gu(W,V26)} n(X)
Ve
gu(VzW,0) = gu(VzoW, 0X) + gu(W, 9*Z)n(X)

bulunur. Simdi (3.33) den

gu(V W, U0) = gy(VzpW,0X) + gy (Vz0W, 0X) + gy (W, 9*Z) n(X)

= —gu(@VzpW,X) + gy (VzoW, 9X) + gy (W, 9*Z) n(X)

olur. Ve burada (3.34) esitligini de kullanarak

Iu(VW,U) = =gy (VzpW, X) + gu(Z, pW)n(X) + gu(VzoW,BX + CX)

+gu(W, 9*Z) n(X)

veya

Iu(V W, U) = —gy (Vzp*W, X) — g (Vz0pW, X) + g (Z, pW)In(X)
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+gu(VzwW,BX) + gy (VzoW,CX) + gy (W, 9*Z)n(X)  (4.69)
elde edilir. Daha sonra (3.40) ve (2.35) esitliklerini de kullanarak
gu(VzW,U) = cos? 8 gy (V,W, X) — gy (H (VzwpW),X) (4.70)
+9u(Z, pWIn(X) + gu(TzwW, BX)
+gu (FH(Vz0W), CX)+gu (W, 9*Z) n(X)
ve
sin? 8 gy (V. W, X) = gu(m.(VzwpW), (X)) + gu(Z, pW)In(X) (4.71)
+9u(Tz0W, BX) + gy (. (Vz0W), m.(CX)) + gu(W, 9*Z)n(X)
elde edilir. Simdi (2.33) den
gu(VzW, V) = gy (V. (Vz0pW), 7. (X)) + gu (Z, pW)n (X) (4.72)
+gu(TzwW, BX) + gy (V) (Vz0W), 7.(CX)) — g (W, Z)n(X)

olur. Boylece istenen sonug elde edilir ve ispat etmis oluruz.

4. 5. Teorem m, bir Kenmotsu manifoldu (M, ¢,n,¢&, gy) ile Riemann manifold (N, gy)
arasinda bir hemi-slant &+-Riemann submersiyon olsun. O zaman, D, distribusyonunun her
hangi U,V € T(D,),Z € T(Dg),X € I'((¢cekm,)?t) igin, M iizerinde total jeodezik olmasina
gerek ve yeter sart

gn (V) U, V), 1. (wZ)) = = gu(TyV, wpZ) (4.73)
ve

gu(TyV,BX) = gy(Vr.) (U, 9V), m.(CX)) (4.74)

olmasidir.

Ispat. YU,V €T(D,),Z € T(Dy), X € T((gcekm,)?t) icin (2.42) esitligi kullanilirsa



Iu(VuV, Z) = gu(eVyV, 0Z) + n(VyVIn(2)
olur. Simdi (3.33) den
Iu(VyV,2) = gu(eVyV,pZ) + gu(pVyV,wZ)
= =gu(VyV,0pZ) + gu(VyeV, wZ)
ve
Iu(VyV,2) = —gu(VyV,p*Z) — gu(VyV, wpZ) + gy (VyV, wZ)
bulunur. Daha sonra (3.40) ve (2.35) esitliklerini kullanarak
Iu(VyV,Z) = cos? 8 gy (VyV, Z) — gu(TyV, wpZ)
+gu(H (VyoV), wZ)
olur ve
sin? 8 gy (VyV,2) = —gu(TyV,wpZ) — gy (@, (VyeV), . (wZ))
elde edilir. Ote yandan (2.42) esitligini kullanarak
gu(VyV,X) = gu(eVyV, 9X) +n(VyVIn(X)
bulunur. Buradan (3.34), (4.4) ve (2.56) esitliklerini kullanirsak
gu(VyV,Z) = gu(9VyV, BX) + gu(eVyV, CX)
= gu(VyV, BX) + gu(Vy oV, CX)
elde edilir. Daha sonra (2.35) esitligi ve 7* nin 6zelliginden
Iu(VyV,2) = gu(TyeV, BX) + gy (FH (VyeV), CX)
= gu(Ty@V, BX) = gu(m.(Vy V), m.(CX))

olur ve ispat tamamlanir.
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4. 6. Teorem , bir Kenmotsu manifoldu ( M, ¢, 7, ¢, g)) ile Riemannian manifoldu (N, gy)
arasinda bir hemi-slant é+-Riemannian submersiyon olsun ve bu submersiyonun bir hemi-slant
acist O olsun. O zaman D, distribiisyonunun, her hangi Z,W € I'(Dg), U E€T(D,), X €

I'((r,)"Y) icin total jeodezik olabilmesine gerek ve yeter sart
In((Vr)(Z, W), 7. (pU)) = —gu(TzwpW, U) (4.83)
ve
In((V)(Z, wpW), . (X)) + gn (V) (Z, W), . (CX)) = gu(TzwW,BX)  (4.84)
olmasidir.

Ispat. Z,W € T(Dy),U € T(D,),X € I'((cekm,) ) icin (2.42), (4.4) ve (2.56) esitliklerini

kullanarak
Iu(VzW,U) = gu(@V; W, pU) + n(VW)n(U)
= gu(VzoW, pU) (4.85)
olur. Buradan (3.33) esitligini kullanirsak
gu(VzW,U) = gu(VzpW, @U) + (Vz0W, @U)
= —gu(Vz0pW,U) + (Vz0W, pU) (4.86)
ve
gu(VzW,U) = =gy (Vzp*W, U) = gu(VzwpW, U) + gu(Vz0W, 9U) (4.87)
olur. Simdi (3.40) ve (2.35) esitliklerini kullanirsak
gu(VzW,U) = cos? 8 gy (V,W,U) — gu(Vz0pW,U) + gy (VzoW, oU)
=c0s%0 gy (V,W,U) — gy (TywpW,U) + gy (H (V;0W),pU) (4.88)
elde edilir. Ve

sin® 0 gu(VW,U) = —gy(TzwpW,U) — gy (m.(Vz0W), . (eU)) (4.89)
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olur. Ote yandan (2.42), (4.4) ve (2.56) esitliklerinden
Iu(Vz W, X) = gu(@V W, 9X) +n(V W)n(x)
= gu(VzoW, 9X) (4.90)
bulunur. Buradan (3.33) ve (3.34) esitliklerini kullanirsak
Iu(VW,U) = gy (VzpW, pX) + (VzoW, pX)
=—gu(VzopW,X) + (V;wW,BX) + (V;0oW,CX) (4.91)
Ve
gu (YW, U) = —gu(Vzp*W, X) — gu(VzwpW, X) + (Vz0W, BX)
+(V;wW, CX) (4.92)
olur. Simdi (3.40) ve (2.35) den
Iu(VzW,U) = cos? 0 gy (V,W, X) — gy (H (Vz0pW), X) + gu(T,wW, BX)
+gu(H (VzwW), CX) (4.93)
Ve
sin” 0 gy (VzW, X) = gy (m.(Vz0pW), 7. (X)) + gu (Tz0W, BX)
—9mu (. (VzwW), 7. (CX)) (4.94)

elde edilir. Boylelikle ispat etmis oluruz.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda Kenmotsu manifoldlardan Riemann manifoldlara hemi slant$ * Riemann
submersiyonlarla ilgili teoremler ispatlandi. Ilk olarak temel kavramlar ile Kenmotsu
manifoldun alt manifoldlarinin tanim ve teoremleri incelendi. Devaminda bir Kenmotsu
manifolddan Riemann manifolda tanimlanan hemi-slant £+ Riemann submersiyon tanimland:
ve daha agiklayici olmasi i¢in Orneklerle desteklendi. Sonrasinda ise distribiisyonlarin

geometrisi incelendi.

Literatiire ilk defa Tiirk¢e kaynak olarak kazandirilan bu tez calismasindan hareketle degme
manifold tabanli diger manifoldlarin semi-invaryant, semi-slant, pseudo (hemi)slant, bi-slant,
generik altmanifoldlarindan hemen hemen degme manifoldlara tanimli submersiyon doniigiimii

calisilabilir.
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