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ÖZET 

Bu tez çalışmasında Kenmotsu manifoldlardan Riemann manifoldlara hemi-slant 𝜉⊥ Riemann 

submersiyolar tanımlanmış ve geometrik özellikleri incelenmiştir. İlk bölümde, literatür özeti yapılmış 

ve tez konusu ile ilgili yapılan çalışmalar tanıtılmıştır. İkinci bölümde, Riemann manifoldu ile 

Kenmotsu manifoldu ve alt manifoldları ile ilgili temel kavramlar ele alınmıştır. Üçüncü bölümde, 

Kenmotsu manifoldlarından Riemann manifoldlarına hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyonunun 

tanımı, teoremleri ve bu tür submersiyonlarla ilgili örnekler gösterilmiştir. Dördüncü bölümde, bir 

hemi-slant 𝜉⊥ Riemann submersiyon’ un tanımından ortaya çıkan distribüsyonların geometrik 

özellikleri incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersions from Kenmotsu manifolds to Riemannian 

manifolds are defined, and their geometric properties are examined. In the first chapter, a literature 

review is provided, and previous studies related to the topic of the thesis are introduced. In the second 

chapter, basic concepts related to Riemannian manifolds, Kenmotsu manifolds, and their submanifolds 

are discussed. In the third chapter, the definition, theorems, and examples of hemi-slant -Riemann 

submersions from Kenmotsu manifolds to Riemannian manifolds are presented. In the fourth chapter, 

the geometric properties of the distributions arising from the definition of a hemi-slant -Riemann 

submersion are investigated. 
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1. GİRİŞ 

 

Dünyada ki gelişim ve dönüşümde, bilim ve teknolojinin payı yadsınamaz bir gerçektir. Bu 

dönüşümden geometri de üzerine düşen payı almış ve zamanla çeşitli alanlara ayrılmıştır. Bu 

alanlardan birisi olan diferansiyel geometri, matematiğin türev işlemini kullanarak geometrik 

problemleri çözen, diferansiyel hesaplamaların geometriye uygulandığı bir kolu olmuştur. 

Eğriler, yüzeyler ve manifoldlar, modern matematiğin en aktif kullanım alanlarından biri olan 

diferansiyel geometrinin incelediği temel konuların başında gelmektedir.  

Manifoldlar arasında diferansiyellenebilir dönüşümler tanımlanarak, manifoldların geometrik 

yapılarını incelemek ve karşılaştırmak mümkün olmuştur. Bu sayede manifoldların temel 

özellikleri ve geometrisi daha anlaşılır hale gelmiştir.  

Riemann manifoldların geometrik özelliklerini karşılaştırmak için kullanılan dönüşümlerin 

çeşitliliğinin az olması önemli bir eksiklik olarak karşımıza çıkmaktadır. Riemann geometride, 

izometrik immersiyonlar ve Riemann submersiyon dönüşümleri olmak üzere iki temel 

dönüşüm vardır.  

İki manifold arasındaki izometrik immersiyon dönüşümü küçük boyuttan daha yüksek boyuta 

tanımlanırken, Riemann submersiyon dönüşümü ise yüksek boyutlu manifolddan düşük 

boyutlu manifolda tanımlanır.  

Submersiyon teoerisinde izometrik immersiyonların karşılığı olan Riemann submersiyonlar, O’ 

Neill ve Gray tarafından 1966 ve 1967 yıllarında, birbirinden bağımsız olarak çalışılmıştır. 

Günümüzde ise, O’ Neill in teorisi daha çok kullanılmaktadır. Temel amacı negatif eğrilikli 

manifoladları incelemek olan Riemann submersiyonların, diğer manifoldların özelliklerini de 

incelemede kullanışlı olduğu görülmüştür.  

Manifoldların özelliğine göre birçok farklı Riemann submersiyon tanımı yapıldı. İnvaryant, anti 

invaryant, semi invaryant, slant, semi slant, quaternionik, hemi slant ve pointwise slant 

Riemann submersiyonlar da bulunmaktadır. Riemann submersiyonlar fizikte Kaluza-Klein 

teoride, süper kütle çekim, sicim ve Yung Mills teorilerde kullanılmaktadır. 
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Son zamanlarda anti invaryant Riemann submersiyonların bir genellemesi olarak  hemen hemen 

kontak metrik manifoldlardan semi invaryant Riemann submersiyon kavramı tanımlanarak, bu 

tür dönüşümlerin geometrisinin araştırmaları yapıldı (Akyol, 2017). 

Ardından, Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara semi-slant 𝜉⊥- Riemann 

submersiyonları üzerine çalışmalar yapıldı (Akyol, 2017). 2019 yılında ise, Sarı ve Akyol 

Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyonu 

tanımladılar ve çalıştılar (Sarı ve Akyol, 2019). 

Negatif eğrilikli manifoldları inceleyen Bishop ve O'Neill olup, warped çarpım manifoldları 

olarak isimlendirdikleri yeni bir çalışma alanını ortaya çıkarttılar. Buradan hareketle S. Tanno 

ise hemen hemen değme manifoldları sınıflamayı başarmıştır.  

N hemen hemen değme manifold, 𝜉-karakteristik vektör alanını içeren düzlem kesitinin kesitsel 

eğriliği sabit ve c olmak üzere,  

1.   𝑐 > 0 𝑖𝑠𝑒 𝑁 sabit kesitsel eğrilikli Sasakian manifoldtur, 

2. 𝑐 = 0 𝑖𝑠𝑒 𝑁 sabit kesitsel eğrilikli Kaehler manifoldtur,  

3.   𝑐 < 0 𝑖𝑠𝑒 𝑁 reel ile kompleks düzlemin warped çarpımı olarak yazılır (Tanno, 1969). 

Kenmotsu buradaki üçüncü durumu 1972’de incelemiş ve Sasakian olmayan yeni bir yapı 

tanımlamıştır. Bu yapının, bir Kaehler manifold ile bir açık aralığın warped çarpımı olarak 

yazılabildiğini göstermiştir. 1981’de, Kenmotsu’nun tanımladığı bu yeni yapı Janssens ve 

Vanhecke tarafından Kenmotsu manifoldu olarak adlandırılmıştır. 

Bizim motivasyonumuz, kontak geometrisinde hemi-slant 𝜉⊥−Riemannian submersionların 

geometrisiyle ilgili bir boşluğu doldurmaktır. Bu düşünceyle tez çalışmamız Kenmotsu 

manifoldlardan Riemann manifoldlara Hemi-slant 𝜉⊥ Riemann submersiyonlar üzerinedir.  

Tezin ikinci bölümünde temel kavramlardan bahsedildi. Üçüncü bölümde bir Kenmotsu 

manifolddan Riemann manifolda tanımlanan hemi-slant 𝜉⊥ - Riemann submersiyon tanımlandı 

ve daha açıklayıcı olması için örneklerle desteklendi. Dördüncü bölümde ise distribüsyonların 

geometrisi ele alındı. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

 

Temel kavramlar dört alt bölüm halinde incelenmiştir. İlk olarak Riemann submersiyon ve 

Kenmotsu manifold tanımlanmıştır. İkinci olarak Riemann manifoldların altmanifoldları 

açıklanmış sonrasında ise immersiyon ve izometrik kavramlarına değinilmiştir. Üçüncü 

bölümde submersiyon açıklanmıştır. Dördüncü bölümde hemen hemen değme metrik 

manifoldlar hakkında bilgi verilmiştir. 

2.1 Riemann Manifold 

2. 1. 1. Tanım  𝑀, diferansiyellenebilir bir manifold ve 𝑀 de tanımlı 𝐶∞ vektör alanlarının 

uzayı 𝜒(𝑀):𝑀 → ℝ olsun,  𝐶∞fonksiyonlarının uzayı ise 𝐶∞(𝑀,ℝ) olmak üzere, 

                       𝑔: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀,ℝ)                                                    (2.1) 

dönüşümü 2-lineer, simetrik ve pozitif tanımlı ise 𝑔‘ ye 𝑀 üzerinde bir ve Riemann 

metriği (𝑀, 𝑔) ikilisine de Riemann manifoldu denir  (Hacısalihoğlu, 1983) 

  

2. 1. 2. Tanım 𝑀 ve 𝑁 iki Riemann manifoldları arasında   

        𝜋: M → N                                                                   (2.2) 

bir 𝐶∞- dönüşümünün türev dönüşümü  

                            𝜋∗: χ(M) → χ(N)                                                        (2.3) 

şeklinde  gösterilir. Bu dönüşümün her 𝑢 ∈ 𝑀 noktasında  

𝜋∗𝑢: 𝑇𝑢𝑀 → 𝑇𝜋∗𝑢
𝑁                                                      (2.4) 

lineer dönüşümü vardır.  

𝜋∗(𝑈)(𝑉)(𝑓) = 𝑉(𝑓 ∘ 𝜋)                                            (2.5) 

dönüşümünde,  𝑓 bir fonksiyon ve  𝑉 bir vektör alanı olmak üzere, bu dönüşüme 𝜋 nin 𝑢 

noktasındaki türev dönüşümü denir  (Yano ve Kon,1984).  
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2. 1. 3. Tanım  𝑀 Bir diferansiyellenebilir manifold üzerinde iki vektör alanı U ve V olsun.   

𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀;ℝ)  fonksiyonu ele alalım.  

                           [, ]: 𝜒(𝑀) × χ(M) → χ(M)                                              (2.6) 

                           [𝑈, 𝑉]𝑓 = 𝑈(𝑉𝑓) − 𝑉(𝑈𝑓)                                           (2.7)                        

şeklinde tanımlı [, ] fonksiyonuna 𝑈 ve 𝑉 nin Lie (parantez) operatörü denir. Lie operatörü 

aşağıda verilen özellikleri sağlar (Yano ve Kon, 1984).  

∀ U, V, Z ∈ χ(M) ve ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀;ℝ)   olmak üzere,  

 

i. [𝑈, 𝑉] = −[𝑉, 𝑈]                                                                                                                  

ii.[𝑎𝑈 + 𝑏𝑉, 𝑍] = 𝑎[𝑈, 𝑍] + 𝑏[𝑉, 𝑍], 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ                                                   

iii.[[𝑈, 𝑉], 𝑍] + [[𝑉, 𝑍], 𝑈] + [[𝑍, 𝑈], 𝑉] = 0     (Jacobi özdeşliği)                                       

iv.[𝑓𝑈, 𝑔𝑉] = 𝑓[𝑈, 𝑉] + 𝑓(𝑈𝑔)𝑉 − 𝑔(𝑉𝑓)𝑈                                           

  

 

 

 

                               (2.8) 

 

2. 1. 4. Tanım  𝑀, bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑀 üzerinde vektör alanlarının uzayı 

χ(M)  olmak üzere,  

                         ∇: 𝜒(𝑀) × χ(M) → χ(M)                                                (2.9)                                   

                        (𝑈, 𝑉) → ∇(U, V) = ∇𝑈𝑉                                             (2.10)                                                                                                                  

şeklinde tanımlı 

 ∀ U, V, Z ∈ χ(M) ve ∀ 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀;ℝ) için   

i.  ∇𝑈+𝑉𝑍 = ∇𝑈𝑍 + ∇𝑉𝑍                                                                           

ii. ∇𝑈(𝑉 + 𝑍) = ∇𝑈𝑉 + ∇𝑈𝑍                                             
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                            (2.11)      

                         

 

  

şartları sağlanıyorsa ∇ ya 𝑀 üzerinde bir Riemann konneksiyonu ∇𝑈‘ ya da U ya göre kovaryant 

türev operatörü denir  (Yano ve Kon, 1984).  

 

2. 1. 5. Tanım  𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑔 de 𝑀 üzerinde tanımlı Riemann  

metriği ve, 

∀ U, V, Z ∈ χ(M) için R: 𝜒(𝑀) × χ(M) × χ(M) → χ(M)  olmak üzere 

                

                      (U, V, Z) → R(U, V, Z) = R(U, V)Z = ∇𝑈∇𝑉𝑍 − ∇𝑉∇𝑈𝑍 − ∇[𝑈,𝑉]𝑍                    (2.12)                                       

şeklinde ifade edilen R tensör alanına ∇ konneksiyonunun eğrilik tensörü denir  (Yano ve Kon, 

1984).  

  

2. 1. 6. Tanım  𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑔 de 𝑀 üzerinde tanımlı bir Riemann 

metriği ve,  

∀ U, V,W, Z ∈ χ(M)  için K: 𝜒(𝑀) × χ(M) × χ(M) × χ(M) → 𝐶∞(𝑀;ℝ)  olmak üzere 

     (U, V,W, Z) → K(U, V,W, Z) = 𝑔(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑊, 𝑍)                                 (2.13)                

 

şeklinde verilen eşitliğe 𝑀 üzerinde Riemann Chiristoffel eğrilik tensörü denir (Yano ve Kon, 

1984). 

 

2. 1. 7. Tanım  𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑔 de 𝑀 üzerinde tanımlı Riemann metriği 

olsun. Bir 𝑝 ∈ 𝑀 𝑖ç𝑖𝑛 𝑇𝑝𝑀  tanjant uzayın iki boyutlu alt uzayı Π ise , ∀ U, V ∈ Γ(Π)  tanjant 

vektörleri için                  

iii. ∇𝑓𝑈𝑉 = 𝑓∇𝑈𝑉                                                                                                                   

iv. ∇𝑈𝑓𝑉 = 𝑈[𝑓]𝑉 + 𝑓∇𝑈𝑉                                                                                                    

v.  [𝑈, 𝑉] = ∇𝑈𝑉 − ∇𝑉𝑈                                                                                

vi. 𝑈𝑔(𝑉, 𝑍) = 𝑔(∇𝑈𝑉, 𝑍) + 𝑔(𝑉, ∇𝑈𝑍)       
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                                𝐾(Π) =
𝑔(𝑅(𝑈,𝑉)𝑉,𝑈)

𝑔(𝑈,𝑈)𝑔(𝑉,𝑉)−𝑔(𝑈,𝑉)2
                                     (2.14)                                                                                   

 

eşitliğine Π düzleminin kesitsel eğriliği denir  (Yano ve Kon, 1984).  

 

 

 2.2. İmmersiyon  

2. 2. 1. Tanım  M ve M′ sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldu olmak üzere  

                                                   𝑓:𝑀 → M′                                                               (2.15) 

bir 𝐶∞ dönüşümü için   

                                                boy(𝑓∗ (𝑇𝑝(𝑀))) = 𝑚                                                        (2.16) 

ise 𝑓 nin  𝑝 ∈ M noktasındaki rankı m olup 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓) = 𝑚  ile gösterilir. Eğer 𝑏𝑜𝑦(M) =

rank( 𝑓) ise  𝑓’ ye immersiyon (daldırma) denir. Burada M de M′ nün immersed alt 

manifoltudur denir.  

 

𝑓 immersiyonu birebir ise 𝑓‘ ye imbedding (gömme) denir. Burada M ye M′ nün gömülen alt 

manifoldu ya da sadece altmanifoldu denir (Hacısalihoğlu, 1983).    

2. 2. 2. Tanım  (𝑀, 𝑔) 𝑣𝑒 (𝑀′𝑔′) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve  𝑓: 𝑀 → 𝑀′ 

immersiyon olsun. ∀ 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜒𝑀  için,  

 

                                                 𝑔(𝑈, 𝑉) = 𝑔′(𝑓∗𝑈, 𝑓∗𝑉)                                                                        (2.17) 

 

eşitliğinde  𝑓∗ ‘ a izometrik immersiyon  denir  (Hacısalihoğlu, 1983).  

2. 2. 3. Tanım  𝑀, n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. 𝑀 nin her 𝑝 noktasına 𝑇𝑝𝑀 teğet 

uzayında r-boyutlu bir 𝐷𝑝 alt uzayı bağlayan  dönüşümüne 𝑀 üzerinde rankı r olan bir dağılım 

denir. 𝑈 ∈ 𝜒𝑀   olsun. ∀ 𝑝 ∈ 𝑀 için  𝑈𝑝 ∈ 𝐷𝑝  ise 𝑈 vektör alanına 𝐷 distribüsyonuna aittir 

denir. 𝐷 distribüsyonuna ait olan vektör alanlarının uzayı Γ(𝐷) ile gösterilir (Duggal and 

Bejancu, 1996).   
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2.3. Submersiyon 

2. 3. 1. Tanım  (M, 𝑔𝑀) ve (N, 𝑔𝑁) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak 

üzere, 𝜋: (M, 𝑔𝑀) → (N, 𝑔𝑁) dönüşümü için  

                                                           𝑟𝑎𝑛𝑘𝜋∗𝑥 = 𝑏𝑜𝑦𝑁                                                     (2.18) 

ise 𝜋’ ye 𝑥 ∈ 𝑀 noktasında bir submersiyon denir. ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜋 bir submersiyon ise 𝜋’ ye 𝑀 

üzerinde bir submersiyon denir.   

  

 m ve n pozitif doğal sayılar ve 𝑚 > 𝑛 olmak üzere,  

                                                             𝜋:ℝ𝑚 → ℝ𝑛                                                           (2.19) 

dönüşümü için  

 

                                              𝜋: (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚) → (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛)                                     (2.20) 

 

ile verilsin. Bir 𝑢 ∈ ℝ𝑚 

  

                                             𝜋∗𝑥: (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚) → (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛)                                    (2.21) 

 

olduğundan 𝜋∗ diferansiyeli örtendir. Buna göre de projeksiyon dönüşümü bir submersiyondur.   

  

2. 3. 1. Örnek                                     

 

                                                                 𝜋:ℝ6 → ℝ3                                                        (2.22) 

           (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6) → (
𝑢1+𝑢2

√2
,
𝑢3+𝑢4

√2
,
𝑢5+𝑢6

√2
) 

 

dönüşümünde {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6}, ℝ6 nın koordinat sistemini gösterir. Dönüşümün 

Jakobiyen matrisi 𝜋∗ olmak üzere 
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                                       𝜋∗ =

[
 
 
 
 

1

√2
  

1

√2
  0  0  0  0

0  0
1

√2
  

1

√2
  0  0

0  0  0   0  
1

√2
  

1

√2]
 
 
 
 

                                                (2.23) 

  

elde edilir. Dolayısıyla  rank𝜋∗=boyℝ3  = 3 dir. Bu da 𝜋 dönüşümünün bir submersiyon 

olduğunu gösterir.  

  

2. 3. 2. Tanım  (M, 𝑔𝑀)  ve (N, 𝑔𝑁)  Riemann manifoldları ve boyutları sırasıyla m ve n olsun.     

 𝜋: M → N  dönüşümü aşağıdaki aksiyomları sağlarsa 𝜋 ye Riemann submersiyon denir.      

i. 𝜋 maksimal ranka sahiptir.  

ii. 𝜋∗ horizontal vektörlerin uzunluklarını korur yani lineer izometriktir.  

Riemann submersiyonlar  𝒯 ve 𝒜 ile gösterilen O‟Neill tensörleriyle karakterizedir. Her 

𝐸1, 𝐸2 ∈ Γ(𝑇𝑀𝑀)   için 

 

                                           𝒯(𝐸1, 𝐸2) = ℋ∇𝒱𝐸1

𝑀1 𝒱𝐸2 + 𝒱∇𝒱𝐸1

𝑀1 ℋ𝐸2                                   (2.24)                                  

                                         𝒜(𝐸1, 𝐸2) = ℋ∇ℋ𝐸1

𝑀1 𝒱𝐸2 + 𝒱∇ℋ𝐸1

𝑀1 ℋ𝐸2                                   (2.25) 

 

eşitlikleri vardır.   

2. 3. 3. Tanım 𝑀 ve 𝑁 sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifold ve 𝜋: M → N  ye bir 

submersiyon olsun. ∀𝑢 ∈ 𝑁  için  𝜋−1(𝑢), (m-n)-boyutlu M nin bir altmanifoldudur. (m-n)-

boyutlu altmanifolda submersiyon dönüşümünün lifleri denir. 

 

2. 3. 4. Tanım 𝑀 ve 𝑁 sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold, 𝜋: M → N  ye bir 

submersiyon olsun. Herhangi bir 𝑢 ∈ 𝑀 için 𝑀 deki  𝒱 ve ℋ distribüsyonunu   

  

                    𝒱𝑢 = 𝒱𝑢(𝜋) = ç𝑒𝑘𝜋∗𝑢 = {𝑈 ∈ 𝑇𝑢𝑀: 𝜋∗𝑢(𝑈) = 0} ⊂ 𝑇𝑢𝑀                           (2.26) 

ve   
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                                             ℋ𝑈 = ℋ𝑈(𝜋) = 𝒱𝑢
⊥ ⊂ 𝑇𝑈𝑀                                                 (2.27) 

verilsin. 𝒱𝑢  uzayına 𝜋 nin 𝑢 noktasındaki dikey uzayı denir. 𝑀 deki 𝑔 metriğine göre  𝒱𝑢 dikey 

uzayının dik tümleyeni olan ℋ𝑢 uzayına ise 𝜋 nin u noktasındaki yatay uzayı denir. Böylece 𝑀  

Riemann manifoldu ∀𝑢 ∈ 𝑀 için  

                                            𝑇𝑢𝑀 = 𝒱𝑢⨁ℋ𝑈 = 𝒱𝑢⨁𝒱𝑢
⊥

                                                   (2.28) 

ortogonal ayrışımına sahiptir.   

             𝒱𝑢 = ç𝑒𝑘𝜋∗𝑢                                                          (2.29) 

 

ile tanımlanır ve 𝒱𝑢’ ya submersiyonun dikey distribüsyonu denir.   

                                                              ℋ𝑈 = 𝒱𝑢
⊥

                                                              (2.30) 

 

şeklinde tanımlanan distribüsyona ise submersiyonun yatay distribüsyonu denir.  

  

2. 3. 1. Teorem M ve N sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold, 𝜋: M → N  ye bir 

submersiyon ve M’ nin dikey distribüsyonu 𝒱 olsun. Bu durumda 𝜋(𝑝) = 𝑥 ve  𝑝 ∈ 𝑀 için her  

𝒱𝑝 dikey distribüsyonu  𝜋−1(𝑥) in tanjant uzayı ile çakışır  (Falcitelli ve diğerleri, 2003).  

  

2. 3. 5. Tanım  (𝑀, 𝑔𝑀) ve (𝑁, 𝑔𝑁) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve 

𝜋: (𝑀, 𝑔𝑀) → (𝑁, 𝑔𝑁)                                                       (2.31) 

olmak üzere,   

i. ∀𝑝 ∈ 𝑀 için, 𝜋∗𝑝 türev dönüşümü maksimal ranka sahiptir,  

ii. Her 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝜋∗𝑝 dönüşümü yatay vektörlerinin uzunluğunu korur, koşulları sağlar 

 ise 𝜋 bir Riemann submersiyondur. Buradan  

 

                                 𝑔𝑀(𝑣, 𝑢) = 𝑔𝑁𝜋∗𝑝
(𝜋∗𝑝𝑣, 𝜋∗𝑝𝑢) ,   𝑣, 𝑢 ∈ ℋ𝑝                                                  (2.32) 
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eşitliği yazılır. ∀𝑝 ∈ 𝑀 için 𝜋∗𝑃 türev dönüşümünün ℋ𝑝 yatay uzayından 𝑇𝜋𝑃(𝑁) üzerine bir 

izometridir  (O’ Neill ve diğerleri 1966, 2004).  

  

2. 3. 1. Önerme (𝑀, 𝑔𝑀) ve (𝑁, 𝑔𝑁) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve 

𝜋: (𝑀, 𝑔𝑀) → (𝑁, 𝑔𝑁) bir Riemann submersiyonu olmak üzere ∇  ve ∇′ sırasıyla 𝑀 ve 𝑁’ nin 

Riemann konneksiyonları ise, 𝑀 üzerindeki 𝑈, 𝑉 temel vektör alanları 𝑈′,  𝑉′ temel vektör 

alanlarına 𝜋 bağlı olsun. Bu durumda, 

  

i. ℎ[𝑈, 𝑉] temel vektör alanı [𝑈′, 𝑉′] vektör alanına 𝜋 -bağlıdır.  

ii. 𝑔(𝑈, 𝑉) = 𝑔′(𝑈′𝑉′) ∘ 𝜋  dir. 

iii. ℎ(∇𝑈𝑉) temel vektör alanı ve ∇𝑈′
′ 𝑉′ 𝜋 -bağlıdır.  

iv. Herhangi bir 𝑉 ∈ 𝒱𝑝 için [𝑈, 𝒱] dikey vektör alanıdır  (Falcitelli ve diğerleri, 2003).  

 

2. 3. 1. Tanım  (M, 𝑔𝑀)  ve  (N, 𝑔𝑁)  Riemann manifoldları olsun   𝜋: M → N  bir Riemann 

submersiyon ise  ∀𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀)  için  

 

                              (∇𝜋∗)( 𝑋, 𝑌) =  ∇𝑋
𝑁 𝜋∗𝑌 − 𝜋∗ (∇𝑋

𝑀𝑌)                                         (2.33)  

 

eşitliğine dönüşümün ikinci temel formu denir. 

  

2. 3. 2.  Lemma  (M, 𝑔𝑀) ve (N, 𝑔𝑁) Riemann manifoldları  𝜋: (M, 𝑔𝑀)   → (N, 𝑔𝑁) bir Riemann 

submersiyonu olmak üzere  her hangi 𝑋, 𝑌 ∈ Γ((ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥)  ve  𝑉,𝑊 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗) için   

                                         ∇V
𝑀𝑊 = 𝑇𝑉𝑊 + ∇̃𝑉𝑊                                                         (2.34) 

                                         ∇V
𝑀𝑋 = 𝑇𝑉𝑋 + H(∇V

𝑀𝑋)                                                       (2.35) 

                                         ∇𝑋
𝑀𝑉 = 𝒱(∇𝑋

𝑀𝑉) + 𝒜𝑋𝑉                                                     (2.36) 

                                       ∇𝑋
𝑀𝑌 = 𝒜𝑋𝑌 +  ℋ(∇𝑋

𝑀𝑌)                                                   (2.37)  

dır.  



11 
  

2.4. Hemen Hemen Değme Metrik Manifoldlar  

2. 4. 1. Tanım  𝑀, (2n+1) -boyutlu diferansiyellenebilir manifold, 𝑀 üzerinde φ, (1,1) tipinde 

tensör alan, 𝜉 -bir vektör alanı ve η, 1-form olsun. 𝑀 üzerinde herhangi bir vektör alanı 𝑈 olmak 

üzere,                  

                                      𝜂(𝜉) = 1                                                                  (2.38)                                                                                   

ve  

                            𝜑2𝑈 = −𝑈 + 𝜂(𝑈)𝜉                                                        (2.39)         

                                                            

özellikleri sağlanıyorsa, (𝜑, 𝜉, 𝜂) ya 𝑀  üzerinde hemen hemen değme yapı, bu yapı ile birlikte 

𝑀 manifolduna da hemen hemen değme manifold denir (Yano ve Kon, 1984).  

  

2. 4. 2. Tanım   (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme manifold olsun. Bu durumda  

i. 𝜑𝜉 = 0  

ii. 𝜂(𝜑𝑈) = 0                                             (2.40) 

iii. 𝑟𝑎𝑛𝑘𝜑 = 2𝑛                                                        

eşitlikleri yazılabilir (Yano ve Kon, 1984).  

  

2. 4. 3. Tanım   (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme manifold olsun. 𝑀 üzerinde bir 𝑔 Riemann  

metriği 

                        𝜂(𝑈) = 𝑔(𝑈, 𝜉)                                                           (2.41) 

 ve  

                        𝑔(𝜑𝑈,𝜑𝑉) = 𝑔(𝑈, 𝑉) − 𝜂(𝑈)𝜂(𝑉)                                        (2.42)  

 

eşitliği sağlanıyor ise (𝑔, 𝜑, 𝜉, 𝜂)  yapısına hemen hemen değme metrik yapı, (𝑔, 𝜑, 𝜉, 𝜂)   yapısı 

ile 𝑀′ ye de hemen hemen metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).  

  

2. 4. 4. Tanım   (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen değme metrik manifold olsun. Bu durumda   

                                                  ϕ(U, V) = 𝑔(U, 𝜑𝑉)                                                         (2.43) 
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olarak tanımlanan ϕ dönüşümüne hemen hemen değme manifoldun 2-formu denir  (Yano ve 

Kon, 1984).  

  

2. 4. 5. Tanım  (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme metrik manifold olsun. 𝜑  nin Nijenhuis 

tensör alanı [𝜑, 𝜑] olmak üzere,  

 

                                                [𝜑, 𝜑] + 2𝑑𝜂⨂𝜉 = 0                                                           (2.44)                  

 

ise hemen hemen değme manifolda normal denir. 𝑀, hemen hemen değme metrik manifold 

normal ise 𝑀′ ye değme normal metrik manifold denir  (Yano ve Kon, 1984).  

  

2. 4. 6. Tanım  (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme manifold olsun. Eğer 𝑀 hemen hemen 

değme manifoldu normal 𝜂, 1-form kapalı (𝑑𝜂 = 0)  ve  

dϕ = 2𝜂⋀ ϕ                                                               (2.45) 

ise hemen hemen değme manifolda Kenmotsu manifold denir  (Kenmotsu, 1972). 

2. 4. 1. Örnek   (2𝑛 + 1)-boyutlu  

  

             𝑀 =  {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … ,  𝑦𝑛, 𝑧) ∈ ℝ2𝑛+1  ∶  𝑧 ≠  0}                           (2.46) 

  

diferansiyellenebilir manifolduna göre 1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 için  

  

          𝑋𝑖 = 𝑒−𝑧 𝜕

𝜕𝑥𝑖
,    𝑌𝑖 = 𝑒−𝑧 𝜕

𝜕𝑦𝑖
,   𝜉 =

𝜕

𝜕𝑧
                                           (2.47) 

  

olmak üzere {𝑋1, … , 𝑋𝑛, 𝑌1, … , 𝑌𝑛, 𝜉} vektör alanları 𝑀 nin her noktasında lineer bağımsızdır. 

𝑔 Riemann metriği,  

  

           𝑔 =  𝑒2𝑧 ∑ (dx𝑖 ⨂dx𝑖  +  dy𝑖⨂dy𝑖)  +  η⨂η𝑛
𝑖=1                                      (2.48) 

  

şeklinde tanımlanırsa {𝑋1, … , 𝑋𝑛, 𝑌1, … , 𝑌𝑛, 𝜉}  bir ortonormal baz olur.  
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𝜂(𝑋)  =  𝑔(𝑋, 𝜉)                                                           (2.49) 

  

dir. 1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 olmak üzere (1, 1) -tipinde 𝜑 tensör alanı  

  

𝜑(𝑋𝑖) = 𝑌𝑖, 𝜑(𝑌𝑖) =  −𝑋𝑖, 𝜑(𝜉)  =  0                                            (2.50) 

  

olduğundan, o halde 

  

             𝜂(𝜉)  =  1, 𝜑2𝑋 =  −𝑋 +  𝜂(𝑋)𝜉                                               (2.51)     

ve 

            𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌)  =  𝑔(𝑋, 𝑌)  −  𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                                            (2.52) 

 

olur. Buna göre (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme manifolddur. Böylece Φ temel 2 -formu  

  

                               Φ(
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,

𝜕

𝜕𝑦𝑖
) = −𝑛𝑒2𝑧                                                       (2.53) 

  

veya  

 

                             Φ = −𝑛𝑒2𝑧 ∑ 𝑑𝑥𝑖 ∧𝑛
𝑖=1  𝑑𝑦𝑖                                                  (2.54)  

 

  

olur. Diferansiyel alınırsa   

  

 

                           𝑑Φ = −2𝑛𝑒2𝑧𝑑𝑧 ∧ ∑ 𝑑𝑥𝑖 ∧𝑛
𝑖=1  𝑑𝑦𝑖                                        (2.55) 

 

                                                   = −2𝑑𝑧 ∧ Φ  

  

elde edilir. Bu durumda (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen Kenmotsu manifolddur.   

 

2. 4. 1. Teorem  (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme manifold olsun, 𝑀 hemen hemen değme 

manifoldunun bir Kenmotsu manifoldu olması için gerek ve yeter şart  
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                      (∇ 𝑈
𝑀φ)V = 𝑔(φU, V)ξ −  η(V)φU                                          (2.56)  

 

olmasıdır  (Kenmotsu, 1972).  

  

2. 4. 1.  Sonuç  (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu takdirde,  

                                                       ∇𝑢
𝑀ξ =  −𝜑2U                                                          (2.57)                                         

 

dır.                                                                                            
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3.  HEMİ-SLANT 𝝃⊥−RİEMANN SUBMERSİYONLAR 

 

Bu bölümde hemi-slant 𝜉⊥−Riemann submersiyon tanımlanmış ve bir Kenmotsu manifoldunun 

hemi-slant altmanifoldunun hemen hemen değme manifoldlarında tanımlı submersiyonları için 

gerekli temel bilgiler verilmiştir. Ayrıca daha anlaşılır olması için örneklerle desteklenmiştir. 

  

3. 1. Tanım  (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔𝑀)  bir Kenmotsu manifold ve (N, 𝑔𝑁)  bir Riemann manifold olsun. 

𝜋: M ⟶  N  ye bir Riemann submersiyon ve 𝜉,  ç𝑒𝑘𝜋∗‘ a normal olsun. Bu durumda  𝐷⊥ ve 

𝐷𝜃  iki tamamlayıcı distribüsyon olmak üzere    

                                        ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝐷⊥  ⊕ 𝐷𝜃                                                     (3.1) 

şeklinde yazılabilir ise 𝜋 Riemann submersiyonuna hemi-slant 𝜉⊥−Riemann submersiyon 

denir. Burada 𝐷⊥ anti-invaryant ve 𝐷𝜃 slant distribüsyondur.                                                                                                                                                             

Bu durumda θ açısı hemi-slant 𝜉⊥−Riemann submersiyonun hemi-slant açısı olarak 

adlandırırlır. 

Eğer θ ≠ 0,
𝜋

2
 ise, bu durumda submersiyona düzgün hemi-slant 𝜉⊥ −Riemann submersiyon 

denir. 

Şimdi, bu çalışmada sunulan yöntemin etkili olduğunu göstermek ve Kenmotsu manifoldlarda 

hemi-slant 𝜉⊥ −Riemann submersiyon varlığını garanti altına almak için bazı uygun örnekler 

verelim.   

Kabul edelim ki, (ℝ2n+1  , 𝜋, η, ξ, , 𝑔ℝ2𝑛+1  ) üzerinde ki Kenmotsu yapı 

           η =  dz       ve         ξ =  2 ∂z                                                  (3.2) 

          𝑔 =  η ⊗  η + 𝑒−2𝑧 ∑ (𝑑𝑥𝑖⨂𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑖⨂𝑑𝑦𝑖𝑛
𝑖=1 )                                  (3.3) 

          𝜑(∑ (𝑋𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖 + 𝑌𝑖
𝜕

𝜕𝑦𝑖) + 𝑍
𝜕

𝜕𝑧

𝑛
𝑖=1 )  = ∑ (𝑌𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖 − 𝑋𝑖
𝜕

𝜕𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 ) + ∑ 𝑌𝑖𝑦

𝑖 𝜕

𝜕𝑧

𝑛
𝑖=1                 (3.4)     

şeklindedir. Bu yapı için 𝜑 -bazı   

       {ε1 = 𝑒𝑧 𝜕

𝜕𝑥1 , … . , ε𝑛 = 𝑒𝑧 𝜕

𝜕𝑥𝑛 , ε𝑛+1 = 𝑒𝑧 𝜕

𝜕𝑦1 , … . , ε2𝑛 = 𝑒𝑧 𝜕

𝜕𝑦𝑛 , ε2𝑛+1 =
𝜕

𝜕𝑧
}           (3.5) 
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şeklinde verilebilir. 

                                                                                                                                                                                      

3. 1. Örnek   Bir Kenmotsu manifolddan bir Riemann manifold üzerine tanımlanan her anti-

invariant 𝜉⊥ −Riemann submersiyon, 𝐷𝜃 = {0} olacak şekilde bir hemi-slant 𝜉⊥−Riemannian 

submersiyondur. 

 

3. 2. Örnek  Bir Kenmotsu manifoldundan bir Riemann manifolduna tanımlı her slant 𝜉⊥-

Riemann submersiyonu, 𝐷⊥ = {0} olacak şekilde bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyonudur. 

 

3. 3. Örnek   𝜋 aşağıda ki şekilde tanımlıyacağımız bir submersiyon olsun, 

 

                𝜋:                 (𝑅9, 𝑔𝑅9)                →                         (𝑅5, 𝑔𝑅5)                                       (3.6) 

  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑧)        (𝑥1 + 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦1, sin 𝛾𝑥3 − cos 𝛾𝑥4, 𝑦4, 𝑧) 

  𝛾 ∈ (0,
𝜋

2
) dir. Buradan                                                                                                  

 ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝑆𝑝{𝑉1 = −ε1 + ε6,𝑉2 = −ε2 + ε5, 𝑉3 = −cos  𝛾 ε3 − sin  𝛾 ε4,  𝑉4 = ε7}         (3.7) 

olur. Ayrıca 

                     (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ = 𝑆𝑝{𝑊1 = ε1 + ε6, 𝑊2 = ε2 + ε5,𝑊3 = sin  𝛾 ε3 − cos  𝛾 ε4, 

                                                 𝑊4 = ε8,𝑊5 = ε9}                                                      (3.8) 

olur. Buradan 

                               𝜑𝑉1 = 𝜑(−ε1 + ε6) = ε2 + ε5 = 𝑊2                                            (3.9) 

                               𝜑𝑉2 = 𝜑(−ε2 + ε5) = ε1 + ε6 = 𝑊1                                          (3.10) 

ve 

                               𝜑𝑉3 = 𝜑(−cos  𝛾 ε3 − sin  𝛾 ε4) = cos  𝛾 ε7 + sin  𝛾 ε8                    (3.11) 

                               𝜑𝑉4 = 𝜑(ε7) = ε3                                                     (3.12) 
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olur. Bu nedenle  𝜑𝑉1 = 𝑊2 , 𝜑𝑉2 = 𝑊1 dır. 𝑔( 𝜑𝑉3, 𝑉4) = cos  𝛾 ve 𝑔( 𝜑𝑉4, 𝑉3) = cos  𝛾 

olacağından cos 𝜃 = cos  𝛾 olur. Ayrıca  𝜑𝐷⊥ ⊂ (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ için  𝐷⊥ = 𝑠𝑝{𝑉1, 𝑉2} ve  𝜃 = 𝛾 için 

𝐷𝜃 = 𝑠𝑝{𝑉3, 𝑉4} seçilirse ozaman  

                                      ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝐷⊥ ⊕ 𝐷𝜃                                                    (3.13) 

bulunur. Bu nedenle 𝜋, bir hemi-slant  𝜉⊥-submersiyondur. Şimdi horizontal vektör boylarının                                       

korunduğunu gösterelim. 

               𝑔𝑅9(𝜋∗𝑊1, 𝜋∗𝑊1) =  𝑔𝑅5(𝑊1,𝑊1),  𝑔𝑅9(𝜋∗𝑊2, 𝜋∗𝑊2) =  𝑔𝑅5(𝑊2,𝑊2),                                           

              
 

𝑔𝑅9(𝜋∗𝑊3, 𝜋∗𝑊3) = 𝑔
𝑅5

(𝑊3,𝑊3),  𝑔𝑅9(𝜋∗𝑊4, 𝜋∗𝑊4) =  𝑔𝑅5(𝑊4,𝑊4), 

 𝑔𝑅9(𝜋∗𝑊5, 𝜋∗𝑊5) =  𝑔𝑅5(𝑊5,𝑊5)                                           (3.14)                                    

olur. Buradan  𝑖 = 1, … ,5 olmak üzere 

                                               𝑔𝑅9(𝑊𝑖,𝑊𝑖) = 𝑔𝑅5(𝜑𝑊𝑖,𝜑𝑊𝑖)                                             (3.15) 

bulunur. Dolayısıyla horizantal vektörün boyu korunmuş olur. Buradan 𝜋 bir hemi-slant 𝜉⊥ - 

Riemann submersiyondur. 

 

3. 4. Örnek   𝜋 aşağıda ki şekilde tanımlıyacağımız bir submersiyon olsun, 

 

               𝜋:                    (𝑅9, 𝑔𝑅9)                →                (𝑅5, 𝑔𝑅5)                                          (3.16) 

                                 (𝑥1, … , 𝑦1, … , 𝑧)                (𝑥1 + 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦1, 𝑥3 + 𝑥4, 𝑦3 + 𝑦4, 𝑧) 

 ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝑆𝑝{𝑉1 = ε1 − ε6,𝑉2 = ε2 − ε5, 𝑉3 = −ε3 + ε4, 𝑉4 = ε7 + ε8}                (3.17)            

ve 

 (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ = 𝑆𝑝{𝑊1 = ε1 + ε6,𝑊2 = ε2 + ε5,𝑊3 = ε3 + ε4,𝑊4 = −ε7 + ε8,𝑊5 = ε9} (3.18)                             

buradan 

                                            𝜑𝑉1 = −ε2 − ε5 = −𝑊2                                                         (3.19) 

                                            𝜑𝑉2 = −ε1 − ε6 = −𝑊1                                                         (3.20) 
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ve 

                                                        𝜑𝑉3 = ε7 − ε8                                                             (3.21) 

                                                        𝜑𝑉4 = −ε3 + ε4                                                          (3.22) 

bulunur. Ayrıca 

 

𝜑𝐷⊥ ⊂ (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ için  𝐷⊥ = 𝑠𝑝{𝑉1, 𝑉2}  ve  𝜃 =

𝜋

2
 için  𝐷𝜃 = 𝑠𝑝{𝑉3, 𝑉4} olarak alınırsa o halde,   

ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝐷⊥ ⊕ 𝐷𝜃 bulunur.Diğer taraftan 𝑖 = 1,… ,5 olmak üzere 

                                         𝑔𝑅9(𝑊𝑖,𝑊𝑖) = 𝑔𝑅5(𝜑𝑊𝑖,𝜑𝑊𝑖)                                                  (3.23) 

şeklinder. O halde 𝜋 bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyondur. 

 

3. 5. Örnek   𝜋 aşağıda ki şekilde tanımlayacağımız bir submersiyon olsun, 

  

         𝜋:         (𝑅7, 𝑔𝑅7)                →                     (𝑅4, 𝑔𝑅4)                                                     (3.24)             

                 (𝑥1, … , 𝑦1, … , 𝑧)                  (𝑥1 + 𝑦1, − cos 𝛼𝑥2 +sin𝛼𝑦3, cos 𝛽𝑥3 −sin𝛽𝑦2, 𝑧) 

 

olmak üzere 

ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝑆𝑝{𝑉1 = ε1 − ε4,𝑉2 = cos 𝛼 ε2 − sin𝛼 ε6, 𝑉3 = sin 𝛽 ε3 − cos𝛽 ε5}          (3.25) 

ve 

    (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ = 𝑆𝑝{𝑊1 = ε1 + ε4,𝑊2 = sin𝛼 ε6 − cos 𝛼 ε2, 𝑊3 = cos𝛽 ε3 − sin 𝛽 ε5, 

𝑊4 = ε7}                                                                    (3.26) 

                                

buradan 

                                                    𝜑𝑉1 = 𝑊1                                                                  (3.27) 

                                                    𝜑𝑉2 = −sin 𝛼 ε2 − cos 𝛼 ε6                                           (3.28) 

ve 
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                                                     𝜑𝑉3 = −cos 𝛽 ε3 − sin𝛽 ε5                                          (3.29) 

bulunur. Ayrıca 𝜑𝐷⊥ ⊂ (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ için  𝐷⊥ = 𝑠𝑝{𝑉1}  ve  𝜃 = 𝛼 + 𝛽  için 𝐷𝜃 = 𝑠𝑝{𝑉2, 𝑉3} 

olarak alınırsa ozaman   ç𝑒𝑘𝜋∗ = 𝐷⊥ ⊕ 𝐷𝜃 bulunur. 

O halde 𝜋 submersiyonu bir hemi-slant 𝜉⊥ -Riemann submersiyondur. 

             

3. 1. Teorem  𝜋, bir Kenmotsu manifoldu (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔𝑀)  üzerinden bir Rieman manifoldu 

(𝑁, 𝑔𝑁)' ye yapılan bir hemi-slant 𝜉⊥ −Riemann submersiyonu olsun. O zaman,                 

𝑈 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗) için şunu yazarız 

                                                 𝑈 = 𝑃𝑈 + 𝑄𝑈                                                                 (3.30) 

Burada,  𝑃𝑈 ∈ Γ(𝐷⊥)  𝑣𝑒 𝑄𝑈 ∈ Γ(𝐷𝜃) dır. 

O halde, 𝑍 ∈ Γ(TM) için şunu elde ederiz 

                                                𝑍 = 𝒱𝑍 + ℋ𝑍                                                                 (3.31) 

Burada, 𝒱𝑍 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗) ve  ℋ𝑍 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ dir. 

 𝜑𝐷⊥' nin (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥' deki tamamlayıcı distribüsyonu μ ile gösterirsek. o zaman şunu elde ederiz                   

                                               (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ = 𝜑𝐷⊥ ⊕ 𝜇                                                          (3.32) 

Burada,  𝜑𝜇 ⊂ 𝜇 bu nedenle 𝜇, 𝜉′ yi içerir. Şimdi ise, 𝑉 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗) için şunu yazarız 

                                                𝜑𝑉 =  𝜌𝑉 +  ω𝑉                                                                  (3.33)                                                    

Burada,  𝜌𝑉 ve ω𝑉, sırasıyla 𝜑𝑉 ' nin dikey ve yatay bileşenleridir. Ayrıca, 𝑋 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ için 

şunu elde ederiz   

                                                                                                                                                                                                                     

                                                      𝜑𝑋 = 𝐵𝑋 + 𝐶𝑋                                                              (3.34)                                             

Burada, 𝐵𝑋 ve , sırasıyla 𝜑𝑋 ' in dikey ve yatay bileşenleridir. O zaman, yatay distribüsyon 

(ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ şu şekilde parçalanır 

                                

                                                (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥ =  𝜑𝐷⊥ ⊕ 𝜇                                                        (3.35) 
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Burada 𝜇,  𝐷⊥' nin ortogonal tamamlayıcı dağılımıdır. Ayrıca (ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥' nin 𝜑' ye göre 

invaryant dağılımıdır hem de 𝜉' yi içerir. O zaman, (2.2),  (2.3),  (3.1) ve (3.2) kullanılarak şunu 

elde ederiz 

 

                                            (∇𝑉
𝑀𝜌)𝑊 = 𝐵𝑇𝑉𝑊 − 𝑇𝑉𝜔𝑊                                                   (3.36)      

ve                                         

                                            (∇𝑉
𝑀𝜔)𝑊 = 𝐶𝑇𝑉𝑊 − 𝑇𝑉𝜌𝑊                                                   (3.37)                                                                                                                                          

dır. 𝑉,𝑊 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗) için, burada 

 

                                            (∇𝑉
𝑀𝜌)𝑊 = ∇̂𝑉𝜌𝑊 − 𝜌∇̂𝑉𝑊                                                   (3.38) 

ve 

                                            (∇𝑉
𝑀𝜔)𝑊 = ℋ∇𝑉

𝑀𝜔𝑊 − 𝜔∇̂𝑉𝑊                                            (3.39) 

dır.                                

 

3. 2. Teorem  𝜋: (𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) → (𝑁, 𝑔𝑁) bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyon' u olsun, 

burada (𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) bir Kenmotsu manifold' u ve (𝑁, 𝑔𝑁) bir Riemann manifolddur. Bu 

durumda 

                                              𝜌2𝑊 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑊,𝑊 ∈ Γ(𝐷𝜃)                                               (3.40)                                                            

şeklindedir. Burada 𝜃, ç𝑒𝑘𝜋∗ ‘ nin hemi-slant açısını ifade etmektedir. 

 

3. 1. Lemma    𝜋:𝑀 → 𝑁  ye olmak üzere, bir Kenmotsu manifold' u olan (𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀)' den, 

bir Riemann manifold' u olan (𝑁, 𝑔𝑁)' ye bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyon' u olsun. O 

halde her 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(ç𝑒𝑘𝜋∗) için     

                                             𝑔𝑀(𝜌𝑈, 𝜌𝑉) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔𝑀(𝑈, 𝑉)                                             (3.41)                                          
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                                             𝑔𝑀(𝜔𝑈,𝜔𝑉) = 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑔𝑀(𝑈, 𝑉)                                             (3.42)                                                        

şeklindedir. 
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4.DİSTRİBÜSYONLARIN GEOMETRİSİ           

Bu bölümde hemi-slant tanımından elde ettiğimiz distribüsyonun geometrisine, yani 𝐷⊥ve 𝐷𝜃 

distribüsyonlarının integrallenebilir olması, paralel olması ve total jeodezik olması durumları 

için gerek ve yeter şartlarına bakacağız. 

4. 1. Teorem   𝜋, bir Kenmotsu manifoldu ( 𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) ile Riemann manifoldu (𝑁, 𝑔𝑁) 

arasında bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun. O zaman, 𝐷⊥ distribüsyonunun 

integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart, her hangi bir 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝐷⊥) ve  𝑍 ∈ Γ(𝐷𝜃) için 

                𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 − 𝑇𝑉𝜑𝑈, 𝜌𝑍) = 𝑔𝑁((∇𝜋∗
)(𝑉, 𝜑𝑈) − (∇𝜋∗

)(𝑈, 𝜑𝑉), 𝜋∗(𝜔𝑍))            (4.1) 

 olmasıdır. 

İspat.      ∀ 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑍 ∈ Γ(𝐷𝜃) için 

                       𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝑉, 𝑍) − 𝑔𝑀(∇V𝑈, 𝑍)                                (4.2) 

ise, (2.42) kullanılırsa 

                                        𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(φ∇U𝑉, 𝜑𝑍) + 𝜂(∇U𝑉)𝜂(𝑍)        

                                                                  -𝑔𝑀(φ∇V𝑈,𝜑𝑍) − 𝜂(∇V𝑈)𝜂(𝑍) 

veya 

                          𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(φ∇U𝑉, 𝜑𝑍) − 𝑔𝑀(φ∇V𝑈,𝜑𝑍)                        (4.3) 

bulunur. Buradan  

                                                    (∇U𝜑)𝑉 = ∇U𝜑𝑉 − φ∇U𝑉                                               (4.4)                                    

eşitliğinden                                                                              

               𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉 − (∇U𝜑)𝑉, 𝜑𝑍) − 𝑔𝑀(∇V𝜑𝑈 − (∇V𝜑)𝑈, 𝜑𝑧)          (4.5) 

elde edilir. (2.56) deki eşitliği kullanılırsa 
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                           𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉 − 𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝜉 − 𝜂(𝑉)𝜑𝑈, 𝜑𝑍)  

                                                    −𝑔𝑀(∇V𝜑𝑈 − 𝑔𝑀(𝜑𝑉, 𝑈)𝜉 − 𝜂(𝑈)𝜑𝑉, 𝜑𝑍)                   (4.6) 

ve 

                            𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉, 𝜑𝑍) − 𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝑔𝑀(𝜉, 𝜑𝑍) 

                                                     −𝑔𝑀(∇V𝜑𝑈,𝜑𝑍) − 𝑔𝑀(𝜑𝑉, 𝑈)𝑔𝑀(𝜉, 𝜑𝑍)                      (4.7) 

veya 

                           𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉,𝜑𝑍) + 𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝑔𝑀(𝜑𝜉, 𝑍) 

                                                    −𝑔𝑀(∇V𝜑𝑈,𝜑𝑍) + 𝑔𝑀(𝜑𝑉, 𝑈)𝑔𝑀(𝜑𝜉, 𝑍)                       (4.8) 

olur. Böylelikle 

                         𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) =  𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉,𝜑𝑍) −  𝑔𝑀(∇V𝜑𝑈,𝜑𝑍)                           (4.9) 

yazılabilir. Buradan (2.35) eşitliği kullanılırsa 

           𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) =  𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 + ℋ(∇𝑈𝜑𝑉),𝜑𝑍) −  𝑔𝑀(𝑇𝑉𝜑𝑈 + ℋ(∇V𝜑𝑈),𝜑𝑍)   (4.10) 

veya 

          𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) =  𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 − 𝑇𝑉𝜑𝑈,𝜑𝑍) +  𝑔𝑀(ℋ(∇U𝜑𝑉) −  ℋ(∇V𝜑𝑈),𝜑𝑍)   (4.11) 

olur ve burdan (3.33) eşitliğini kullanırsak 

                                      𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) =  𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 − 𝑇𝑉𝜑𝑈, 𝜌𝑍 + 𝜔𝑍) 

                                                  +  𝑔𝑀(ℋ(∇U𝜑𝑉) −  ℋ(∇V𝜑𝑈), 𝜌𝑍 + 𝜔𝑍)         (4.12) 

veya 

         𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) =  𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 − 𝑇𝑉𝜑𝑈, 𝜌𝑍) +  𝑔𝑀(ℋ(∇U𝜑𝑉) −  ℋ(∇V𝜑𝑈),𝜔𝑍)    (4.13) 

elde edilir. Buradan 𝜋 Riemann submersiyon olduğundan 
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      𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 − 𝑇𝑉𝜑𝑈, 𝜌𝑍) +   𝑔𝑁(𝜋∗(∇U𝜑𝑉) − 𝜋∗(∇V𝜑𝑈), 𝜋∗(𝜔𝑍)  (4.14) 

olur ve (2.33) eşitliğinden    

 

                                 𝑔𝑀([𝑈, 𝑉], 𝑍) = 𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉 − 𝑇𝑉𝜑𝑈, 𝜌𝑍)                                                                                            

                                                          +𝑔𝑁 ((∇𝜋∗
)(𝑈, 𝜑𝑉) − (∇𝜋∗

)(𝑉, 𝜑𝑈), 𝜋∗(𝜔𝑍))       (4.15)                                

elde edilir ve böylelikle ispat etmiş oluruz. 

4. 2. Teorem   𝜋, bir Kenmotsu manifoldu ( 𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀)  ile Riemann manifoldu (𝑁, 𝑔𝑁) 

arasında bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun ve bu submersiyonun bir hemi-slant 

açısı θ olsun. O zaman, 𝐷𝜃 distribüsyonunun, her hangi  Z,W∈ Γ(𝐷𝜃) ve U∈ Γ(𝐷⊥) için 

integrallenebilir olabilmesinin gerek ve yeter şart 

                  𝑔𝑁 ((∇𝜋∗
)(𝑍, 𝜔𝑊) − (∇𝜋∗

)(𝑊,𝜔𝑍), 𝜑𝑈) =  𝑔𝑀(𝑇𝑍𝜔𝜌𝑊 − 𝑇𝑊𝜔𝜌𝑍,𝑈)      (4.16) 

olmasıdır. 

İspat.     𝑍,𝑊 ∈ Γ(𝐷𝜃) 𝑣𝑒 𝑈 ∈ Γ(𝐷⊥) için 

                              𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(∇Z𝑊, 𝑈) − 𝑔𝑀(∇W𝑍, 𝑈)                                    (4.17) 

ise, (2.42) eşitliğinden 

                             𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(𝜑∇Z𝑊,𝜑𝑈) − 𝜂(∇Z𝑊)𝜂(𝑈)                              (4.18) 

                                                        −𝑔𝑀(𝜑∇W𝑍, 𝜑𝑈) −  𝜂(∇W𝑍)𝜂(𝑈) 

ve 𝜂(𝑈) = 0 olduğundan 

                             𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(𝜑∇Z𝑊,𝜑𝑈) − 𝑔𝑀(𝜑∇W𝑍, 𝜑𝑈)                          (4.19)        

(4.4) ve (2.56) eşitlikleri kullanırsa 

                             𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(∇Z𝜑𝑊,𝜑𝑈) − 𝑔𝑀(∇W𝜑𝑍, 𝜑𝑈)                           (4.20) 

olur. Buradan (3.33) den hareketle 
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                              𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(∇Z𝜌𝑊,𝜑𝑈) + 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝑊,𝜑𝑈)                

                                                         −𝑔𝑀(∇W𝜌𝑍, 𝜑𝑈) − 𝑔𝑀(∇W𝜔𝑍,𝜑𝑈)                         (4.21) 

elde edilir. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa  

                     𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = −𝑔𝑀(∇Z𝜑𝜌𝑊, 𝑈) + 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝑊,𝜑𝑈) + 𝑔𝑀(∇W𝜑𝜌𝑍, 𝑈) 

                                                  −𝑔𝑀(∇W𝜔𝑍,𝜑𝑈)                                                              (4.22) 

veya 

                   𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = −𝑔𝑀(∇Z𝜌
2𝑊,𝑈) − 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝑊,𝜑𝑈) 

                                               +𝑔𝑀(∇W𝜌2𝑍, 𝑈) + 𝑔𝑀(∇W𝜔𝜌𝑍,𝑈) − 𝑔𝑀(∇W𝜔𝑍, 𝜑𝑈)     (4.23) 

olur. Şimdi (3.40) eşitliği kullanılırsa 

                𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔𝑀(∇Z𝑊,𝑈) − 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝑊,𝜑𝑈) 

                                          −𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔𝑀(∇W𝑍, 𝑈) + 𝑔𝑀(∇W𝜔𝜌𝑍,𝑈) − 𝑔𝑀(∇W𝜔𝑍,𝜑𝑈)    (4.24) 

veya 

                𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) − 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝑊,𝜑𝑈) 

                                         +𝑔𝑀(∇W𝜔𝜌𝑍,𝑈) − 𝑔𝑀(∇W𝜔𝑍, 𝜑𝑈)                                         (4.25) 

elde edilir. O halde 

 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(∇W𝜔𝜌𝑍 − ∇Z𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇Z𝜔𝑊 − ∇W𝜔𝑍,𝜑𝑈)     (4.26) 

olur. Daha sonra  (2.35) eşitliğini kullanarak 

        𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(TW𝜔𝜌𝑍 + ℋ(∇W𝜔𝜌𝑍) − TZ𝜔𝜌𝑊 − ℋ(∇Z𝜔𝜌𝑊),𝑈) 

                                       +𝑔𝑀(TZ𝜔𝑊 +  ℋ(∇Z𝜔𝑊) − TW𝜔𝑍 − ℋ(∇W𝜔𝑍), 𝜑𝑈)       (4.27) 

elde edilir. Böylelikle 
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                              𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(TW𝜔𝜌𝑍 − TZ𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(ℋ(∇Z𝜔𝑊)  

                                                −ℋ(∇W𝜔𝑍), 𝜑𝑈)                                                      (4.28) 

veya 

                              𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(TW𝜔𝜌𝑍 − TZ𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(𝜋∗(∇Z𝜔𝑊) 

                                                − 𝜋∗(∇W𝜔𝑍),𝜑𝑈)                                                     (4.29) 

buradan (2.33) eşitliğini kullanarak 

                             𝑔𝑀([𝑍,𝑊], 𝑈) = 𝑔𝑀(TW𝜔𝜌𝑍 − TZ𝜔𝜌𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇𝜋∗
)(𝑍, 𝜔𝑊) 

                                               −(∇𝜋∗
)(𝑊,𝜔𝑍), 𝜑𝑈)                                                  (4.30) 

sonucuna ulaşırız ve böylece istenen sonuç elde edilmiş olur,  ispat etmiş oluruz. 

4. 3. Teorem   𝜋, bir Kenmotsu manifoldu ( 𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) ile Riemann manifoldu (𝑁, 𝑔𝑁) 

arasında bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun. O zaman, 𝐷⊥ distribusyonunun paralel 

olması için gerek ve yeter şart 

                                    𝑔𝑀(𝜋∗(∇u𝑉), 𝜋∗(𝜔𝜌𝑍)) = 𝑔𝑀(𝜑∇u𝑉,𝜔𝑍)                                    (4.31) 

ve 

                             𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜋𝑉 + 𝑇𝑈𝜔𝑉, 𝐵𝑋) = −𝑔𝑀(∇̂𝜋𝑉 + ∇̂𝑈𝜔𝑉, 𝐶𝑋)                           (4.32) 

olmasıdır. 

İspat.     ∀ 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑍 ∈ Γ(𝐷𝜃) için (2.42) eşitliğinden 

                         𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(φ∇u𝑉, 𝜑𝑍) + 𝜂(∇u𝑉)𝜂(𝑍)                                  (4.33) 

yazılabilir, buradan (∇U𝜑)𝑉 = ∇U𝜑𝑉 − φ∇U𝑉   eşitliği kullanılırsa 

                         𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(−(∇u𝜑)𝑉 + ∇u𝜑𝑉,𝜑𝑍)                                      (4.34)                                  

elde ederiz. Şimdi ise (2.56) eşitliğinden 
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                      𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(−𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝜉 − 𝜂(𝑉)𝜑𝑈) + ∇u𝜑𝑉, 𝜑𝑍)                      (4.35) 

veya 

                         𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉,𝜑𝑍) − 𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝑔𝑀(𝜉, 𝜑𝑍)                           (4.36) 

 ve                           

                         𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(∇U𝜑𝑉,𝜑𝑍) + 𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝑔𝑀(𝜑𝜉, 𝑍)                           (4.37) 

burada 𝜑𝜉 = 0 olduğundan 

                                            𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(∇u𝜑𝑉, 𝜑𝑍)                                                (4.38) 

veya 

                                           𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(φ∇u𝑉, 𝜑𝑍)                                                 (4.39) 

olur. Şimdi (3.33) den 

                                           𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(φ∇u𝑉, 𝜌𝑍 + 𝜔𝑍)                                       (4.40) 

veya 

                                          𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = −𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝜑𝜌𝑍 + 𝜑𝜔𝑍)                                  (4.41) 

olup 

                                    𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = −𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝜌2𝑍 + 𝜔𝜌𝑍 + 𝜑𝜔𝑍)                             (4.42) 

elde edilir. Burada (3.40) ve (2.35) eşitliğini kullanırsak 

                𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) − 𝑔𝑀(∇u𝑉,𝜔𝜌𝑍) + 𝑔𝑀(φ∇u𝑉, 𝜔𝑍)            (4.43) 

veya 

       𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) − 𝑔𝑀(TU𝑉 + ℋ(∇u𝑉),𝜔𝜌𝑍) + 𝑔𝑀(φ∇u𝑉,𝜔𝑍)  (4.44) 

olur ve 
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                       𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = −𝑔𝑀(ℋ(∇u𝑉), 𝜔𝜌𝑍) + 𝑔𝑀(φ∇u𝑉,𝜔𝑍)            

                                                = −𝑔𝑀(𝜋∗(∇u𝑉), 𝜋∗(𝜔𝜌𝑍)) + 𝑔𝑀(φ∇u𝑉,𝜔𝑍)             (4.45)                              

elde ederiz. Öte yandan 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑋 ∈ Γ((çek𝜋∗)
⊥) için (2.42) eşitliğini kullanarak   

                                 𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑋) = 𝑔𝑀(φ∇u𝑉, 𝜑𝑋) +  𝜂(∇u𝑉)𝜂(𝑋)                                (4.46) 

olur ve daha sonra 

(∇U𝜑)𝑉 = ∇U𝜑𝑉 − φ∇U𝑉   eşitliğini kullanırsak 

                                  𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(−(∇u𝜑)𝑉 + ∇u𝜑𝑉,𝜑𝑋)                                (4.47) 

elde ederiz. Şimdi (2.56) den 

                                  𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(−𝑔𝑀(𝜑𝑈, 𝑉)𝜉 − 𝜂(𝑉)𝜑𝑈) + ∇u𝜑𝑉,𝜑𝑋) 

                                                      = 𝑔𝑀(∇u𝜑𝑉,𝜑𝑋)                                                          (4.48) 

olur. Buradan (3.33) ve (3.34) yi kullanarak 

                                  𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(∇u(𝜌𝑉 + 𝜔𝑉), 𝐵𝑋 + 𝐶𝑋)                                   (4.49) 

ve 

                      𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(∇u𝜌𝑉, 𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(∇u𝜌𝑉, 𝐶𝑋) + 𝑔𝑀(∇u𝜔𝑉, 𝐵𝑋) 

                                              +𝑔𝑀(∇u𝜔𝑉, 𝐶𝑋)                                                                   (4.50) 

elde ederiz. Şimdi ise (2.34) den  

                            𝑔𝑀(∇u𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(TU𝜌𝑉, 𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(∇̂𝜌𝑉, 𝐶𝑋) + 𝑔𝑀(TU𝜔𝑉, 𝐵𝑋) 

                                                   +𝑔𝑀(∇̂𝑈𝜔𝑉, 𝐶𝑋)                                                              (4.51) 

sonucuna varırız ve böylelikle ispat etmiş oluruz. 
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4. 4. Teorem   𝜋, bir Kenmotsu manifoldu ( 𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) ile Riemannian manifoldu (𝑁, 𝑔𝑁) 

arasında bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemannian submersiyon olsun ve bu submersiyonun bir hemi-slant 

açısı θ olsun. O zaman, 𝐷𝜃 distribusyonunun paralel olabilmesi için gerek ve yeter şart 

                                     𝑔𝑁(𝜋∗(𝜔𝑊), (∇𝜋∗)(𝑍, 𝜑𝑈)) = 𝑔𝑀(𝜌𝑊,𝑇𝑍𝜑𝑈)                           (4.52)     

ve 

 𝑔𝑁((∇𝜋∗)(∇𝑍𝜔𝜌𝑊), 𝜋∗(𝑋)) − 𝑔𝑁((∇𝜋∗)(∇𝑍𝜔𝑊), 𝜋∗(𝐶𝑋)) = −𝑔𝑀(𝑇𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋) 

                                                                                                       +𝑔𝑀(𝜔𝑊, 𝑍)𝜂(𝑋)        (4.53) 

olmasıdır.            

İspat.   ∀ 𝑍,𝑊 ∈ Γ(𝐷𝜃) 𝑣𝑒 𝑈 ∈ Γ(𝐷⊥) için (2.42) eşitliğinden hareketle 

                                  𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈)  =  𝑔𝑀(φ∇𝑍𝑊,𝜑𝑈) + 𝜂(∇𝑍𝑊)𝜂(𝑈)                         (4.54) 

elde edilir. Şimdi (4.4) ve (2.56) eşitliğini kullanırsak  

                                𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(−(∇𝑍𝜑)𝑊 + ∇𝑍𝜑𝑊,𝜑𝑈)                                 (4.55) 

                𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(− 𝑔𝑀(𝜑𝑍,𝑊)𝜉 − 𝜂(𝑊)𝜑𝑍) + ∇𝑍𝜑𝑊,𝜑𝑈)                    (4.56) 

ve 

                                    𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(∇𝑍𝜑𝑊,𝜑𝑈)                                            (4.57) 

olur. Buradan 

                           𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑍𝑔𝑀(𝜑𝑊,𝜑𝑈) − 𝑔𝑀(𝜑𝑊, ∇𝑍𝜑𝑈)                               (4.58) 

bulunur. Daha sonra ise (3.33) ve (2.35) den 

                         𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = − 𝑔𝑀(𝜌𝑊 + 𝜔𝑊, 𝑇𝑍𝜑𝑈 + ℋ(∇𝑍𝜑𝑈))                           (4.59) 

                        𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = − 𝑔𝑀(𝜌𝑊, 𝑇𝑍𝜑𝑈) − 𝑔𝑀(𝜔𝑊,ℋ(∇𝑍𝜑𝑈))                       (4.60) 

elde edilir. Şimdi  𝜋′ nin özelliğinden                     
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                 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊, 𝑈) = − 𝑔𝑀(𝜌𝑊, 𝑇𝑍𝜑𝑈) + 𝑔𝑀(𝜋∗(𝜔𝑊), 𝜋∗(∇𝑍𝜑𝑈))                      (4.61) 

olur. Buradan (2.33) den hareketle 

                𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = − 𝑔𝑀(𝜌𝑊, 𝑇𝑍𝜑𝑈) + 𝑔𝑀(𝜋∗(𝜔𝑊), (∇𝜋∗)(Z, 𝜑𝑈))                  (4.62) 

olur. Öte yandan  𝑍,𝑊 ∈ Γ(𝐷𝜃) , 𝑋 ∈ Γ((ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥) için (2.42) eşitliğini kullanarak 

                               𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑋) =  𝑔𝑀(φ∇𝑍𝑊,𝜑𝑋) + 𝜂(∇𝑍𝑊)𝜂(𝑋)                              (4.63) 

olur. Şimdi (2.56) ve (4.4) eşitliklerinden 

             𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(−(∇𝑍𝜑)𝑊 + ∇𝑍𝜑𝑊,𝜑𝑋) + 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊, 𝜉) 𝜂(𝑋)                  (4.64)  

veya 

                          𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(− 𝑔𝑀((𝜑𝑍,𝑊)𝜉 − 𝜂(𝑊)𝜑𝑍) + ∇𝑍𝜑𝑊,𝜑𝑋)   

                                        +{𝑍𝑔𝑀(𝑊, 𝜉) − 𝑔𝑀(𝑊, ∇𝑍𝜉)} 𝜂(𝑋)                                (4.65) 

ve 

                        𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(∇𝑍𝜑𝑊,𝜑𝑋) + 𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍)𝜂(𝑋)                         (4.66) 

bulunur. Şimdi (3.33) den  

                𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) =  𝑔𝑀(∇𝑍𝜌𝑊,𝜑𝑋) + 𝑔𝑀(∇𝑍𝜔𝑊,𝜑𝑋) + 𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍) 𝜂(𝑋) 

                                      = −𝑔𝑀(φ∇𝑍𝜌𝑊,𝑋) + 𝑔𝑀(∇𝑍𝜔𝑊,𝜑𝑋) + 𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍) 𝜂(𝑋)     (4.67) 

olur. Ve burada (3.34) eşitliğini de kullanarak 

             𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = −𝑔𝑀(∇𝑍𝜑𝜌𝑊,𝑋) + 𝑔𝑀(Z, 𝜌𝑊)𝜂(𝑋) + 𝑔𝑀(∇𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋 + 𝐶𝑋) 

                                       +𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍) 𝜂(𝑋)                                                                      (4.68) 

veya 

                𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = −𝑔𝑀(∇𝑍𝜌
2𝑊,𝑋) − 𝑔𝑀(∇𝑍𝜔𝜌𝑊, 𝑋) + 𝑔𝑀(Z, 𝜌𝑊)𝜂(𝑋)  
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                                         +𝑔𝑀(∇𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(∇𝑍𝜔𝑊,𝐶𝑋) + 𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍)𝜂(𝑋)      (4.69)   

elde edilir. Daha sonra (3.40) ve (2.35) eşitliklerini de kullanarak 

                    𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = cos2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑋) − 𝑔𝑀(ℋ(∇𝑍𝜔𝜌𝑊),𝑋)                         (4.70) 

                                             +𝑔𝑀(Z, 𝜌𝑊)𝜂(𝑋) + 𝑔𝑀(𝑇𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋) 

                                             +𝑔𝑀(ℋ(∇𝑍𝜔𝑊), 𝐶𝑋)+𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍) 𝜂(𝑋)    

ve         

        sin2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑋) = 𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑍𝜔𝜌𝑊), 𝜋∗(𝑋)) + 𝑔𝑀(Z, 𝜌𝑊)𝜂(𝑋)                        (4.71) 

                                          +𝑔𝑀(𝑇𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑍𝜔𝑊), 𝜋∗(𝐶𝑋))  + 𝑔𝑀(𝑊,𝜑2𝑍)𝜂(𝑋) 

elde edilir. Şimdi (2.33) den 

            𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = 𝑔𝑀((∇𝜋∗(∇𝑍𝜔𝜌𝑊), 𝜋∗(𝑋)) + 𝑔𝑀(Z, 𝜌𝑊)𝜂(𝑋)                           (4.72) 

                                     +𝑔𝑀(𝑇𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋) + 𝑔𝑀((∇𝜋∗)(∇𝑍𝜔𝑊), 𝜋∗(𝐶𝑋)) − 𝑔𝑀(W, 𝑍)𝜂(𝑋)  

olur. Böylece istenen sonuç elde edilir ve ispat etmiş oluruz. 

4. 5. Teorem   𝜋, bir Kenmotsu manifoldu ( 𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) ile Riemann manifold (𝑁, 𝑔𝑁) 

arasında bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun. O zaman, 𝐷⊥ distribusyonunun her 

hangi 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑍 ∈ Γ(𝐷𝜃), 𝑋 ∈ Γ((ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥) için, M üzerinde total jeodezik olmasına 

gerek ve yeter şart 

                               𝑔𝑁((∇𝜋∗)(𝑈, φV), 𝜋∗(𝜔𝑍)) = − 𝑔𝑀(𝑇𝑈𝑉,𝜔ρ𝑍)                                (4.73) 

ve 

                              𝑔𝑀(𝑇𝑈𝜑𝑉, 𝐵𝑋) = 𝑔𝑁((∇𝜋∗)(𝑈, 𝜑𝑉), 𝜋∗(𝐶𝑋))                                     (4.74) 

olmasıdır. 

İspat.     ∀ 𝑈, 𝑉 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑍 ∈ Γ(𝐷𝜃), 𝑋 ∈ Γ((ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥) 𝑖ç𝑖𝑛 (2.42) eşitliği kullanılırsa 
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                                 𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(𝜑∇𝑈𝑉, 𝜑𝑍) + 𝜂(∇𝑈𝑉)𝜂(𝑍)                                (4.75) 

olur. Şimdi (3.33) den 

                                       𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(𝜑∇𝑈𝑉, 𝜌𝑍) + 𝑔𝑀(𝜑∇𝑈𝑉,𝜔𝑍) 

                                                      = −𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝜑𝜌𝑍) + 𝑔𝑀(∇𝑈𝜑𝑉, 𝜔𝑍)                    (4.76) 

ve 

              𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) = −𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝜌2𝑍) − 𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝜔𝜌𝑍) + 𝑔𝑀(∇𝑈𝜑𝑉,𝜔𝑍)                (4.77) 

bulunur. Daha sonra (3.40) ve (2.35) eşitliklerini kullanarak 

                                    𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) = cos2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) − 𝑔𝑀(T𝑈𝑉,𝜔𝜌𝑍) 

                                                        +𝑔𝑀(ℋ(∇𝑈𝜑𝑉), 𝜔𝑍)                                               (4.78) 

olur ve 

                    sin2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) =  −𝑔𝑀(T𝑈𝑉,𝜔𝜌𝑍) − 𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑈𝜑𝑉), 𝜋∗(𝜔𝑍))             (4.79) 

elde edilir. Öte yandan (2.42) eşitliğini kullanarak  

                              𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑋) = 𝑔𝑀(𝜑∇𝑈𝑉, 𝜑𝑋) + 𝜂(∇𝑈𝑉)𝜂(𝑋)                              (4.80) 

bulunur. Buradan (3.34), (4.4) ve (2.56) eşitliklerini kullanırsak   

                                𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(𝜑∇𝑈𝑉, 𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(𝜑∇𝑈𝑉, 𝐶𝑋)          

                                                   = 𝑔𝑀(∇𝑈𝜑𝑉, 𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(∇𝑈𝜑𝑉, 𝐶𝑋)                             (4.81) 

elde edilir. Daha sonra (2.35) eşitliği ve 𝜋‘ nin özelliğinden                  

                                𝑔𝑀(∇𝑈𝑉, 𝑍) = 𝑔𝑀(T𝑈𝜑𝑉, 𝐵𝑋) + 𝑔𝑀(ℋ(∇𝑈𝜑𝑉), 𝐶𝑋) 

                                                    = 𝑔𝑀(T𝑈𝜑𝑉, 𝐵𝑋) − 𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑈𝜑𝑉), 𝜋∗(𝐶𝑋))                (4.82) 

olur ve ispat tamamlanır. 
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4. 6. Teorem   𝜋, bir Kenmotsu manifoldu ( 𝑀, 𝜑, 𝜂, 𝜉, 𝑔𝑀) ile Riemannian manifoldu (𝑁, 𝑔𝑁)

arasında bir hemi-slant 𝜉⊥-Riemannian submersiyon olsun ve bu submersiyonun bir hemi-slant

açısı θ olsun. O zaman 𝐷𝜃 distribüsyonunun, her hangi 𝑍,𝑊 ∈ Γ(𝐷𝜃) , 𝑈 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑋 ∈

Γ((𝜋∗)
⊥) için total jeodezik olabilmesine gerek ve yeter şart

𝑔𝑁((∇𝜋∗)(𝑍, 𝜔𝑊), 𝜋∗(𝜑𝑈)) = −𝑔𝑀(T𝑍𝜔ρ𝑊,𝑈)        (4.83) 

ve 

𝑔𝑁((∇𝜋∗)(𝑍, 𝜔ρ𝑊), 𝜋∗(𝑋)) + 𝑔𝑁((∇𝜋∗)(𝑍, 𝜔𝑊), 𝜋∗(𝐶𝑋)) =  𝑔𝑀(T𝑍𝜔𝑊,𝐵𝑋)       (4.84) 

olmasıdır. 

İspat.   𝑍,𝑊 ∈ Γ(𝐷𝜃) , 𝑈 ∈ Γ(𝐷⊥), 𝑋 ∈ Γ((ç𝑒𝑘𝜋∗)
⊥) için (2.42), (4.4) ve (2.56) eşitliklerini

kullanarak 

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = 𝑔𝑀(φ∇𝑍𝑊,𝜑𝑈) + 𝜂(∇𝑍𝑊)𝜂(𝑈)

= 𝑔𝑀(∇𝑍φ𝑊,𝜑𝑈)   (4.85) 

olur. Buradan (3.33) eşitliğini kullanırsak  

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = 𝑔𝑀(∇𝑍ρ𝑊,𝜑𝑈) + (∇𝑍ω𝑊,𝜑𝑈)

= −𝑔𝑀(∇𝑍φρ𝑊,𝑈) + (∇𝑍ω𝑊,𝜑𝑈)  (4.86) 

ve 

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = −𝑔𝑀(∇𝑍ρ
2𝑊,𝑈) − 𝑔𝑀(∇𝑍ωρ𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇𝑍ω𝑊,𝜑𝑈)   (4.87) 

olur. Şimdi (3.40) ve (2.35) eşitliklerini kullanırsak 

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = cos2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) − 𝑔𝑀(∇𝑍ωρ𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(∇𝑍ω𝑊,𝜑𝑈)

= cos2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) − 𝑔𝑀(T𝑍ωρ𝑊,𝑈) + 𝑔𝑀(ℋ(∇𝑍ω𝑊),𝜑𝑈)    (4.88) 

elde edilir. Ve 

sin2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = −𝑔𝑀(T𝑍ωρ𝑊,𝑈) − 𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑍ω𝑊), 𝜋∗(𝜑𝑈))  (4.89) 
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olur. Öte yandan (2.42), (4.4) ve (2.56) eşitliklerinden 

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑋) = 𝑔𝑀(φ∇𝑍𝑊,𝜑𝑋) + 𝜂(∇𝑍𝑊)𝜂(𝑋)

= 𝑔𝑀(∇𝑍φ𝑊,𝜑𝑋) (4.90) 

bulunur. Buradan (3.33) ve (3.34) eşitliklerini kullanırsak 

 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = 𝑔𝑀(∇𝑍ρ𝑊,𝜑𝑋) + (∇𝑍ω𝑊,𝜑𝑋)

= −𝑔𝑀(∇𝑍φρ𝑊,𝑋) + (∇𝑍ω𝑊,𝐵𝑋) + (∇𝑍ω𝑊, 𝐶𝑋)    (4.91)

ve 

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = −𝑔𝑀(∇𝑍ρ
2𝑊,𝑋) − 𝑔𝑀(∇𝑍ωρ𝑊,𝑋) + (∇𝑍ω𝑊,𝐵𝑋)

+(∇𝑍ω𝑊,𝐶𝑋) (4.92) 

olur. Şimdi (3.40) ve (2.35) den 

𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑈) = cos2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑋) − 𝑔𝑀(ℋ(∇𝑍ωρ𝑊), 𝑋) + 𝑔𝑀(T𝑍ω𝑊,𝐵𝑋)

+𝑔𝑀(ℋ(∇𝑍ω𝑊), 𝐶𝑋) (4.93) 

ve 

sin2 𝜃 𝑔𝑀(∇𝑍𝑊,𝑋) = 𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑍ωρ𝑊), 𝜋∗(𝑋)) + 𝑔𝑀(T𝑍ω𝑊,𝐵𝑋)

−𝑔𝑀(𝜋∗(∇𝑍ω𝑊), 𝜋∗(𝐶𝑋)) (4.94) 

elde edilir. Böylelikle ispat etmiş oluruz. 
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5.SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında  Kenmotsu manifoldlardan Riemann manifoldlara     hemi slant  Riemann 

submersiyonlarla ilgili teoremler ispatlandı. İlk olarak temel kavramlar ile Kenmotsu 

manifoldun alt manifoldlarının tanım ve teoremleri incelendi. Devamında bir Kenmotsu 

manifolddan Riemann manifolda tanımlanan hemi-slant 𝜉⊥ Riemann submersiyon tanımlandı

ve daha açıklayıcı olması için örneklerle desteklendi. Sonrasında ise distribüsyonların 

geometrisi incelendi. 

Literatüre ilk defa Türkçe kaynak olarak kazandırılan bu tez çalışmasından hareketle değme 

manifold tabanlı diğer manifoldların  semi-invaryant, semi-slant, pseudo (hemi)slant, bi-slant, 

generik altmanifoldlarından hemen hemen değme manifoldlara tanımlı submersiyon dönüşümü 

çalışılabilir. 
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