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OZET

TURK OGRENCILERIN PISA PUANLARININ BAGIMLILIK YAPISININ
DEMOGRAFIK FAKTORLER ACISINDAN KOPULA FONKSIiYONLARI
iLE INCELENMESI

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Emel KIZILOK KARA
Subat 2025, 76 sayfa

PISA, Ogrencilerin fen, matematik ve okuma alanlarindaki akademik basarilarini
Olcen ve iilkeler arasindaki egitim diizeylerini karsilastirmay1 amaglayan uluslararasi
bir degerlendirme sistemidir. Kopula fonksiyonlar1 ise degiskenler arasindaki
bagimlilik iligkilerini esnek bir sekilde modellemeye olanak taniyan ve c¢ok
degiskenli dagilimlarin en uygun bicimde elde edilmesini saglayan istatistiksel
araclardir. Bu caligmada, 2018 PISA verileri kullanilarak matematik, fen ve okuma
puanlar1 arasindaki bagimlilik yapilari, cinsiyet, evdeki egitim olanaklar1 ve
sosyoekonomik diizey degiskenleri agisindan kopula fonksiyonlar1 ile analiz
edilmistir. Calismadaki analizler ti¢ farkli durum igin ele alinmistir. Birinci durumda
genel agidan, ikinci durumda evdeki egitim olanaklarina gore, tiglincii durumda ise
sosyoekonomik diizey acisindan kopula analizi yapilmistir. Her bir durum igin
oncelikle, cinsiyet, evdeki egitim olanaklar1 ve sosyoekonomik diizey degiskenlerine
gore PISA puan ciftleri olusturulmus ve eliptik ile arsimedyan kopula modelleri
kullanilarak bagimlilik yapilar1 incelenmistir. En uygun kopula fonksiyonlart uyum
1yiligi testleri ile belirlenmis ve secilen modellere iligkin kopula parametreleri tahmin
edilmistir. Ayrica, 6grencilerin ortalama basari1 puanlarinin iizerinde olma olasiliklari
hesaplanarak ortak ve kosullu olasiliklar elde edilmistir. Bu calisma, kopula
modellerinin egitim arastirmalarinda kullaninmina yonelik yeni bir bakis agist
sunmakta ve cinsiyet, evdeki egitim olanaklar1 ile sosyoekonomik diizey
degiskenlerinin PISA performanslar {izerindeki etkilerine iligkin 6nemli bulgular
ortaya koymaktadir.

Anahtar kelimeler: Bagimlilik, kopula, kosullu olasilik, ortak olasilik, PISA.



ABSTRACT

INVESTIGATION OF DEPENDENCE STRUCTURE OF PISA SCORES OF
TURKISH STUDENTS WITH REGARDS TO DEMOGRAPHIC FACTORS
USING COPULA FUNCTIONS

Kirikkale University
Institute of Science
Department of Statistic, Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emel KIZILOK KARA
Feb 2025, 76 pages

PISA is an international assessment system that measures students' academic
achievement in science, maths and reading and aims to compare the educational
levels among countries. Copula functions are statistical tools that allow flexible
modelling of dependency relationships between variables and provide the most
appropriate way to obtain multivariate distributions. In this study, using 2018 PISA
data, the dependency structures between mathematics, science and reading scores
were analyzed with copula functions in terms of gender, educational opportunities
at home and socioeconomic level variables. The analyses in the study are
considered for three different cases. In the first case, copula analyses were
performed in general terms, in the second case according to educational
opportunities at home, and in the third case according to socioeconomic level.
For each case, PISA score pairs were created according to gender, educational
opportunities at home and socioeconomic level variables and the dependency
structures were analyzed by using elliptic and archimedian copula models. The most
appropriate copula functions were determined by goodness-of-fit tests and copula
parameters for the selected models were estimated. In addition, joint and
conditional probabilities were obtained by calculating the probabilities of being
above the average achievement scores of the students. This study provides a new
perspective on the use of copula models in educational research and reveals
important findings on the effects of gender, educational opportunities at home
and socioeconomic level variables on PISA performances.

Key Words: Dependency, copula, conditional probability, joint probability, PISA.
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1. GIRIS

PISA uygulamalar1 2000 yilindan itibaren baslamis olup her iic yilda bir
degerlendirmeler gerceklestirilmektedir. Ulkemiz ilk defa PISA 2003 uygulamasina
katilim saglamistir. Diinya genelinde 15 yas grubu 6grencilerin dahil oldugu PISA
calismalarinda Ogrencilerin fen okuryazarlii, matematik okuryazarli§i ve okuma
becerileri konularinda veri toplanmaktadir. Bunun yani sira 6grenci, 6gretmen ve okul
ozelliklerine dair farkli degiskenler agisindan da veriler elde edilmektedir. PISA
verileri {ilkelerin birbiriyle karsilastirilmalar1 agisindan oldukca giiglii ve giivenilir
bulgular ortaya koymakta, iilkelere gelisim alanlar1 i¢in rehberlik edecek bilgiler
sunmaktadir (Toprak, 2017). Ulkelerin egitim alanindaki durumlarin1 gérmek buna
bagli olarak da eksiklerini diizeltmek adina PISA uygulamalarina verdigi 6nem goz
Oniine alindiginda, son derece kritik olan PISA basarilarinin incelenmesi de 6nemli bir
problem durumu olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu noktada arastirmanin konusu PISA
fen, matematik ve okuma becerileri arasindaki iliskilerin farkli degiskenler acisindan

karsilastirmali ele alinmasi olarak belirlenmistir.

PISA fen, matematik ve okuma basarilar1 arasindaki bagimlilik yapilarinin
modellenmesinde, kopula yonteminden yararlanilmistir. Kopula, finans, ekonomi ve
aktiierya bilimi gibi alanlarda ¢ok degiskenli verilerin bagimliligin1 modellemek igin
siklikla kullanilan bir olasiliksal modelleme yontemidir. Kopulalar, ortak dagilimin
bagimlilik yapisin1 marjinal dagilimlardan bagimsiz olarak modellemeyi saglar.
Ayrica marjinallerin normal dagilmama durumunda da degiskenler arasindaki

bagimlilik yapisini agiklayabilir.

Kopula modelleri, finansal veri analizi (Kara ve Kemaloglu, 2016; Kizilok Kara vd.
2022; Patton, 2013), hidroloji (Baykal, 2024; Favre vd., 2004; Genest ve Favre, 2007,
Kara ve Yildiz, 2014) ve gevresel verilerin modellenmesi (Bhatti ve Do 2019; Goda
2010; Kara 2017; Kwon ve Yoon 2017; Nguyen-Huy vd., 2019) gibi farkli alanlarda
genis bir uygulama yelpazesi sunarak bagimlilik yapilarinin incelenmesine olanak

tamimaktadir. Ancak, yapilan arastirmalar sonucunda Tiirkiye’de PISA verilerinin
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kullanilarak yapilan ¢aligmalar olmasina ragmen basari puanlart arasinda bagimlilik
yapisini dikkate alarak kopula yontemi ile modellendigi sinirli sayida ¢aligma tespit
edilmistir (Anil, 2009; Kasap vd., 2021; Sarier, 2021). Bu konuda yapilmis en giincel
calisma, Pala ve Saglam (2019) tarafindan 2006-2015 PISA verileri igin
gerceklestirilmis ancak demografik 6zelliklere gore ayrintili bir degerlendirmeye yer

verilmemistir.

Mevcut ¢alismanin amaci, PISA (2018) verilerini kullanarak matematik, okuma ve fen
puanlar1 arasindaki bagimlilik yapilarinin cinsiyet, evdeki egitim olanaklar1 ve
sosyoekonomik diizey degiskenlerine gore kopula fonksiyonlar1 araciligiyla analiz
edilmesidir. Her bir demografik grup i¢in en uygun kopula fonksiyonlar1 uyum iyiligi
testleri ile belirlenmistir. Ozellikle dgrencilerin ortalama basar1 puanlarinin iistiinde
olma olasiliklarina odaklanilarak, bu kopula fonksiyonlar araciligiyla hem ortak hem
de kosullu olasiliklar hesaplanmistir. Giincel verilerin kullanilmasi ve demografik
degiskenlere dayali bagimlilik yapilarinin degerlendirilmesiyle ¢aligmanin literatiire

metodolojik agidan bir katki sunmasi hedeflenmistir.

Calisma boyunca eliptik (Normal ve t) ve arsimedyan (Clayton, Frank, Gumbel ve Joe)
kopula aileleri kullanilmistir. Kopula parametrelerinin tahmini i¢in sézde en c¢ok
olabilirlik tahmin (Maksimum Pseudo Likelihood Estimation-MPLE) yontemi tercih
edilmistir. Uyum iyiligi testleri ve model se¢imi i¢in Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Bayes
Bilgi Kriteri (BIC), Log-Olabilirlik Fonksiyonu (LL), ve Cramer von Mises (CvM)
degerleri kullanilmistir. Analizler, Hofert vd. (2024) tarafindan yazilmis R
yazilimindaki “copula” paketiyle gerceklestirilmis ve Cherubini vd. (2004), Joe
(2014), Nelsen (2006) ile Embrechts vd. (2003) gibi temel literatiir kaynaklarina

basvurulmustur.

Bu c¢alismanin bulgularinin, PISA sonuglarma dayali egitim politikalarinin
olusturulmasinda 6nemli bir kaynak saglayacagi disiiniilmektedir. Demografik
degiskenlere gore farkli bagimlilik yapilarini ortaya ¢ikarmak, egitimde firsat esitligi
saglama cabalarina ve 6grenci basarisina yonelik politikalarin sekillendirilmesine
katki sunabilir. Calismanin devaminda ikinci béliimde kopula, kopulaya gore ortak ve
kosullu olasilik tanimlamalari, eliptik ve arsimedyan kopula fonksiyonlari, parametre
tahminleri ve model secimi konular1 ele alinmistir. Uciincii béliimde PISA verisi ve
demografik degiskenlere gore olusturulan modeller tanimlanmistir. Olusturulan

modellere iliskin betimsel istatistikler, korelasyon ve simetriklik test sonuglari
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verilmistir. Dérdiincii boliimde uyum iyiligi test sonuglarina gore olusturulan modeller
icin segilen en iyi kopula modelleri ve parametre tahminlerini iceren kopula analiz
sonuclart sunulmustur. Besinci boliimde bazi ortak ve kosullu olasiliklar

hesaplanmistir. Sonug boliimii ile ¢alisma sonlandirilmistir.

Literatiir Taramasi:

Latince olan “kopula” kelimesi “baglanti, bag, iliski”” anlamlarina gelmekte, herhangi
iki seyi birbirine baglayan kavram olarak kullanilmaktadir. Matematiksel ve
istatistiksel literatiirde kopula; ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlarini, onlarin diizgiin
dagilima sahip tek boyutlu marjinal dagilim fonksiyonlarina baglayan fonksiyonlar
olarak ifade edilmektedir. Kopulalar ile ilgili ¢alismalarin baslangic1 20. yy’mn ilk
yarisina dayanmaktadir. Kopula kavraminin giiniimiize kadar gelisiminde Hoeffding
(1940), Frechet (1951), Feron (1956), Sklar (1959), Moore ve Spruill (1975),
Schweizer (1991), Embrechts ve digerleri (2003), Cherubini ve digerleri (2004),
Nelsen (2006), ve Joe (2014) gibi birgok arastirmacinin katkis1 olmustur. Kopulalar
bugiin matematik ve istatistik alanlar1 disinda ekonomi (Ozgiir, 2022), finans (Yamut,
2018), aktiierya (Goneng-Erdemir, 2020; Ozer Uyar, 2018; Saridas, 2020; Yildirim
Kiilekci, 2021) ve miihendislik (Avsaroglu, 2023; Basak, 2024; Deger, 2023; Esit,
2021; Nelsen, 2006; Bagriagik, 2021) alanlarinda da kullanilmaktadir.

Istatistik biliminde bagimli degiskenler arasindaki iliskileri modellemek icin
kullanilan bir yontem olarak kullanilan kopulalar, 6zellikle ¢ok degiskenli dagilimlarin
modellenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Kopula kavrami ilk olarak Sklar (1959)
tarafindan ortaya atilmistir. Sklar Teoremi, marjinal dagilimlar bilindiginde,
degiskenler arasindaki bagimliligin bir kopula fonksiyonu aracilifiyla ifade
edilebilecegini gostermektedir. Bu teori, bagimli degiskenleri modelleme konusunda
istatistikgilerin eline giiglii bir ara¢g sunmustur. 1970’ler ve 1980’ler boyunca, kopula
fonksiyonlar1 finans, sigorta ve risk yonetimi alanlarinda uygulanmaya baslanmistir.
Joe ve Xu (1996) ve Nelsen (1999) gibi arastirmacilar, kopulalarin teorik temellerini
gelistirmis ve farkli kopula tiirlerini tanimlamistir (Joe ve Xu, 1996; Nelsen, 1999,).
Ozellikle Gaussian ve t-kopula tiirleri, finansal risk modellemelerinde yaygin olarak

kullanilmaktadir (Embrechts, vd., 2002).

2000’lerden itibaren kopula teorisi, finansal krizler ve bagimlilik modelleme
baglaminda biiyiik ilgi gormiistiir. Ozellikle 2008 kiiresel finans krizinde kopula

modellerinin eksiklikleri giindeme gelmis ve bu alanda yeni arastirmalar yapilmistir.
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Glinlimiizde kopula fonksiyonlar1 makine O6grenimi, aktlierya bilimi ve veri
madenciligi gibi alanlarda da kullanilmaktadir. Kopula teorisi, bagimli degiskenler
arasindaki iliskileri modellemekte devrim niteliginde bir yaklasim sunmustur. Sklar'in
onciiliigiinii yaptig1 bu alan, yillar i¢inde geliserek modern istatistik, finans ve sigorta

bilimlerinde vazgecilmez bir arag¢ haline gelmistir.

Kopulalar, bagimlilik modellemesi agisindan diger istatistiksel yontemlerden farkli

olarak cesitli avantajlar sunmaktadir:

» Esnek bagimhilik modellemesi: Kopulalar, degiskenler arasindaki bagimliligi
herhangi bir marjinal dagilimdan bagimsiz olarak modelleyebilmektedir. Bu
ozellik, farkli dagilimlara sahip degiskenlerin bagimlilik yapisini esnek bir

sekilde analiz etmeye olanak tanimaktadir (Nelsen, 2006).

» Marjinal dagilimlardan ayri olarak incelenebilme: Sklar’in Teoremi’'ne gore,
herhangi bircok degiskenli dagilim, marjinal dagilimlart ve bir kopula
fonksiyonu araciligiyla ayrigtirilabilir (Sklar, 1959). Bu, bagimlilik yapisinin
dogrudan incelenmesine olanak tanimakta ve ¢ok degiskenli analizleri daha
modiiler hale getirmektedir. Geleneksel ¢ok degiskenli modelleme yontemleri,
bagimlilik yapisini dogrudan marjinal dagilimlarla iliskilendirir. Ornegin, ¢ok
degiskenli normal dagilim kullanildiginda, tiim degiskenlerin normal dagildig:
varsayilir. Ancak, gercek hayatta degiskenler farkli dagilimlara sahip olabilir
(Orn; biri normal dagilmisken digeri iistel dagilim gosterebilir). Kopulalar
sayesinde her degiskenin marjinal dagilimi istenildigi gibi belirlenebilir ve

bagimlilik yapisi, marjinal dagilimlardan bagimsiz olarak analiz edilebilir.

» Kuyruk bagimhihigint modelleme yetenegi: Kopulalar, finans ve sigortacilik
uygulamalarmda 6nemli olan asir1 ug olaylart modellemede giigliidiir. Ornegin,
Gumbel kopulast iist kuyruk bagimliligini, Clayton kopulasi ise alt kuyruk
bagimliligini yakalamada etkilidir (Demarta & McNeil, 2005).

» VYiiksek boyutlu bagimlilik yapilarinda kullanilabilirlik: Vine kopulalar gibi
yapilandirilmis kopula modelleri, ¢ok boyutlu bagimlilik yapilariin esnek ve
hesaplamali olarak verimli sekilde modellenmesini saglar (Aas vd., 2009). Bu,
ozellikle finans ve sigorta gibi alanlarda portfoy bagimliliklarini analiz etmek

i¢in biiyiik bir avantajdir.

» Finansal risk ve sigorta modellerinde yaygin kullanim: Kopulalar, finansal
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risk dl¢iimlerinde korelasyon yerine daha ayrintili bagimlilik modellemesiyle
risk yOnetimini iyilestirir (Embrechts et al., 2003). Ayn1 zamanda, sigorta

sektoriinde hasar bagimliligini analiz etmek igin de kullanilir (Frees ve Valdez,
1998).



2. KOPULA TEORISI

Kopula, olasilik teorisinde ¢ok degiskenli dagilimlar arasindaki bagimlilik yapisini
modellemek amaciyla kullanilan bir matematiksel aractir. Diger taraftan, kopulalar
cok degiskenli dagilimlarin marjinal dagilimlarin1 bagimsiz hale getirerek, ortak ve
kosullu olasiliklar1 hesaplamamiza olanak tanir. Asagida X ve Y iki farkli rastgele
degiskeni i¢gin PX <x,Y<y), PX>x,Y>y) ortak olasiliklarn ile
P(X > x|Y >y) ve P(Y > y|X > x) kosullu olasiliklarina iliskin ifadelerin kopula
kullanarak nasil tanimlandig1 ve hesaplandigi acgiklanmaktadir. Ortak ve kosullu
olasiliklar ile ilgili ayrintili bilgiler i¢in Joe (2014) ve Nelsen (2006) kaynaklarina
bakilabilir.

Kopulalarin en biiyiikk avantaji, bagimliligt modellemek i¢in marjinal dagilimlar
hakkinda herhangi bir varsayima ihtiya¢ duymamasidir. Geleneksel korelasyon
6l¢timlerinin aksine, kopulalar dogrusal olmayan bagimliliklar1 da modelleyebilir. Bu
ozellikleri sayesinde, verilerin normal dagilmadigi veya dagilimin bilinmedigi
durumlarda bile giivenilir ¢ok degiskenli modeller olusturmak i¢in kullanilirlar.
Ayrica, kopulalar marjinal dagilimlar1 sabit tutarak bagimlilik yapisini dogru bir
sekilde yansitmaktadirlar. Bagka bir ifade ile farkli marjinal dagilimlar kullanilarak
ayni bagimlilik yapisini koruma esnekligi saglamaktadirlar. Bu 6zellikleri nedeniyle
kopulalarin finans, sigorta, risk yonetimi ve aktiierya gibi alanlarda kullanimi siklikla

tercih edilmektedir.

Kopulalar, Sklar (1959) tarafindan ortaya konulan Sklar Teoremi ile
tanimlanmaktadir. Bu teoreme gore, marjinalleri F ve G olan siirekli bir rasgele vektor

(X,Y) icin iki boyutlu ortak dagilim fonksiyonu H(x,y) = P(X < x,Y < y),

H(x,y) = C(F(x),G(y))
olacak sekilde tek bir C : [0,1]? - [0,1] kopulasi ile tanimlanabilir. Diger taraftan
ortak yasam fonksiyonu H(x,y) = P(X > x,Y > ) ise kopulaya bagl olarak

Hx,y) =Fx)+6(»)—-1+C(1-F(x),1-G(»))
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seklinde tanimlanir. Burada F ve G sirastyla X ve Y rasgele degiskenlerin marjinal

yasam fonksiyonlaridir.

Marjinal dagilimlar U(0,1) diizgiin dagilimli oldugunda F(x) =U ve G(y) =V
doniisiimleri ile C: [0,1]? - [0,1] kopulast (C(u, v)) ve kopulaya dayal1 ortak yasam
fonksiyonu (C(u, v)) sirastyla asagidaki gibi tanimlanir (Nelsen, 2006):

Clu,v) =PU <u,V<v)=H(F '), 1(v)),
Cuv)=PU>uV>v)=1—-u—v+C(uv).
Ayrica C (u, v) yasam kopulast, € (u, v) dual kopula ve C*(u, v) ortak kopula tanimlar:
da agagida verilmistir:
Cluv) =PU>uV>v)=u+v—-1+C(1—-u1l-"v),
Cu,v) =P(U <uveyaV <v)=u+v-—C(uv),
C*'(u,v) =PWU >uveyaV>v)=1-C(1—u,1-v).

Y (X) degiskeninin alt ya da {ist sinir1 bilindiginde X (Y) degiskeninin de belirli bir
degerin altinda ya da iizerinde olma olasiliklar1 marjinal ve ortak olasilik bilgileri

kullanilarak kosullu olasilik ifadeleri de asagidaki gibi tanimlanabilir:

P(X <x|Y <y):Y degiskeninin belirli bir degerin altinda olmasi kosuluyla X
degiskeninin belirli bir degerin altinda olma olasiligt:

PX<xY<y) H(xy)
PY<y) — GO

PX<x|Y<y)=

P(Y <y| X < x): X degiskeninin belirli bir degerin altinda olmasi kosuluyla Y
degiskeninin belirli bir degerin altinda olma olasiligt:

PX<xY<y) H(xy)
PX<x) = F(k)

P(Y<y|X<x)=
P(X > x|Y >y):Y degiskeninin belirli bir degerin iizerinde olmasi kosuluyla X

degiskeninin belirli bir degerin lizerinde olma olasiligt:

PX>x,Y>y) H(xy)
PY>y GO

P(X>x|Y >y) =

P(Y > y|X > x): X degiskeninin belirli bir degerin iizerinde olmasi kosuluyla Y

degiskeninin belirli bir degerin iizerinde olma olasilig1:



PX>xY>y) H(xy)
PX>x)  F(x)

PY >ylX>x)=

Burada drnegin, X ve Y icin Fy (x) = & (x_” X) veFy(y) = @ (w) marjinal Normal

Ox Oy
dagilimlar1 ve segilen bir C kopula fonksiyonu ile ortak olasilik ve kosullu olasiliklar
asagidaki gibi hesaplanabilir:
x — —
P(XSx,YSy)zC((D( “X),q)(y “Y>>,

Ox Oy

Hex,y) =F()+G6o)—1+C(1-F(x),1-G(y)),

P(X>x,Y>y)=1—cp(x_“x)—d)(y_“")+c<cp(x_“X),cp(y_“Y)>.

Ox Oy Ox Oy

Fy(x) = U ve Fy,(y) = V doniisiimleri ile
HF'wW,F'w)=1-u—-v+Cv) =C(uv)
elde edilir. Burada @ standart normal dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.

Marjinal dagilimlar U(0,1) diizgiin dagilimli oldugunda C (u, v) kopulasi ve C(u, v)

ortak yasam fonksiyonuna gore kosullu olasiliklar agagida verilmistir:

V’nin belirli bir degerin iistiinde oldugu bilindiginde U’ nun da belirli bir deger listiinde
olma olasihg1 C,(u) ile, benzer sekilde U’nun belirli bir degerin iistiinde oldugu
bilindiginde V’nin de belirli bir deger iistiinde olma olasilig1 C,(v) ile gosterilirse bu
kosullu olasiliklar sirasiyla asagidaki gibi tanimlanabilir:

PU>uV>v) Cuv)

C,(w) =PU>ulV >v) = DOk

PWU>uV>v) Cuv)

C,(v) =PV >v|U>u) = PUSw - Fa)

2.1. Eliptik ve Arsimedyan Kopulalar

Kopulalar, bagimlilik yapilarini farkli sekillerde modellemek i¢in ¢esitli aileler altinda
smiflandirilmaktadir. Bunlardan en bilinenleri eliptik ve arsimedyan kopulalardir.
Eliptik kopulalar (Normal ve t), simetrik bagimliliklart modelleme yetenegi ile
bilinirken, arsimedyan kopulalar (Clayton, Frank, Gumbel, Joe ve AMH) esnek

bagimlilik yapilari sunar. Frank kopulasi, tist ve alt kuyruk bagimliligin1 modelleyen
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simetrik bir yap1 sunarken, Clayton kopulas1 asimetrik bir yapiya sahiptir ve negatif
sol kuyruk bagimliligint modellemektedir. Gumbel kopulasi asimetrik olup, daha ¢ok
pozitif sag kuyruk bagimliligi modellemede kullanilmaktadir. Joe kopulasi ise pozitif
bagimliliklar1 ve sag kuyruk bagimliliklarini modelleyen bir kopuladir. Ali-Mikhail-
Haq (AMH) kopulasi, daha zayif bagimliliklart modellemek i¢in kullanilabilir. Mevcut
arastirma verileri yliksek korelasyon degerlerine sahip oldugundan AMH kopulasi bu
caligmada kullanilmamistir. Ayrica degiskenlerinin bagimsiz oldugunu ifade eden

bagimsizlik kopulasi vardir (Cherubini vd., 2004; Joe ve Xu 1996; Nelsen, 2006).

Asagida bagimsizlik kopulasi, eliptik ve arsimedyan kopulalara iliskin matematiksel

fonksiyonlar verilmistir:
Bagimsiz kopula:
C(u,v) =uv

Normal kopula:

e W) o) 1 s% —20st + t?
Co(u,v) = J f — ex <— )dsdt,@ € [0,1]
o ) —0 27'[\/1—92 2 2(1_02)

t copula

o )_J.til(u)ftil(v) 1 1+52—295t+t2 dsdt
=)L, L. e e? -9 ))®

-1<6<1,v>2

Clayton kopula:
Co(w,v) = [max(u™ +v9 — 1,0)]_1/6. 6 € [-1,0) \ {0}

Frank kopula:

(e—Bu _ 1)(6—917 _ 1)
o , 6+0

1
Co(u,v) = —Eln <1 +
Gumbel kopula:
Co(u,v) = exp (—[(—logu)e + (—logv)g]l/e), 0 € [1,)

Joe kopula:

Cou)=1—-(1-wl+1-v)! -1 -woad-vH 06e[1,x)



AMH kopulasi:

uv
= -1<06<
Cwr) =T pa—wa—y S0t

Burada @1, standart normal dagilimin ters fonksiyonu; t; 1, v serbestlik derecesine
sahip t-dagiliminin ters fonksiyonudur. Bu kopulalar, verilerdeki bagimlilik tiiriine
bagli olarak secilebilir. Ornegin, kuyruk bagimliligi ya da simetri gibi ozellikler

dikkate alinarak uygun kopula modeli belirlenebilir.

Eliptik ve Arsimedyan kopulalara ait farkli Spearman p degerleri icin eliptik

kopulalarin sag¢ilim ve kontur grafikleri Sekil 1 ve Sekil 2°de sirasiyla verilmistir.

Normal (8 =-0.2), p=-0.2 Normal (8 =-0.4), p=-04 Normal (68 =-0.6), p=-06 Normal (8 =-0.8), p =-0.8
1.00 i 1.00
075 & 0.75
> 0.50 > 0.50
0.25 F 0.25
!
000 ¥ 0.00

1.00 1.00

075 0.75

> 0480 > 0.50

000 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00
u u

1.00
0.75

> 0.50

000 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00 000 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00
u u U u

t(6=04 di=4) p=04

1.00 100 ¢

075 W 0.75
> 0.50 > 0.50

0.25 025 HAWAEN
%

0.00 0.00

000 025 050 075 100 000 025 050 075 100
u u

Sekil 1. Farkli Spearman p degerleri i¢in eliptik kopulalarin sagilim ve kontur grafikleri.
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Clayton (8=0.31),p=0.2 Clayton (8=0.76), p=0.4 Clayton (8 =1.51), p=0.6 Clayton (8=3.19), p=038

1.00 100 S E—— 1.00 1 N 1.00
e =i
0.75 075 117 Ty 0.75 S : 0.75
SRR A
> 050 080 jef Fed " R e N B > 050

0.25 025 025 025
0.00 : 0.00 0.00 0.00
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u u U U
Frank (8 =1.22), p=02 Frank (8 =261), p=04 Frank (6 =4.47) p=06 Frank (8 =79), p=038
100 o - : 3 00 o u e 1.00 s
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¥ 0.00 s 0.00
000 025 050 075 1.00 000 025 050 075 1.00 000 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00
u u u U
Gumbel (6 = 1.16), p= 0.2 Gumbel (8 =138), p=04 Gumbel (8 = 1.76), p= 0.6 Gumbel (8 = 2.58), p= 0.8
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1.00 1.00
0.75 075
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0.00 0.00
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u U u U

Sekil 2. Farkli Spearman p degerleri igin arsimedyan kopulalarin sagilim ve kontur grafikleri.
2.2. Kopulalar ve Bagimhlik Olgiileri

Kopula, bagimliligin dl¢iilmesinde bir yontem olmasi nedeniyle bagimlilik dl¢iileriyle
yakindan iligkilidir. Kendall’in Tau (t) ve Spearman’in Rho (p) ile kopula arasindaki

bagintilar sirasiyla asagida verilmistir:

Tc = 4ff C(u,v)dC(u,v) —1,
12

pc =12 ff C(u,v)dudv — 3.
12
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2.3. Parametre Tahmin Yontemleri

Kopula parametre tahminlerinde parametrik ve parametrik olmayan ydntemler
kullanilir. Parametrik yontemler arasinda, maksimum olabilirlik tahmini (MLE),
kopula ve marjinal dagilimlarin parametrelerini ayni anda tahmin ederken, marjinaller
cikarim fonksiyonu (IFM) yéntemi, bu tahminleri iki adimda gerceklestirir: ilk
adimda, her bir degiskenin marjinal dagilim parametreleri bagimsiz olarak tahmin
edilir; ikinci adimda ise, bu marjinal dagilimlar kullanilarak kopula fonksiyonunun
parametreleri tahmin edilir (Joe ve Xu, 1996). Parametrik olmayan yontemlerden
kanonik maksimum olabilirlik (CML) yontemi, marjinal dagilimlar dogrudan tahmin
etmeden bunun yerine ampirik dagilim fonksiyonlarin1 kullanarak kopula
parametrelerini tahmin eder (Cherubini vd., 2004). Maksimum s6zde olabilirlik tahmin
yontemi (MPLE) ise, amprik dagilimi fonksiyonu kullanmadan verilerin siralamasina
dayali olarak olusturulan sézde gozlemler kullanarak kopula parametrelerini tahmin
eden basit ve yaygin olarak kullanilan bir yaklasimdir (Genest vd. 1995; Shih ve Louis,
1995).

Ayrica, Kendall’in Tau (t) ve Spearman’m Rho (p) gibi iki korelasyon katsayisi da
kopulalarin bagimlilik parametrelerini tahmin etmek i¢in kullanilmaktadir (Joe, 2014;

Nelsen, 2006). Bu yontemlerin asamalar1 asagida verilmistir.

Mevcut ¢alismada, parametre tahmini i¢in sézde en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi
(MPLE) kullanilmistir. Parametre tahmini, R programinin “copula” paketindeki
‘fitCopula’ fonksiyonu kullanilarak MPLE yontemiyle gergeklestirilmistir (Hofert vd.,
2024).

2.3.1. Kendall t ve Spearman p Bagimlilik Olg¢iilerine Dayah Parametre Tahmin

Yontemi

Kendall T ve Spearman p bagimliligi dlgmek icin kullanilan parametrik olmayan
korelasyon katsayilaridir ve kopula parametrelerinin tahmini i¢in de kullanilabilirler.
Her iki tahmin edici de sirali bagimliliga dayanir. Asagida bu iki tahmin edicinin

matematiksel ifadeleri verilmistir:

Kendall 7, iki rastgele degisken X ve Y arasindaki sirali bagimliligi 6lger. n gézlemli
veri ¢iftleri (X;,Y;) ve (Xj,Yj) icin toplam uyumlu ve uyumsuz gozlem ciftleri

tizerinden hesaplanir.
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e Uyumlu Ciftler: Eger (Xl-—Xj)(Yi—Yj) >0, yani X;ve X; aym yonde

e

degistiginde Y; ve Y; de ayn1 yonde degisiyorsa ¢ift uyumludur.
e Uyumsuz Ciftler: Eger (X i—X j)(Yi - Y]) < 0 ise ¢ift uyumsuzdur.

Kendall 7 su sekilde tanimlanur:

_ (Uyumlu Ciftler — Uyumsuz Ciftler)
()
2
= mz sgn ((X: = X)(Y: - ;).

i<j

Burada, n, toplam gozlem sayisini temsil eder. sgn(z), isaret fonksiyonudur:

1, z>0
sgn(z)z{O, z=0,
-1, z<0

Kendall z, bagimlilig1 -1 ile +1 arasinda degerlendirir, -1 tam tersi yonde sirali

bagimlilik, +1 ise tam sirali bagimlilik anlamina gelir.

Spearman p, iki degisken arasindaki sirali korelasyonu olger ve veri degerlerinin
siralamalart kullanilarak hesaplanir. Spearman p, veri giftlerinin siralarina dayanir ve

asagidaki sekilde tanimlanir:

1 ST
n(n?z—1)

Burada:

e d; = R(X;) — R(Y;), her bir veri ¢ifti i¢in siralama farkini temsil eder (yani,

X; veY; icin siralama fark).
e R(X;)ve R(Y;), sirasiyla X; ve Y; degerlerinin siralama degerleridir.
e n,toplam gdzlem sayisini temsil eder.

Spearman p, —1 ile +1 arasinda bir deger alir. +1, siralamalar arasinda tam bir pozitif

bagimlilig1 gosterirken —1 tam tersi yonde bir bagimlilig1 ifade eder.

Kopula bagimliligi 6 ile T ve p arasindaki iliski, kopulanin tiirline baghdir ve

parametrik formiilasyonlarla ifade edilir.

Ornegin, Clayton kopulas1 icin 6 ile T arasindaki iliski su sekildedir:
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Ttz
ve benzer sekilde, Gumbel kopulasi i¢in
70

oldugu bilinir. Bu tiir formiiller sayesinde kopulanin bagimlilik parametresi 8, T veya
p’ya dayali olarak tahmin edilebilir.
2.3.2. Marjinaller icin Cikarim Fonksiyonu Tahmin Yontemi (IFM)

IFM yonteminin ilk asamasinda, her bir degiskenin marjinal dagilim parametreleri
tahmin edilir. Eger X ve Y degiskenlerinin marjinal dagilimlar sirasiyla Fy (x; @) ve
Fy(y; B) seklinde parametrik fonksiyonlar ise, bu marjinal parametreler a ve S,

maksimum olabilirlik tahmin yontemi (MLE) ile ayr1 ayr1 tahmin edilir.

Marjinal parametreler i¢in olabilirlik fonksiyonu su sekilde yazilir:

w@=] [reso, L@ =] [ross.
i=1 i=1

Burada fx ve fy, marjinal yogunluk fonksiyonlaridir. Bu yogunluk fonksiyonlarinin

maksimumunu bularak parametre tahminleri su sekilde yapilir:

n
a=arg maxz log fx (x;; @),
a

=1
n
B =arg max Z log fy (i B .
i=1

Bu adimin sonunda, X ve Y degiskenlerinin marjinal parametre tahminleri & ve § elde
edilir.
Ikinci asamada, marjinal parametreler tahmin edildikten sonra, kopula fonksiyonunun

parametreleri tahmin edilir. ilk asamada elde edilen tahminler & ve § kullanilarak,

marjinal dagilimlar i¢in s6zde gézlemler elde edilir:
u; = Fy(x;; @), v; = Fy(yi;[?), fori =1,2,..,n

Bu sozde gozlemler (u;,v;) kullanilarak kopula fonksiyonunun parametreleri 6,

maksimum olabilirlik yontemi ile tahmin edilir. Kopula parametresi 8’y1 tahmin etmek
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icin kopulanin olabilirlik fonksiyonu su sekilde yazilir:

n

Lc(0) = 1_[ c(u,v; 0).

i=1
Burada c(u,v;0), kopula fonksiyonunun yogunluk fonksiyonudur. Kopula

parametresi 8’nin tahmini, bu olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek elde edilir:

n
0 =arg max Z log c(u;, v;; 0).

=1

IFM yonteminin bu iki agamasi sonucunda, dnce marjinal parametreler & ve

ardindan kopula parametreleri § tahmin edilmis olur. Marjinal dagilimlar ve kopula

bagimsiz olarak tahmin edildigi i¢in IFM, kopula tahmini i¢in iki agsamali bir siirectir.

2.3.3. Kanonik En Cok Olabilirlik Tahmin Yéntemi (CMLE)

CMLE yontemi, kopula parametrelerini marjinal dagilimlar ampirik olarak tahmin
edildikten sonra tahmin etmeye y&nelik yari-parametrik bir yaklasimdir. 1k olarak,
gozlem verilerinden marjinal dagilimlar ampirik dagilim fonksiyonlar1 (ECDF)
kullanilarak olusturulur. Ardindan, bu dagilimlardan elde edilen sdzde goézlemler
(pseudo-observations) kullanilarak kopula parametreleri, en ¢ok olabilirlik yontemi
(MLE) ile tahmin edilir. CMLE, parametrik olmayan bir yontemdir ¢iinkii marjinal
dagilimlar hakkinda herhangi bir dagilim varsayimi yapmaz; yalnizca ampirik

dagilimlari kullanir. CMLE yonteminin asamalar1 asagida verilmistir:

[k adimda, gozlemlerden Xi,X,,..,X,ve Y;,Y,,...,Y, veri ciftleri kullanilarak
ampirik marjinal dagilimlar olusturulur. Her bir degisken i¢in ampirik dagilim
fonksiyonu (ECDF) su sekilde hesaplanir:

n n

~ 1 A 1
FeGe) = 106 <x), B =7 1(5 < y).

j=1 j=1

Burada 1(-) gosterimi, belirli bir kosul saglandiginda 1 degerini alan gosterimdir.

Fy(x;) ve Fy (yy), sirastyla X ve Y degiskenlerinin ampirik dagilim fonksiyonlaridar.
Ampirik dagilimlar kullanilarak s6zde gozlemler (u;, v;) olusturulur:

u; = (X)), v, =EF(), fori=12..,n
Ampirik dagilim fonksiyonlarina dayali s6zde gozlemler (u;, v;) kullanilarak kopula
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parametreleri 6, maksimum olabilirlik tahmin yontemi (MLE) ile tahmin edilir.
Kopula parametresini tahmin etmek i¢in kopulanin olabilirlik fonksiyonu su sekilde
yazilir:

n

Lc(0) = l_[ c(u;, vi; 0).

i=1
Burada c(u, v; ), kopulanin yogunluk fonksiyonudur. Kopula parametresi 6’ nin

tahmini, bu olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek elde edilir:
n
6 = arg mglx Z log c(u;, v;; 6).
i=1

2.3.4. Maksimum Sézde Olabilirlik Tahmin Yoéntemi (MPLE)
MPLE, s6zde gozlemleri kullanarak kopula parametrelerini tahmin eder. Gézlemler
(x;,y;) siralama ile elde edilerek sozde gozlemler su sekilde hesaplanir:

T Si
, V= 4
n+1 Y on41

u; =

Burada r;= Rank(x;) ve s; = Rank(y;), x ve y gézlemlerinin siralamalaridir. Kopula
parametreleri ise bu (u;, v;) s6zde gézlemlere dayanarak tahmin edilir:

n

0 = arg meax 1_[ c(u;, v;; 0).
i=1
Elde edilen s6zde gozlemler (u;, v;) kullanilarak kopula fonksiyonunun parametreleri
maksimum olabilirlik yontemi ile tahmin edilir. Kopula parametresini tahmin etmek
icin kopulanin olabilirlik fonksiyonu su sekilde yazilir:

n

1©® = | [ et v 0.

i=1
Burada c(u,v;0), kopulanin yogunluk fonksiyonudur. Maksimum olabilirlik
tahmincisi (MLE), bu olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek 6 parametresini
tahmin eder:

n

0 =arg max 1_[ c(u;, v;; 9).

i=1
Denklemin hesaplamasini kolaylastirmak i¢in logaritmasi alinir:
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n
£(0) = z log c (u;, v;; 9).
i=1

Boylece, log-olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek 8’nin tahmini elde edilir:

0 =arg max £(6).
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3. KOPULALAR iCIN UYUM IYILiGI TESTLERI ve
MODEL SECIMI

3.1. Uyum lyiligi Testleri

Uygunluk testi (goodness-of-fit test), bir modelin gézlemlenen verilere ne kadar iyi
uydugunu degerlendirmek amaciyla kullanilan bir istatistiksel yontemdir. Bu test,
gozlemlenen ve modelden beklenen dagilimlar arasindaki farklari analiz ederek,
modelin veriye uygunlugunu Olcer. Popiilasyonun olasilik dagilimi bilinmiyorsa,
geleneksel bir olasilik dagilimi ile popiilasyonu dogru bir sekilde temsil etmek zor
olabilir. Bu nedenle, ¢esitli teknikler araciligiyla ¢ok sayida bilgi kullanarak uygun bir
dagilim se¢gmek mantikl bir yaklagimdir (Shin vd., 2010).

Bu baglamda, K-S (Kolmogorov-Smirnov), CvM (Cramer-von Mises) ve A-D
(Anderson Darling) testleri yaygin olarak kullanilmaktadir. K-S testi, gdzlemlenen
dagilim ile modelin dagilim1 arasindaki en biiyiik farki degerlendirirken, A-D ve CvM
testleri bu farklarin karelerinin toplamini dikkate alir. Calismamizda, uyum 1yiligi
testlerinden CvM testi kullanilmis ve R programinda “copula” paketinin gofCopula
fonksiyonu ile uygulanmistir (Hofert vd., 2024). Asagida bu testler iki degiskenli

kopula fonksiyonu C (u, v; 8) igin tanitilmisgtir.

Iki degiskenli durumda, 6rneklem verileri {(x;,y;)}, seklinde olup, bu verilerden
ampirik kopula fonksiyonu C,(u,v) ve teorik copula fonksiyonu C(u,v;8)
olusturulur. Uyum 1yiligi testlerinde ilk olarak verilerin siralanmasi ve marjinal
dagilimlarin ampirik olarak tahmin edilmesi gerekmektedir. Bu siire¢, gozlem

verilerinin biiytikliik sirasina gore diizenlenmesi ile baslar.

Veri setinden

n n

~ 1 ~ 1
Fy(x;) = ;Z 1(X; <x), BO)= 52 1(Y; <)
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seklinde olusturulan ampirik dagilim fonksiyonlar1 (ECDF) kullanilarak, her bir

marjinal dagilim i¢in su sekilde sdzde gozlemler (pseudo-observations) olusturulur:
w; = Fx(x), vi=F @), i=12,..,n

Sozde gozlemler (u;, V;) kullanilarak ampirik kopula fonksiyonu C,, (u, v) elde edilir.
Ardindan ampirik kopula fonksiyonu ile teorik kopula fonksiyonu arasindaki uyumu
Olegmek icin K-S, A-D ve CvM testi gibi uyum iyiligi testleri uygulanir. Bu test
istatistikleri belirli bir kritik deger ile karsilastirilarak gbzlemlenen verilerin teorik
dagilima ne kadar uyum sagladigi degerlendirilir. Eger test degeri kritik degerden
biiylikse, gozlemlenen verilerin teorik dagilimla uyumlu olmadigi sonucuna varilir. Bu

test istatistikleri agagida verilmistir.
Kolmogorov-Smirnov (K-S) Testi:

K-S testi, iki dagilim arasindaki en biiylik mutlak farki belirleyerek, bu dagilimlarin
birbirine ne kadar uydugunu dlgen bir uygunluk testidir. iki degiskenli durumda, K-S
testi, ampirik kopula fonksiyonu ile teorik kopula fonksiyonu arasindaki maksimum

fark: degerlendirir. Bu maksimum fark D,, istatistigi ile asagidaki gibi tanimlanir:

D,= sup |C,(u,v)—C(uv;0)|.
(u,v)€l0,1]2

Cramér-von Mises (CvM) Testi:

CvM testi, gozlemlenen ve teorik dagilim fonksiyonlar1 arasindaki farklarin
karelerinin toplamini degerlendirerek iki dagilim arasindaki uyumu o6lgen bir
yontemdir. CvM test istatistigi, ampirik copula fonksiyonu ile teorik kopula
fonksiyonu arasindaki farklarin karelerinin biitlin veri seti boyunca integralinin

almmasiyla elde edilir ve W ? istatistigi ile asagidaki gibi ifade edilir:

2 = nJ f (Co(w,v) — C(w,v; 9))2dC(u, v; 6).
0o Jo

Formiiliin toplami1 belirli bir integral yerine toplam olarak ifade edilirse, CvM test

istatistigi asagidaki gibi yazilabilir:

w?2 %Zn:zn: C (ul,v}) C(ul,v},G))

i=1j=1
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Anderson-Darling (A-D) Testi:

Bu test, ampirik copula fonksiynu ile teorik kopula fonksiyonu arasindaki farklarin
agirlikli karelerinin toplamini hesaplayarak, 6zellikle u¢ noktalardaki uyumu daha

hassas bir sekilde degerlendirir ve A? istatistigi ile asagidaki gibi ifade edilir:

42— nflfl (Ca(w,v) — C(w,v; 9))2

Cu,v;0)(1—C(u,v;0)) dc(u,v; 0).

3.2.  Model Secimi

Model se¢imi veriye en uygun kopula modelini belirlemek amaciyla Akaike Bilgi
Kriteri (AIC) ve Bayesian Bilgi Kriteri (BIC), literatiirde yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ayrica, Grenneberg ve Hjort (2014) tarafindan k-katli ¢apraz
dogrulama (k-fold cross-validation) yontemine dayali olarak gelistirilen Kopula Bilgi
Kiriteri (CIC), en uygun kopula modelini se¢mek i¢in kullanilmaktadir (Kwon ve
Yoon, 2017). En diisiik AIC ve BIC degerlerine veya en yiiksek CIC degerine sahip

model, veriye en iyi uyum saglayan model olarak kabul edilir.

Bu c¢alismada, kopula modellerinin se¢imi igin AIC, BIC ve CIC kriterleri
kullanilmistir. Model se¢im siirecinde, sirasiyla Akaike (1974), Schwarz (1978) ve
Grenneberg ve Hjort (2014) tarafindan tanimlanmis her bir Kriterin hesaplanma

yontemleri asagida verilmistir:
AIC = =2L + 2k,
BIC = —2L + klogn.

Burada, £, £ =X, log c(u;v;,0) ile hesaplanan log olabilirlik degerini, k

modeldeki parametre sayisini, n 6rneklem biiytikliiglinti temsil eder.

CIC, k-katli ¢apraz dogrulama yontemi kullanilarak hesaplanan en uygun kopula
se¢im yontemidir. Bu yontemde, D = {(x;,y;)}i=; seklinde olan veri seti k esit
blytikliikteki alt kiimeye ayrilir. Her bir katman sirayla test seti olarak kullanilirken,
kalan k — 1 katman egitim seti olarak kullanilir. Egitim setinde kopula modeli egitilir
ve test setinde log olabilirlik degeri hesaplanir. Tiim katmanlarin sonuglar
birlestirilerek ortalama log-olabilirlik degeri elde edilir. Bu degere dayali olarak
Kopula Bilgi Kriteri (CIC) hesaplanir ve modelin uyumu degerlendirilir.
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Iki degiskenli kopula icin k-katli ¢capraz dogrulamanin matematiksel ifadesi asagida

verilmistir:
e Veri seti D, k alt kiimeye boliiniir: D = D; U D, U ...U Dy.

e Burada her bir D; yaklasik olarak % gbzlem igerir ve bu alt kiimeler
birbirinden ayridir: DiNDj =@ ,i # j
Her bir j-inci adimda, D; test seti olarak segilir, kalan D \ D; verisi ise egitim seti olarak

kullanilir;

Egitim Seti: Dyin = D \ D;

Test Seti: Doy = D;

Egitim setinde kopula modeli C(u, v; 8) kullanilarak 6 parametreleri tahmin edilir.

6, =arg max z log c (u;, v;; 0).

(X1,Y1)ED1rain
Burada c(u;, v;; 8)), kopula yogunluk fonksiyonudur ve u; ile v;, sézde gézlemlerdir.
Tahmin edilen parametreler é} ile test setindeki her bir veri noktasi icin kopula

yogunluk fonksiyonu tizerinden log-olabilirlik hesaplanir:

L; = z log ¢ (u;, v;; 6).

(x4, Y1) EDyest

Tim k kat capraz dogrulama ile elde edilen log-olabilirliklerin ortalamasi alinarak

Kopula Bilgi Kriteri (CIC) su sekilde ifade edilir:

k
1 "
CIC = -2 ';Z L;+v(0).
j=1

Burada, £; her katman igin hesaplanan en ¢ok olabilirlik degerini, y(@) ise modelin
karmasikligina bagli ceza terimini ifade eder ve genellikle parametre sayisina baglidir.
Bu kriterler c(ui, v;, 9) kopula yogunluk fonksiyonlari i¢in L = Y;[-, log c(ui, v;, é)

esitligi ile hesaplanan log olabilirlik fonksiyonlar1 kullanilarak da asagidaki gibi ifade
edilebilir:

n
AlIC = —ZZ log c(ui, v;, 9) + 2k.

i=1

21



n
BIC = —ZZ log c(u;,v;,0) + k logn,
=1

K
1 ~ ~
CIC = —Z-Ez Z logc (u;,v;;0) +y(8).

J=1 (x4, Y {)EDrest

Calismamizda bu hesaplamalar, R programinda “copula” paketinin fitCopula (AIC ve

BIC i¢in) ve xvCopula (CIC i¢in) fonksiyonlar1 kullanilarak yapilmistir (Hofert vd.,
2024).
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4. PISA VERILERININ KOPULA FONKSIYONLARIYLA
ANALIZI

Calismada Tiirk Ogrencilerin PISA 2018 verileri kullanilmistir. Ogrencilerin
matematik, fen ve okuma puanlar1 arasindaki iligkiler olusturulan veri c¢iftleri

tizerinden ele alinmistir. Caligsma {i¢ farkli durum tizerinden gergeklestirilmistir.

Birinci durumda genel analiz alt basliginda 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grencilere
yonelik basar1 puanlari; ikinci durumda evdeki egitim olanaklar1 degiskeni acisindan
Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grencilere yonelik basar1 puanlari; ti¢lincii durumda
ise sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz
Ogrencilere yonelik basari puanlarina iliskin veri ¢iftleri i¢in modeller olusturulmus ve
bu model tanimlamalar1 yapilmistir. Her bir durumda olusturulan modellere iliskin
betimleyici istatistikler 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz G6grenciler i¢in ayri ayri
hesaplanmistir. Sonrasinda her bir modele iliskin bagimlilik yapilarim1 gosteren
Pearson, Spearman ile Kendall korelasyon degerleri elde edilmis ve simetriklik testleri
yapilmustir. Modellerin her birinde matematik, okuma ve fen degiskenlerine iliskin
dagilimlar marjinal dagilim uyum iyiligi testleri ile incelenmis, 6grencilerin tiimii ve

erkek/kiz 6grenciler i¢in sonuclar sirasiyla ortaya konulmustur.

PISA 2018 yili Matematik, Okuma ve Fen puanlarinin bagimhilik yapilari, cinsiyet,
evdeki egitim olanaklar1 ve sosyoekonomik diizeye gore kopula fonksiyonlariyla
incelenmistir. Her bir durumda en uygun kopula model se¢imleri yapilmis ve
parametreleri tahmin edilmistir. Seg¢ilen kopula modelleri kullanilarak olasiliklar

hesaplanmastir.

4.1. PISA Veri Seti ve Modeller

Calismada PISA matematik, fen ve okuma puanlar1 yami sira karsilastirmali
incelemelere olanak verecek cinsiyet, evdeki egitim olanaklari ve sosyoekonomik

diizey degiskenleri kullanilmistir. Bu degiskenlere gore yapilan karsilagtirmalar i¢in
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belirlenen diizeyler asagida ifade edilmistir.

Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni anne baba egitim seviyesi, ev 6devlerinde anne
babanin katilimi, ev odevleri i¢in fiziksel kaynaklar1 icermektedir. Bu fiziksel
kaynaklar 6grencinin kendisine ait oda, kitaplar, bilgisayar ve internet baglantisi olarak
somutlastirilabilir. Bunun yani sira ailenin egitim diizeyi, meslegi ve 6grenciye destegi
de soyut kaynaklara ornek olarak belirtilebilir. Tiim bu kaynaklar evdeki egitim
olanaklar1 indeksi ile ifade edilmektedir. Mevcut arastirmada PISA 2018 verisi, evdeki

egitim olanaklar1 degiskeni i¢in asagidaki indeks araliklarinda ii¢ alt grupta

siiflandirilmistir (OECD, 2018):

e Disiik diizey grup; -4,75/-2,25
e Orta diizey grup; -2,24 /0,25
e Yiiksek diizey grup; 0,26 /2,76

Sosyoekonomik diizey degiskeni, 6grencinin ailesinin sosyal ve ekonomik durumunu
yansitan cesitli faktorleri icermektedir. Bu degisken ailenin gelir diizeyi, ebeveynlerin
meslekleri, sahip olunan maddi varliklar (ev, araba, elektronik cihazlar vb.), kiiltiirel
kaynaklar (kitap sayisi, sanatsal ve kiiltiirel etkinliklere katilim vb.) gibi unsurlar
kapsamaktadir. Ayrica, 6grencinin okul disinda 6zel ders veya ek egitim alip almadig:
gibi egitim destek mekanizmalar1 da sosyoekonomik diizeyin bir parcasi olarak
degerlendirilmektedir. Tiim bu faktorler, PISA tarafindan belirlenen sosyoekonomik
statii indeksi ile oOl¢lilmekte ve analizlerde kullanilmaktadir. PISA 2018 verisi,
sosyoekonomik diizey degiskeni icin asagidaki indeks araliklarinda ¢ alt grupta

smiflandirilmistir (OECD, 2018):

e Diisiik diizey grup; -4,49 / -2,59
e Orta diizey grup; -2,58 / -0,68
e Yiiksek diizey grup; -0,67 / 1,23

PISA matematik, okuma ve fen puanlarindan olusan veri giftleri (1: Matematik-
Okuma, 2: Matematik-Fen, 3: Okuma-Fen) i¢in evdeki egitim
olanaklari/sosyoekonomik diizey (1: Diisiik, 2: Orta, 3: Yiiksek) ve cinsiyet (T: Tiim
Ogrenciler, E: Erkek, K: Kiz) degiskenlerine gére modeller olusturulmustur. Model

tanimlamalar1 her bir durum baslig1 altinda sunulmustur.
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4.1.1. Birinci Durum: Ogrencilerin Tiimii ve Erkek/Kiz Ogrenciler icin Genel

Analiz

Cizelge 1’de o6grencilerin timii ve erkek/kiz dgrenciler igin model tanimlamalari

verilmistir.

Cizelge 1. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler i¢in model tanimlamalari.

Cinsiyet Cift Model
Matematik-Okuma Model T1
Tiim 6grenciler Matematik-Fen Model T2
Okuma-Fen Model T3
Matematik-Okuma Model E1
Erkek Matematik-Fen Model E2
Okuma-Fen Model E3
Matematik-Okuma Model K1
Kiz Matematik-Fen Model K2
Okuma-Fen Model K3

Cizelge 1 Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler icin model tanimlamalarinin
matematik-okuma, matematik-fen ve okuma-fen iftleri igin olusturuldugunu

gostermektedir.

Cizelge 2’de Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler igin betimsel istatistikler

verilmistir.

Cizelge 2. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz dgrenciler igin betimsel istatistikler.

Cinsiyet Alan N | Ortalama | Medyan Mod Sstggi?;t Carpiklik | Basiklik
Tiim Matematik | 6890 | 452.7008 | 449.7600 | 464.8290 | 87.3938 | 0.1477 | -0.0432
dgrenciler Okuma | 6890 | 464.2299 | 463.4030 | 334.9190 | 87.7801 | 0.0445 | -0.3018
Fen 6890 | 467.4865 | 464.8165 | 299.2330 | 83.1135 | 0.0848 | -0.3226

Matematik | 3494 | 454.8183 | 453.2050 | 321.4900 | 89.0444 | 0.0708 | -0.0772

Erkek Okuma | 3494 | 450.7126 | 448.0250 | 346.2500 | 89.5787 | 0.0837 | -0.3549
Fen 3494 | 462.6524 | 459.2300 | 372.0000 | 85.1526 | 0.1215 | -0.2752

Matematik | 3396 | 450.5231 | 445.6450 | 365.2200 | 85.6209 | 0.2306 | 0.0012

Kiz Okuma | 3396 | 478.1383 | 477.6450 | 413.4700 | 83.6533 | 0.0715 | -0.2725
Fen 3396 | 472.4610 | 470.4650 | 416.7700 | 80.6727 | 0.0622 | -0.3876

Cizelge 3’te 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler i¢in korelasyon ve simetriklik

test degerleri verilmistir.

Erkek ve kiz 6grencilerin matematik, okuma ve fen basarilar1 arasindaki iligkiler
Pearson, Spearman ve Kendall korelasyon yontemleriyle analiz edilmis ve R
yaziliminda “copula” paketindeki ‘exchTest’ fonksiyonu ile simetriklik testleri
yapilmistir. Cizelge 3’te verilen sonuglara gore her iki cinsiyette de giiglii pozitif

iligkiler tespit edilmistir.
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Cizelge 3. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler icin korelasyon ve simetriklik test degerleri.

Model Pearson” Spearman” Kendall” S'metr'lfllk.IeSt'
(p degeri™)

Model T1 0.8074 0.8008 0.6045 0.013400 (0.6588)
Model T2 0.8336 0.8276 0.6329 0.010014 (0.9006)
Model T3 0.8678 0.8648 0.6766 0.008141 (0.9605)
Model E1 0.8250 0.8211 0.6256 0.014863 (0.4510)
Model E2 0.8393 0.8341 0.6399 0.014472 (0.4560)
Model E3 0.8722 0.8700 0.6830 0.011686 (0.5450)
Model K1 0.8178 0.8129 0.6177 0.011319 (0.8357)
Model K2 0.8339 0.8295 0.6350 0.008440 (0.9825)
Model K3 0.8691 0.8642 0.6762 0.014368 (0.3002)

(*) Tiim korelasyonlar anlamhdwr (p < 0.05)

(**) Tiim modeller simetriktir (p > 0.05)

Ozellikle kiz dgrencilerde okuma ve fen basarilar arasindaki iliski oldukca yiiksek
bulunmustur. Tiim korelasyon testlerinin p degerleri 0.05'in altinda olup, bu iligkilerin
istatistiksel olarak anlamli oldugu bulunmustur. Ayrica, simetriklik testi sonuglarina

gbre modeller simetrik dagilim varsayimini desteklemektedir (p>0.05).

Cizelge 4’te dgrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler i¢in marjinal dagilim uyum
iyiligi sonuglar1 verilmistir. Her bir model i¢in en iyi uyan marjinal dagilimlar () ile
gostermektedir. Marjinal model se¢imleri p>0.05 olan en kiigiik KS ve en kiigiik AIC
degerlerine gbre yapilmistir. Tiim Ogrenciler ve erkek G6grenciler icin Matematik,
Okuma ve Fen basarilarinda en iyi uyum saglayan dagilim Normal dagilim olmustur.
Kiz 6grencilerde ise matematik basarisi i¢in Gamma dagilimi, okuma ve fen basarilari

icin ise yine Normal dagilim en iyi uyumu saglamistir.

Uygun kopula secimleri en kiigiik Cramer von Mises (CvM), en kiiciik AIC, BIC ve
en biiyiikk CIC degerleri dikkate alinarak gergeklestirilmis ve sonuglar Cizelge 5°te
verilmistir. Ayrica Sekil 3’te teorik kopula modelleri ile ampirik kopula modellerinin
karsilastirlldig1 grafikler yer almaktadir. Bu grafikler, se¢ilen kopula modellerinin
verilerle uyumlu oldugunu ve sonuglarin tutarliligini géstermektedir. Sekil 4’te gercek
verilerin seg¢ilen kopula fonksiyonlarma uyumunu gosteren grafikler verilmistir.
Burada 6grencilerin tiimii turuncu, erkek 6grenciler mavi, kiz 6grenciler kirmizi renkle

gosterilmis olup, her bir popiilasyon icin konturlar siyah c¢izgi ile belirtilmistir.
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Cizelge 4. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler i¢in marjinal dagilim uyum iyiligi sonuglari.

Cinsiyet | Alan '\];':gl'l’l‘fr‘l' KS | pdegeri AIC Parl Par2
Normal” 0.0173 0.0330 | 81158.4128| 452.7008 | 87.3874
Mat Log- Normal | 0.0278 0.0000 [81370.5091| 6.0959 0.1999
Gamma 0.0634 0.0000 |82168.0375| 42.0705 0.0933
Weibull 0.0405 0.0000 [81479.7821| 5.5739 488.7385
Normal” 0.0128 0.2114 |81219.1908 | 464.2299 | 87.7737
_ Tim Oku Log- Normal | 0.0366 0.0000 [81494.7186| 6.1217 0.1965
Ogrenciler Gamma 0.0266 0.0001 |81320.3420| 27.0199 0.0583
Weibull 0.0307 0.0000 [81418.4838| 5.8079 500.5220
Normal” 0.0184 0.0187 |80466.4291| 467.4865 | 83.1075
Fen Log- Normal | 0.0300 0.0000 |80644.9634| 6.1310 0.1831
Gamma 0.0214 0.0036 | 80517.9522| 31.6524 0.0676
Weibull 0.0396 0.0000 [80737.8217| 6.1311 502.3828
Normal” 0.0113 0.7594 |41288.6148| 454.8183 | 89.0316
Mat Log- Normal | 0.0383 0.0001 [41463.2541| 6.0997 0.2048
Gamma 0.0240 0.0363 |41353.9187| 25.3650 0.0558
Weibull 0.0377 0.0001 [41409.9819| 5.5629 491.3234
Normal” 0.0145 0.4505 [41330.4218| 450.7126 | 89.5659
Erkek Oku Log- Normal | 0.0357 0.0003 [41450.1115] 6.0902 0.2064
Gamma 0.0256 0.0203 |41365.2645| 24.0716 0.0534
Weibull 0.0345 0.0005 41430.1874| 5.5177 487.4218
Normal” 0.0233 0.0458 |40976.3247 | 462.6524 | 85.1404
Fen Log- Normal | 0.0267 0.0140 |41056.6358| 6.1195 0.1894
Gamma 0.0248 0.0273 |40991.1356| 29.0706 0.0629
Weibull 0.0413 0.0000 [41125.0956| 5.8948 498.1308
Normal 0.0255 0.0242 | 39864.3473| 450.5231 | 85.6082
Mat Log- NorrPaI 0.0215 0.0878 [39899.6069| 6.0919 0.1946
Kiz Gamma 0.0132 0.5937 |39845.4470| 27.3982 0.0609
Weibull 0.0469 0.0000 |[40066.9974| 5.5908 486.0297
Oku Normal” 0.0160 0.3517 |39706.4430| 478.1383 | 83.6409
Log- Normal | 0.0331 0.0012 [39801.4122| 6.1541 0.1802
Cizelge 4 ’iin devam.
Oku Gamma 0.0570 0.0000 |40026.2207 | 46.6148 0.0974
Weibull 0.0368 0.0002 |39843.5830| 6.2242 513.3180
Kiz Normal” 0.0158 0.3637 |39460.0244 | 472.4610 | 80.6608
Fen Log- Normal | 0.0329 0.0013 [39543.8684| 6.1429 0.1755
Gamma 0.0248 0.0303 | 39485.2664 | 33.6834 0.0713
Weibull 0.0408 0.0000 [39588.5474| 6.4067 506.5585

Cizelge 5’te 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler i¢in en 1yi kopula modeli se¢imi

verilmistir.
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Cizelge 5. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler igin en iyi kopula modeli segimi.

Uyum Tyiligi Testi Bilgi Kriterleri
Model | Kopula CvM b degeri AIC BIC CIC
Normal" |  0.0622 0.2500 72121231 | -7205.2852 | 3603.3102
t 0.3107 0.2500 -6881.3103 | -6874.4815 | 3434.1436
Model T1 |_Clayton 2.1885 0.2500 50306774 | -5023.8396 | 1732.4686
Frank 0.2867 0.2500 67817262 | -6774.8884 | 3388.0643
Gumbel 0.4490 0.2500 -6756.3696 | -6749.5318 | 3370.1041
Joe 3.9804 0.2500 54947077 | -5487.8699 | 2736.4352
Normal" | _ 0.1170 0.2500 -8066.1956 | -8059.3578 | 4033.2332
t 0.3812 0.2500 -7690.8034 | -7683.9655 | 3842.4600
Model T2 |_Clayton 2.4992 0.2500 53716524 | -5364.8146 | 1656.8415
Frank 0.3525 0.2500 75943389 | -7587.5010 | 3797.0986
Gumbel 0.3029 0.2500 77325628 | -7725.7249 | 3849.0422
Joe 3.3274 0.2500 -6468.6581 | -6461.8203 | 3223.7083
Normal" | _ 0.0759 0.2500 -9510.0678 | -9503.2300 | 4748.6630
t 0.2916 0.2500 -0179.6044 | -9172.7666 | 4573.3194
Model T3 |_Clayton 2.0160 0.2500 ~6704.7969 | -6697.9591 | 2262.7781
Frank 0.2996 0.2500 -9036.3451 | -9029.5073 | 4515.8148
Gumbel 0.4181 0.2500 -8994.6840 | -8987.8462 | 44815074
Joe 4.0574 0.2500 73755965 | -7368.7586 | 36810214
Normal” | _ 0.0382 0.0055 -3049.6947 | -3043.5359 | 19713392
t 0.1760 0.0005 -3770.5387 | -3764.3799 | 1879.2329
Model E1 |_Clayton 1.0791 0.0005 -2776.0623 | -2769.9035 | 952.6383
Frank 0.1445 0.0005 -3742.9406 | -3736.7818 | 1869.7206
Gumbel 0.2587 0.0005 -3680.1983 | -3674.0395 | 1830.0104
Joe 2.1695 0.0005 -2082.7395 | -2976.5807 | 1488.5478
Normal” |  0.0642 0.0005 ~4198.6269 | -4192.4681 | 2094.2197
t 0.2113 0.0005 -3992.9691 | -3986.8103 | 1992.3079
Model £2 |_Clayton 1.2410 0.0005 -2813.0227 | -2806.8639 | 868.3719
Frank 0.1699 0.0005 -3956.3433 | -3950.1844 | 1979.0236
Gumbel 0.1756 0.0005 -4001.4113 | -3995.2525 | 1999.8309
Joe 1.7687 0.0005 -3334.9050 | -3328.7462 | 1661.3668
Normal” | 0.0554 0.0005 49075615 | -4901.4027 | 2450.2747
t 0.1665 0.0005 -4740.0455 | -4733.8867 | 2362.3670
Model £3 |_Clayton 1.0920 0.0005 -3374.4038 | -3368.2450 | 1060.4477
Frank 0.1688 0.0005 46920232 | -4686.0644 | 2347.4177
Gumbel 0.1804 0.0005 -4706.9008 | -4700.7420 | 2340.8251
Joe 1.8624 0.0005 -3015.8442 | -3909.6854 | 19519165
Normal” |  0.0437 0.0015 -3720.1955 | -3714.0651 | 1856.7730
t 0.1718 0.0005 -3574.1021 | -3567.9718 | 1784.1999
Model K1 |_Clavton 1.0720 0.0005 -2592.8684 | -2586.7380 | 869.8849
Frank 0.1316 0.0005 -3523.4632 | -3517.3328 | 1760.6693
Gumbel 0.2387 0.0005 -3512.4822 | -3506.3518 | 1749.8277
Joe 2.0227 0.0005 12867.9035 | -2861.7731 | 14253621
Normal” | _ 0.0694 0.0005 -3978.8169 | -3972.6866 | 19845701
t 0.1988 0.0005 -3805.7479 | -3799.6176 | 1899.9257
Model K2 |_Clayton 1.2652 0.0005 -2627.0993 | -2620.9690 | 783.9393
Frank 0.1782 0.0005 -3771.2157 | -3765.0853 | 1882.7061
Gumbel 0.1466 0.0005 -3843.7876 | -3837.6572 | 1918.8872
Joe 1.6020 0.0005 -3234.5420 | -3228.4116 | 1609.1090
Normal” |  0.0334 0.0045 4734.6224 | -4728.4920 | 2361.1666
t 0.1314 0.0005 -4582.6598 | -4576.5294 | 2289.7190
Model K3 |_Clayton 0.9597 0.0005 134219421 | -3415.8117 | 12226956
Frank 0.1593 0.0005 44383101 | -4432.1888 | 2216.8263
Gumbel 0.2196 0.0005 44548816 | -4448.7513 | 2224.6088
Joe 2.0601 0.0005 -3637.2222 | -3631.0910 | 1809.5249
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Her bir model igin secilen kopulalara iliskin parametre tahmin (MPLE) ve standart
hata degerleri Cizelge 6’da sunulmustur.

Cizelge 6. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler icin segilen kopula modellerine yonelik
parametre tahmin sonuglari.

Sekil 3. Genel durum i¢in uyan teorik (-,

modellerinin karsilagtirilmasi.
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Cinsiyet Cift Model Kopula Tahmin Stﬁr;?:rt
Tiim Matematik-Okuma Model T1 Normal 0.8060 0.0039
Osrenciler Matematik-Fen Model T2 Normal 0.8310 0.0035
g Okuma-Fen Model T3 Normal 0.8655 0.0026
Matematik-Okuma Model E1 Normal 0.8236 0.0048
Erkek Matematik-Fen Model E2 Normal 0.8369 0.0048
Okuma-Fen Model E3 Normal 0.8692 0.0035
Matematik-Okuma Model K1 Normal 0.8167 0.0051
Kiz Matematik-Fen Model K2 Normal 0.8315 0.0049
Okuma-Fen Model K3 Normal 0.8678 0.0039
Model T1 Model T2 Model T3
MNormal (8=0.8060) MNormal (8=0.8310) MNormal (8=0.8655)
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—, —) kopula modelleri ile ampirik (---) kopula
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Sekil 4. Genel durum i¢in gergek verilerin segilen kopula fonksiyonlarina uyumu.
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4.1.2. ikinci Durum: Evdeki Egitim Olanaklar1 Degiskeni icin PISA Verilerine
Kopula Analizi

Cizelge 7’de evdeki egitim olanaklar1 degiskeni a¢isindan oOgrencilerin timii ve

erkek/kiz 6grenciler i¢cin model tanimlamalar1 verilmistir.

Cizelge 7. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan dgrencilerin tiimii ve erkek/kiz
ogrenciler i¢in model tanimlamalari.

Cinsiyet Evdeki Egitim Olanaklari Cift Model
Matematik-Okuma Model T11
Diistik Matematik-Fen Model T12
Okuma-Fen Model T13
Matematik-Okuma Model T21
Tiim Ogrenciler Orta Matematik-Fen Model T22
Okuma-Fen Model T23
Matematik-Okuma Model T31
Yiiksek Matematik-Fen Model T32
Okuma-Fen Model T33
Matematik-Okuma Model E11
Diistik Matematik-Fen Model E12
Okuma-Fen Model E13
Matematik-Okuma Model E21
Erkek Orta Matematik-Fen Model E22
Okuma-Fen Model E23
Matematik-Okuma Model E31
Yiiksek Matematik-Fen Model E32
Okuma-Fen Model E33
Matematik-Okuma Model K11
Diisiik Matematik-Fen Model K12
Okuma-Fen Model K13
Matematik-Okuma Model K21
Kiz Orta Matematik-Fen Model K22
Okuma-Fen Model K23
Matematik-Okuma Model K31
Yiiksek Matematik-Fen Model K32
Okuma-Fen Model K33

Cizelge 7 evdeki egitim olanaklarina gore 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler
icin model tanimlamalarinin matematik-okuma, matematik-fen ve okuma-fen ciftleri

i¢in olusturuldugunu gostermektedir.

Cizelge 8’de evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan 6grencilerin timii ve
erkek/kiz 6grenciler igin betimsel istatistikler verilmistir. Genel olarak, her iki cinsiyet
icin de evdeki egitim olanaklari arttik¢a basar1 ortalamalarinin yiikseldigi gézlenmistir.
Erkek ogrencilerde evdeki egitim olanaklarinin diisiik oldugu durumda basari
dagilimlar1 genellikle simetrik iken, kiz 6grencilerde 6zellikle evdeki diisiik egitim
olanaklarinda basar1 dagilimlarinin saga carpik oldugu, yani daha yiiksek basarilarin

daha az siklikla gozlendigi belirlenmistir. Kiz 6grenciler, evdeki egitim olanaklarinin
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her diizeyinde okuma ve fen basarilarinda erkeklerden daha yiiksek ortalamalara sahip

olup, carpiklik ve basiklik degerleri genellikle simetriye yakin bir dagilim

sergilemektedir.

Cizelge 8. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan 6grencilerin tiimil ve erkek/kiz 6grenciler igin
betimsel istatistikler.

Evdeki Standart
Cinsiyet Egitim Alan N | Ortalama| Medyan Carpiklik | Basiklik
Sapma
Olanaklar1
Matematik | 254 | 362.5930 | 367.0030 | 94.7986 | -0.0143 | -0.6678
Diistik Okuma | 254 |383.7899 | 378.6185| 82.0437 | 0.2221 | -0.5006
Fen 254 [404.9426 | 396.3785 | 82.6802 | 0.2186 | -0.4867
. Matematik | 3335 | 444.1821 | 440.9490 | 81.7740 | 0.2300 | -0.1274
Og-rl;:lilr;r:liler Orta Okuma | 3335 | 454.9197 | 454.0640 | 83.2758 | 0.0381 | -0.3072
Fen 3335 457.5665 | 455.6850 | 79.0390 | 0.1245 | -0.2980
Matematik | 3301 | 468.2406 | 464.8880 | 86.9453 | 0.2119 | -0.2264
Yiiksek Okuma | 3301 |479.8256 | 479.3790 | 87.9441 | 0.0392 | -0.3455
Fen 3301 | 482.3211 | 480.6260 | 83.4528 | 0.0392 | -0.3581
Matematik | 153 | 365.3851 | 376.5970| 99.2378 | -0.0397 | -0.5918
Diisiik Okuma | 153 | 373.6318 | 366.3450 | 86.9523 | 0.3074 | -0.5166
Fen 153 | 399.9808 | 395.8160 | 85.2644 | 0.1899 | -0.3253
Matematik | 1635 | 446.7775 | 446.9170 | 84.2605 | 0.1052 | -0.3052
Erkek Orta Okuma | 1635 |441.3712|441.5230 | 85.5481 | 0.0447 | -0.4112
Fen 1635 | 453.7162 | 451.1460 | 81.6772 | 0.1292 | -0.3308
Matematik | 1706 | 470.5440 | 467.2435| 86.8013 | 0.2305 | -0.2555
Yiiksek Okuma | 1706 | 466.5770 | 464.0395 | 88.7855 | 0.1343 | -0.3960
Fen 1706 | 476.8362 | 472.8860 | 84.7532 | 0.1374 | -0.2948
Matematik | 101 | 358.3634 | 360.5450 | 87.9623 | 0.0004 | -0.8263
Diistik Okuma | 101 |399.1779|393.6810| 71.6977 | 0.3299 | -0.4532
Fen 101 | 412.4590|398.4060 | 78.4219 | 0.3445 | -0.7898
Matematik | 1700 | 441.6859 | 435.2780| 79.2538 | 0.3627 | 0.1074
Kiz Orta Okuma | 1700 | 467.9501 | 465.8625 | 78.8890 | 0.1209 | -0.2779
Fen 1700 | 461.2697 | 458.4480 | 76.2567 | 0.1412 | -0.2752
Matematik | 1595 | 465.7769 | 462.6160 | 87.0589 | 0.1939 | -0.1907
Yiiksek Okuma | 1595 493.9962 | 493.5980 | 84.8008 | -0.0265 | -0.1984
Fen 1595 | 488.1876 | 489.7940 | 81.6587 | -0.0608 | -0.3811
Cizelge 9’da evdeki egitim olanaklar1 degiskeni acisindan Ogrencilerin tiimii ve

erkek/kiz 6grenciler i¢in korelasyon ve simetriklik test degerleri verilmistir.

Cizelge 9°da verilen sonuglara gore her iki cinsiyette de gii¢lii pozitif iliskiler tespit

edilmistir. Ozellikle kiz 6grencilerde okuma ve fen basarilar arasindaki iliski olduk¢a

yiiksek bulunmustur. Tiim korelasyon testlerinin p degerleri 0.05'in altinda olup, bu

iligkilerin istatistiksel olarak anlamli oldugu bulunmustur. Ayrica, simetriklik testi

sonuglaria goére modeller simetrik dagilim varsayimini desteklemektedir (p>0.05).
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Cizelge 9. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler i¢in
korelasyon ve simetriklik test degerleri.

Model Pearson” Spearman” Kendall” S'mEtr'kJ'k.LeSt'
(p degeri™)
Model T11 0.8010 0.8122 0.6123 0.018151 (0.3721)
Model T12 0.8094 0.8089 0.6092 0.013702 (0.6688)
Model T13 0.8379 0.8431 0.6496 0.012416 (0.5649)
Model T21 0.7881 0.7803 0.5829 0.016642 (0.4331)
Model T22 0.8208 0.8161 0.6188 0.017705 (0.2413)
Model T23 0.8557 0.8547 0.6625 0.011968 (0.6049)
Model T31 0.8043 0.8017 0.6047 0.013257 (0.6918)
Model T32 0.8330 0.8305 0.6355 0.008239 (0.9785)
Model T33 0.8691 0.8662 0.6790 0.008860 (0.9196)
Model E11 0.8280 0.8412 0.6483 0.012218 (0.6798)
Model E12 0.8417 0.8435 0.6488 0.007646 (0.9745)
Model E13 0.8323 0.8435 0.6452 0.018625 (0.2243)
Model E21 0.8094 0.8070 0.6082 0.010212 (0.9316)
Model E22 0.8260 0.8244 0.6271 0.021749 (0.0854)
Model E23 0.8669 0.8684 0.6790 0.015981 (0.1863)
Model E31 0.8191 0.8169 0.6214 0.018632 (0.2133)
Model E32 0.8372 0.8328 0.6379 0.010334 (0.8776)
Model E33 0.8687 0.8639 0.6763 0.008717 (0.9436)
Model K11 0.7947 0.8083 0.6040 0.013136 (0.6748)
Model K12 0.7652 0.7534 0.5489 0.015293 (0.6259)
Model K13 0.8549 0.8545 0.6749 0.020782 (0.1084)
Model K21 0.7975 0.7887 0.5928 0.016194 (0.4201)
Model K22 0.8210 0.8156 0.6185 0.010656 (0.9006)
Model K23 0.8524 0.8480 0.6554 0.010287 (0.8846)
Model K31 0.8191 0.8184 0.6226 0.014972 (0.5230)
Model K32 0.8373 0.8380 0.6442 0.010941 (0.8107)
Model K33 0.8741 0.8696 0.6836 0.018021 (0.0774)

(*) Tiim korelasyonlar anlamhidir (p < 0.05)
(**) Tiim modeller simetriktir (p > 0.05)

Cizelge 10°da evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii igin
marjinal dagilim uyum iyiligi sonuglart ve her bir model i¢in en iyi uyan marjinal
dagilimlar1 yer almaktadir. Bu dagilimlar (¥) ile belirtilmistir. Marjinal model secimleri

p>0.05 olan en kiigiik KS ve en kiigiik AIC degerlerine gore yapilmustir.

En iyi uyum saglayan dagilimlar evdeki egitim olanaklar1 diisiik diizey olan 6grenciler
icin matematikte Weibull, okumada Log-Normal, fende Normal; orta diizey olan
ogrenciler i¢cin matematikte Gamma, okumada Normal, fende Normal; yiiksek olanlar

icin matematikte Gamma, okumada Normal, fende Normal olmustur.
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Cizelge 10 Evdeki egitim olanaklari degiskeni agisindan 6grencilerin tiimi i¢in marjinal dagihim

uyum iyiligi sonuglari.

Evdeki Marjinal
Egitim Alan N KS p degeri AIC Parl Par2
Dagilim
Olanaklar1
Normal 0.0854 0.0490 3036.1100 | 362.5930 94.6118
Mat Log- Normal 0.0901 0.0324 3053.4599 5.8561 0.2802
Gamma 0.0884 0.0378 3042.7411 | 13.7592 0.0379
Weibull 0.0775 0.0943 3033.4348 4.3163 398.5938
Normal 0.0375 0.8683 2962.7029 | 383.7899 81.8820
Diisiik Oku Log- Normal® | 0.0441 0.7074 2962.6670 5.9267 0.2184
Gamma 0.0892 0.0351 2993.2198 | 34.6196 0.0903
Weibull 0.0555 0.4138 2971.5750 5.0837 417.0209
Normal” 0.0730 0.1337 2966.6290 | 404.9426 82.5173
Fen Log- Normal 0.0398 0.8170 2966.8944 5.9825 0.2083
Gamma 0.0864 0.0452 2993.9014 | 37.1011 0.0916
Weibull 0.0810 0.0714 2976.7833 5.3153 438.8098
Normal 0.0218 0.0839 38841.7306 | 444.1821 81.7618
Mat Log- Normal 0.0244 0.0382 38848.3018 | 6.0790 0.1875
Gamma” 0.0127 0.6592 38810.4498 | 29.3911 0.0662
Weibull 0.0466 0.0000 39044.2797 | 5.7767 478.3653
Normal” 0.0167 0.3117 38963.1158 | 454.9197 83.2633
Orta Oku Log- Normal 0.0395 0.0001 39091.8694 | 6.1026 0.1899
Gamma 0.0285 0.0089 39011.2801 | 28.6909 0.0631
Weibull 0.0331 0.0013 39065.0600 | 5.9993 489.5758
Normal” 0.0231 0.0571 38614.8328 | 457.5665 79.0272
Fen Log- Normal 0.0266 0.0177 38671.1245| 6.1106 0.1769
Gamma 0.0650 0.0000 38927.9972 | 48.8615 0.1066
Weibull 0.0436 0.0000 38777.0917 | 6.2600 490.9354
Normal 0.0223 0.0751 38850.6077 | 468.2406 86.9322
Mat Log- Normal 0.0268 0.0174 38864.7203 | 6.1314 0.1894
Gamma” 0.0140 0.5344 38824.3338 | 28.7607 0.0614
Weibull 0.0434 0.0000 39031.8914 | 5.7665 504.5372
Normal” 0.0183 0.2173 38926.0172 | 479.8256 87.9308
Yiiksek Oku Log- Normal 0.0376 0.0002 39045.4638 | 6.1559 0.1899
Gamma 0.0305 0.0042 38969.7291 | 28.6844 0.0599
Weibull 0.0313 0.0031 39023.9002 | 5.9982 516.4435
Normal” 0.0181 0.2311 38579.9391 | 482.3211 83.4402
Fen Log- Normal 0.0339 0.0010 38683.8721 | 6.1631 0.1785
Gamma 0.0296 0.0062 38617.9165 | 32.4565 0.0674
Weibull 0.0367 0.0003 38691.4854 | 6.3448 517.4375

Cizelge 11°de evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan erkek Ggrenciler i¢in

marjinal dagilim uyum iyiligi sonuglar1 verilmistir. En iyi uyum saglayan dagilimlarin

evdeki egitim olanaklar1 diigiik diizey olan erkek 6grenciler i¢in matematikte Weibull,

okumada Normal, fende Gamma; orta diizey olan 6grenciler i¢in matematikte Normal,

okumada Normal, fende Normal; yiiksek olanlar i¢in matematikte Gamma, okumada

Normal, fende Normal oldugunu gostermektedir.
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Cizelge 11. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni acisindan erkek 6grenciler i¢in marjinal dagilim uyum
iyiligi sonuglari.

Evdeki Marjinal
Egitim Alan N KS p degeri AIC Parl Par2
Dagilim
Olanaklar1
Normal 0.0835 0.2361 1844.0327 | 365.3851 98.9129
Mat Log- Normal 0.1021 0.0824 1857.1806 5.8603 0.2943
Gamma 0.0869 0.1983 1849.4386 | 12.5384 0.0343
Weibull® 0.0769 0.3260 1841.9317 4.1684 402.5597
Normal” 0.0540 0.7636 1803.5920 | 373.6318 86.6677
Diisiik Oku Log- NorrPaI 0.0694 0.4535 1800.2014 5.8959 0.2358
Gamma 0.0627 0.5846 1799.1500 | 18.7380 0.0501
Weibull 0.0653 0.5308 1808.4101 4.6584 408.1857
Normal 0.0475 0.8804 1797.5934 | 399.9808 84.9853
Fen Log- NorrPaI 0.0616 0.6077 1799.6863 5.9681 0.2190
Gamma 0.0581 0.6793 1796.8978 | 21.3366 0.0535
Weibull 0.0706 0.4303 1802.8045 5.1087 434.4287
Normal” 0.0170 0.7310 19141.8254 | 446.7775 84.2347
Mat Log- Normal 0.0428 0.0050 19180.9615 | 6.0836 0.1944
Gamma 0.0327 0.0601 19149.8782 | 27.1391 0.0608
Weibull 0.0401 0.0105 19203.0397 | 5.7729 481.6767
Normal” 0.0192 0.5811 19191.4163 | 441.3712 85.5219
Orta Oku Log- Normal 0.0425 0.0054 192544915 | 6.0702 0.2015
Gamma 0.0316 0.0763 19213.5396 | 25.6945 0.0581
Weibull 0.0319 0.0715 19230.8552 | 5.6932 476.5935
Normal” 0.0279 0.1576 19040.0030 | 453.7162 81.6522
Fen Log- Normal 0.0293 0.1208 19069.4545 |  6.1008 0.1846
Gamma 0.0806 0.0000 19258.5373 | 48.2940 0.1062
Weibull 0.0406 0.0090 19112.4624 | 6.0264 487.9299
Normal 0.0243 0.2643 20074.2931 | 470.5440 86.7758
Mat Log- Normal 0.0268 0.1732 20073.2200 | 6.1366 0.1876
Gamma” 0.0165 0.7410 20055.7739 | 28.7082 0.0611
Weibull 0.0464 0.0013 20171.7918 | 5.7964 506.8684
Normal” 0.0260 0.1975 20151.4134 | 466.5770 88.7595
Yiiksek Oku Log- Normal 0.0304 0.0856 20181.6387 | 6.1267 0.1955
Gamma 0.0804 0.0000 20427.1537 | 45.1324 0.0967
Weibull 0.0439 0.0028 20216.3691 | 5.7242 503.4106
Normal” 0.0259 0.2015 19992.8236 | 476.8362 84.7284
Fen Log- Normal 0.0268 0.1733 20020.3232 | 6.1509 0.1821
Gamma 0.0666 0.0000 20216.8212 | 49.5142 0.1039
Weibull 0.0440 0.0027 20073.8805 | 6.0859 512.4590

Cizelge 12°de evdeki egitim olanaklar1 degiskeni acisindan kiz 6grenciler i¢in marjinal

dagilim uyum iyiligi sonuglar1 verilmistir. En iyi uyum saglayan dagilimlarin evdeki

egitim olanaklar diisiik diizey olan kiz 6grenciler i¢in matematikte Weibull, okumada

Log-Normal, fende Log-Normal; orta diizey olan 6grenciler i¢in matematikte Log-

Normal, okumada Normal, fende Normal; yliksek olanlar i¢in matematikte Gamma,

okumada Normal, fende Normal oldugunu gostermektedir.
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Cizelge 12 Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan kiz dgrenciler i¢in marjinal dagilim uyum
iyiligi sonuglari.

Evdeki Marjinal
Egitim Alan N KS p degeri AIC Parl Par2
Dagilim
Olanaklar1
Normal 0.0986 0.2797 1193.9560 | 358.3634 87.5257
Mat Log- Normal 0.1039 0.2256 1198.0386 5.8497 0.2573
Gamma 0.0994 0.2710 1195.2476 | 15.4475 0.0431
Weibull® 0.0902 0.3835 1193.0293 4.6249 392.4949
Normal 0.0837 0.4781 1152.6573 | 399.1779 71.3419
Diisiik Oku Log- Normal® | 0.0482 0.9730 1149.9515 5.9734 0.1792
Gamma 0.0575 0.8924 1149.9803 | 31.1312 0.0781
Weibull 0.1062 0.2046 1159.4555 5.9500 429.4407
Normal 0.1385 0.0414 1170.7654 | 412.4590 78.0327
Fen Log- Normal® | 0.1118 0.1603 1166.7381 6.0043 0.1888
Gamma 0.1200 0.1090 1167.2267 | 28.3195 0.0687
Weibull 0.1415 0.0350 1176.3761 5.6768 445.2812
Normal 0.0359 0.0253 19694.4179 | 441.6859 79.2305
Mat Log- Normal® | 0.0147 0.8536 19660.1867 | 6.0745 0.1805
Gamma 0.0542 0.0001 19788.1485 | 45.1288 0.1021
Weibull 0.0585 0.0000 19839.7410 | 5.7899 475.1238
Normal” 0.0196 0.5339 19678.7320 | 467.9501 78.8658
Orta Oku Log- Normal 0.0287 0.1221 19706.3077 | 6.1338 0.1724
Gamma 0.0514 0.0003 19777.1576 | 47.2835 0.1010
Weibull 0.0438 0.0029 19764.9994 | 6.4092 501.4310
Normal” 0.0224 0.3607 19563.3487 | 461.2697 76.2343
Fen Log- Normal 0.0251 0.2325 19581.8719 | 6.1200 0.1685
Gamma 0.0575 0.0000 19674.4995 | 50.6932 0.1098
Weibull 0.0496 0.0005 19658.6931 | 6.5032 493.7424
Normal 0.0223 0.4086 18777.8205 | 465.7769 87.0316
Mat Log- Normal 0.0283 0.1540 18792.2675 | 6.1258 0.1911
Gamma” 0.0204 0.5235 18769.9071 | 28.3919 0.0611
Weibull 0.0427 0.0059 18861.8263 | 5.7373 502.0037
Normal” 0.0181 0.6715 18693.9868 | 493.9962 84.7742
Yiiksek Oku Log- Normal 0.0419 0.0074 18769.8000 | 6.1871 0.1785
Gamma 0.0298 0.1186 18728.3738 | 32.8852 0.0665
Weibull 0.0338 0.0528 18739.6598 | 6.4171 529.5292
Normal” 0.0191 0.6028 18573.5433 | 488.1876 81.6331
Fen Log- Normal 0.0445 0.0036 18647.5229 | 6.1761 0.1737
Gamma 0.0346 0.0442 18608.4186 | 34.5749 0.0708
Weibull 0.0324 0.0709 18603.9610 | 6.6643 522.6050
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Cizelge 13. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan dgrencilerin tiimi i¢in en iyi kopula modeli

se¢imi.
Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri
Model Kopula CvM b degeri AIC BIC cic

Normal 0.0377 0.0105 -241.1930 -237.6557 115.0638

t 0.0552 0.0025 -230.2299 -226.6926 111.1493

Model T11 Claytop 0.1264 0.0005 -155.1073 -151.5699 27.7721
Frank 0.0249 0.0774 -252.6532 -249.1158 125.5816

Gumbel 0.0479 0.0065 -232.2153 -228.6780 112.9858

Joe 0.1831 0.0005 -194.6250 -191.0877 98.1949

Normal” 0.0158 0.4031 -258.2590 -254.7217 129.6224

t 0.0402 0.0075 -237.0750 -233.5377 117.4965

Model T12 Clayton 0.0711 0.0005 -170.4583 -166.9209 41.1958
Frank 0.0155 0.3631 -251.5319 -247.9946 125.5083

Gumbel 0.0495 0.0075 -237.6967 -234.1594 116.7277

Joe 0.2172 0.0005 -193.3159 -189.7786 94.6948

Normal 0.0468 0.0035 -278.2260 -274.6887 136.9393

t 0.0606 0.0005 -270.4981 -266.9608 136.9958

Model T13 ClaytOIl 0.1298 0.0005 -178.7163 -175.1790 28.2941
Frank 0.0204 0.1224 -294.4036 -290.8663 147.6057

Gumbel 0.0476 0.0085 -274.4399 -270.9026 132.4921

Joe 0.1764 0.0005 -232.7427 -229.2054 117.1936
Normal 0.0367 0.0115 -3195.1668 -3189.0545 1598.0647
t 0.1685 0.0005 -3038.3853 -3032.2730 1514.2713

Model T21 Clayton 1.0878 0.0005 -2165.4595 -2159.3472 713.0134
Frank 0.1414 0.0005 -3001.6213 -2995.5091 1499.5473
Gumbel 0.2034 0.0005 -3038.5254 -3032.4132 1515.0184
Joe 1.7624 0.0005 -2505.7014 -2499.5891 1246.0546
Normal” 0.0530 0.0005 -3652.6861 -3646.5739 1822.6106
t 0.2063 0.0005 -3475.1128 -3469.0005 1730.7865

Model T22 Clayton 1.0974 0.0005 -2423.6599 -2417.5476 729.8924
Frank 0.1330 0.0005 -3471.2652 -3465.1530 1734.1334
Gumbel 0.2120 0.0005 -3496.9719 -3490.8597 1746.3032
Joe 1.8072 0.0005 -2912.8405 -2906.7283 1449.3359
Normal” 0.0508 0.0035 -4325.6477 -4319.5355 2160.0459
t 0.1837 0.0005 -4157.3456 -4151.2333 2072.8798
Model T23 Clayton 0.9730 0.0005 -3042.6328 -3036.5206 1002.3057
Frank 0.1244 0.0005 -4135.6503 -4129.5381 2064.5668
Gumbel 0.2506 0.0005 -4072.7799 -4066.6677 2032.1855
Joe 2.0902 0.0005 -3324.1651 -3318.0529 1653.5074
Normal” 0.0618 0.0005 -3374.1615 -3368.0595 1681.5836
t 0.2146 0.0005 -3210.0502 -3203.9483 1599.6123

Model T31 Clayton 1.0881 0.0005 -2321.7644 -2315.6625 753.9361
Frank 0.1218 0.0005 -3252.7020 -3246.6000 1627.3043
Gumbel 0.2684 0.0005 -3152.7866 -3146.6846 1569.6881
Joe 2.0505 0.0005 -2556.4447 -2550.3427 1272.6953
Normal” 0.1233 0.0005 -3807.7965 -3801.6945 1897.5186
t 0.2749 0.0005 -3623.7933 -3617.6913 1803.6757

Model T32 Clayton 1.3550 0.0005 -2458.7686 -2452.6666 655.3720
Frank 0.1750 0.0005 -3675.3552 -3669.2532 1839.1644
Gumbel 0.1634 0.0005 -3681.2037 -3675.1017 1840.3555
Joe 1.5284 0.0005 -3107.5707 -3101.4688 1546.5725
Normal 0.0551 0.0005 -4583.8438 -4577.7418 2285.3032
t 0.1603 0.0005 -4423.5260 -4417.4240 2204.3901
Model T33 Clayton 1.0454 0.0005 -3258.5661 -3252.4642 1095.2881
Frank 0.1521 0.0005 -4366.4319 -4360.3299 2183.2569
Gumbel 0.1940 0.0005 -4317.2801 -4311.1782 2157.6477
Joe 1.9152 0.0005 -3529.0092 -3522.9073 1755.9726
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Cizelge 13’te evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii i¢in en
iyi kopula modeli se¢imi verilmistir. Uygun kopula se¢imleri en kii¢iilk Cramer von
Mises (CvM), en kiiciik AIC, BIC ve en biiyiik CIC degerleri dikkate alinarak
gergeklestirilmis ve sonuclar Cizelge 14’te verilmistir. Ayrica Sekil 5, teorik ve
ampirik kopula modellerinin karsilagtirildig1 grafikleri; Sekil 6 ise gercek verilerin
secilen kopula fonksiyonlarina uyumunu gosteren grafikleri icermektedir. Sekil 6’da
tim oOgrenciler turuncu, erkek Ogrenciler mavi, kiz Ogrenciler kirmizi renkle
gosterilmis; her popiilasyonun konturlar1 siyah ¢izgi ile belirtilmistir. Bu grafikler,
secilen kopula modellerinin verilerle uyumunu ve sonuclarin

tutarliligini géstermektedir.

Cizelge 14’te evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan erkek dgrenciler i¢in en iyi
kopula modeli se¢imi verilmistir. Erkek 6grenciler i¢in uygun kopula secimleri en
kiiciik Cramer von Mises (CvM), en kiigiik AIC, BIC ve en biiyiik CIC degerleri
dikkate alinarak gergeklestirilmis ve sonuglar Cizelge 14’te verilmistir. Ayrica Sekil
7, teorik ve ampirik kopula modellerinin karsilagtirildig: grafikleri; Sekil 8 ise gercek
verilerin secilen kopula fonksiyonlarina uyumunu gdsteren grafikleri icermektedir.
Sekil 8'de tiim 6grenciler turuncu, erkek 6grenciler mavi, kiz 6grenciler kirmizi renkle
gosterilmis; her popiilasyonun konturlar1 siyah ¢izgi ile belirtilmistir. Bu grafikler,
secilen kopula modellerinin verilerle uyumunu ve sonuglarin

tutarliligin1 gostermektedir.
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Cizelge 14. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni acisindan erkek 6grenciler icin en iyi kopula modeli

se¢imi.
Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri
Model Kopula CvM b degeri AIC BIC ciC
Normal 0.0309 0.0235 -160.5268 -157.4964 78.6394
t 0.0347 0.0125 -160.0805 -157.0500 77.3422
Model E11 Claytorl 0.0759 0.0005 -101.7045 -98.6741 8.9800
Frank 0.0167 0.2223 -173.6919 -170.6615 84.7366
Gumbel 0.0354 0.0235 -160.6966 -157.6661 79.1489
Joe 0.1283 0.0005 -138.0549 -135.0245 61.8950
Normal” 0.0143 0.4461 -177.0821 -174.0517 87.4671
t 0.0282 0.0395 -165.0112 -161.9808 77.2770
Model E12 Clayton 0.0528 0.0085 -113.5975 -110.5670 24.5576
Frank 0.0162 0.2702 -176.3328 -173.3024 84.9246
Gumbel 0.0305 0.0385 -167.5535 -164.5230 78.9948
Joe 0.1303 0.0005 -139.6985 -136.6681 64.6237
Normal 0.0378 0.0115 -162.0242 -158.9937 78.4387
t 0.0494 0.0015 -157.1345 -154.1040 76.5346
Model E13 Clayto*n 0.0911 0.0005 -96.2035 -93.1731 2.0860
Frank 0.0207 0.1204 -171.3872 -168.3567 86.0487
Gumbel 0.0328 0.0355 -166.7235 -163.6931 82.6460
Joe 0.0916 0.0005 -149.1639 -146.1335 72.6009
Normal* 0.0319 0.0225 -1704.2463 -1698.8469 846.9480
t 0.1139 0.0005 -1612.1597 -1606.7603 803.9543
Model E21 Clayton 0.5274 0.0005 -1154.9323 -1149.5329 359.7287
Frank 0.0631 0.0005 -1632.4727 -1627.0733 814.6000
Gumbel 0.1345 0.0005 -1603.3696 -1597.9702 799.0946
Joe 0.9881 0.0005 -1313.1456 -1307.7462 649.9319
Normal* 0.0436 0.0035 -1823.8232 -1818.4238 908.8047
t 0.1310 0.0005 -1732.7807 -1727.3813 864.9755
Model E22 Clayton 0.5309 0.0005 -1201.8948 -1196.4954 326.8904
Frank 0.0598 0.0005 -1758.4100 -1753.0106 879.3316
Gumbel 0.1323 0.0005 -1747.1018 -1741.7024 870.3753
Joe 0.9494 0.0005 -1456.9277 -1451.5283 726.1706
Normal” 0.0402 0.0025 -2219.2454 -2213.8460 1100.8888
t 0.1061 0.0005 -2142.4721 -2137.0727 1065.1773
Model E2 Clayton 0.4923 0.0005 -1531.4791 -1526.0797 458.0981
Frank 0.0644 0.0005 -2160.5108 -2155.1114 1083.6490
Gumbel 0.1264 0.0005 -2114.8745 -2109.4751 1057.1608
Joe 1.0130 0.0005 -1742.2796 -1736.8802 859.4011
Normal” 0.0437 0.0025 -1836.4099 -1830.9679 916.3304
t 0.1230 0.0005 -1752.5438 -1747.1019 871.7316
Model E31 Clayton 0.5844 0.0005 -1239.5138 -1234.0719 353.8382
Frank 0.0750 0.0005 -1793.9180 -1788.4761 895.0620
Gumbel 0.1397 0.0005 -1732.8884 -1727.4465 860.4503
Joe 1.0547 0.0005 -1419.0104 -1413.5685 707.7315
Normal” 0.0734 0.0005 -1980.6022 -1975.1603 985.0178
t 0.1606 0.0005 -1872.5831 -1867.1412 931.3925
Model E32 Clayton 0.7262 0.0005 -1254.5368 -1249.0949 282.3220
Frank 0.1011 0.0005 -1914.4780 -1909.0361 956.8899
Gumbel 0.0886 0.0005 -1916.6963 -1911.2544 951.8412
Joe 0.7803 0.0005 -1625.6206 -1620.1787 807.3084
Normal” 0.0501 0.0015 -2342.8707 -2337.4288 1166.8050
t 0.1079 0.0005 -2256.5547 -2251.1128 1120.1798
Model E33 Clayton 0.6404 0.0005 -1602.5468 -1597.1049 488.8919
Frank 0.1047 0.0005 -2227.4291 -2221.9872 1113.0263
Gumbel 0.0723 0.0005 -2252.1064 -2246.6645 1122.4463
Joe 0.7975 0.0005 -1885.9234 -1880.4815 938.5881
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Cizelge 15’te evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan kiz dgrenciler i¢in en iyi

kopula modeli se¢imi verilmistir.

Cizelge 15. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni agisindan kiz 6grenciler i¢in en iyi kopula modeli

se¢imi.
Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri
Model Kopula CvM p degeri AIC BIC cIC
Normal 0.0279 0.1064 -94.3829 -91.7678 45.8349
t 0.0395 0.0305 -88.1103 -85.4952 42.8937
Model K11 |_Clavton 0.0673 0.0035 -68.5421 -65.9269 11.8895
Frank 0.0233 0.1234 -96.1168 -93.5017 48.8754
Gumbel 0.0372 0.0485 -85.6661 -83.0510 43.2265
Joe 0.1033 0.0015 -68.3828 -65.7677 26.4905
Normal” 0.0180 0.3881 -81.4144 -78.7993 39.4696
t 0.0339 0.0794 73.4414 -70.8262 34.2042
Model K1 |_Clayton 0.0517 0.0155 -55.2510 -52.6358 10.5081
Frank 0.0157 0.4890 -76.5508 -73.9357 37.5761
Gumbel 0.0292 0.1134 74.9429 -72.3278 36.6713
Joe 0.0842 0.0025 -61.7298 -59.1147 29.9567
Normal 0.0294 0.0514 -123.6421 -121.0270 60.3359
t 0.0347 0.0255 -122.1683 -119.5532 58.7985
Model K13 |_Clayton 0.0486 0.0095 -08.0322 -95.4171 22.8606
Frank™ 0.0150 0.3541 -127.3674 -124.7523 63.3642
Gumbel 0.0410 0.0215 -113.6253 -111.0102 57.0905
Joe 0.1292 0.0005 -89.1367 -86.5216 41.3561
Normal” 0.0313 0.0195 -1684.5886 | -1679.1502 843.0044
t 0.0860 0.0005 -1631.2507 | -1625.8123 810.4349
Model K21 |_Clavton 0.6100 0.0005 -1129.4387 | -1124.0003 352.4272
Frank 0.0829 0.0005 -1580.7045 | -1584.2661 794.8592
Gumbel 0.0823 0.0005 -1648.4645 | -1643.0261 822.9915
Joe 0.7999 0.0005 -1388.1743 | -1382.7359 689.1320
Normal” 0.0291 0.0275 -1865.3743 | -1859.9360 932.8761
t 0.1029 0.0005 -1780.1917 | -1774.7533 888.8107
Model K22 |_Clayton 0.5881 0.0005 -1243.1867 | -1237.7484 366.7113
Frank 0.0768 0.0005 -1764.1615 | -1758.7231 882.3307
Gumbel 0.0959 0.0005 -1793.7086 | -1788.2702 892.1150
Joe 0.8738 0.0005 -1500.1892 | -1494.7508 746.4985
Normal” 0.0277 0.0315 -2160.4330 | -2163.9946 1085.8801
t 0.0889 0.0005 -2094.2331 | -2088.7947 1043.9665
Model K23 |_Clayton 0.5286 0.0005 -1536.9721 | -1531.5338 516.9028
Frank 0.0765 0.0005 -2045.9703 | -2040.5319 1021.3401
Gumbel 0.1144 0.0005 -2055.0322 | -2049.5938 1023.0629
Joe 0.9980 0.0005 -1689.3811 | -1683.9427 838.3634
Normal” 0.0316 0.0165 -1766.7548 | -1761.3802 884.1718
t 0.1052 0.0005 -1694.9972 | -1689.6226 844.0886
Model K31 |_Clayton 0.4469 0.0005 -1298.0983 | -1292.7237 471.7959
Frank 0.0496 0.0005 -1684.2674 | -1678.8928 841.1828
Gumbel 0.1844 0.0005 -1618.2542 | -1612.8796 805.9786
Joe 1.2101 0.0005 -1284.6458 | -1279.2712 638.3470
Normal” 0.0581 0.0005 -1908.8210 | -1903.4463 948.0684
t 0.1266 0.0005 -1830.2134 | -1824.8387 908.2109
Model K32 |_Clayton 0.6349 0.0005 112733662 | -1267.9915 367.3689
Frank 0.0817 0.0005 -1835.8852 | -1830.5106 916.6340
Gumbel 0.0862 0.0005 -1838.5946 | -1833.2200 912.5179
Joe 0.7790 0.0005 115431495 | -1537.7748 765.9583
Normal” 0.0207 0.0834 -2285.3918 | -2280.0172 1138.6953
t 0.0680 0.0005 -2208.7831 | -2203.4085 1097.5980
Model K33 |_Clavton 0.4367 0.0005 -1700.1341 | -1694.7595 630.9208
Frank 0.0810 0.0005 2142.4474 | -2137.0727 1070.7635
Gumbel 0.1233 0.0005 2117.8157 | -2112.4410 1053.3135
Joe 1.0604 0.0005 -1705.0189 | -1699.6442 846.1195
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Kiz 6grenciler i¢in uygun kopula se¢imleri en kiigiik Cramer von Mises (CvM), en

kiigiik AIC, BIC ve en biiyiik CIC degerleri dikkate alinarak gerceklestirilmis ve

sonuglar Cizelge 15°te verilmistir. Ayrica Sekil 9, teorik ve ampirik kopula

modellerinin karsilastirildig1 grafikleri; Sekil 10 ise gercek verilerin segilen kopula

fonksiyonlaria uyumunu gosteren grafikleri igermektedir. Sekil 10’da tiim 6grenciler

turuncu, erkek Ogrenciler mavi, kiz Ogrenciler kirmizi renkle gosterilmis; her

popiilasyonun konturlar1 siyah ¢izgi ile belirtilmistir. Bu grafikler, secilen kopula

modellerinin verilerle uyumunu ve sonuglarin tutarliligin1 géstermektedir.

Her bir model i¢in segilen kopulalar ve bunlara iligkin parametre tahmin (MPLE) ve

standart hata degerleri Cizelge 16’da sunulmustur.

Cizelge 16. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni icin secilen kopula modellerine yonelik

parametre tahmin sonuglari.

Cinsiyet E\g; l:allilge: Em Cift Model Kopula Tahmin Star;c::rt
Matematik-Okuma | Model T11 Frank 8.0424 0.7489

Diistik Matematik-Fen Model T12 | Normal 0.8071 0.0205

Okuma-Fen Model T13 Frank 9.3272 0.7627

Tiim Matematik.—Okuma Model T21 Normal 0.7860 0.0062
Ogrenciler Orta Matematik-Fen Model T22 Normal 0.8166 0.0052
Okuma-Fen Model T23 Normal 0.8531 0.0043

Matematik-Okuma | Model T31 Normal 0.8010 0.0053

Yiiksek Matematik-Fen Model T32 Normal 0.8281 0.0048

Okuma-Fen Model T33 Normal 0.8670 0.0038

Matematik-Okuma | Model E11 Frank 9.1478 0.9950

Diisiik Matematik-Fen Model E12 | Normal 0.8389 0.0211

Okuma-Fen Model E13 Frank 8.9777 1.0773

Matematik-Okuma | Model E21 Normal 0.8062 0.0077

Erkek Orta Matematik-Fen Model E22 Normal 0.8214 0.0071
Okuma-Fen Model E23 Normal 0.8630 0.0055

Matematik-Okuma | Model E31 Normal 0.8134 0.0066

Yiiksek Matematik-Fen Model E32 Normal 0.8301 0.0067

Okuma-Fen Model E33 Normal 0.8653 0.0054

Matematik-Okuma | Model K11 Frank 7.8731 1.1864

Diistik Matematik-Fen Model K12 | Normal 0.7657 0.0456

Okuma-Fen Model K13 Frank 10.4114 1.1583

Matematik-Okuma | Model K21 | Normal 0.7946 0.0081

Kiz Orta Matematik-Fen Model K22 Normal 0.8177 0.0073
Okuma-Fen Model K23 Normal 0.8503 0.0064

Matematik-Okuma | Model K31 Normal 0.8199 0.0072

Yiiksek Matematik-Fen Model K32 Normal 0.8368 0.0069

Okuma-Fen Model K33 Normal 0.8739 0.0054

41




1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

V (Okurmna)

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

A (Okurna)

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

W (Okurna)

Model T11
Frank (6=8.0424)

-

0.0

U (Matematik)

Model T21
Normal (68=0.7860)

|
=
l,(,J
I

|

0.0

U (Matematik)

Model T31
Normal (6=0.8010)

U (Matematik)

W (Fen)

W (Fen)

W (Fen)

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

Model T12
Normal (68=0.8071)

0.0

U (Matematik)

Model T22
Normal (68=0.8166)

0.0

U (Matematik)

Model T32
Normal (68=0.8281)

o

U (Matematik)

W (Fen)

W (Fen)

W (Fen)

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

1.0
0.8
0.6
04
0.2
0.0

Model T13
Frank (6=9.3272)

0.0

Model T23
Normal (68=0.8531)

|\M'

0.0

Model T33
Normal (68=0.8670)

Sekil 5. Evdeki egitim olanaklar1 (Tiim dgrenciler) igin uyan teorik () kopula modelleri ile ampirik
(---) kopula modellerinin karsilastirilmasi.
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fonksiyonlaria uyumunu gosteren grafikler.
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(---) kopula modellerinin kargsilagtirilmast.
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Sekil 8. Evdeki egitim olanaklar1 (Erkek 6grenciler) igin gercek verilerin segilen kopula
fonksiyonlarma uyumunu gosteren grafikler.
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Sekil 9. Evdeki egitim olanaklar1 (Kiz 6grenciler) igin uyan teorik (—) kopula modelleri ile ampirik (-
--) kopula modellerinin karsilastirilmasi.
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Sekil 10. Evdeki egitim olanaklar1 (Kiz 6grenciler) igin gergek verilerin se¢ilen kopula
fonksiyonlarina uyumunu gosteren grafikler.
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4.1.3. Ugiincii Durum: Sosyoekonomik Diizey Degiskeni icin PISA Verilerine
Kopula Analizi

Cizelge 17°de sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan Ogrencilerin timi ve
erkek/kiz 6grenciler i¢in model tanimlamalar1 verilmistir.

Cizelge 17. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler igin
model tanimlamalart.

Cinsiyet Sosyoekonomik Diizey Cift Model
Matematik-Okuma Model T11
Diistik Matematik-Fen Model T12
Okuma-Fen Model T13
Matematik-Okuma Model T21
Tiim Ogrenciler Orta Matematik-Fen Model T22
Okuma-Fen Model T23
Matematik-Okuma Model T31
Yiiksek Matematik-Fen Model T32
Okuma-Fen Model T33
Matematik-Okuma Model E11
Diistik Matematik-Fen Model E12
Okuma-Fen Model E13
Matematik-Okuma Model E21
Erkek Orta Matematik-Fen Model E22
Okuma-Fen Model E23
Matematik-Okuma Model E31
Yiiksek Matematik-Fen Model E32
Okuma-Fen Model E33
Matematik-Okuma Model K11
Diistik Matematik-Fen Model K12
Okuma-Fen Model K13
Matematik-Okuma Model K21
Kiz Orta Matematik-Fen Model K22
Okuma-Fen Model K23
Matematik-Okuma Model K31
Yiiksek Matematik-Fen Model K32
Okuma-Fen Model K33

Cizelge 17 sosyoekonomik diizeye gore 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler igin
model tanimlamalarinin matematik-okuma, matematik-fen ve okuma-fen giftleri i¢in
olusturuldugunu gostermektedir.

Cizelge 18’de sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan Ogrencilerin timii ve

erkek/kiz 6grenciler igin betimsel istatistikler verilmistir.
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Cizelge 18. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz dgrenciler igin
betimsel istatistikler.

Cinsiyet Sosylo)eulztzr;omlk Alan N | Ortalama | Medyan Sstggtrﬁl;t Carpiklik | Basiklik
Matematik | 1418 | 425.3908 | 423.158 | 77.5391 | 0.1339 | 0.0274

Diistik Okuma | 1418 |433.3426 | 431.1925 | 80.0602 | 0.0953 | -0.2483

Fen 1418 441.5939 | 440.1860 | 75.5446 | 0.1375 | -0.2322

Tiim Matematik | 3335 | 466.3075 | 472.0470 | 84.4439 | -0.2521 | 0.3063
Ogrenciler Orta Okuma | 3335 |475.5984 | 479.4220 | 83.8006 | -0.1986 | -0.1797
Fen 3335 477.6934 | 481.6960 | 79.6621 | -0.1356 | -0.2125

Matematik | 1019 | 518.0132 | 518.9000 | 84.3865 | -0.0481 | -0.3331

Yiiksek Okuma |1019|527.3578|532.8630 | 84.1222 | -0.1928 | -0.3259

Fen 1019 | 526.1779 | 533.6960 | 82.1871 | -0.3032 | -0.2866

Matematik | 691 | 426.2819 | 426.4060 | 82.4683 | 0.0854 | -0.0756

Diisiik Okuma | 691 |418.9585|416.2700| 83.9796 | 0.2158 | -0.1713

Fen 691 | 435.2628 | 428.7400 | 79.1061 | 0.2500 | -0.1784

Matematik | 2284 | 448.5225 | 448.481 | 84.7897 | 0.0193 | 0.0389

Erkek Orta Okuma | 2284 |446.3728 | 445.4155| 85.1309 | 0.0398 | -0.2981
Fen 2284 |457.3861 | 455.0590 | 81.0783 | 0.0606 | -0.2143

Matematik | 519 | 520.5144 | 525.6490 | 84.4760 | -0.1046 | -0.3459

Yiiksek Okuma | 519 |513.4167|516.4510| 85.5627 | -0.1766 | -0.5114

Fen 519 |522.2912|523.4650 | 83.0678 | -0.1357 | -0.3840

Matematik | 727 | 424.5439 | 421.0680 | 72.5915 | 0.1893 | 0.0565

Diisiik Okuma | 727 | 447.9648 | 444.7920 | 73.2671 | 0.1221 | -0.3986

Fen 727 | 447.6115|448.8210| 71.5329 | 0.0508 | -0.2961

Matematik | 2169 | 444.2707 | 442.4250 | 82.7225 | 0.1616 | 0.0536

Kiz Orta Okuma |2169|473.5691 | 473.9530 | 80.1263 | -0.0273 | -0.2569
Fen 2169 | 467.4764 | 465.6420 | 77.2078 | 0.0427 | -0.3178

Matematik | 500 |515.4169 | 514.5070 | 84.2995 | 0.0106 | -0.3174

Yiiksek Okuma | 500 |541.8286 | 546.4665 | 80.1562 | -0.1563 | -0.1964

Fen 500 |530.2123|543.4045 | 81.1490 | -0.4837 | -0.1256

Genel olarak, her iki cinsiyet i¢cin de evdeki egitim olanaklar1 arttikca basar

ortalamalarinin  yiikseldigi gozlenmistir. Erkek Ogrencilerde evdeki egitim
olanaklarinin diisiik oldugu durumda basar1 dagilimlar1 genellikle simetrik iken, kiz
ogrencilerde ozellikle evdeki diisiik egitim olanaklarinda basar1 dagilimlarinin saga
carpik oldugu, yani daha yiiksek basarilarin daha az siklikla gozlendigi belirlenmistir.
Kiz 6grenciler, evdeki egitim olanaklarinin her diizeyinde okuma ve fen basarilarinda
erkeklerden daha yiiksek ortalamalara sahip olup, carpiklik ve basiklik degerleri

genellikle simetriye yakin bir dagilim sergilemektedir.

Cizelge 19°da sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan Ogrencilerin tiimii ve

erkek/kiz 6grenciler igin Korelasyon ve simetriklik test degerleri verilmistir.
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Cizelge 19. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler igin
korelasyon ve simetriklik test degerleri.

Model Pearson” Spearman” Kendall” S'memk,“k.lesu
(p degeri™)
Model T11 0.7803 0.7671 0.5733 0.033744 (0.02048)
Model T12 0.8081 0.7945 0.6009 0.017024 (0.3322)
Model T13 0.8416 0.8398 0.6491 0.012557 (0.6568)
Model T21 0.7916 0.7742 0.5792 0.019322 (0.2183)
Model T22 0.8228 0.8118 0.6175 0.020461 (0.1084)
Model T23 0.8597 0.8540 0.6633 0.007818 (0.9785)
Model T31 0.7774 0.7689 0.5720 0.023859 (0.1094)
Model T32 0.8207 0.8245 0.6254 0.011274 (0.8297)
Model T33 0.8485 0.8482 0.6537 0.009820 (0.9086)
Model E11 0.8105 0.8015 0.6067 0.017016 (0.3881)
Model E12 0.8213 0.8160 0.6211 0.023138 (0.0854)
Model E13 0.8563 0.8611 0.6706 0.014279 (0.4050)
Model E21 0.8035 0.7980 0.6016 0.015230 (0.4670)
Model E22 0.8194 0.8130 0.6164 0.015287 (0.4351)
Model E23 0.8591 0.8551 0.6647 0.013067 (0.4610)
Model E31 0.8080 0.8052 0.6073 0.017077 (0.3891)
Model E32 0.8313 0.8392 0.6389 0.018640 (0.1993)
Model E33 0.8592 0.8601 0.6673 0.013202 (0.6139)
Model K11 0.7794 0.7670 0.5721 0.028403 (0.0375)
Model K12 0.8006 0.7812 0.5890 0.010016 (0.9645)
Model K13 0.8284 0.8194 0.6293 0.007061 (0.9985)
Model K21 0.8037 0.7975 0.6024 0.019311 (0.2223)
Model K22 0.8193 0.8160 0.6200 0.010201 (0.9166)
Model K23 0.8627 0.8560 0.6664 0.013086 (0.5190)
Model K31 0.7799 0.7671 0.5731 0.023308 (0.1573)
Model K32 0.8152 0.8177 0.6208 0.012176 (0.7987)
Model K33 0.8475 0.8353 0.6447 0.013344 (0.6189)

(*) Tiim korelasyonlar anlamhdir (p < 0.05)
(**) Tiim modeller simetriktir (p > 0.05)

Cizelge 19°da verilen sonuclara gore her iki cinsiyette de giiclii pozitif iligkiler tespit
edilmistir. Ozellikle kiz dgrencilerde okuma ve fen basarilar arasindaki iliski oldukca
yiiksek bulunmustur. Tiim korelasyon testlerinin p degerleri 0.05'in altinda olup, bu
iliskilerin istatistiksel olarak anlamli oldugu bulunmustur. Ayrica, simetriklik testi

sonuglaria gére modeller simetrik dagilim varsayimini desteklemektedir (p>0.05).

Cizelge 20 sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan d6grencilerin tiimii igin marjinal
dagilim uyum iyiligi sonug¢larini ve her bir model i¢in en iyi uyan marjinal dagilimlari
gostermektedir. Bu dagilimlar () ile belirtilmistir. Marjinal model se¢imleri p>0.05

olan en kiigiik KS ve en kiigiik AIC degerlerine gore yapilmistir.

En iyi uyum saglayan dagilimlar sosyoekonomik diizeyi diisiik olan 6grenciler igin
matematikte Normal, okumada Normal, fende Normal; orta olan 6grenciler i¢in
matematikte Normal, okumada Weibull, fende Normal; yiiksek olanlar ig¢in

matematikte Normal, okumada Normal, fende Weibull olmustur.
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Cizelge 20. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii icin marjinal dagilim uyum
iyiligi sonuglari.

Sosylo)‘i.lkzoer;om'k Alan '\];':g'l?ﬂ KS p degeri AIC Parl Par2
Normal” 0.0252 | 0.3305 | 16365.9287 | 425.3908 | 77.5118
Mat |_Log-Normal | 0.0389 | 0.0276 [ 16409.4970 | 6.0358 | 0.1882
Gamma 0.0582 | 0.0001 |16553.4898 | 46.1714 | 0.1086
Weibull 0.0538 | 0.0005 | 16440.4939 | 5.8864 | 457.7288
Normal® 0.0215 | 05306 | 16456.6717 | 433.3426 | 80.0320
Diisik Oky | Log-Normal | 0.0302 | 0.1505 | 16499.6169 | 6.0538 | 0.1909
Gamma 0.0262 | 0.2847 | 16468.7149 | 28.4295 | 0.0657
Weibull 0.0408 | 0.0176 |16512.5911| 5.8891 | 466.6557
Normal® 0.0236 | 0.4072 | 16292.0247 | 441.5939 | 75.5180
Fen | _Log-Normal | 0.0318 | 0.1128 [16313.3882 | 6.0754 | 0.1749
Gamma 0.0211 | 05516 | 16292.9100 | 33.8102 | 0.0766
Weibull 0.0430 | 0.0106 | 16367.7346 | 6.2902 | 473.5323
Normal” 0.0645 | 0.1550 | 39056.0194 | 466.3075 | 84.4312
Mat |_Log-Normal | 0.1052 | 0.0000 [39448.9991 | 6.1268 | 0.1955
Gamma 0.0883 | 0.0000 |39268.9013 | 27.8861 | 0.0597
Weibull 0.0433 | 0.0000 |39067.7945 | 6.2014 | 500.8406
Normal 0.0209 | 0.1075 |39005.0180 | 475.5984 | 83.7881
o Oky |_Log-Normal | 0.0586 | 0.0000 | 39286.4478 | 6.1479 | 0.1869
Gamma 0.0500 | 0.0000 | 39155.0567 | 29.8183 | 0.0628
Weibull® 0.0189 | 0.1861 |39001.9826 | 6.4299 | 510.2939
Normal” 0.0233 | 0.0534 |38667.2013 | 477.6934 | 79.6501
Fen | Log-Normal | 0.0546 | 0.0000 | 38884.3360 | 6.1542 | 0.1748
Gamma 0.0462 | 0.0000 | 38778.8024 | 34.1596 | 0.0716
Weibull 0.0209 | 0.1096 | 38706.7444 | 6.7170 | 511.0760
Normal” 0.0178 | 0.9031 | 11934.1567 | 518.0132 | 84.3451
Mat Log- Normal 0.0459 0.0274 11977.3723 | 6.2362 0.1686
Gamma 0.0631 | 0.0006 | 12054.3745 | 54.7612 | 0.1059
Weibull 0.0279 | 04073 |11059.7280 | 6.8062 | 553.7148
Normal” 0.0385 | 0.0975 | 11927.7630 | 527.3578 | 84.0809
Viiksek Oky | _Log-Normal | 0.0599 | 0.0013 |11994.6213| 6.2544 | 0.1670
Gamma 0.0523 | 0.0077 |11963.7884 | 36.9721 | 0.0702
Weibull 0.0243 | 05818 |11927.9771| 7.1154 | 562.8024
Normal 0.0440 | 0.0388 | 11880.3358 | 526.1779 | 82.1468
Fen | Log-Normal | 0.0704 | 0.0001 | 11064.8715 | 6.2526 | 0.1649
Gamma 0.0617 | 0.0009 |11928.1667 | 38.6515 | 0.0735
Weibull® 0.0296 | 0.3343 | 11859.5695 | 7.4155 | 560.7001

Cizelge 21°de sosyoekonomik diizey degiskeni acisindan erkek Ogrenciler i¢in

marjinal dagilim uyum iyiligi sonuglar1 verilmistir. Erkek 6grenciler i¢in en iyi uyum

saglayan dagilimlar sosyoekonomik diizeyi diisiik olan 6grenciler i¢in matematikte

Gamma, okumada Gamma, fende Gamma; orta olan Ogrenciler i¢in matematikte

Normal, okumada Normal, fende Normal; yiiksek olanlar i¢in matematikte Normal,

okumada Weibull, fende Normal olmustur.
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Cizelge 21. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan erkek 6grenciler i¢cin marjinal dagilim uyum
iyiligi sonuglari.

Sosylo)%kzz';om'k Alan '\é':gl'l?r"’r‘l' KS p degeri AIC Parl Par2
Normal 0.0383 | 0.2615 | 8004.4046 | 435.2628 | 79.0489
Mat | _L0g-Normal | 0.0265 | 0.7148 | 8002.0913 | 6.0562 | 0.1844
Gamma’ 0.0247 | 0.7911 | 7995.7476 | 30.3361 | 0.0696
Weibull 0.0574 | 0.0210 | 80485535 | 5.8460 | 468.4711
Normal 0.0375 | 0.2854 | 8087.0246 | 417.9585 | 83.9188
Ditsiik oky | Log-Normal | 00854 | 03517 | 80952484 | 6.0146 | 0.2062
Gamma 0.0202 | 00415 | 8083.2068 | 24.0489 | 0.0575
Weibull 0.0438 | 0.1417 | 8120.1377 | 53432 | 452.3911
Normal 0.0383 | 0.2615 | 8004.4046 | 435.2628 | 79.0489
con |_Log-Normal | 00265 | 07148 | 8002.0013 | 6.0592 | 0.1844
Gamma 0.0247 | 0.7911 | 7995.7476 | 30.3361 | 0.0696
Weibull 0.0574 | 00210 | 8048.5535 | 5.8460 | 468.4711
Normal” 0.0088 | 0.0943 | 26767.4265 | 448.5225 | 84.7711
Mat |09~ Normal | 0.0441 | 0.0008 | 26908.6328 | 6.0870 | 0.1987
Gamma 0.0322 | 0.0177 | 26828.3475| 26.8830 | 0.0600
Weibull 0.0349 | 0.0077 | 26844.7957 | 5.7705 | 483.4138
Normal” 0.0130 | 0.8383 | 26785.7705 | 446.3728 | 85.1122
orta oky | Log-Normal | 00411 | 00009 |268805190 | 6.0821 | 0.1984
Gamma 0.0789 | 0.0000 | 27259.3492 | 46.1634 | 0.1033
Weibull 0.0301 | 0.0319 |26849.1891| 5.7632 | 481.4647
Normal" 0.0175 | 0.4845 | 26562.9699 | 457.3861 | 81.0606
con |_Log-Normal | 00835 | 00117 |266425802 | 6.1092 | 0.1833
Gamma 0.0173 | 05000 | 26591.5221 | 30.6426 | 0.0668
Weibull 0.0397 | 0.0015 | 26651.7787 | 6.1498 | 491.3392
Normal 0.0316 | 06792 | 6080.9108 | 520.5144 | 84.3946
Mat Log- Normal 0.0612 0.0409 6108.1562 6.2410 0.1688
Gamma 0.0638 | 0.0291 | 6143.0642 | 54.3555 | 0.1045
Weibull 0.0372 | 0.4680 | 60885212 | 6.9067 | 556.2074
Normal 0.0471 | 0.1990 | 6094.1779 | 513.4167 | 85.4802
Vilkeek Oky | Log-Normal | 00582 | 00596 | 6126.7447 | 62264 | 0.1743
Gamma 0.0831 | 0.0015 | 6141.4398 | 47.1560 | 0.0918
Weibull® 0.0387 | 04177 | 6091.5406 | 6.8614 | 549.2765
Normal" 0.0370 | 04758 | 60634619 | 522.2912 | 82.9878
con |_Log-Normal | 00809 | 01358 | 6092.6090 | 6.2449 | 0.1656
Gamma 0.0725 | 0.0086 | 6118.9444 | 54.6469 | 0.1044
Weibull 0.0427 | 02992 | 6067.8724 | 7.0981 | 557.4314

Cizelge 22°de sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan kiz 6grenciler i¢in marjinal

dagilim uyum iyiligi sonuglar1 verilmistir.
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Cizelge 22. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan kiz 6grenciler i¢in marjinal dagilim uyum
iyiligi sonuglari.

Sosyoekonomik |, | Marjinal KS P | Ac Parl Par2
Diizey Dagilim degeri
Normal” 0.0365 | 0.2875 | 8296.3051 | 424.5439 | 72.5416
Mat Log- Normal | 0.0388 | 0.2237 | 8307.2632 6.0361 0.1748
Gamma 0.0517 | 0.0409 | 8355.5095 | 49.0224 0.1156
Weibull 0.0668 | 0.0030 | 8345.5910 6.2033 455.2554
Normal 0.0304 | 0.5106 | 8309.7742 | 447.9648 | 73.2167
Diisiik Oku Log- NorrPaI 0.0351 | 0.3325 | 8318.4205 6.0911 0.1667
Gamma 0.0314 | 0.4707 | 8309.5768 | 36.9162 0.0825
Weibull 0.0493 | 0.0580 | 8346.5843 6.6264 479.2277
Normal” 0.0173 | 0.9812 | 8274.9452 | 447.6115 | 71.4837
Fen Log- Normal | 0.0408 | 0.1779 | 8293.9421 6.0908 0.1639
Gamma 0.0307 | 0.4992 | 8281.5419 | 38.5641 0.0862
Weibull 0.0442 | 0.1163 | 8306.7021 6.8256 478.1680
Normal” 0.0182 | 0.4704 | 25312.7587 | 444.2707 | 82.7034
Mat Log- Normal | 0.0330 | 0.0180 | 25366.2438 | 6.0785 0.1919
Gamma 0.0173 | 0.5321 | 25321.8787 | 28.4676 0.0640
Weibull 0.0440 | 0.0005 | 25431.6574 | 5.7335 478.5857
Normal” 0.0108 | 0.9606 | 25174.4282 | 473.5691 | 80.1078
Orta Oku Log- Normal | 0.0431 | 0.0006 | 25271.3742 | 6.1453 0.1756
Gamma 0.0290 | 0.0527 | 25218.2194 | 33.6643 0.0710
Weibull 0.0351 | 0.0096 | 25234.9409 | 6.5229 507.2713
Normal” 0.0162 | 0.6174 | 25013.4761 | 467.4764 | 77.1900
Fen Log- Normal | 0.0373 | 0.0047 | 25073.0049 | 6.1333 0.1698
Gamma 0.0242 | 0.1561 | 25034.9513 | 35.5967 0.0760
Weibull 0.0398 | 0.0021 | 25099.7736 | 6.6132 500.2240
Normal” 0.0245 | 0.9244 | 5856.3130 | 515.4169 | 84.2151
Mat Log- Normal | 0.0514 | 0.1423 | 5872.3400 6.2311 0.1683
Gamma 0.0418 | 0.3477 | 5862.8191 | 36.5712 0.0710
Weibull 0.0415 | 0.3565 | 5874.2169 6.7067 551.1518
Normal” 0.0327 | 0.6577 | 5805.9147 | 541.8286 | 80.0760
Yiiksek Oku Log- Normal | 0.0590 | 0.0614 | 5833.6182 6.2835 0.1537
Gamma 0.0516 | 0.1397 | 5820.6507 | 43.8876 0.0811
Weibull 0.0283 | 0.8180 | 5813.8113 7.5647 576.0318
Normal 0.0716 | 0.0119 | 5818.2245 | 530.2123 | 81.0678
Fen Log- Normal | 0.0960 | 0.0002 | 5873.9195 6.2605 0.1637
Gamma 0.1307 | 0.0000 | 5912.0932 | 61.3991 0.1169
Weibull® 0.0344 | 0.5934 | 5791.3979 7.8000 563.9641

Kiz 6grenciler i¢in en iyi uyum saglayan dagilimlar sosyoekonomik diizeyi diisiik olan

Ogrenciler i¢in matematikte Normal, okumada Gamma, fende Normal; orta olan

ogrenciler icin matematikte Normal, okumada Normal, fende Normal; yiliksek olanlar

i¢in matematikte Normal, okumada Normal, fende Weibull olmustur.

Cizelge 23’te sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan 6grencilerin tiimii igin en iyi

kopula modeli se¢imi verilmistir.
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Cizelge 23. Sosyoekonomik diizey degiskeni ag¢isindan 6grencilerin tiimii igin en iyi kopula modeli

se¢imi.
Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri
Model Kopula CvM b degeri AIC BIC CIC
Normal* 0.0238 0.1154 -1319.5400 -1314.2830 659.0245
t 0.0638 0.0015 -1270.6800 -1265.4230 632.0197
Model T11 Clayton 0.4952 0.0005 -925.7503 -920.4933 326.0425
Frank 0.0901 0.0005 -1225.2260 -1219.9690 612.2902
Gumbel 0.0838 0.0005 -1249.5129 -1244.2559 624.6021
Joe 0.7467 0.0005 -1022.2742 -1017.0172 506.6025
Normal” 0.0188 0.2023 -1483.5369 -1478.2799 743.0872
t 0.0508 0.0025 -1438.8101 -1433.5531 713.2298
Model T12 Clayton 0.4811 0.0005 -1012.3448 -1007.0878 344.2625
Frank 0.0997 0.0005 -1372.3962 -1367.1392 684.8384
Gumbel 0.0715 0.0005 -1439.5925 -1434.3355 719.8049
Joe 0.7033 0.0005 -1205.9004 -1200.6434 598.1518
Normal® 0.0211 0.1104 -1725.3955 -1720.1385 863.0708
t 0.0567 0.0005 -1693.6456 -1688.3886 844.4839
Model T13 Clayton 0.3778 0.0005 -1268.5725 -1263.3155 450.0954
Frank 0.0686 0.0005 -1665.7411 -1660.4841 831.5853
Gumbel 0.1340 0.0005 -1625.3980 -1620.1410 812.1099
Joe 1.0130 0.0005 -1309.0911 -1303.8341 648.7509
Normal* 0.0335 0.0145 -3246.8285 -3240.7163 1623.3571
t 0.1211 0.0005 -3079.4782 -3073.3660 1533.5525
Model T21 Clayton 0.6181 0.0005 -2547.0106 -2540.8984 1052.2004
Frank 0.2187 0.0005 -2954.1120 -2947.9998 1476.7087
Gumbel 0.4681 0.0005 -2868.2861 -2862.1738 1429.9743
Joe 2.7329 0.0005 -2183.6472 -2177.5350 1088.2421
Normal* 0.0392 0.0025 -3746.0047 -3739.8925 1872.1052
t 0.1375 0.0005 -3569.9071 -3563.7949 1775.5175
Model T22 Clayton 0.6500 0.0005 -2849.3825 -2843.2702 1116.4278
Frank 0.2198 0.0005 -3456.7591 -3450.6468 1726.0037
Gumbel 0.4469 0.0005 -3373.5122 -3367.4000 1678.2256
Joe 2.7347 0.0005 -2619.8011 -2613.6889 1304.3774
Normal” 0.0249 0.0445 -4445.2495 -4439.1373 2219.0838
t 0.1320 0.0005 -4268.5774 -4262.4651 2128.7646
Model T23 Clayton 0.6398 0.0005 -3395.2501 -3389.1379 1325.1436
Frank 0.1470 0.0005 -4148.9583 -4142.8461 2071.5771
Gumbel 0.3990 0.0005 -4040.1946 -4034.0824 2016.2761
Joe 2.7422 0.0005 -3172.5798 -3166.4675 1579.6712
Normal” 0.0216 0.1623 -927.2795 -922.3529 461.7469
t 0.0673 0.0005 -875.5046 -870.5780 437.2411
Model T31 Clayton 0.1962 0.0005 -726.9963 -722.0697 288.8998
Frank 0.0618 0.0005 -873.0459 -868.1194 436.5189
Gumbel 0.1790 0.0005 -811.7651 -806.8386 406.2307
Joe 0.9161 0.0005 -611.6161 -606.6895 302.6442
Normal” 0.0295 0.0445 -1128.0875 -1123.1609 562.1628
t 0.0931 0.0005 -1060.1122 -1055.1856 527.1727
Model T32 Clayton 0.2136 0.0005 -820.1008 -815.1743 280.6387
Frank 0.0327 0.0085 -1089.7963 -1084.8697 544.1368
Gumbel 0.1733 0.0005 -1016.9387 -1012.0121 506.9128
Joe 0.9157 0.0005 -795.9610 -791.0344 392.9005
Normal” 0.0436 0.0015 -1266.9649 -1262.0383 629.8539
t 0.0918 0.0005 -1217.0307 -1212.1041 604.5261
Model T33 Clayton 0.1654 0.0005 -995.9949 -991.0684 391.4633
Frank 0.0410 0.0015 -1218.7698 -1213.8432 610.0674
Gumbel 0.2138 0.0005 -1129.7740 -1124.8474 560.8686
Joe 1.0732 0.0005 -867.0889 -862.1623 429.6425

Uygun kopula sec¢imleri en kiigiik Cramer von Mises (CvM), en kiiciik AIC, BIC ve
en biiylik CIC degerleri dikkate alinarak gerceklestirilmis ve sonuclar Cizelge 23’te
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verilmistir. Ayrica Sekil 11, teorik ve ampirik kopula modellerinin karsilagtirildig:
grafikleri; Sekil 12 ise gercek verilerin segilen kopula fonksiyonlarina uyumunu
gosteren grafikleri igermektedir. Sekil 12°de tiim 6grenciler turuncu, erkek 6grenciler
mavi, kiz 6grenciler kirmizi renkle gosterilmis; her popiilasyonun konturlar1 siyah
cizgi ile belirtilmistir. Bu grafikler, se¢ilen kopula modellerinin verilerle uyumunu ve

sonuglarin tutarliligini géstermektedir.

Cizelge 24’te sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan erkek ogrenciler igin en iyi
kopula modeli se¢imi verilmistir. kopula modellerinin verilerle uyumunu ve sonuglarin

tutarliligini géstermektedir.

Cizelge 24. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan erkek 6grenciler i¢in en iyi kopula modeli

se¢imi.
Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri

. | R CvM b degeri AIC BIC CcIC
Normal | 0.0179 0.2582 7299575 | 7254194 | 365.9421

t 0.0451 0.0035 -698.4824 | -693.9443 | 347.0776

Model E11 |_Clayton | 0.2507 0.0005 4995207 | 4949826 | 151.4423
Frank 0.0447 0.0005 682.2063 | -677.6682 | 340.8214

Gumbel | 0.0443 0.0055 -694.94390 | -690.4057 | 343.6138

Joe 0.3717 0.0005 576.6357 | -572.0976 | 284.9903

Normal” | 0.0233 0.1154 757.8666 | -753.3285 | 377.8174

t 0.0493 0.0015 7349957 | -730.4576 | 366.2154

Model E1p |_Clayton | 0.2465 0.0005 4977749 | 4932367 | 135.2393
Frank 0.0397 0.0005 723.8962 | -719.3581 | 361.0821

Gumbel | 0.0459 0.0015 7487466 | -744.2084 | 373.7507

Joe 0.3485 0.0005 2639.3200 | -634.7819 | 313.1837

Normal | 0.0257 0.0624 '8015383 | -887.0002 | 440.2784

t 0.0485 0.0015 8767201 | -872.1820 | 433.6538

Model E13 |_Clayton | 0.2033 0.0005 617.8142 | -613.2760 | 184.2656
Frank 0.0300 0.0095 '882.3972 | -877.8590 | 440.8809

Gumbel | 0.0671 0.0005 '864.0011 | -8595530 | 423.6664

Joe 0.4573 0.0005 718.2363 | -713.6981 | 359.7875

Normal” | 0.0218 0.1414 23615004 | -2355.7667 | 1179.2011

t 0.1074 0.0005 122599525 | -2254.2188 | 1123.6096

Model Eo1 |_Clayton | 0.6949 0.0005 11679.3110 | -1673.5773 | 593.4814
Frank 0.0970 0.0005 22218.0666 | -2212.3329 | 1109.0068

Gumbel | 0.1701 0.0005 122053350 | -2199.6013 | 1099.1630

Joe 1.3833 0.0005 [1782.8813 | -1777.1476 | 888.0029

Normal | 0.0372 0.0085 25027.3908 | -2521.6571 | 1263.5466

t 0.1406 0.0005 223940846 | -2388.3509 | 1188.9508

Model E2p |_Clayton | 0.7904 0.0005 11727.0917 | -1721.3580 | 555.3170
Frank 0.1000 0.0005 23534571 | -2347.7234 | 1175.3883

Gumbel | 0.1315 0.0005 123846592 | -2378.9256 | 1191.8925

Joe 1.2078 0.0005 119655720 | -1950.8383 | 972.7356

Normal | 0.0403 0.0015 730284115 | -3022.6778 | 1513.7282

t 0.1197 0.0005 12008.4823 | -2902.7486 | 1448.0260

Model Eo3 |_Clayton | 0.7646 0.0005 220747089 | -2068.9753 | 645.9105
Frank 0.1166 0.0005 28514562 | -2845.7225 | 1424.2498

Gumbel | 0.1109 0.0005 229043226 | -2898.5889 | 1449.2211

Joe 1.1553 0.0005 24217158 | -2415.9821 | 1202.0227
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Cizelge 24. Sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan erkek 6grenciler igin en iyi kopula modeli
secimi (devami).

Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri

Model | Kopula CuM p degeri AIC BIC cic
Normal’ | 0.0152 0.4321 5345331 | 530.2812 | 265.0581

{ 0.0423 0.0025 504.8426 | -500.5007 | 246.8347

Vodel 31 |_Clayton | 0.1006 0.0005 4464357 | -442.1838 | 191.0394
Frank | _ 0.0316 0.0135 5115287 | -507.2768 | 257.6881

Gumbel | _ 0.1150 0.0005 4524990 | 4482471 | 225.0038

Joe 0.5754 0.0005 330.6072_ | -326.3553 | 163.7131

Normal | _ 0.0298 0.0465 501.6660 | 587.4141 | 294.1096

{ 0.0694 0.0005 5523175 | -548.0655 | 274.3865

Vodel 32 |_Clayton | 0.1283 0.0005 4289711 | -424.7192 | 132.8138
Frank 0.0186 0.2013 5858406 | 5815886 | 294.1372

Gumbel | 0.1050 0.0005 5285261 | -524.2742 | 261.2792

Joe 0.5013 0.0005 411.6858 | -407.4330 | 197.4865

Normal' | 0.0212 0.1294 6785643 | 674.3124 | 3345493

t 0.0483 0.0025 653.7310 | -649.4791 | 324.6773

Vodel 33 |_Clayton | 0.1210 0.0005 | -528.1376 | -523.8857 | 2037290
Frank | 0.0165 0.2443 6525200 | -648.268L | 328.4920

Gumbel | 0.0868 0.0005 612.6400 | -608.388L | 3055120

Joe 0.4816 0.0005 4780874 | 4738355 | 2345013

Uygun kopula secimleri en kiigiik Cramer von Mises (CvM), en kiiciik AIC, BIC ve
en biiylik CIC degerleri dikkate alinarak gergeklestirilmistir. Ayrica Sekil 13, teorik ve
ampirik kopula modellerinin karsilastirildigr grafikleri; Sekil 14 ise ger¢ek verilerin
secilen kopula fonksiyonlarima uyumunu gosteren grafikleri icermektedir. Sekil 14°te
tim ogrenciler turuncu, erkek Ogrenciler mavi, kiz Ogrenciler kirmizi renkle
gosterilmisg; her popiilasyonun konturlar1 siyah ¢izgi ile belirtilmistir. Bu grafikler,

secilen

Cizelge 25’te sosyoekonomik diizey degiskeni agisindan kiz 6grenciler igin en iyi
kopula modeli se¢imi verilmistir. Uygun kopula segimleri en kii¢lik Cramer von Mises
(CvM), en kiigik AIC, BIC ve en biiyilk CIC degerleri dikkate aliarak
gerceklestirilmistir. Ayrica Sekil 15, teorik ve ampirik kopula modellerinin
karsilastirildig: grafikleri; Sekil 16 ise gercek verilerin secilen kopula fonksiyonlarina
uyumunu gosteren grafikleri icermektedir. Sekil 16’da tiim 6grenciler turuncu, erkek
ogrenciler mavi, kiz 6grenciler kirmizi renkle gosterilmis; her popiilasyonun konturlari
siyah c¢izgi ile belirtilmistir. Bu grafikler, secilen kopula modellerinin verilerle

uyumunu ve sonuglarin tutarliligini1 gostermektedir.
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Cizelge 25. Sosyoekonomik diizey degiskeni acisindan kiz dgrenciler i¢in en iyi kopula modeli

se¢imi.
Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri
Model Kopula CvM b degeri AIC BIC CIC
Normal* 0.0245 0.1054 -667.5543 -662.9654 329.4147
t 0.0479 0.0045 -642.2297 -637.6408 316.2414
Model K11 Clayton 0.2951 0.0005 -466.2171 -461.6282 161.1157
Frank 0.0551 0.0005 -624.5270 -619.9381 310.7223
Gumbel 0.0426 0.0085 -634.0990 -629.5101 316.2605
Joe 0.3610 0.0005 -521.8376 -517.2487 258.4182
Normal” 0.0188 0.2303 -743.7452 -739.1562 370.6155
t 0.0290 0.0395 -723.1377 -718.5488 360.1559
Model K12 Clayton 0.2897 0.0005 -527.9267 -523.3377 194.2608
Frank 0.0710 0.0005 -666.7203 -662.1314 332.3743
Gumbel 0.0304 0.0465 -714.1860 -709.5971 353.1115
Joe 0.3285 0.0005 -595.1024 -590.5135 292.5983
Normal® 0.0110 0.7328 -840.5652 -835.9763 420.1362
t 0.0247 0.0664 -829.7003 -825.1114 409.6280
Model K13 Clayton 0.2256 0.0005 -654.7376 -650.1487 254.0915
Frank 0.0498 0.0005 -788.2368 -783.6478 395.3451
Gumbel 0.0602 0.0015 -778.9306 -774.3417 386.3541
Joe 0.4985 0.0005 -618.3583 -613.7694 305.7814
Normal* 0.0172 0.2822 -2243.3313 -2237.6493 1117.6599
T 0.0934 0.0005 -2144.7321 -2139.0500 1068.3605
Model K21 Clayton 0.6074 0.0005 -1601.1857 -1595.5037 564.1079
Frank 0.1049 0.0005 -2111.0837 -2105.4016 1054.1808
Gumbel 0.1902 0.0005 -2083.2527 -2077.5707 1041.8801
Joe 1.4298 0.0005 -1672.1050 -1666.4229 830.8176
Normal* 0.0314 0.0195 -2390.4049 -2384.7228 1191.2098
t 0.1201 0.0005 -2270.9913 -2265.3092 1132.7584
Model K22 Clayton 0.7182 0.0005 -1585.8202 -1580.1381 473.3517
Frank 0.1073 0.0005 -2268.4020 -2262.7200 1134.9006
Gumbel 0.1285 0.0005 -2289.2705 -2283.5885 1141.5070
Joe 1.1471 0.0005 -1907.8196 -1902.1376 948.9250
Normal” 0.0134 0.4091 -2937.0117 -2931.3296 1464.7136
t 0.0798 0.0005 -2811.1357 -2805.4536 1401.7017
Model K23 Clayton 0.5629 0.0005 -2136.0738 -2130.3918 770.6871
Frank 0.1218 0.0005 -2723.5381 -2717.8560 1362.8944
Gumbel 0.1702 0.0005 -2721.4549 -2715.7728 1354.7599
Joe 1.4398 0.0005 -2196.5972 -2190.9152 1098.7930
Normal” 0.0308 0.0405 -459.9010 -455.6864 228.7025
t 0.0438 0.0085 -441.7576 -437.5430 216.2545
Model K31 Clayton 0.1012 0.0005 -349.3109 -345.0963 131.2857
Frank 0.0644 0.0005 -428.7265 -424.5119 2141931
Gumbel 0.1048 0.0005 -419.7823 -415.5677 208.7177
Joe 0.4451 0.0005 -328.5423 -324.3276 161.1024
Normal” 0.0158 0.3621 -550.7455 -546.5309 273.8271
t 0.0430 0.0045 -524.5457 -520.3311 254.8368
Model K32 Clayton 0.1063 0.0005 -410.1717 -405.9571 144.8509
Frank 0.0259 0.0395 -521.5514 -517.3368 262.5004
Gumbel 0.0852 0.0005 -501.5395 -497.3249 248.5230
Joe 0.4441 0.0005 -394.7935 -390.5789 193.4744
Normal” 0.0344 0.0135 -620.9866 -616.7720 306.7620
t 0.0449 0.0005 -602.6674 -598.4528 293.5915
Model K33 Clayton 0.0838 0.0015 -492.6796 -488.4650 189.4667
Frank 0.0643 0.0015 -575.8876 -571.6730 286.8180
Gumbel 0.1139 0.0005 -564.0005 -559.7859 278.8548
Joe 0.5137 0.0005 -438.7461 -434.5315 219.3974
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Her bir model i¢in se¢ilen kopulalara iligkin parametre tahmin (MPLE) ve standart

hata degerleri Cizelge 26’da sunulmustur.

Cizelge 26. Sosyoekonomik diizey degiskeni i¢in seg¢ilen kopula modellerine yonelik parametre
tahmin sonuglart.

Cinsiyet Sosygzl;(;r;omlk Cift Model Kopula Tahmin Star;?aart
Matematik-Okuma | Model T11 Normal 0.7803 0.0100

Diisiik Matematik-Fen Model T12 Normal 0.8073 0.0088

Okuma-Fen Model T13 Normal 0.8405 0.0064

Tiim Matematik_—Okuma Model T21 Normal 0.7898 0.0065
Ogrenciler Orta Matematik-Fen Model T22 Normal 0.8222 0.0055
Okuma-Fen Model T23 Normal 0.8587 0.0043

Matematik-Okuma | Model T31 Normal 0.7758 0.0112

Yiiksek Matematik-Fen Model T32 Normal 0.8205 0.0093

Okuma-Fen Model T33 Normal 0.8456 0.0081

Matematik-Okuma | Model E11 Normal 0.8110 0.0128

Diisiik Matematik-Fen Model E12 Normal 0.8194 0.0113

Okuma-Fen Model E13 Normal 0.8540 0.0084

Matematik-Okuma | Model E21 Normal 0.8040 0.0067

Erkek Orta Matematik-Fen Model E22 Normal 0.8192 0.0068
Okuma-Fen Model E23 Normal 0.8579 0.0051

Matematik-Okuma | Model E31 Normal 0.8063 0.0139

Yiiksek Matematik-Fen Model E32 Frank 8.9130 0.5552

Okuma-Fen Model E33 Normal 0.8575 0.0106

Matematik-Okuma | Model K11 Normal 0.7788 0.0138

Diisiik Matematik-Fen Model K12 Normal 0.8037 0.0135

Okuma-Fen Model K13 Normal 0.8308 0.0107

Matematik-Okuma | Model K21 Normal 0.8041 0.0067

Kiz Orta Matematik-Fen Model K22 Normal 0.8184 0.0064
Okuma-Fen Model K23 Normal 0.8622 0.0051

Matematik-Okuma | Model K31 Normal 0.7806 0.0157

Yiiksek Matematik-Fen Model K32 Normal 0.8213 0.0139

Okuma-Fen Model K33 Normal 0.8470 0.0125
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Sekil 11. Sosyoekonomik diizey (Tiim 6grenciler) i¢in uyan teorik (—) kopula modelleri ile ampirik (-

--) kopula modellerinin karsilastiriimasi
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Sekil 12. Sosyoekonomik diizey (Tiim 6grenciler) igin gergek verilerin se¢ilen kopula fonksiyonlarina
uyumunu gdsteren grafikler.
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Sekil 13. Sosyoekonomik diizey (Erkek 6grenciler) igin uyan teorik (—) kopula modelleri ile ampirik
(---) kopula modellerinin karsilastirilmasi.
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Sekil 14. Sosyoekonomik diizey (Erkek 6grenciler) i¢in gercek verilerin segilen kopula
fonksiyonlara uyumunu gosteren grafikler.
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Sekil 15. Sosyoekonomik diizey (Kiz 6grenciler) igin uyan teorik (—) kopula modelleri ile ampirik (--
-) kopula modellerinin karsilastirilmasi.
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Sekil 16. Sosyoekonomik diizey (Kiz 6grenciler) i¢in gergek verilerin secilen kopula fonksiyonlarina
uyumunu gdsteren grafikler.

4.1.4. PISA Basari Puanlan i¢in Ortak ve Kosullu Olasiliklar

Bu bolimde genel analiz, evdeki egitim olanaklart ve sosyoekonomik diizey
degiskenlerine gore siniflandirilan erkek ve kiz o6grencilerin 2018 yili PISA
Matematik, Okuma ve Fen basar1 puanlarina yonelik, onceki boliimlerde tespit edilen
en uygun marjinal dagilimlar ve kopula modelleri kullanilarak ortak ve kosullu
olasiliklar hesaplanmistir. Burada, Cizelge 1°’de tanimlanan her bir model i¢in
puanlarin ortalamalar1 esik deger olarak alinmis bu esik degerlerin lizerindeki basari

olasiliklar1 degerlendirilmistir. Elde edilen sonuclar Cizelge 8’de sunulmustur.

Erkek ve kiz 6grencilerin Matematik, Okuma ve Fen puanlarina iliskin en uygun
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marjinal dagilim parametreleri, sirasiyla Cizelge 4 ve 5°te, kopula uyum iyiligi
sonuclar1 ise Cizelge 6’da verilmistir. Esik degerler olarak Cizelge 2’de sunulan
ortalama degerler kullanilmistir. Ayrica, belirli bir derste ortalamanin iizerinde basari
gosteren 6grencilerin diger derslerde de ayni basarty1 gosterme olasiliklari, kosullu

olasilik yontemleriyle Boliim 2°deki esitlikler kullanilarak analiz edilmistir.

Okumanin matematik ve fen basarisi lizerindeki etkisini incelemek amaciyla bazi ortak
ve kosullu olasiliklar birlikte analiz edilmistir. Tablo 8, matematik-okuma, matematik-
fen ve okuma-fen giftleri i¢in seg¢ilen kopula modellerine dayali olarak hesaplanan
ortak ve kosullu olasiliklar1 sunmaktadir. Bu olasiliklarin hesaplanmasinda, marjinal
dagilim bilgilerine gére U(0,1) déniisiimleri uygulanmis ve sonuglar C(u,v), C,(u)

ve C, (v) notasyonlari ile ifade edilmistir.
4.1.4.1. Birinci Durum i¢in Bulgular

Elde edilen sonuglar, 6grencilerin belirli derslerde basar1 gosterme olasiliklarinin
kosullu olasiliklarla nasil degisebilecegini gdstermektedir. Ornegin, Cizelge 27°de E1
modelinde hem matematik hem de okuma dersinde basarili olma olasilig1 %40.40 iken
okuma dersinde basarili olan bir 6grencinin matematikte de basarili olma olasiligi,
kosullu olasilik bilgisi C,(w) kullanilarak %80.80 olarak hesaplanmistir. K1 modeli
icin bu olasiliklar sirastyla %38.74 ve %77.47 olarak bulunmusgtur.

Cizelge 27. Ogrencilerin tiimii ve erkek/kiz 6grenciler igin segilen kopula modellerine yonelik ortak
ve kosullu olasiliklar.

Secilen . . . Olasiliklar

Model Kopgulalar Tahmin Esik Degerler T | Cw) | )
Model T1 | Normal 0.8060 | x,, =452.7008 | ¥, =464.2299 | 0,3992 | 0,7984 | 0,7984
Model T2 | Normal 0.8310 | x,, =452.7008 | X, =467.4865 | 0,4061 | 0,8122 | 0,8122
Model T3 | Normal 0.8655 | x, =464.2299 | X, =467.4865 | 0,4165 | 0,8330 | 0,8330
Model E1 | Normal 0.8236 | x, =454.8183 | x, =450.7126 | 0,4040 | 0,8080 | 0,8080
Model E2 | Normal 0.8369 | x,, =454.8183 | X, =462.6524 | 0,4078 | 0,8156 | 0,8156
Model E3 | Normal 0.8692 | x, =450.7126 | Xy =462.6524 | 0,4177 | 0,8354 | 0,8354
Model K1 | Normal 0.8167 | x,, =450.5231 | ¥, =478.1383 | 0,3874 | 0,7747 | 0,8213
Model K2 | Normal 0.8315 | x,, =450.5231 | Xy =472.4610 | 0,3915 | 0,7830 | 0,8300
Model K3 | Normal 0.8678 | x, =478.1383 | Xy =472.4610 | 0,4172 | 0,8345 | 0,8345

Benzer sekilde, E3 modelinde hem okuma hem de fen dersinde basarili olma olasilig
%41.77 iken, okuma dersinde basarili olan bir 6grencinin fen dersinde de basarili olma
olasiligi, Cy, (v) kosullu olasilik bilgisi ile %83.54 elde edilmistir. K3 modelinde de
benzer bir durum gozlenmis olup, olasiliklar sirastyla %41.72 ve %83.45 olarak

hesaplanmustir.
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Bu sonuglara gore, genel olarak erkek 6grencilerin kiz 6grencilere kiyasla biraz daha

yiiksek ortak ve kosullu basar1 olasiliklarina sahip oldugu gézlemlenmistir

4.1.4.2. ikinci Durum icin Bulgular

Elde edilen sonuglar, dgrencilerin belirli derslerde basari gosterme olasiliklarinin
kosullu olasiliklarla nasil degisebilecegini gostermektedir. Ornegin, Cizelge 28’deki
E31 modelinde hem matematik hem de okuma dersinde basarili olma olasilig1 %38.67
iken okuma dersinde basarili olan bir 6grencinin matematikte de basarili olma olasiligi,
kosullu olasilik bilgisi C,(u) kullanilarak %77.34 olarak hesaplanmistir. K31 modeli
icin bu olasiliklar sirasiyla %38.74 ve %77.47 olarak bulunmustur.

Cizelge 28. Evdeki egitim olanaklar1 degiskeni igin segilen kopula modellerine yonelik ortak ve
kosullu olasiliklar.

Secilen Olasiliklar

Model Kopulalar Tahmin Esik Degerler Cw) | @ | )

Model T11 Frank 8.0424 | x, = 362.5930 | x, = 383.7899 | 0,3986 | 0,8716 | 0,7748

Model T12 | Normal 0.8071 | x,, = 362.5930 | Xy = 404.9426 | 0,4066 | 0,8132 | 0,7903

Model T13 Frank 9.3272 | x, = 383.7899 | x; = 404.9426 | 0,4033 | 0,8065 | 0,8817

Model T21 Normal 0.7860 | x, = 444.1821 | x, = 454.9197 | 0,3807 | 0,7615 | 0,8025

Model T22 | Normal 0.8166 | x,, = 444.1821 | Xy = 457.5665 | 0,3888 | 0,7777 | 0,8195

Model T23 | Normal 0.8531 | x, = 454.9197 | Xy = 457.5665 | 0,4126 | 0,8253 | 0,8253

Model T31 | Normal 0.8010 | x,, = 468.2406 | x, = 479.8256 | 0,3855 | 0,7709 | 0,8098

Model T32 Normal 0.8281 | x,, = 468.2406 | x; = 482.3211 | 0,363 | 0,7261 | 0,8562

Model T33 | Normal 0.8670 | x, = 479.8256 | Xy = 482.3211 | 0,4170 | 0,8340 | 0,8340

Model E11 Frank 9.1478 | x, = 365.3851 | ¥, = 373.6318 | 0.4153 | 0.8817 | 0.8097

Model E12 | Normal 0.8389 | x,, = 365.3851 | Xy =399.9808 | 0.3959 | 0.8499 | 0.7720

Model E13 Frank 8.9777 | x, =373.6318 | Xy =399.9808 | 0.3925 | 0.8425 | 0.8333

Model E21 | Normal 0.8062 | x,, = 446.9170 | x, = 441.5230 | 0.3986 | 0.7982 | 0.7982

Model E22 Normal 0.8214 | x,, = 446.9170 | X = 451.1460 | 0.4092 | 0.7984 | 0.8195

Model E23 | Normal 0.8630 | x, = 441.5230 | xr =451.1460 | 0.4215 | 0.8223 | 0.8442

Model E31 | Normal 0.8134 | x,, =470.5440 | x, = 466.5770 | 0.3867 | 0.7734 | 0.8191

Model E32 Normal 0.8301 | x,, = 470.5440 | Xy = 476.8362 | 0.3913 | 0.7826 | 0.8289

Model E33 | Normal 0.8653 | x, = 466.5770 | Xy = 476.8362 | 0.4164 | 0.8329 | 0.8329

Model K11 Frank 7.8731 | x, = 358.3634 | x, =399.1779 | 0.4030 | 0.8678 | 0.7771

Model K12 | Normal 0.7657 | X, = 358.3634 | X =412.4590 | 0.3772 | 0.8157 | 0.7272

Model K13 Frank 104114 | x, = 399.1779 | X =412.4590 | 0.3974 | 0.8594 | 0.8556

Model K21 | Normal 0.7946 | x,, = 441.6859 | x, = 467.9501 | 0.3776 | 0.7551 | 0.8129

Model K22 | Normal 0.8177 | x,, = 441.6859 | x; = 461.2697 | 0.3837 | 0.7674 | 0.8261

Model K23 | Normal 0.8503 | x, = 467.9501 | x; = 461.2697 | 0.4118 | 0.8236 | 0.8236

Model K31 | Normal 0.8199 | x,, = 465.7769 | ¥, = 493.5980 | 0.3874 | 0.7747 | 0.8241

Model K32 | Normal 0.8368 | x,, = 465.7769 | Xy = 489.7940 | 0.3921 | 0.7842 | 0.8342

Model K33 | Normal | 0.8739 | x, = 493.5980 | X, = 489.7940 | 0.4192 | 0.8384 | 0.8384

Benzer sekilde, E33 modelinde, hem okuma hem de fen dersinde basarili olma olasiligi

%41.64 iken, okuma dersinde basarili olan bir 6grencinin fen dersinde de basarili olma
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olasiligi, C,,(v) Kosullu olasilik bilgisi ile %83.29 elde edilmistir. K33 modelinde de
benzer bir durum gozlenmis olup, olasiliklar sirastyla %41.92 ve %83.84 olarak

hesaplanmustir.

Bu sonuglara gore, evdeki egitim seviyesi yiiksek olan kiz Ogrencilerin, erkek
Ogrencilere kiyasla biraz daha yliksek ortak basari olasiliklarina sahip oldugu
belirlenmistir. Ayrica, yiiksek egitim seviyesine sahip kiz Ogrenciler i¢in okuma
basarisi dikkate alindiginda, hem matematikte hem de fen bilimlerinde basarili olma
kosullu olasiliklarinin erkeklerden biraz daha yiiksek oldugu tespit edilmistir. Ancak,

diger egitim seviyelerinde bu durum tersine bir egilim gostermektedir.
4.1.4.3. Uciincii Durum i¢in Bulgular

Elde edilen sonuglar, dgrencilerin belirli derslerde basar1 gdsterme olasiliklarinin

kosullu olasiliklarla nasil degisebilecegini gostermektedir.

Cizelge 29. Sosyoekonomik diizey degiskeni i¢in se¢ilen kopula modellerine yonelik ortak ve kosullu

olasiliklar.
Secilen ' . - Olasiliklar

Model Kopgulalar Tahmin Esik Degerler Cawv) | G | G
Model T11 Normal 0.7803 | X,, = 425.3908 | x, = 433.3426 | 0.3925 | 0.7849 | 0.7849
Model T12 Normal 0.8073 | x,, = 425.3908 | X; = 441.5939 | 0.3995 | 0.7991 | 0.7991
Model T13 Normal 0.8405 | x, = 433.3426 | Xy = 441.5939 | 0.4089 | 0.8177 | 0.8177
Model T21 Normal 0.7898 | i, = 466.3075 | x, = 475.5984 | 0.4091 | 0.7726 | 0.8182
Model T22 Normal 0.8222 | x,, = 466.3075 | Xy = 477.6934 | 0.4036 | 0.8073 | 0.8073
Model T23 Normal 0.8587 | x, = 475.5984 | Xy = 477.6934 | 0.4284 | 0.8567 | 0.8091
Model T31 Normal 0.7758 | x,, = 518.0132 | x, = 527.3578 | 0.3913 | 0.7827 | 0.7827
Model T32 Normal 0.8205 | %, = 518.0132 | Xy = 526.1779 | 0.4201 | 0.7842 | 0.8402
Model T33 Normal 0.8456 | x, = 527.3578 | Xy = 526.1779 | 0.4272 | 0.7975 | 0.8544
Model E11 Normal 0.8110 | X,, = 426.2819 | x, = 418.9585 | 0.3952 | 0.8417 | 0.7536
Model E12 Normal 0.8194 | i, = 426.2819 | Xy = 435.2628 | 0.4029 | 0.8413 | 0.7682
Model E13 Normal 0.8540 | x, = 418.9585 | x; = 435.2628 | 0.3872 | 0.8086 | 0.8247
Model E21 Normal 0.8040 | i,, = 448.5225 | x, = 446.3728 | 0.3986 | 0.7973 | 0.7973
Model E22 Normal 0.8192 | x,, = 448.5225 | x; = 457.3861 | 0.4028 | 0.8056 | 0.8056
Model E23 Normal 0.8579 | x, = 446.3728 | x; = 457.3861 | 0.4141 | 0.8282 | 0.8282
Model E31 Normal 0.8063 | x,, = 520.5144 | x, = 513.4167 | 0.4150 | 0.7787 | 0.8300
Model E32 Frank 8.9130 | x,, = 520.5144 | x, = 522.2912 | 0.4235 | 0.8471 | 0.8471
Model E33 Normal 0.8575 | %, = 513.4167 | X, = 522.2912 | 0.4296 | 0.8592 | 0.8060
Model K11 Normal 0.7788 | X,, = 424.5439 | x, = 447.9648 | 0.3794 | 0.7981 | 0.7589
Model K12 Normal 0.8037 | x,, = 424.5439 | x; = 447.6115 | 0.3986 | 0.7971 | 0.7971
Model K13 Normal 0.8308 | x, = 447.9648 | x; = 447.6115 | 0.3933 | 0.7866 | 0.8273
Model K21 Normal 0.8041 | i,, = 444.2707 | x, = 473.5691 | 0.3987 | 0.7974 | 0.7974
Model K22 Normal 0.8184 | i, = 444.2707 | Xy = 467.4764 | 0.4026 | 0.8051 | 0.8051
Model K23 Normal 0.8622 | x, = 473.5691 | Xy = 467.4764 | 0.4155 | 0.8309 | 0.8309
Model K31 Normal 0.7806 | x,, = 515.4169 | x, = 541.8286 | 0.3925 | 0.7851 | 0.7851
Model K32 Normal 0.8213 | %, = 515.4169 | x; = 530.2123 | 0.4218 | 0.7825 | 0.8436
Model K33 Normal 0.8470 | x, = 541.8286 | x; = 530.2123 | 0.4291 | 0.7960 | 0.8582
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Ormnegin, Cizelge 29°da E31 modelinde hem matematik hem de okuma dersinde
basarili olma olasiligi %41.50 iken okuma dersinde basarili olan bir 0grencinin
matematikte de basarili olma olasiligi, kosullu olasilik bilgisi C,(u) kullamlarak
%77.87 olarak hesaplanmistir. K31 modeli i¢in bu olasiliklar sirastyla %39.25 ve
%78.51 olarak bulunmustur.

Benzer sekilde, E33 modelinde hem okuma hem de fen dersinde basarili olma olasilig1
%42.96 iken, okuma dersinde basaril1 olan bir 6grencinin fen dersinde de basarili olma
olasiligi, C,(v) Kosullu olasilik bilgisi ile %80.60 elde edilmistir. K33 modelinde de
benzer bir durum gozlenmis olup, olasiliklar sirasiyla %42.91 ve %85.82 olarak

hesaplanmustir.

Bu sonuglara gore, sosyoekonomik diizeyi yiiksek olan erkek Ogrencilerin, kiz
ogrencilere kiyasla biraz daha yiiksek ortak basari olasiliklarina sahip oldugu
belirlenmistir. Ayrica, yiiksek sosyoekonomik diizeye sahip erkek 6grencilerin okuma
basarist dikkate alindiginda matematikte basarili olma olasiliklarinin kizlardan diisiik,
fende basarili olma olasiliklarinin kizlardan yiiksek oldugu tespit edilmistir. Ancak,

diger sosyoekonomik diizeylerde bu durum tersine bir egilim gdstermektedir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢aligsma, 2018 yil1 PISA verilerini kullanarak, 6grencilerin matematik, okuma ve
fen bilimleri basarilar1 arasindaki bagimlilik yapilarinin cinsiyet, evdeki egitim
olanaklar1 ve sosyoekonomik diizey faktorlere gore farklilasma durumunu
incelemistir. Kopula fonksiyonlari ile yapilan analizler, basar1 olasiliklarini dogru bir

sekilde tahmin etmek icin en uygun modelleri belirlemistir.

Ozellikle, erkek ve kiz dgrencilerin evdeki egitim olanaklari ve sosyoekonomik
diizeylerine gore PISA basar1 puanlar arasindaki bagimlilik, kopula fonksiyonlari
kullanilarak incelenmistir. Oncelikle, bu demografik 6zelliklere gore PISA basar
puanlari i¢in ¢esitli modeller olusturulmus ve olusturulan her bir model i¢in CvM
uyum 1yiligi testi ile en iyi kopulalar belirlenmis, secilen fonksiyonlar AIC, BIC ve
CIC kriterleri ile desteklenmistir. Ayrica kopulalarin verilere uyumlulugu grafiklerle
gosterilmigtir. Daha sonra sozde en ¢ok olabilirlik (MPLE) yontemi ile yapilan
parametre tahminleri kullanilarak bazi ortak olasiliklar elde edilmistir. Burada, her bir
model i¢in ortalamalar esik deger olarak alinarak basar1 puanlarinin bu esik degerleri
asma olasiliklar1 basar1 olarak degerlendirilmistir. Ayrica okumanin matematik ve fen

dersleri tizerindeki etkisini gdrebilmek amaciyla kosullu olasiliklar hesaplanmustir.

Sonuglar, 6grencilerin evdeki egitim olanaklarinin ve sosyoekonomik diizeylerinin
akademik basarilari tizerinde belirli bir etkiye sahip oldugunu, ancak bu etkinin her
durumda sabit ve tutarli olmadigin1 gostermektedir. Beklentilere gore, yiiksek egitim
seviyesine veya yiiksek sosyoekonomik diizeye sahip Ogrencilerin bagari
olasiliklarinin artmasi gerekirken, bu etkinin cinsiyete ve ders tiiriine bagl olarak

farklilagtig1 goriilmiistiir.

Elde edilen bulgular, 6grencilerin bir derste basarili olmalarinin diger derslerdeki
basar1 olasiliklari1 olumlu yonde etkileyebilecegini ortaya koymaktadir. Bagka bir
deyisle, herhangi iki derste birlikte basarili olma olasilig1 daha diisiikken, bir dersten

basarili oldugu bilinen bir 6grencinin diger derslerde de basarili olma olasilig1 daha

69



yiiksek bulunmustur.

Caligma, evdeki egitim olanaklarina ve sosyoekonomik diizeylere gore siniflandirilmis
basar1 puanlari arasindaki bagimlilik yapilarinin incelenmesine ve 0Ogrencilerin
ortalamanin {iizerinde basar1 gosterme olasiliklarinin daha ayrintili bir sekilde
degerlendirilmesine olanak tanimaktadir. Ayrica, ¢calisma farkli demografik gruplarda
bu olasiliklarin nasil degistigini analiz ederek, egitim politikalarinin gelistirilmesine
katki saglayabilecek bir ¢ergeve sunmaktadir. Bu baglamda, bagimlilik modelleri ve
kopula fonksiyonlari, yalnizca ortalamanin {izerinde basar1 gosterme olasiliklarini
belirlemekle kalmayip, bu olasiliklarin kosullu olarak nasil degistigini analiz etme

firsat1 da sunmaktadir.

Sonug olarak calisma, kopula modellerinin 6grenci basarilarini etkileyen bagimli
faktorleri anlamada etkili bir ara¢ oldugunu ve egitim analizlerinde etkin bir sekilde
kullanilabilecegini ortaya koymaktadir. Elde edilen analizler cinsiyet, evdeki egitim
olanaklar1 ve sosyoekonomik diizey degiskenlerinin yani sira, diger demografik
faktorlerin de basariya olan etkilerini incelemek ve 6grencilerin egitim siire¢lerini daha

1yl yonlendirebilmek adina dnemli bir temel olusturmaktadir.
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