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ÖZET

Bu tez çalışmasında, bir K yerel cisminin L{K APF genişlemesine bağlı XpL{Kq

Fontaine-Wintenberger normlar cisimlerinin inşası ve temel özellikleri incelenmiş-
tir. Çalışmada ayrıca, Fontaine ve Wintenberger’in normlar cisimleri için temel
teoreminin, mükemmelimsi (perfectoid) cisimler üzerindeki genellemesine deği-
nilmiştir. Bunun yanında, Koch’un yaklaşımına göre yerel abelyen olmayan sınıf
cisim kuramının inşası ve Arf’in yaklaşımına göre K yerel cisminin GK mutlak
Galois grubunun betimlenmesinde Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri te-
orisinin sağladığı katkılar ele alınmıştır.
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ABSTRACT

In this thesis, we study the construction and fundamental properties of the
Fontaine-Wintenberger norm field XpL{Kq associated with an APF extension
L{K of a local field K. We also address the generalization of Fontaine and Win-
tenberger’s fundamental theorem for the fields of norms to perfectoid fields. Furt-
hermore, we examine the contributions of the Fontaine-Wintenberger’s theory of
fields of norms to the construction of local non-abelian class field theory in the
sense of Koch and the description of the absolute Galois group GK of the local
field K in the sense of Arf.
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1. GİRİŞ

Modern matematiğin, cebirsel sayı kuramı, aritmetik geometri gibi alanlarında,
özellikle Diyofant denklemler ve yerel-küresel ilkeleri üzerine yapılan çalışmalarda,
Q rasyonel sayılar cismi yerine, bir p asal sayısı için Q ’nun p-sel norma göre
tamlanışı olan Qp p-sel sayı cismi ile çalışmak daha elverişlidir. Bunun bir sebebi,
p-sel sayı cisminde, yalnızca tek bir p asalına odaklanıyor oluşumuzdur. Diğer
taraftan, cebirsel geometri, fonksiyon cisimleri gibi alanlarda yapılan çalışmalarda
ise, Qp ’nin analoğu olarak, katsayıları p elemanlı Fp cisminden alınan, t belirsizine
göre formel Laurent serilerinden oluşan Fppptqq cismi ortaya çıkar.

Ayrık değerlendirme cisimleri için temel örnekler olan Qp ve Fppptqq cisimlerinin
yapısal özelliklerine bakacak olursak, Qp cisminin tipik bir elemanı,

8
ÿ

n“k

anp
n

biçiminde, katsayıları 0 ď an ď p ´ 1 olan, p asalının formel Laurent serileri
biçiminde temsil edilir. Diğer taraftan Fppptqq cisminin de elemanları

8
ÿ

m“t

bmt
m

biçimindeki formel Laurent serilerinden oluşur. Dahası, seriler arasındaki toplama
ve çarpma işlemleri benzer şekilde gerçekleşir. Bununla birlikte, Qp cisminde ol-
duğu gibi, Fppptqq üzerinde de, bir ayrık değerlendirme fonksiyonu tanımlıdır ve
Fppptqq, bu değerlendirme fonksiyonunun ürettiği t-sel norma göre, tam topolo-
jik cisimdir. Her ne kadar, Qp’nin karakteristiği 0 iken, Fppptqq’nin karakteris-
tiğinin p olsa da, Qp ile Fppptqq cisimleri yapısal olarak oldukça benzer gözük-
mektedir. Eğer birimin pn’inci ilkel kökü ζpn ile gösterilmek üzere, Qp yerine
Qppζp8q :“

Ť

nQppζpnq cismini ele alırsak, Fontaine ve Wintenberger’in teoremi,
GQppζp8 q ile, GFppptqq mutlak Galois grupları arasında kanonik bir izomorfizmanın
mevcut olduğunu gösterir.

Fontaine ve Wintenberger’in 1979 yılında ortaya attıkları normlar cisimleri ku-
ramı, p-sel nesnelerle ilişkili problemleri, karakteristik p nesnelerle ilgili yöntem-
lerle çözebilmek için bir köprü vazifesi görür ([8]). Bu bakımdan, cebirsel sayılar
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kuramı, aritmetik geometri gibi alanlarda yapılan çalışmalar için temel bir araç
olmuştur. Bununla birlikte, ikibinli yılların başlarında Sholze’nin mükemmelimsi
cisimler (perfectoid cisimler) ile ilgili çalışmaları, Fontaine-Wintenberger norm
cisimleri kuramını genişleterek, karakteristik 0 ile karakteristik p cisimleri arasın-
daki ilişkiyi daha zengin bir çerçeveye oturtmuştur ([21]).
Bu tez çalışmasında, Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri ile ilgili detaylı
bilgiyi edinmenin yanı sıra, özellikle yerel cisimler ve yerel sınıf cisim kuramı ile
ilgili ileriki çalışmalar için gerekli olan temel altyapının elde edilmesi amaçlan-
maktadır. Bu bağlamda, ikinci ve üçüncü bölümlerinde gerekli ön bilgilere yer
verildikten sonra, dördüncü bölümde yerel cisimler, yerel cisimlerin genişlemeleri
ve dallanma kuramı kavramları detaylıca özetlenmiştir.
Tezimizin beşinci bölümünde APF genişlemeleri ve Fontaine-Wintenberger norm-
lar cisimleri kavramları derinlemesine ele alınmış ve normlar cisimleri teorisiyle
ilgili temel sonuçlara yer yer verilerek, matematiğin diğer alanları için önemlerine
vurgu yapılmıştır. Ayrıca, normlar cisimleri teorisinin mükemmelimsi cisimlere
olan genellemesi tartışılmıştır.
Altıncı bölümde, Koch felsefesine göre abelyen olmayan sınıf cisim kuramının
inşası ile ilgili çalışmalar incelenmiş ve söz konusu çalışmalarda normlar cisim-
lerinin katkısına değinilmiştir. Ayrıca, Arf’in karakteristik p ą 0 yerel cisimlerin
mutlak Galois grubunun bir betimlenişini elde ettiği [1] çalışmasının, herhangi bir
yerel cismin mutlak Galois grubuna genellenişinin yapıldığı, Fırat’ın [10] numa-
ralı kaynakta verilen doktora çalışmasında, normlar cisimleri kuramının katkısı
tartışılmıştır.
Yedinci ve son bölümde ise, tez ile ilgili sonuç ve önerilere yer verilmiştir.
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2. TOPOLOJİK GRUPLAR TOPOLOJİK HALKALAR ve
TOPOLOJİK CİSİMLER

2.1 Topolojik gruplar
Tanım 2.1
Verilen bir G grubu, aynı zamanda bir topolojik uzaysa ve eğer, GˆG’den G’ye
tanımlanan px, yq ÞÑ xy´1 göndermesi sürekli ise, üzerindeki topoloji ile birlikte
G’ye topolojik grup adı verilir.

Eğer G üzerindeki topolojik uzay yapısı kompakt ise, G topolojik grubuna kom-
pakt topolojik grup denir; G üzerindeki topolojik uzay yapısı Hausdorff ise, G
topolojik grubuna Hausdorff topolojik grup denir.

Örnek 2.1
Herhangi bir grup, üzerindeki ayrık (ya da aşikar) topolojiye göre bir topolojik
gruptur.

Örnek 2.2
Verilen bir G topolojik grubunun herhangi bir H altgrubu, üzerindeki alt-uzay
topolojisi ile birlikte bir topolojik gruptur.

Tanım 2.2
Verilen G1 ve G2 topolojik grupları için, eğer f : G1 Ñ G2 göndermesi, eğer
hem bir grup homomorfizması hem de sürekli bir dönüşüm ise f göndermesine
topolojik grup homomorfizması adı verilir.

2.2 Topolojik Halkalar ve Topolojik Cisimler

Topolojik grup tanımına benzer olarak, topolojik halka ve topolojik cisim kav-
ramları aşağıdaki gibi tanımlanır:

Tanım 2.3
Bir R halkası, aynı zamanda bir topolojik uzaysa ve eğer pR,`q toplamsal grubu
bir topolojik grupsa ve R’deki çarpma işlemi sürekliyse, o zaman bir topolojik
halkadır. Şayet R topolojik halkası bir cisimse ve Rˆ çarpımsal grubu da altuzay
topolojine göre bir topolojik grupsa, o zaman R bir topolojik cisimdir.
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Örnek 2.3
Topolojik cisimlere temel örnek olarak Q, R ve C verilebilir. Her zaman olduğu
gibi, R ve C üzerindeki topolojiyi, öklidsel topoloji olarak; Q üzerindeki topolojiyi
de altuzay topolojisi olarak ele alıyoruz.

Bilindiği gibi, verilen bir pX, τq topolojik uzayında, her x P X elemanının kom-
pakt komşuluğu varsa, pX, τq topolojik uzayına yerel kompakt uzay diyoruz. Şimdi,
topolojik gruplar (halkalar, cisimler) için yerel kompaktlık kavramının tanımını
verelim:

Tanım 2.4
Üzerindeki topolojiye göre yerel kompakt ve Hausdorff olan bir topolojik gruba
(halkaya, cisme), yerel kompakt topolojik grup (halka, cisim) denir.

Örnek 2.4
Üzerlerindeki öklidsel topolojiye göre, R ve C, yerel kompakt cisimdir. Üzerlerin-
deki altuzay topolojisine göre Q, ayrık yerel kompakt cisimdir.
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3. İZDÜŞÜMSEL OLARAK SONLU GRUPLAR

Tanım 3.1
Üzerinde “ ď ” sıralama bağıntısı bulunan bir I kümesi alalım. Her i, j P I için
i ď k ve j ď k olacak şekilde bir k P I bulunabiliyor ise pI,ďq sıralı kümesine
doğrusal sıralı küme denir.

Örnek 3.1
Tamsayılar kümesi Z ve üzerindeki “ ď ” doğal sıralama bağıntısını alalım. Bu
durumda, her m,n P Z için, m ď k, n ď k şartını sağlayan bir k P Z mevcuttur.
Dolayısı ile pZ,ďq doğrusal sıralı bir kümedir.

Örnek 3.2
Tamsayılar kümesi Z üzerine “ ď ” sıralama bağıntısını bölünebilme ile tanımla-
yalım. Yani, m,n P Z için, m ď n ô m | n olarak tanımlayalım. Bu durumda
m, n P Z için m | k, n | k şartını sağlayan bir k P Z mevcuttur. Dolayısı ile
pZ,ďq doğrusal sıralı bir kümedir.

Tanım 3.2
Bir pI,ďq doğrusal sıralı kümesi verilsin. Topolojik grupların bir tGi | i P Iu

ailesi ile, tbji : Gj Ñ Gi | i, j P I, i ď ju topolojik grup homomorfizmalarının bir
ailesi için,

(i) @i P I için Gi
bii

ÐÝ Gi birim tasvirdir;

(ii) i ď j ve j ď k şartını sağlayan her i, j, k P I için

Gi Gj

bjioo Gk

bkjoo

bki “bji˝bkj

hh

koşulları sağlanıyorsa,

pGi, Gi
bji

ÐÝ Gjq i,jPI
iďj

sistemine I üzerinde tanımlı bir izdüşümsel sistem denir.

Topolojik halkalar ve cisimler için de izdüşümsel sistem kavramı benzer olarak
tanımlanır. İzdüşümsel sistemlere örnekler verelim. Genel olarak, kümeler üzerin-
deki topolojik yapı belirtilmemişse, ayrık topolojiyle birlikte ele alınacaktır.
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Örnek 3.3
Pozitif tamsayılar kümesi I :“ Ną0 üzerinde

n ď m ô n | m

şeklinde tanımlı “ď” doğrusal sıralama bağıntısına göre her n P I için, Gn “ Z{nZ
olsun. Herhangi bir x P Z için, rxsn ile, x ` nZ kalan sınıfını gösterelim. Buna
göre, n ď m şartı altında, her n,m P I için

bmn prxsmq “ rxsn

eşitliği ile (iyi bir şekilde) tanımlı olan

bmn : Gm Ñ Gn

homomorfizmleri için, Tanım 3.2 ’deki koşullar sağlanır. Bu nedenle tanımladı-
ğımız pGn, b

m
n : Gm Ñ Gnq nďm

n,mPI
sistemi izdüşümsel bir sistem oluşturur.

Örnek 3.4
Bir önceki örneği, herhangi bir G grubu için genellemek mümkün: Verilen bir
G grubunun normal altgruplarından oluşan bir I ailesinde, her U1, U2 P I için,
U1 X U2 Ď V olacak şekilde bir V P I mevcut olsun ve I üzerindeki ď sıralama
bağıntısı,

V ď U ô U Ď V

ile tanımlansın. Bu durumda, I kümesi doğrusal sıralı bir kümedir. Şimdi, verilen
bir g P G ve U P I için, gV ile, G{U ’daki g ile temsil edilen koseti göstermek
kaydı ile, U ď V koşulunu sağlayan her U, V P I ve her g P G için, tVU pgV q “ gU

ile verilen
tVU : G{V Ñ G{U

iyi tanımlı homomorfizmaları için Tanım 3.2’deki koşullar sağlanır. Buna göre,

pG{U, tVU : G{V Ñ G{Uq UďV
U,V PI

,

bir izdüşümsel sistem oluşturur.

Tanım 3.3
Verilen bir pI,ďq doğrusal sıralı kümesi üzerinde tanımlı, topolojik gruplardan
(veya halkalardan) oluşan bir pXi, t

j
i q iďj

i,jPI
izdüşümsel sisteminin lim

ÐÝ
i

Xi ile göste-
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rilen izdüşümsel limiti,

lim
ÐÝ
i

Xi –

#

pxiqiPI P
ź

iPI

Xi | tji pxjq “ xi, i ď j

+

ile tanımlı topolojik gruptur (veya halkadır).

Not olarak, lim
ÐÝ
i

Xi üzerindeki topoloji,
ś

iPI Xi üzerindeki çarpım topolojisine

göre, alt uzay topolojisidir.

Tanım 3.4
Verilen bir pI,ďq doğrusal sıralı kümesi üzerinde tanımlı sonlu gruplardan oluşan
pGi, t

j
i q iďj

i,jPI
izdüşümsel sisteminin G “ lim

ÐÝ
i

Gi izdüşümsel limitine, izdüşümsel

olarak sonlu grup adı verilir.

Verilen bir pI,ďq doğrusal sıralı kümesi üzerinde tanımlı, G “ lim
ÐÝ
i

Gi izdüşümsel

olarak sonlu bir grubu ele alındığında, her i P I için Gi grubu, sonlu bir grup
olduğundan, üzerindeki ayrık topolojiyi ele aldığımızda kompakt, Hausdorff ve
tamamen bağlantısız bir gruptur. Bu nedenle, Thychonoff teoremi neticesinde,
ś

iPI Gi çarpım grubu, üzerindeki çarpım topolojisine göre, kompakt, Hausdorff
ve tamamen bağlantısızdır. Bu nedenle, G izdüşümsel sonlu grubu üzerindeki alt
uzay topolojisiyle birlikte,

ś

iGi’nin kapalı bir altgrubu olur. Herhangi bir Haus-
dorff ve tamamen bağlantısız bir topolojik uzayın bir altuzayı da aynı özelliklere
sahip bir topolojik uzay olduğundan ve ayrıca kompakt bir uzayın kapalı bir al-
tuzayı da kompakt bir uzay olduğundan, aşağıdaki teorem ile ifade edilen netice
elde edilir. Sonuç olarak, verilen G “ lim

ÐÝ
i

Gi izdüşümsel sonlu grubu, kompakt,

Hausdorff ve tamemen bağlantısız bir topolojik gruptur. Aşağıdaki teorem bu
durumun tersinin de doğru olduğunu ifade eder.

Teorem 3.1
Verilen bir G kompakt, Hausdorff ve tamemen bağlantısız bir topolojik grubu,
izdüşümsel olarak sonlu bir gruptur.
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4. SONSUZ GALOIS KURAMI

4.1 Galois kuramı

Bir K cisminin sonlu veya sonsuz dereceli bir L Galois genişlemesinin

G “ GalpL{Kq “
␣

σ : L
„
ÝÑ L |σpαq “ α, @α P K

(

Galois grubunu ele alalım. K cisminin, L içindeki tüm sonlu genişlemelerinden
oluşan IL{K “ I kümesi üzerinde E, F P I için

F ď E ô F Ď E

ifadesi ile tanımlanan “ ď ” sıralama bağıntısı, her E, F P I için EF P I ve
E ď EF , F ď EF özelliğini sağladığından, I kümesi ” ď ” bağıntısına göre
doğrusal sıralı bir kümedir. Sonuç olarak her F ď E P I için

σ ÞÑ σ|F

ifadesi ile tanımlanan kısEF : GalpE{Kq Ñ GalpF {Kq kısıtlama homomorfizma-
ları ile birlikte

`

GalpE{Kq, ϕEF
˘

FďE
E,FPI

ikilisi, bir izdüşümsel sistemdir. Bu nedenle

her bir E P I için GalpE{Kq üzerindeki ayrık topoloji altında lim
ÐÝ
EPI

GalpE{Kq iz-

düşümsel limiti, izdüşümsel olarak sonlu bir gruptur. Diğer taraftan G üzerinde,
Krull topolojisi adını verdiğimiz σ P G ve E P I olmak üzere, σGalpL{Eq altkü-
meleri tarafından üretilen bir topolojik grup yapısı vardır. Genel Galois kuramı,
σ ÞÑ pσ|EqEPI ile tarif edilen

G Ñ lim
ÐÝ
EPI

GalpE{Kq

tasvirinin, bu iki objenin hem topolojik, hem de grup yapıları arasında bir eşleşme
olduğunu söyler. Sonuç olarak GalpF {Kq, üzerindeki Krull topolojisi ile birlikte
izdüşümsel olarak sonlu bir gruptur.

Teorem 4.1 (Genel Galois Kuramının Temel Teoremi)
K cisminin L Galois genişlemesi içinde yer alan K 1 genişlemeleri ile G “ GalpL{Kq
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grubunun H kapalı altgrupları arasında K 1 ÞÑ GalpL{K 1q ve H ÞÑ LH kuralları
ile birlikte, bire-bir bir eşleşme vardır. Burada LH ile

LH – tα P L |σpαq “ α, σ P H u

sabit cismi gösterilmektedir. Buna göre,

(i) Eğer K 1 cismi, K cisminin herhangi bir Galois genişlemesi ise, buna karşılık
gelen GalpL{K 1q grubu, GalpL{Kq grubunun kapalı ve normal altgrubudur;

(ii) Eğer K 1 cismi K üzerinde sonlu bir genişleme ise, buna karşılık gelen
GalpL{K 1q grubu da GalpL{Kq grubunun açık altgrubudur; eğer K 1 aynı
zamanda Galois genişlemesi ise GalpL{K 1q grubu da GalpL{Kq grubunun
açık normal altgrubudur.

koşulları sağlanır.

Örnek 4.1
K cismi olarak q elemanlı sonlu Fq cismini ele alalım ve bu cismin ayrılabilir ka-
panışını Kayr ile gösterelim. Bilindiği gibi her n P N için K cisminin, Kayr içinde
derecesi n olan tek türlü belirli Kn genişlemesi vardır. Söz konusu genişleme Ga-
lois genişlemesidir ve GalpKn{Kq Galois grubu, üreteci φnpxq “ xq otomorfizmi
olan devirsel bir gruptur. GalpKn{Kq Galois grubunun söz konusu φn elemanına
aritmetik Frobenius elemanı denir. GalpKn{Kq » Z{nZ izomorfizmi sonucu aşa-
ğıdaki çizenek elde edilir:

G

≀
��

„ // lim
ÐÝ

Gal pKn{Kq

≀
��

pZ „ // lim
ÐÝ

Z{nZ

Sonuç olarak G grubu “topolojik olarak” φpxq “ xq otomorfizmi tarafından do-
ğurulmuş bir gruptur. G grubunun sözkonusu φ elemanına aritmetik Frobenius
elemanı; φ´1 tersine ise geometrik Frobenius elemanı adı verilir.
Eğer K cisminin karakteristiği p ise, bu durumda aritmetik Frobenius elemanına
mutlak Frobenius elemanı denir.
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5. YEREL CİSİMLER

Bu bölümde, [7, 20] kaynakları takip edilerek, ayrık değerlendirme cisimleri ve
özel olarak yerel cisimler ile ilgili temel bilgiler özetlenmiştir.

5.1 Değerlendirme cisimleri
Tanım 5.1
Bir K bir cismi verilsin ve ν : K Ñ R Y t8u göndermesi aşağıdaki şu koşulları
sağlasın:

1. νpxq “ 8 ô x “ 0;

2. ν |Kˆ : Kˆ Ñ R bir grup homomorfizmasıdır;

3. νpx ` yq ě min tνpxq, νpyqu.

Bu durumda ν’ye K üzerinde bir değerlendirme adı verilir; pK, νq çiftine değer-
lendirme cismi denir. Eğer νpKˆq » Z ise, ν değerlendirmesine ayrık değerlen-
dirme , pν,Kq ikilisine de ayrık değerlendirme cismi denir. Eğer νpKˆq “ Z ise
ν değerlemesine normalleşmiş değerlendirme denir.

Örnek 5.1
p bir asal sayı olsun. Sıfır olmayan her x tam sayısı için

ordpx “ max
␣

k P Zě0

ˇ

ˇ pk | x
(

olmak üzere,
νp : Q Ñ Z Y t8u

göndermesi, her a{b P Q için, νppa{bq “ ordpa´ ordpb ile tanımlansın ve νpp0q “

8 olsun. O zaman, νp göndermesi Q üzerinde iyi tanımlı bir değerlendirmedir.
Dahası, νppQˆq “ Z olduğu için, söz konusu değerlendirme normalleşmiş bir
değerlendirmedir. Özel olarak νp’ye, Q rasyonel sayılar cisminin p-sel değerlen-
dirmesi adı verilir.
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Örnek 5.2
Verilen bir K cismi için ile L “ Kppxqq K katsayılı, x belirsizine göre, formal
Laurent serilerinin cismi gösterilmek üzere

ν : L Ñ Z Y t8u

göndermesini νp0q “ 8 ve

ν

¨

˚

˝

ÿ

něm
am‰0

anx
n

˛

‹

‚

“ m

ile tanımlayalım. Bu durumda, ν göndermesi L’nin bir değerlendirmesidir.

Bir pK, νq değerlendirme cismi için, 0 ă c ă 1 sabit bir reel sayı olmak üzere,
verilen her 0 ‰ x P K için |x|ν “ cνpxq ve |0|ν “ 0 eşitlikleriyle tanımlı

| ¨ |ν : K Ñ R

göndermesi, K üzerinde “arşimetsel olmayan” bir norm tanımlar; yani, verilen her
x, y P K için,

|x ` y|ν ď maxt|x|ν , |y|νu

ultrametrik özelliği vardır. Dahası, K cismi, üzerindeki | ¨ |ν normundan üretilen
metrik topolojisiyle birlikte topolojik bir cisimdir.

Örnek 5.3
Bir 0 ă c ă 1 reel sayısı ve bir p asal sayısı alalım. Verilen her q P Q için,
| q |p“ cνppqq ile tanımlı | ¨ |p: Q Ñ R göndermesi, Q üzerinde arşimetsel olmayan
bir norm tanımlar. Rasyonel sayılar üzerindeki söz konusu norma, p-sel norm
denir.

Verilen bir ir pK, νq değerli cisminin

Oν :“ tx P K : νpxq ě 0u “ tx P K : |x|ν ď 1u (5.1)

ile tanımlı althalkasını alalım. O zaman, Oν ’deki tersinir olmayan elemanlardan
oluşan

pν :“ tx P K : νpxq ą 0u “ tx P K : |x|ν ă 1u (5.2)

kümesi, Oν ’nün biricik maksimal idealidir.

Tanım 5.2
Verilen pK, νq değerlendirme cismi için, (5.1) numaralı denklem ile verilen Oν
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halkasına, K’nin değerlendirme halkası (veya tamsayı halkası) ve (5.2) numaralı
denklem ile verilen pν⊴Oν biricik maksimal idealine, K’nin maksimal ideali denir.
Bununla birlikte,

κν :“ Oν{pν

cismine de, K’nın kalıntı cismi denir.

Örnek 5.4
Bir p asal sayısı için, Q rasyonel sayılar cisminin Örnek 5.1’de bahsedilen νp

p-sel değerlendirmesi verilsin. O zaman,

Oνp “

"

x

y
P Q : p ∤ y

*

“ Zppq

bir değerleme halkası,

pνp “

"

x

y
P Q : p | x, p ∤ y

*

“ pZppq

maksimal ideali ve
κνp “ Zppq{pZppq » Z{pZ “ Fp

νp’ ye göre bir Q’nun kalıntı cismidir.

Örnek 5.5
Verilen L “ Kppxqq cismi üzerindeki ν değerlendirmesi Örnek 5.2 ’te bahsedilen
değerlendirme olsun. Bu durumda ν değerlendirmesine göre L’nin değerlendirme
halkası

Oν “

#

f P L : f “

8
ÿ

n“0

anx
n

+

“ Krrxss

Olur.Buna göre L’nin ν değerlendirmesine göre kalıntı cismi de

pν “

#

f P L : f “

8
ÿ

n“1

anx
n

+

“ xKrrxss

bir maksimal ideal ve
κν “ Krrxss{xKrrxss » K

dir.

Tanım 5.3
Verilen bir pK, νq değerlendirme cisminin Oν tamsayı halkası için,

Uν :“ Oˆ
ν “ Oν ´ pν
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çarpımsal grubuna, K ’nin birim grubu adı verilir.

Uyarı 5.1
Verilen pK, νq değerlendirme cisminin birim grubu aynı zamanda, ν değerlendir-
mesinden elde edilen

Kˆ ν
ÝÑ R

homomorfizmasının çekirdeğidir. Buna göre,

Uν “ tx P K : νpxq “ 0u “ tx P K : | x |ν“ 1u

dir.

5.2 Tam değerlendirme cisimleri ve tamlanış

Bu kısımda, Q rasyonel sayılar cisminin tamlanmasıyla R’nin elde edilişine benzer
bir biçimde verilen bir pK, νq değerlendirme cisminin, ν değerlendirmesinden üre-
tilen metriğe tamlanışının nasıl elde edildiği ve tamlanış kavramıyla ilgili temel
neticeler özetlenecektir. Öncelikle, yakınsaklık ve Cauchy dizisi tanımını değer-
lendirme kavramlarını değerlendirme kavramı üzerinden yazmakta fayda var.

Tanım 5.4
Katsayıları, verilen pK, νq değerlendirme cisminden alınan bir tanunPN dizisi için,

(i) Verilen bir ℓ P K için, eğer her M P R sayısına karşılık, şayet bir m ě 0

tamsayısı varsa; öyle ki, her n ě m için νpan ´ ℓq ą M ise, o zaman tanu

dizisi yakınsaktır.

(ii) Verilen her m ě 0 tamsayısına karşılık, şayet bir l P N var ise, öyle ki her
m,n ě l için ν pam ´ anq ě m oluyorsa, o zaman tanunPN dizisi Cauchy
dizisidir.

Değerlendirme cisimleri üzerinde çalışırken yakınsaklık ve Caucy dizisi kavram-
ları için, mutlak değer veya değerlendirme cisnsinden tanımları arasında uygun
olanına geçiş yapılabilir.
Terimleri pK, νq değerlendirme cisminden alınan bir tanu Cauchy dizisi verilsin.
Diyelim ki, her n pozitif tam sayısı için |am|ν ‰ |am`1|ν olacak şekilde bir m ě n

mevcut olsun. Pozitif reel sayıların εr Ñ 0 koşulunu sağlayan bir dizisi için, nr
pozitif tamsayılıarı,

n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ ă nr ă ¨ ¨ ¨

ve her m,n ě nr için, |am ´ an|ν ă εr sağlanacak şekilde seçilsin. Bu durumda,
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her r için, n1
r ě nr tamsayılar, |an1

r
|ν ‰ |an1

r`1|ν olacak şekilde seçildiğinde

|an1
r

´ an1
r`1|ν “ maxp|an1

r
|ν , |an1

r`1|νq

olur. Bu nedenle, her n ě n1
r için,

|an|ν “ |an ´ an1
r

` an1
r
|ν

ď maxp|an ´ an1
r
|ν , |an1

r
|νq ă εr

elde edilir. Bu da,
lim
nÑ8

|an|ν “ 0

demektir (Burada, tanu Cauchy dizisi olduğu için t|an|νu dizisinin de reel terimli
bir Cauchy dizisi olduğunu belirtmekte fayda var ). Demek ki, verilen bir tanu

Cauchy dizisi için, lim
nÑ8

|an|ν ‰ 0 ise, öyle bir n pozitif tamsayısı vardır ki, her
m ą n için, |am|ν “ |an|ν sağlanır.

Şimdi, C kümesini terimleri pK, νq ayrık değerlendirme cisminden olan tüm Ca-
uchy dizilerinin kümesi olarak belirleyelim. Verilen tanu , tbnu P C elemanları için

tanu ` tbnu “ tan ` bnu

ve
tanu ˆ tbnu “ tanbnu

tanımlı toplama işlemi ve çarpma işlemleri C üzerinde birimli ve değişmeli bir
halka yapısı tanımlar. Ayrıca, M ile gösterilen 0’a yakınsayan dizilerden oluşan
topluluk, C’nin biricik maksimal idealidir. Verilen her x P K için txu P C{M ile,
terimleri x’lerden oluşan sabit dizinin temsil ettiği sınıf gösterilsin. Bu durumda,

x ÞÑ txu

göndermesi
K ãÑ C{M

gömmesi tanımlar. Böylece, K cismi C{M’nin bir alt cismi olarak ele alınabilir.

Şimdi, verilen her tanu P C{M için

ˇ

ˇ

ˇ
tanu

ˇ

ˇ

ˇ
“ lim

nÑ8
|an|ν

ile tanımlı
| ¨ | : C{M Ñ Rě0

göndermesini tanımlayalım. Söz konusu | ¨ | göndermesi, C{M üzerinde bir norm
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tanımlar. Dahası, C{M cismi, bu normun ürettiği metriğe göre tamdır. Yani,
katsayıları C{M’den olan her Cauchy dizisi, yakınsaktır. Üstelik, | ¨ | normu, K
üzerindeki ν değerlendirmesinin ürettiği |¨|ν normunun bir genişlemesidir ve |¨|’den
elde edilen metrik topolojisine göre K cismi C{M içinde yoğundur. Dahası, C{M
cismi, topolojik izomorfizma altında, bu özelliklere sahip tek cisimdir.

Tanım 5.5
Verilen K Ď pK cisimleri için, Eğer pK cismi, üzerinde tanımlı olan | ¨ |K̂ nor-
mundan elde edilen metrik topolojiye göre tam ve K cismi, pK içinde yoğunsa, pK

cismine K’nin, tamlanışı denir. Eğer K “ pK ise, o zaman K’ye tam cisim adı
verilir.

Bu tanıma göre, verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cismi için, pK “ C{M cismi,
K cisminin ν değerlendirmesine göre tamlanışıdır. Eğer K » pK ise, o zaman K

cismi, ν değerlendirmesine göre tam değerlendirme cismi denir.

Örnek 5.6
Verilen bir p asal sayısı için, Q rasyonel sayı cisminin, üzerindeki Örnek 5.1 ’de
tanımlanan νp p-sel değerlendirmeye göre tamlanışı, Qp :“ pQ p-sel sayı cismidir.

Örnek 5.7
Verilen K cismi, Fp ile gösterilen p elemanlı sonlu cisim olmak üzere, FpppXqq

üzerinde, Örnek 5.2 ’de tanımlanan ν değerlendirmesi ile birlikte tam değerlen-
dirme cismidir.

Diyelim ki, tanu dizisi için, lim
nÑ8

|an|ν ‰ 0 sağlansın. Daha önce belirttiğimiz gibi,
öyle bir n0 pozitif tamsayısı vardır ki, her m ą n için, |am|ν “ |an0 |ν sağlanır. Bu
da,

ˇ

ˇ

ˇ
tanu

ˇ

ˇ

ˇ

pK
“ lim

nÑ8
|an|ν “ |an0 |ν

sağlandığı görülmektedir. Buradan,

ˇ

ˇ

ˇ

pKˆ

ˇ

ˇ

ˇ

pK
“
ˇ

ˇKˆ
ˇ

ˇ

ν

olduğu anlaşılır.

Yukarıdaki bilgilerden hareketle, K’nin tamsayı halkası Oν ’nün, pK’nin tamsayı
halkası OK̂ içinde yoğun olduğunu, benzer şekilde K’nin maksimal ideali pν ’nün
de, pK’nin maksimal ideali pK̂ içinde yoğun olduğunu görmek mümkün. Bunun
yanı sıra, her n ě 1 için,

Oν{pnν – O
pK{pn

K̂

dir.
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5.3 Ayrık değerlendirme cisimleri ve yerel cisimler

Hatırlanacağı gibi, verilen bir ayrık değerlendirme cismi pK, νq ile, νpKˆq » Z
koşulunun sağlandığı anlaşılmaktadır. Eğer νpKˆq “ Z ise, ν değerlendirmesi
normalleşmiş değerlendirme adını alır.

Tanım 5.6
Verilen bir K cismi üzerindeki ν1 ve ν2 değerlendirmelerinden elde edilen | ¨ |ν1 ve
| ¨ |ν2 normları denkse; yani söz konusu normların ürettikleri metrik topolojileri
aynıysa, ν1 ve ν2 değerlendirmeleri denktir denir.

Örnek 5.8
Verilen bir K cismi üzerinde tanımlı herhangi bir ν ayrık değerlendirmesi, nor-
malleşmiş bir değerlendirmeye denktir.

Bu çalışma boyunca, aksi söylenmedikçe, eğer pK, νq ayrık değerlendirme cismi
ise νpKˆq “ Z olduğu kabul edilecektir.

Tanım 5.7
Verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cismi için, νpπq “ 1 koşulunu sağlayan bir
π P Oν elemanı vardır. Söz konusu π elemanına K cisminin bir asal elemanı adı
denir.

Şimdi, herhangi bir x P Kˆ için, νpxq “ k olsun ve K’nin bir π asal elemanını
sabitleyelim. Bu durumda, νpxq “ νpπkq dir. Buradan,

νpπ´kuq “ 0

elde edilir. Buna göre, bir u P Uν için,

x “ πku

biçimindedir. Buradan hareketle, aşağıdaki önerme ile ifade edilen gözlemlere ula-
şılır:

Önerme 5.1
Verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cismi için, K’nin bir π asal elemanını
sabitlediğimizde, her x P K elemanı, bir k P Z ve u P Uν için,

x “ πku

biçiminde yazılır ve bu yazılış tek türlüdür. Diğer bir deyişle, her pk, uq ikilisini
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πku’ya gönderen
Z ˆ Uν Ñ Kˆ

göndermesi bir grup izomorfizmasıdır. Bununla birlikte, her bir k P Z için, πkOν’ler,
K toplamsal grubunun doğal bir,

¨ ¨ ¨ Ă πk`1Oν Ă πkOν Ă ¨ ¨ ¨ (5.3)

süzümünü oluşturur.

Yukarıdaki gözlemlerden hareketle, pK, νq ayrık değerlendirme cisminin Oν değer-
lendirme halkasının herhangi bir idealinin bir k ě 0 tamsayısı iin πkOk biçiminde
olduğu görülür. Özel olarak k “ 1 için,

pν “ πOν

olur. Bununla birlikte, πkOν idealleri Oν değerlendirme halkasının bir

t0u Ă ¨ ¨ ¨ Ă πkOν Ă ¨ ¨ ¨ Ă πOν Ă Oν

süzümünü oluşturur. Verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cismi için (5.1) nu-
maralı denklemde verilen tanımından da anlaşılacağı gibi, K’nin Oν ayrık değer-
lendirme halkası, kapalı bir kümedir. Bununla birlikte, herhangi bir 1 ă r ă 2

için
Oν “ tx P K : |x|ν ă ru

sağlandığından, Oν aynı zamanda açık kümedir. Benzer irdelemelerle, her bir k P

Z için, πkOν ’lerin ν değerlendirmesinden elde edilen metrik topolojiye göre hem
açık hem de kapalı kümeler oldukları gözlemlenebilir. Elde edilen bu gözlem, (5.3)
numaralı denklemle birleştirildiğinde, aşağıdaki önermede ifade edilen neticeye
ulaşılır.

Önerme 5.2
Verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cismi için, k P Z olmak üzere, πkOν küme-
leri, ν’nün ürettiği topolojide hem açık hem de kapalı kümelerdir ve sıfırın açık
komşuluklarının bazını oluştururlar.

Şimdi de, verilen pK, νq ayrık değerlendirme cisminin Uν birim grubunun her
n ą 0 tamsayısı için tanımlanan

Un
ν :“ 1 ` πnOν “ t1 ` πnx : x P Oνu (5.4)
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altgruplarını göz önüne alalım.

Tanım 5.8
Verilen pK, νq ayrık değerlendirme cismi için, (5.4) numaralı denklem ile veri-
len Un

ν Ď Uν gruplarına, pK, νq değerli cisminin n’inci dereceden yüksek birim
grupları adı verilir.

Verilen pK, νq değerli cismi için, aynı Oν tamsayı halkasının idealleri gibi, yüksek
birim grupları da, Uν birim grubunun altgruplarının bir

t1u Ă ¨ ¨ ¨ Ă Un
ν Ă ¨ ¨ ¨ Ă U0

ν :“ Uν .

süzümünü oluştururlar. Dahası, ν değerlendirmesinden üretilen topolojiye göre
Un
ν yüksek birim grupları, hem açık hem de kapalı kümelerdir.

Bölümlere geçildiğinde, aşağıdaki önermede ifade edilen izomorfizmalar elde edilir:

Önerme 5.3
Verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cisminin Un

ν yüksek birim grupları için,

Uν{Un
ν » pOν{πnOνq

ˆ ,

Un
ν {Un`1

ν » Oν{πOν » πnOν{πn`1Oν

(5.5)

izomorfizmaları vardır.

Verilen bir pK, νq ayrık değerlendirme cismi için karpKq “ p ‰ 0 olduğnu var-
sayalım. Bu durumda, karpκνq “ p olur. Bu nedenle, eğer karpKq ‰ karpκνq ise,
karpKq “ 0 olması gerekir.

Teorem 5.1
Diyelim ki, pK, νq ayrık değerlendirme cismi olsun ve her bir n P Z için, πn P K

elemanları νpπnq “ n’yi sağlayacak şekilde seçilsin; Rν ile, κν “ Oν{pν kalıntı
cisminin bir tam temsilciler kümesini gösterelim; yani, Rν Ď Oν ve Oν Ñ κν

kanonik göndermesinin Rν’ye olan kısıtı bijeksiyon olsun. O zaman herhangi bir
α P K̂ elemanı,

α “
ÿ

něn0

rnπn pn0 P Z, rn P Rνq

biçiminde temsil edilebilir.

Bu son teoreme göre, pK’nin tamsayı halkası O
pK ve πK de K’nin bir asal elemanı
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olmak üzere, πn “ πnK seçerek, bir α P O
pK elemanı

α “

8
ÿ

i“0

rnπ
n
K prn P Rνq

biçiminde bir temsili elde edilir. Eğer αn “
řn´1
i“0 riπ

i
K kısmi toplamları göz önüne

alınırsa, αn`1 ” αn pmod πnKq olduğu görülür. Bu gözlemden yola çıkarak,

ϕ : α ÞÑ pα1 pmod pKq, . . . , αn pmod pnKq, . . .q

ile tanımlı
ϕ : O

pK Ñ lim
ÐÝ
n

OK{pnK

göndermesi elde edilir. Dahası, O
pK üzerindeki ayrık değerlendirmeden üretilen

topoloji ve OK{pnK ’ler üzerindeki topoloji ayrık topoloji olmak üzere, lim
ÐÝ
n

OK{pnK

üzerindeki topoloji de çarpım topolojisi olarak ele alındığında, ϕ göndermesinin
bir topolojik halka izomorfizması olduğu bilinmektedir. Buradan

Oˆ
pK

» plim
ÐÝ
n

OK{pnKq
ˆ

» lim
ÐÝ
n

pOK{pnKq
ˆ

» lim
ÐÝ
n

Oˆ
K{Un

K

elde edilir.
Analiz derslerinden hatırlanacağı gibi, Newton’un metodu, verilen bir fpXq P

RrXs polinomunun kökleri için bir yaklaşım verir. Buna göre, f 1pXq ile f ’nin
türevi gösterilmek üzere, her n ě 0 tamsayısı için f 1panq ‰ 0 ve

an`1 “ an ´
fpanq

f 1panq

koşullarını sağlayan bir tanu reel sayı dizisi yakınsaksa, o zaman dizinin yakınsa-
dığı değer, polinomun bir köküdür. Aşağıda ifadesini vereceğimiz Hensel’in lem-
ması olarak bilinen teoremden, Newton’un yöntemine dayanan bir yaklaşım ile,
katsayıları bir tam ayrık değerlendirme cisminin değerlendirme halkasından alınan
bir polinomun kökleri ile ilgili bir kriter elde edilir:

Teorem 5.2 (Hensel’in lemması)
Diyelim ki, pK, νq ayrık değerlendirme cismi ν değerlendirmesinin belirlediği met-
rik topolojiye göre tam bir cisim olsun. Verilen bir fpXq “

řn
i“0 aiX

i P OνrXs

polinomununi κν “ Oν{pν cismi içinde bir ᾱ basıt kökü mevcut olsun (yani κν
cisminde fpᾱq “ 0 ve f 1pᾱq ‰ 0). O zaman fpXq polinomu, ā “ ᾱ olacak şekilde
bir a P Oν köküne sahiptir.

Kanıt. Bkz. [7] Corollary 2. ■

20



5.4 Yerel cisimler ve yerel cisimlerin genişlemeleri
Tanım 5.9
Verilen bir pK, νKq tam ayrık değerlendirme cisminin κK “ OK{pK kalıntı cismi
sonlu ise, K ’ye yerel cisim adı verilir.

Örnek 5.9
Daha önce, Örnek 5.6’de verilen p-sel sayı cismi Qp, yerel cisimdir.

Örnek 5.10
Daha önce, Örnek 5.7’de verilen Fp katsayılı formel Laurent serileri cismi FpppXqq,
yerel cisimdir.

Diyelim ki, verilen pK, νq yerel cisminin κν “ Oν{pν kalıntı cismi q elemanlı bir
cisim ise, o zaman, Xq ´ X polinomunun, κν ’de birbirinden ve sıfırdan farklı
q ´ 1 tane kökü vardır. O halde, Hensel’in lemmasından Xq ´ X polinomunun
Oν halkasında da birbirinden farklı q ´ 1 tane sıfır olmayan kökünün var olduğu
sonucuna varılır (Teorem 5.2). Bu gözlem, aşağıdaki teorem ile ifade edilir.

Teorem 5.3
Verilen bir pK, νq yerel cisminin κν “ Oν{pν kalıntı cismi için |κν | “ q olsun. O
zaman Oν değerlendirme halkası birimin q ´ 1’inci ilkel köklerinden birini içerir.

Şimdi, pK, νq yerel cismi ile ilgili notasyonlar Teorem 5.3’deki gibi olmak üzere,
ζ P Oν elemanı birimin q ´ 1’inci ilkel köklerinden biri ise,

T “
␣

0, ζ, ζ2, ¨ ¨ ¨ , ζq´1
(

kümesi, κν için bir tam temsilciler kümesidir. O halde, πK P Oν asal eleman olmak
üzere, Teorem 5.1’ye göre, herhangi bir α P K elamanı,

α “
ÿ

něn0

rnπ
n
K pn0 P Z, rn P T q

biçiminde temsil edilebilir. Verilen K yerel cisminin elemanlarının bu şekilde tem-
siline, “Teichmüller temsili” adı verilir; T tam temsilciler kümesine de “Teichmüller
temsilcileri kümesi” adı verilir.

Tez boyunca, verilen bir K ayrık değerlendirme cismi için, νK ile K üzerinde
tanımlı ayrık değerlendirme göndermesi; | ¨ |K ile, νK değerlendirmesinin ürettiği
norm göndermesi; OK ile, K’nin değerlendirme halkası; πK ile, OK ’nin sabitlenen
bir asal elemanı; pK ile, OK ’nın πKOK maksimal ideali; κK ile, κK “ OK{pK

kalıntı cismi ve UK ile UK “ Oˆ
K birim grubu gösterilecektir.
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Diyelim ki, K bir yerel cisim olsun ve derecesi rL : Ks “ n olan sonlu bir L{K

genişlemesi verilsin. O zaman, L üzerinde öyle bir

νL : L Ñ Z Y t8u

normalleşmiş değerlendirmesi tanımlıdır ki, νL değerlendirmesi, değerlendirmele-
rerin denkliği üzerinden, K üzerindeki νK değerlendirmesinin L cismine olan tek
türlü genişlemesidir (Yani, νL değerlendirmesinin K cismine kısıtlanıp normalleş-
tirilmesiyle νK elde edilir).

Bir K cisminin verilen herhangi bir L{K cebirsel genişlemesi K Ă E Ă L sonlu
altgenişlemelerinin birleşimi olduğuna göre, K üzerindeki değerlendirmeyi L’ye
genişletmek mümkündür. Daha genel olarak, eğer K ile, K cisminin sabit bir
cebirsel kapanışını gösterelim. Bu durumda K üzerindeki νK değerlendirmesi, K
üzerindeki bir νK değerlemesine genişletilebilir. Fakat pK, νKq değerli cismi tam
değildir. Diyelim ki, K cisminin νK değerlendirmesine göre tamlanışı CK :“ pK

olsun. O zaman CK cismi, cebirsel olarak kapalı ve tam bir cisimdir. Burada,
CK ’nın yerel cisim olmadığını belirtelim.

Şimdi, yerel cisimlerin bir L{K genişlemesi verilsin. O zaman, Kˆ Ď Lˆ içer-
mesi sağlandığından dolayı, νKpKˆq Ď νLpLˆq Ď Z altgrup içermesi vardır. Bu
nedenle, pνLpLˆq : νKpKˆqq indeksi sonludur. Aynı zamanda, κL ve κK kalıntı
cisimleri de sonlu olduğuna göre, κL{κK genişlemesi de sonlu bir genişleme olur.
Dahası, rκL : κKs “ f olmak üzere, νL değerlendirme fonksiyonu, her x P Lˆ için

νLpxq “
1

f
νKpNL{Kpxqq (5.6)

ile tanımlıdır. Burada,
NL{K : L Ñ K

göndermesi, K cisminin sabitlenen cebirsel kapanışı K ile gösterilmesi kaydı ile, L
cismini K içine resmeden K-homomorfizmaların grubu HomKpL,Kq olmak üzere,
verilen her x P L için

NL{Kpxq “
ź

σPHomKpL,Kq

σpxq

kuralı ile tanımlı norm göndermesidir.

Uyarı 5.2
Yukarıdaki (5.6) numaralı denklemden de anlaşılacağı gibi, eğer νK değerlendir-
mesinin ürettiği norm | ¨ |K ile, νL değerlendirmesinin norm | ¨ |L ile gösterilirse,
her x P Lˆ için

|x|L “ |NL{Kpxq|
1{f
K .
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Tanım 5.10
Yerel cisimlerin L{K genişlemesi verilsin. O zaman,

eL{K :“
`

νLpLˆ
q : νKpKˆ

q
˘

grup indeksine, L{K genişlemesinin dallanma indeksi denir. Kalıntı cisimlerinin

fL{K :“ rκL : κKs

genişleme derecesine de, L{K genişlemesinin kalıntı sınıf derecesi denir.

Verilen K yerel cisminin genişlemelerinin bir K Ď F Ď L kulesi için, tanım gereği

1. eL{K “ eL{F eF {K

2. fL{K “ fL{FfF {K

koşulları sağlanır.

Verilen bir K yerel cisminin herhangi bir L{K sonlu genişlemesi ile ilgili, tanım-
dan elde edilebilecek başka bir önemli özellik de, eL{K “ e olmak üzere, asallar
arasında

πK “ πeLu pu P ULq (5.7)

ilişkisinin sağlandığıdır.

Verilen bir K yerel cisminin herhangi bir L{K genişlemesini alalım. Aşağıda is-
patını özetleyeceğimiz teorem, L’nin K üzerinde, OL’nin elemanlarından oluşan
bir bazının (integral baz) mevcut olduğunu ifade eder:

Teorem 5.4
Yerel cisimlerin verilen L{K genişlemesi için e “ eL{K ve f “ fL{K ile gös-
terilsin. Diyelim ki, κL kalıntı cisminin κK üzerindeki bir bazının temsilcileri,
u1, u2, . . . , uf P UL olsun. O zaman,

πjLui p1 ď i ď f, 0 ď j ď e ´ 1q

elemanları da, L{K için bir integral bazdır.

Kanıt. Her bir n ě 0 tamsayısını n “ qe ` r p0 ď r ď e ´ 1q biçiminde ede-
rek, πn “ πqKπ

r
E elemanlarını oluşturalım. Bu durumda, νLpπnq “ n olduğu gö-

rülür. Eğer ROK
ile, κK için bir tam temsilciler kümesini gösterirsek, o zaman

ROL
“ u1ROK

`¨ ¨ ¨`ufROK
de, κL için bir tam temsilciler kümesi olur. Buradan
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hareketle, Teorem 5.1’e göre, her β P OL için

β “

8
ÿ

q“0

e´1
ÿ

r“0

πqKπ
r
L

˜

f
ÿ

i“0

tq,r,iui

¸

, ptq,r,i P ROK
q

“

f
ÿ

i“1

e´1
ÿ

r“0

πrLui

8
ÿ

q“0

πqKtq,r,iui

yazılabilir. Dikkat edilirse, her bir
ř8

q“0 π
q
Ktq,r,iui P OK ’dir. Bu da, OL’nin sonlu

üretilmiş bir OK modülü olduğunu gösterir. Bu nedenle, L{K bir sonlu genişle-
medir. Diğer taraftan, OK esas idealler bölgesi ve OL’nin, L’deki integral kapanışı
olduğu bilinmektedir. Buna göre, cebirsel sayılar teorisi derslerinden hatırlanacağı
gibi, OL halkası, OK üzerinde, rankı rL : Ks olan bir serbest modüldür. Bu da
iddiayı kanıtlar. ■

Böylece, Teorem 5.4 ile aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 5.1
Verilen yerel cisimlerin L{K genişlemesi, derecesi

rL : Ks “ eL{KfL{K

olan sonlu bir genişlemedir.

Sıradaki teorem arşimetsel olmayan yerel cisimleri karakterize eder.

Teorem 5.5
Arşimetsel olmayan bir yerel cisim, Qp’nin ya da Fpppxqq’nin sonlu bir genişle-
mesidir.

5.5 Yerel cisimlerin genişlemelerinin

dallanma kuramı
Tanım 5.11
Yerel cisimlerin bir L{K cebirsel genişlemesi için, eğer eL{K “ 1 ise, L{K ge-
nişlemesine dallanmamış genişleme denir. Eğer fL{K “ 1 ise, L{K genişlemesine
tamamen dallanmış genişleme denir.

Uyarı 5.3
Yukarıdaki tanıma göre, (5.7) numaralı denkleme göre, eğer L{K genişlemesi
dallanmamış bir genişlemeyse, πK P OK asal elemanı, OL’de de asal olarak kalır.
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5.5.1 Yerel cisimlerin dallanmamış genişlemeleri

Şimdi, yerel cisimlerin L{K genişlemesinin dallanmamış bir genişleme olduğunu
varsayalım. Diyelim ki, κK “ Fq, κL “ Ffq olsun. O zaman, κL cismi, Xqf´1 ´ 1

polinomunun parçalanış cismidir. Hensel’in lemması gereğince L “ Kpζq olacak
şekilde, birimin qf ´ 1’inci ilkel kökü ζ P L vardır. Bu durumun tersi de doğ-
rudur; yani πK P OK elemanı eğer OL’nin de asal elemanıysa, L{K genişlemesi
dallanmamış bir genişlemedir. Bu durumun tersi de doğrudur; yani, verilen bir n
pozitif tamsayısı için, birimin qn ´ 1 inci bir ilkel kökü ζ olmak üzere, Kpζq{K

genişlemesi dallanmamış bir genişlemedir. Bu irdelemelerden, aşağıdaki teoremin
ifadesine ulaşılır.

Teorem 5.6
Bir K yerel cismi verilsin. O zaman her n pozitif tamsayısı için, K’nin sabitlenen
bir K cebirsel kapanışı içinde, Kn ile göstereceğimiz, rKn : Ks “ n olacak şekilde
tek türlü belirli bir Kn{K dallanmamış genişlemesi vardır. Dahası, Kn{K devirli
bir genişlemedir.

Yerel cisimlerin L{K genişlemesi için, dallanma indeksi eL{K “ e, kalıntı derecesi
fL{K “ f olsun. O zaman, K’nin tek türlü belirli dallanmamış genişlemesi Kf

için, Kf{K genişlemesinin L{K’nin bir alt genişlemesi olduğu görülebilir ve L{Kf

genişlemesi tamamen dallanmış bir genişlemedir.

Tanım 5.12
Yerel cisimlerin L{K genişlemesi için, dallanma indeksi eL{K “ e, kalıntı dere-
cesi fL{K “ f olmak üzere, Kf{K dallanmamış genişlemesine, K’nin L içindeki
maksimal dallanmamış genişlemesi denir.

Sonuç 5.2
Verilen yerel cisimlerin genişlemeleri L{K ve L1{K olmak üzere, E “ LL1 diye-
lim. Eğer L{K dallanmamış bir genişlemeyse bu durumda, E{L1 de dallanmamış
bir genişlemedir. Eğer L{K ve L1{K genişlemelerinin her ikisi de dallanmamış
genişlemelerse, E{K genişlemesi de dallanmamış bir genişleme olur.

Yukarıda elde ettiklerimizden hareketle, K’nin sabitlenen bir K cebirsel kapanışı
içinde, Knr :“

Ť

n

Kn’nin cisim yapısına sahip olduğu neticesine varılır. Söz konusu

Knr cismine, K’nin K içindeki maksimal dallanmamış genişlemesi denir. Dahası,
her bir Kn{K genişlemesi Galois olduğu için, Knr{K de Galois genişlemesidir.
Şimdi GalpKnr{Kq grubunun yapısını inceleyelim: Bir K yerel bir cisminin sabit-
lenen bir cebirsel kapanışı K olsun. Bir n P N için, K cisminin Kn dallanmamış
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genişlemesini alalım. Her σ P GalpKn{Kq elemanı için,

σ px pmod pKnqq “ σpxq pmod pKnq px P OKnq

ile tanımlı bir σ P Gal pκL{κKq otomorfizması karşılık gelir. Böylece, ψpσq “ σ ile
tanımlı bir

ψ : GalpKn{Kq Ñ Gal pκKn{κKq (5.8)

göndermesi elde edilir.

Önerme 5.4
Verilen K yerel cismi için, (5.8) numaralı denklemde verilen ψ göndermesi, izo-
morfizmadır.

Varsayalım ki κK kalıntı cismi q elemanlı bir cisim olsun. O zaman, Kn{K dal-
lanmamış genişlemesinin kalıntı cisimlerinin GalpκKn{κKq Galois grubu,

Frobn : x ÞÑ xq px P κKnq

ile tanımlı Frobenius κK-otomorfizması tarafından üretilen devirli bir gruptur. Bu
durumda, 5.8 göndermesinin izomorfizma olması nedeniyle, öyle φn P GalpKn{Kq

vardır ki,
φn “ Frobn

sağlanır.Yani, φn P GalpKn{Kq otomorfizması, her x P OKn için,

φnpxq ” xq pmod pKnq

ile tanımlıdır.

Tanım 5.13
Verilen Kn{K dallanmamış genişlemesi için, (5.8) numaralı izomorfizma tarafın-
dan, Frobn P GalpκKn{κKq elemanına karşılık getirilenz φn P Gal pKn{Kq elema-
nına, Kn{K genişlemesinin Frobenius elemanı denir.

Böylece, (5.8) numaralı izomorfizmadan hareketle,

GalpKnr
{Kq “ lim

ÐÝ
n

GalpKn{Kq » lim
ÐÝ
n

GalpκKn{κKq » pZ

elde ederiz.

Tanım 5.14
Verilen K yerel cismi için, GalpKnr{Kq Galois grubunun φK “ pφnqnPN elema-
nına, K cisminin Frobenius elemanı denir.
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Not olarak, Knr yerel bir cisim değildir, çünkü genel olarak, üzerindeki metriğe
göre tam değildir. Buna göre, Knr cisminin tamlanışı rK ile gösterilir.

5.5.2 Yerel cisimlerin tamamen dallanmış genişlemeleri

Tanım 5.15
Verilen bir K bir yerel cismi için, a0, a1, . . . , an´1 P pK ve a0 R p2K olmak üzere

fpXq “ xn ` an´1X
n´1

` an´2Xn ´ 2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 P KrXs

polinomuna, K üzerinde bir Eisenstein polinomu denir.

Önerme 5.5
Verilen herhangi bir fpxq P KrXs Eisenstein polinomu K üzerinde indirgenemez-
dir.

Şimdi verilenK yerel cismi için fpXq P KrXs polinomu Eisenstein polinomu olsun
ve fpxq ’in bir α kökü için L “ Kpαq ’yı ele alalım. Bu durumda, gösterilebilir
ki, Kpαq{K genişlemesi tamamen dallanmış bir genişlemedir.

Şimdi de, L{K genişlemesi tamamen dallanmış ayrılabilir bir genişleme olsun.
Diyelim ki, πL P L P L bir asal olsun. Bu durumda, Teorem 5.4 gereğince,
OL “ OKpπLq ’dir. Bununla birlikte, πL ’nin minimal polinomu, bir Eisenstein
polinomudur.

Örnek 5.11
Verilen bir p bir asal sayısı için q “ pn olmak üzere, birimin q’ncu köklerinden
biri ζq olsun ve Qp p-sel sayı cisminin K “ Qppζqq genişlemesini alalım. Bu
durumda, ζq, Xpn ´ 1 polinomunun bir köküdür. Daha açık olmak gerekirse,

Xpn
´ 1 “ pXpn´1

´ 1qpXpn´1pp´1q
` ¨ ¨ ¨ ` Xpn

` 1q

olduğundan,
hpXq “ Xpn´1pp´1q

` ¨ ¨ ¨ ` Xpn
` 1

polinomunun köklerinden biri ζq olur. Bu polinom için, X ÞÑ X ` 1 değişken dö-
nüşümü yapılarak, hpX ` 1q polinomunun Zp üzerinde bir Eisenstein polinomu
olduğu gösterilebilir. Buna göre, hpX ` 1q polinomunun bir kökü α “ ζq ´ 1 ol-
duğundan, Qppαq “ Qppζqq cismi, Qp ’nin tamamen dallanmış bir genişlemesidir
ve Zprζqs de Qppζqq cisminin değerlendirme halkasıdır.
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5.6 Yerel cisimlerin Galois genişlemelerinin

dallanma süzümleri

Bu kısımda, yerel cisimlerin L{K genişlemesinin dallanma süzümü ile bu süzüme
karşılık gelen Galois grupları arasındaki ilişkiyi inceleyeceğiz.
Yerel cisimlerin verilen L{K Galois genişlemesi için, daha önce olduğu gibi νK
ile, K üzerindeki ayrık değerlendirme gösterilsin ve L üzerindeki νL değerlen-
dirmesi de, νK ’nin L cismine tek türlü genişlemesi olsun. Verilen herhangi bir
σ P GalpL{Kq için w “ νL ˝ σ, L üzerinde bir değerlendirme tanımlar. Söz ko-
nusu w değerlendirmesi, νk değerlendirmesinin L’ye genişlemesidir. Biliyoruz ki,
L üzerindeki νL değerlendirmesi, K üzerindeki νK değerlendirmesinin tek türlü
genişlemesidir. Bu da, w değerlendirmesinin νL ile denk olmasını gerektirir. Öy-
leyse, her σ P GalpL{Kq için, L’nin bir asal elemanı πL ise, σpπLq de, L’nin bir
asal elemanıdır. Dahası, σpOLq “ OL ve her i ě 1 tamsayısı için, σppiLq “ piL sağ-
lanır. Yapılan bu gözlemler neticesinde, herhangi bir σ P GalpL{Kq verildiğinde,
buna karşılık her α P OL{piL için, σpᾱq :“ σpαq ile tanımlı bir

σ̄ : OL{pi Ñ OL{pi

otomorfizması elde edildiği çıkarımı yapılabilir. Buradan, her i ě 0 için φipσq “ σ̄

ile tanımlı bir
φi : GalpL{Kq Ñ AutpOL{pi`1

q (5.9)

grup homomorfizması elde edilir. Söz konusu homomorfizmanın Gi ile gösterece-
ğimiz çekirdeği,

Gi :“ çekpφiq “ tσ P GalpL{Kq : σpxq ´ x P pi`1, @x P Lu

dir. Not olarak, her i ď j için Gj ⊴Gi olduğu gözlemlenebilir.

Tanım 5.16
Yukarıdaki (5.9) numaralı denklemde verilen φi homomorfizmasının çekirdeği ola-
rak tanımladığımız Gi gruplarına, GalpL{Kq grubunun (alt numaralandırmaya
göre) i’inci dallanma altgrupları adı verilir. Söz konusu altgruplar GalpL{Kq ’nin
bir

tIdu “ ¨ ¨ ¨ “ Gℓ ⊴ ¨ ¨ ¨ ⊴G1 ⊴G0 ⊴G´1 :“ GalpL{Kq (5.10)

süzümünü oluşturur.

Özel olarak i “ 1 durumu için (5.9) numaralı denklemde verilen homomorfizma

φ1 : GalpL{Kq Ñ GalpκL{κKq (5.11)
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halini alır. Bununla birlikte, L{K genişlemesinin kalıntı derecesi f “ fL{K ol-
mak üzere, K’nin L içindeki L0 :“ Kf ile göstereceğimiz maksimal dallanmamış
altgenişlemesi için, Önerme 5.4’a göre

GalpL0{Kq » GalpκL0{κKq “ GalpκL{κKq

dir. Eğer,

kısL0 : GalpL{Kq Ñ GalpL0{Kq

göndermesi, her σ P GalpL{Kq’nin L0 cismine kısıtlanmasıyla elde edilen gön-
derme olmak üzere, φ1 homomorfizması

φ1 : GalpL{Kq
kısL0
ÝÝÝÑ GalpL0{Kq

„
ÝÑ GalpκL{κKq

birleşkesi olarak düşünülürse aşağıdaki netice elde edilir:

Önerme 5.6
Verilen yerel cisimlerin genişlemesi L{K için (5.11) numaralı homomorfizma üze-
rinedir ve çekirdeği de, GalpL{L0q’dır.

Tanım 5.17
Verilen L{K yerel cisimlerin Galois genişlemesi için, GalpL{Kq grubunun K cis-
minin L içindeki L0 maksimal dallanmamış genişlemesine karşılık gelen ve (5.11)
numaralı φ1 homomorfizmasının çekirdeği olan, G0 “ çekpφ1q altgrubuna, L{K

genişlemesinin atalet grubu adı verilir. Buna göre,

G0 “ tσ P GalpL{Kq : σpαq ´ α P pL, α P Lu

dir.

Şimdi de, Verilen L{L0 tamamen dallanmış genişlemesini ele alalım. Daha önce
de bahsedildiği gibi, OL “ OKrπLs’dir (bkz. Teorem 5.4).
Buna göre, herhangi bir α P OL elemanı

α “
ÿ

i

aiπ
i
L pai P OL0q

biçiminde yazıldığı için, herhangi bir σ P GalpL{Kq için,

σpαq ´ α “
ÿ

i

aipσpπiLq ´ πiLq

dir. Bununla birlikte, σpπLq’nin OL halkasında asal olmasından, her i ě 1 için,
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σpπLq ´ πL’nin OL halkasında σpπLqi ´ πiL’yi böldüğü çıkarımında bulunulur.
Bundan dolayı, σpπLq ´ πL, OL halkasında σpαq ´ α’yı böler. Bu gözlemimizden
hareketle, Gi dallanma altgrupları için

Gi “ tσ P GalpL{Kq : σpπLq ´ πL P pi`1
L u

biçimindeki başka bir betimlemesini elde ederiz. Buna göre, verilen herhangi bir
σ P Gi için,

σpπLq

πL
P 1 ` piL “ U i

L

elde edilir. Diyelim ki, π P OL başka bir asal eleman olsun. O zaman

σpπq

π
”
σpπLq

πL
pmod U i`1

L q

olduğu görülebilirir. Buradan da, verilen her bir σ P Gi elemanını σpπLq{πL

pmod U i
L{U i`1

L q’ye gönderen iyi tanımlı bir

ϕi : Gi Ñ U i
L{U i`1

L

homomorfizması elde edilir. Diğer taraftan, Önerme 5.3’ye göre, UL{U1
L » κˆ

L ve
U i
L{U i`1

L » κL dir. Aşağıdaki teorem tüm bu gözlemlerimizin bir sonucudur:

Teorem 5.7
Yerel cisimlerin L{K Galois genişlemesi ve GalpL{Kq Galois grubunun Gi dal-
lanma altgrupları için,

1. G0{G1 grubu, mertebesi p ile aralarında asal olan devirli bir gruptur. Burada
p asal sayısı, κK kalıntı cisminin karakteristiğini gösterir.

2. Her bir i ě 1 için, Gi{Gi`1’lerin her biri, elementer abelyen p-gruplardır.

3. Dallanma altgrupları (5.10) numaralı denklemde verilen süzümde yer aldık-
larından, GalpL{Kq grubu çözülebilir bir gruptur.

Bundan sonra şu soruları sormak doğal:

1. Yerel cisimlerinin L{K Galois genişlemesinin herhengi bir E{K alt genişle-
mesi verildiğinde, G “ GalpL{Kq grubunun bir H “ GalpL{Eq altgrubunun
Hi dallanma altgruplarıyla, GalpL{Kq’nin Gi dallanma altgrupları arasında
nasıl bir bağıntı vardır?

2. Eğer E{K de Galois genişlemesiyse, GalpE{Kqi “ pG{Hqi gruplarıyla, Gi

grupları arasında nasıl bir bağıntı vardır?
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İlk sorunun yanıtını hemen vermek mümkün: Aşağıdaki

H ãÑ G
φi
ÝÑ AutpOL{pi`1

L q

bileşkesi olarak verilen H Ñ AutpOL{pi`1
L q homomorfizmasını göz önüne alalım.

Burada ψi ile, (5.9) numaralı denklem ile verilen homomorfizma gösterilmektedir.
Söz konusu homomorfizmanın çekirdeği H X Gi olduğuna göre,

Hi “ H X Gi

elde edilir. Fakat bölümlere geçildiğinde, alt numaralandırma iyi çalışmaz. Her
i ě 1 için,

Gi Ñ GiH{H

kanonik göndermesinin mevcut olduğu bilinse de, genel olarakGiH{H ‰ pG{Hqi’dir.
Amaç, GiH{H’lerle pG{Hqj leri eşleştirecek şekilde i ile j sayıları arasında bir ba-
ğıntı elde etmektir. Bu yöndeki strateji, indeks kümesini reel sayıların Rě´1 :“

r´1,8s altkümesine genişleterek, verilen her bir i P Rě´1 için, Gi dallanma altg-
rubu tanımını,

Gi :“ Gris

olarak modifiye etmek olacak. Buna göre, G´1 “ G, ´1 ă i ď 0 ise, Gi “ G0,
0 ă i ď 1 ise, Gi “ G1 ve bu şekilde devam eder. Buna göre, tGiuiPRě´1 topluluğu,
adına G grubunun alt numaralandırılmış dallanma süzümü adı verilen süzümünü
verir. Alt numaralandırılmış dallanma süzümüne ilişkilendirilmiş

φL{K : Rě´1 Ñ Rě´1

Herbrand fonksiyonu,

φL{Kpuq :“

$

&

%

şu

0
dt

pG0:Gtq
0 ă u P R

u ´1 ď u ď 0

ile tanımlı, monoton artan, parçalı doğrusal bir bijeksiyon olarak elde edilir. Herb-
rand fonksiyonunun ters fonksiyonu, ψL{K ile gösterilir. Yerel cisimlerin L{K Ga-
lois genişlemesinin verilen bir K 1{K Galois altgenişlemesi için,

ψL{K “ ψL{K1 ˝ ψK1{K

φL{K “ φK1{K ˝ φL{K1

geçiş formülleri sağlanır. Bu formüller kullanılarak, verilen L{K Galois genişle-
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mesinin herhangi bir K 1{K altgenişlemesinin Herbrand fonksiyonu,

φK1{K :“ φL{K ˝ ψL{K1 (5.12)

bileşkesi olarak tanımlıdır.

Tanım 5.18
Verilen bir s ě 1 reel sayısı için GalpL{Kq grubunun Gs üst numaralandırılmış
dallanma altgrupları

Gs
“ GψL{Kpsq

ile tanımlıdır. Söz konusu alt gruplardan oluşan tGsusě´1 sistemi GalpL{Kq’nin
üst numaraldırmaya göre dallanma süzümünü oluşturur.

Verilen her ϵ ą 0 reel sayısı için Gs`ϵ ‰ Gs koşulunu sağlayan s ě ´1 reel
sayılarına da, tGsusě´1 süzümündeki kırılma noktaları adı verilir.

Uyarı 5.4
Tanıma göre, G´1 “ G´1 “ GalpL{Kq ve ´1 ă s ď 0 için, Gs “ G0 olduğu
görülür.

Uyarı 5.5
Üst numaralandırma kullanılarak ters Herbrand fonksiyonunun

ψL{Kpsq “

ż s

t“0

|G0|

|Gt|
dt

integral ifadesi vardır.

Teorem 5.8 (Herbrand)
Eğer H ⊴ GalpL{Kq ise, bu durumda

pG{Hq
s

“ GsH{H

eşitliği sağlanır.

Dallanma altgrupları ile bölüm grupları arasındaki bu ilişki, genişleme derecesi
sonlu olmayan Galois genişlemeleri için de dallanma süzümü elde edilmesine ola-
nak verir. Buna göre, verilen K yerel cisminin genişleme derecesi sonlu olması
gerekmeyen bir L{K Galois genişlemesi ele alınsın. Verilen

K Ď F Ď F 1
Ď L
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sonlu altgenişlemeleri için,

tF
1

F : GalpF 1
{Kq

u
Ñ GalpF {Kq

u

geçiş morfizmaları

GalpF {Kqu GalpF 1{Kqu
tF

1

F puq
oo

kanonik

tt
GalpF 1{Kqu GalpF 1{F q{ GalpF 1{F q

jj
(5.13)

çizgesi ile doğal olarak tanımlıdır. Buna göre, her u ě ´1 için, GalpL{Kq gru-
bunun Gu üst numaralandırılmış dallanma altgrupları, K Ď F Ă L sonlu Galois
altgenişlemeleri için,

Gu
“ lim

ÐÝ
KĎFĂL

GalpF {Kq
u

izdüşümsel limiti olarak tanımlıdır. Verilen u ď v reel sayıları veK Ď F Ď F 1 Ă L

sonlu Galois altgenişlemeleri için de,

GalpF {Kqu GalpF 1{Kqu
tF

1

F puq
oo

GalpF {Kqv

ι

OO

GalpF 1{Kqv
tF

1

E pvq
oo

ι

OO

çizgesi değişmeli olduğundan Gv Ď Gu şartı sağlanır. Bu nedenle, üst numaralı
dallanma altgrupları, G grubunun,

tGu
uuPRě´1

üst dallanma süzümünü oluşturur.

Teorem 5.9
Genişleme derecesi sonlu olması gerekmeyen bir L{K Galois genişlemesi verilsin
ve F {K genişlemesi de, L{K’nin sonlu alt genişlemesi olsun. O zaman, G “

GalpL{Kq, H “ GalpL{F q olmak üzere, her u ě ´1 reel sayısı için

Hu
“ H X GφF {Kpuq

sağlanır.

Kanıt. Her u ě ´1 için, Hu altgrupları, F Ď L1 Ď L sonlu Galois altgenişlemeleri
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için
Hu

“ lim
ÐÝ

FĎL1ĎL

GalpL1
{F q

u

özdeşliğini sağlar. Bununla birlikte, GalpL1{F qu sonlu grupları için de, ve (5.12)
denklem numaralı tanım gereği φF {K “ φL1{K ˝ ψL1{F özdeşliği ile birlikte üst
numaralandırma tanımı kullanılarak,

GalpL1
{F q

u
“ GalpL1

{F qψL1{F puq

“ GalpL1
{F q X GalpL1

{KqψL1{F puq

“ GalpL1
{F q X GalpL1

{Kq
φL1{K˝ψL1{F puq

“ GalpL1
{F q X GalpL1

{Kq
φF {Kpuq

elde edilir. Böylece,

Hu
“ lim

ÐÝ
FĎL1ĎL

GalpL1
{F q

u

“ lim
ÐÝ

FĎL1ĎL

GalpL1
{F q X GalpL1

{Kq
φF {Kpuq

“ GalpL{F q X GalpL{Kq
φF {Kpuq

elde edilir. ■

Tanım 5.19
Verilen bir u ě ´1 reel sayısı, eğer L{K genişlemesinin en az bir F {K sonlu Ga-
lois alt genişlemesinin üst dallanma süzümünün kırılma sayısı ise u reel sayısına,
G grubunun üst dallanma süzümünün bir kırılma sayısıdır denir.

Teorem 5.10 (Hasse-Arf Teoremi)
Genişleme derecesi sonlu olmayan bir L{K Galois genişlemesi için,

BL{K :“ tu P Rě´1 : u “ G grubunun üst dallanma süzümünün kırılma sayısıu

kümesini alalım. Bu durumda

1. BKayr{K Ď Q X Rě´1

2. BKab{K Ď Z X Rě´1

şartları sağlanır.

Kanıt. Bkz. [20], sayfa 76. ■
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6. FONTAINE ve WINTENBERGER’İN
NORMLAR CİSİMLERİ TEORİSİ

Fontaine ve Wintenberger’in 1979 yılında [8, 9] çalışmalarında ortaya attıkları
normlar cisimleri kavramı, başta sayılar teorisi olmak üzere, matematiğin bir
çok alanındaki problemlerin çözümleri için güçlü bir araç olmuştur. Daha sonra,
2013 yılında Peter Scholze’nin [21] çalışmasında tanıttığı mükemmelimsi cisim-
ler için Fontaine ve Wintenberger’in teoremini genellemesiyle, teoriyı ileri bir
noktaya taşımıştır. Fontaine ve Wintenberger’in norm cisimleri ve devamında Sc-
holze’nin mükemmelimsi cisimlerini güçlü kılan en önemli özellikleri, karakteristik
sıfır nesnelerle karakteristik sıfırdan farklı nesneler arasında hem cebirsel hem de
geometrik bir eşleşme oluşturmasıdır.
Bu bölümde, tezimizin de esas konusu olan Fontaine-Wintenberger normal ci-
simlerinin inşası ve Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri teorisinin temel te-
oremlerine değinilecektir. Esas olarak [7] kaynağı takip edilmiştir. Konu ile ilgili
detaylar için bkz. [8, 9, 23].
Bu bölümden itibaren, aksi belirtilmedikçe, verilen birK yerel cismi için aşağıdaki
notasyonlar kullanılacaktır:

• K: K yerel cisminin sabitlenen bir cebirsel kapanışı;

• Kayr: K yerel cisminin K içindeki ayrılabilir kapanışı;

• Kab: K yerel cisminin K içindeki maksimal abelyen genişlemesi.

• νK : K yerel cismi üzerinde tanımlanmış olan ayrık, normalleşmiş değerlen-
dirme fonksiyonu;

• OK : K yerel cisminin tamsayı halkası;

• pK : OK tamsayı halkasının maksimal ideali;

• πK : K yerel cisminin sabitlenmiş bir asal elemanı;

• κK : K yerel cisminin OK{pK kalıntı cismi;

• UK : K yerel cisminin birim grubu;

• U i
K : K yerel cisminin i’inci yüksek birim grubu (i P Z);
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6.1 APF Genişlemeleri

Verilen K yerel cisminin mutlak Galois grubu GK “ GalpKayr{Kq olmak üzere,
verilen her u ě ´1 reel sayısına karşılık, Gu

K ď GK yüksek dallanma altgrubunun
sabit cismini Ru ile gösterelim; yani Ru cismi,

Ru :“ tx P Kayr : σpxq “ x, @σ P Gu
Ku (6.1)

ile tanımlıdır.

Tanım 6.1
Verilen bir L{K ayrılabilir genişlemesi için, eğer

1. Her u ě ´1 reel sayısı için, Gu
KGL grubu GK mutlak Galois grubunun açık

altgrubudur;

2. Her u ě ´1 reel sayısı için, pGK : Gu
KGLq indeksi sonludur;

3. Her u ě ´1 reel sayısı için, L X Ru cismi, K yerel cisminin sonlu bir
genişlemesidir.

denk koşullarından biri sağlanıyorsa, L{K genişlemesi için, APF genişlemesi adı
verilir.

Uyarı 6.1
(i) Verilen APF genişlemesi L{K için, Ru{K genişlemeleri, (6.1) numaralı

denklem ile tanımlı genişlemeler olmak üzere,

Kayr
“

8
ď

u“´1

Ru

dur. Bu nedenle,

L “

8
ď

u“´1

Ru
X L

dir.

(ii) Eğer verilen L{K genişlemesi APF genişlemesiyse, L0 “ L X R0 cismi,
K’nin L{K içindeki maksimal dallanmamış genişlemesidir. Bu nedenle,
APF genişlemesi tanımı gereği rL0 : Ks genişleme derecesi sonludur. Ay-
rıca, Teorem 5.6 ve Önerme 5.4’e göre κL{κK sonludur ve rκL : κKs geniş-
leme derecesi, rL0 : Ks ’ye eşittir.

(iii) Eğer L{K genişlemesi APF Galois genişlemesiyse, o zaman

GK{Gu
KGL » pGK{GLq{pGu

KGL{GLq
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ve Herbrand teoremi sonucu

Gu
KGL{GL » GalpL{Kq

u

olduğundan, GalpL{Kqu yüksek dallanma altgrupları, GalpL{Kq’nin sonlu
indeks altgruplarıdır.

Örnek 6.1
Eğer L{K abelyen genişleme ve κL{κK kalıntı cisim denişlemesi sonlu olsun. Bu
durumda, K ’nin L içindeki maksimal dallanmamış genişlemesi K0 olmak üzere,
K0{K genişlemesi, genişleme derecesi

rK0 : Ks “ rκL : κKs

olan sonlu bir genişlemedir. Buna karşılık, G “ GalpL{Kq grubunun G0 “ GalpL{K0q

yüksek dallanma grubu için, pG : G0q ă 8 olur. Diğer taraftan, L{K genişlemesi
abelyen olduğundan, abelyen yerel sınıf cisim kuramına göre1 G’nin yüksek birim
gruplarının tGiu süzümü ile, yüksek birim grupların tU i

Ku süzümü uyumludur.
Buna göre, 5.5 numaralı denkleme göre, pGi : Gi`1q ă 8 olduğu anlaşılır. Bu da,
pG : Giq ă 8 demektir. O halde, pG : G0q ă 8 olduğundan, bu durumda,

pG : Gi
q ă 8

sonucuna ulaşılır. Bu da, L{K genişlemesinin APF olduğu anlamına gelir.

Örnek 6.2
Her bir n ě 1 için Qppζpnq{Qp tamamen dallanmış genişlemelerini alalım (bkz.
Örnek 5.11) ve Qppζp8q ile

Qppζp8q :“
8
ď

n“1

Qppζpnq

cismini gösterelim. Bu durumda, Qppζp8q{Qp genişlemesi, APF ’dir; çünkü, K “

Qp ve L “ Qppζp8q olmak üzere, G “ GalpL{Kq ’nın G0 yüksek dallanma altgrubu
için, L ’nin tanımı gereği G0 “ G dir. Dolayısıyla, yine abelyen yerel sınıf cisim
kuramı neticesinde, G ’nin her bir Gi yüksek dallanma altgrupları için

pG : Gi
q ă 8

elde edilir.

1daha sonraki bölümlerde abelyen yerel sınıf cisim kuramına değinilecektir.
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Diyelim ki, L{K genişlemesi APF olsun. Bu durumda, tanım gereği her u ě ´1

için pGK : G0
KGLq ve pGK : Gu

KGLq indeksleri sonludur. Öyleyse,

pGK : G0
KGLq “ pGK : Gu

KGLqpG0
KGL : Gu

KGLq

özdeşliği gereği,

pG0
KGL : Gu

KGLq “ pG0
K : Gu

KpG0
K X GLqq

indeksi de sonlu olur.

Tanım 6.2
Verilen APF genişlemesi L{K için,

G0
L :“ G0

K X GL

olmak üzere, L{K’nin
ψL{K : Rě´1 Ñ Rě´1

Herbrand fonksiyonu,

ψL{Kpuq :“

$

&

%

şu

0
pG0

K : G0
LG

t
Kqdt 0 ă u P R

u ´1 ď u ď 0

ile tanımlı, monoton artan, parçalı doğrusal ve sürekli fonksiyondur.

Eğer verilen APF genişlemesi L{K, Galois grubu G “ GalpL{Kq ile gösterilecek
olan bir Galois genişlemesi ise, o zaman

Gt
“ pGK{GLq

t
“ Gt

KGL{GL

dir. Dahası,

G0
K{G0

LG
t
K » G0

KGL{Gt
KGL » pG0

KGL{GLq{pGt
KGL{GLq » G0

{Gt

sağlanır. Bu durumda ψL{K Hasse-Herbrand fonksiyonu, u ě 0 için,

ψL{Kpuq “

ż u

0

pG0 : Gt
qdt

özdeşliğini sağlar.

Tanım 6.3
Verilen L{K genişlemesi, bir APF Galois genişlemesi olmak üzere, her u ě ´1
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reel sayısı için G “ GalpL{Kq’nin Gu ile gösterilen alt numaralandırmaya göre
dallanma altgrupları,

Gu :“ GψL{Kpuq

ile tanımlıdır.

Önerme 6.1 ([23], Proposition 1.2.3)
Ayrılabilir genişlemelerin bir K Ď F Ď L zinciri için,

(i) Eğer F {K sonlu bir genişleme ise, L{F genişlemesinin APF olması için
gerek ve yeter koşul, L{K genişlemesinin de APF olmasıdır. Dahası, L{K

genişlemesinin φL{K ve ψL{K Hasse-Herbrand fonksiyonları için

ψL{K “ ψL{F ˝ ψF {K

ve
φL{K “ φF {K ˝ φL{F

geçişme özelllikleri sağlanır.

(ii) Eğer L{F sonlu bir genişleme ise, L{K’nin APF genişlemesi olabilmesi
için gerek ve yeter koşul, F {K’nin APF genişlemesi olmasıdır.

(iii) Eğer L{K genişlemesi APF ise, F {K genişlemesi de APF ’dir.

Kanıt. (i) ve (iii) şıklarının ispatlarına kısaca değinelim:
(ii) Verilen L{F genişlemesinin sonlu olması durumunda, pGF : GLG

u
F q indeksi

sonludur. Diyelim ki, L{K genişlemesi APF olsun. Öyleyse pGK : Gu
KGLq indeksi

sonludur. Fakat,

pGK : Gu
KGLq “ pGK : Gu

KGF qpGu
KGF : Gu

KGLq

“ pGK : Gu
KGF qpGF : pGF X Gu

KqGLq

özdeşliği sağlandığından pGF : pGF XGu
KqGLq indeksi de sonlu olmalıdır. Bununla

birlikte, Teorem 5.9 gereğince, GF XGu
K “ G

ψF {Kpuq

K ’dur. Bu da, F {K genişleme-
sinin APF olduğunu gösterir.
Tersine, Eğer F {K genişlemesi APF ise, bu sefer de tanım gereği pGK : Gu

KGF q

indeksi sonlu olur. Aynı zamanda pGF : GLG
u
F q indeksi de sonlu idi. Bu nedenle

pGK : Gu
KGF q “ pGK : Gu

KGLqpGu
KGL : Gu

KGF q

“ pGK : Gu
KGLqpGL : pGL X Gu

KqGF q

elde edilir. Bununla birlikte, Teorem 5.9 gereğince, GL X Gu
K “ G

ψL{Kpuq

K ’dur. Bu
da, F {K genişlemesinin APF olduğunu gösterir.
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(iii) Diyelim ki, Gu
K yüksek dallanma altgrubunun sabit cismi Ru olsun. O zaman,

L{K genişlemesi APF ise, LXRu cismi, K’nin sonlu bir genişlemesidir. Bununla
birlikte, F XRu Ď LXRu olduğu için, F XRu ’nin de K’nin sonlu bir genişleme
olduğu anlaşılır. Bu durumda, F {K genişlemesi de APF ’dir. ■

6.2 Fontaine-Wintenberger Normlar Cisimleri

Verilen bir L{K bir APF Galois genişlemesi için,

ΣL{K “ tK Ď Ei Ď L | i P Zě0, rEi : Ks ă 8, i ď j ise Ei Ď Ej,YEi “ Lu

olmak üzere,

XpL{Kq
ˆ :“ lim

ÐÝ
iPZě0

EiPΣL{K

Eˆ
i “

$

’

’

&

’

’

%

pαiqiPZě0 P
ź

iPZě0
EiPΣL{K

Eˆ
i | NEj{Ei

pαjq “ αi, @i ď j

,

/

/

.

/

/

-

izdüşümsel sistemini alalım. Burada, her i ď j için, NEj{Ei
: Eˆ

j Ñ Eˆ
i gönder-

mesi,
NEj{Ei

pxq “
ź

σPHomEi
pEj ,Kq

σpxq

ile tanımlı norm homomorfizmasını göstermektedir. Açık bir şekilde görülür ki,
verilen her pαiq, pβiq P XpL{Kqˆ için,

pαiqpβiq :“ pαiβiq (6.2)

çarpma işlemiyle birlikte, XpL{Kqˆ bir gruptur.
Diyelim ki, her i P Zě0 için K ď E 1

i ď L sonlu genişlemeleri,

(i) E 1
i ď Ej ((@i ď j);

(ii)
Ť

iE
1
i “ L

özelliklerini sağlasın. Bu durumda, verilen her i ě 0 için, öyle Ej P ΣL{K vardir ki,
E 1
i ď Ej ve NEj{K “ NE1

i{K
˝ NEj{E1

i
koşulları sağlanır. Bu durum, XpL{Kqˆ’nin

Ei sonlu genişlemelerinin seçiminden bağımsız olarak inşa edilebildiğini gösterir.
Buradan hareketle, SL{K ile, L{K genişlemesinin tüm sonlu alt genişlemelerinin
oluşturduğu parçalı sıralı küme gösterilmek üzere,

XpL{Kq
ˆ

“ lim
ÐÝ

EPSL{K

Eˆ
“

$

&

%

pαEq P
ź

EPSL{K

| αE P Eˆ,NE2{E1pαE2q “ αE1 , @E1 ď E2

,

.

-
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dir. Şimdi,
XpL{Kq :“ XpL{Kq

ˆ
Y t0u

diyelim. Norm göndermeleri ile ilgili aşağıdaki özellik, bu topluluk üzerinde uygun
bir toplama işlemi tanımlanmasını olanaklı kılar.

Önerme 6.2 ([23], Théorème 2.1.3)
Verilen L{K sonsuz APF genişlemesi için, pαEqEPSL{K

, pβEqEPSL{K
P XpL{Kq

alınsın. Bir E P SL{K verilsin. Bu durumda, öyle bir ωE P E vardır ki, her ϵ ą 0

reel sayısına karşılık, rE 1 : Es ě M şartını sağlayan her E 1 P SL{K için

|NpαE1 ` βE1q ´ ωE|E ă ϵ

şartını sağlayan bir M “ Mpϵq pozitif tamsayısı mevcuttur. Diğer bir ifadeyle,

lim
EĎE1PSL{K

rE1:EsÑ8

NE1{EpαE1 ` βE1q

limiti, bir ωE P E elemanına yakınsar.

Kanıt. Bkz. [7], syf. 101, (5.5) Theorem. ■

Verilen bir F P SL{K için,

ωF “ lim
FĎE1PSL{K

rE1:F sÑ8

NE1{F pαE1 ` βE1q

“ lim
FĎEĎE1PSL{K

rE1:EsÑ8

NE{F ˝ NE1{EpαE1 ` βE1q

“ NE{F

¨

˚

˝

lim
FĎEĎE1PSL{K

rE1:EsÑ8

NE1{EpαE1 ` βE1q

˛

‹

‚

“ NE{F pωEq

olduğu gözlemlenir. Bu gözleme dayanarak, pωEqEPSL{K
P XpL{Kq olduğu anlaşı-

lır. Bununla birlikte,

pαEqEPSL{K
` pβEqEPSL{K

:“ pωEqEPSL{K
(6.3)

ifadesi, XpL{Kq üzerinde iyi tanımlı bir işlemdir.

Teorem 6.1 ([23], Théorème 2.1.3)
Verilen L{K sonsuz APF genişlemesi verilsin. Bu durumda, (6.2) ve (6.3) iş-
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lemleri, XpL{Kq üzerinde bir cisim yapısı tanımlar.

Tanım 6.4
Üzerindeki (6.2) ve (6.3) işlemleri ile birlikte XpL{Kq cismine, L{K sonsuz APF
genişlemesinin Fontaine-Wintenberger normlar cismi adı verilir.

Şimdi, L{K sonsuz APF genişlemesi verilsin ve K yerel cisminin kalıntı cisminin
karakteristiği karpκKq “ p olsun. Bu durumda, her bir E P SL{K için, karpκEq “ p

olacağından p ¨ 1 P pE ’dir. Buna göre, herhangi bir E ď E 1 P SL{K için,

NE1{Epp ¨ 1q “ π
rE1:Es

E x px P OEq (6.4)

sağlanır.

Teorem 6.2
Verilen L{K sonsuz APF genişlemesi için,

karpXpL{Kqq “ karpκKq “ p

dir.

Kanıt. karpXpL{Kqq “ p olduğunu göstermek için,

lim
EĎE1PSL{K

rE1:EsÑ8

NE1{Epp ¨ 1q “ 0 (6.5)

olduğunu göstermemiz yeterlidir. Gerçekten de, herhangi bir E P SL{K için, (6.4)
numaralı denklemden

νKpNE1{Epp ¨ 1qq ě rE 1 : Es p@E ď E 1
P SL{Kq

olduğu görülür. Bu da, (6.5) özdeşliğinin sağlandığını gösterir. ■

Diyelim ki, verilen APF genişlemesi L{K için, L0 ile, K’nin L içindeki maksimal
dallanmamış genişlemesi, L1 ile de, K’nin L içindeki maksimal uysalca dallanmış
genişlemesi gösterilsin. Bu durumda, APF genişlemelerinin tanımından, L0, L1 P

SL{K dır. Verilen herhangi bir, F P SL{K için, F0 “ FL0 cismi de, F ’nin L içindeki
maksimal dallanmamış genişlemesi olur. Şimdi herhangi bir

α “ pαEqEPSL{K
P XpL{Kq
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verilsin. Bu durumda, αF “ NF0{F pαF0q olduğuna göre,

νF pαq “ νF pNF0{F pαF0qq (6.6)

sağlanır. Diğer taraftan, rF0 : F s “ fF0{F olduğundan dolayı, νF pNF0{F pαF0qq ve
νF0pαF0q için, (5.6) numaralı formülden,

νF pNF0{F pαF0qq “ rF0 : F sνF0pαF0q

bağıntısı elde edilir. Bununla birlikte, F0{L0 tamamen dallanmış bir genişleme
olduğu için de, gene (5.6) numaralı formülden,

νF0pαF0q “ νL0pNF0{L0pαF0qq “ νL0pαL0q

sağlanır. Bu son elde edilenlere göre (6.6) numaralı denklem yeniden düzenlendi-
ğinde,

νF pαF q “ rF0 : F sνK0pαL0q

sağlandığı görülür. Bu gözlemden yola çıkarak, νXpL{Kqpαq “ νF pαF q ile tanımlı

νXpL{Kq : XpL{Kq
ˆ

Ñ Z

göndermesinin, XpL{Kq üzerinde F P SL{K ’nin seçiminden bağımsız bir değer-
lendirme tanımladığı sonucuna varılır. Böylece, Fontaine-Wintenberger’in norm
cisimleri ile ilgili aşağıdaki temel teoreme ulaşılır (detaylar için bkz. [23], Théor-
ème 2.1.3 ).

Teorem 6.3 ([23], Théorème 2.1.3)
Verilen APF genişlemesi L{K için, α “ pαEqEPSL{K

P XpL{Kq olmak üzere,

νXpL{Kqpαq “ νL0pαL0q

ile tanımlı
νXpL{Kq : XpL{Kq

ˆ
Ñ Z

değerlendirmesi ile birlikte, kalıntı cismi κXpL{Kq » κL0 olan bir yerel cisimdir.

Şimdi, verilen K yerel cisminin K Ď F Ď L genişleme zinciri için, L{K genişle-
mesi APF ve F {K sonlu genişleme olsun. Bu durumda, Önerme 6.1 ’in (i) şıkkına
göre, L{F de APF genişlemesidir. Buna göre, normlar cisimlerinin yapısı gereği

XpL{Kq “ XpL{F q
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olur.

Şimdi de, L{K sonsuz APF genişlemsi ve M{L ayrılabilir sonlu genişlemesi ve-
rilsin. Eğer eğer E{K sonlu genişlemesi için, M “ LE ise, K cisminin

8
ď

i“0

Li “ L

koşulunu sağlayan
K Ď L0 Ď ¨ ¨ ¨ Ă L

sonlu genişlemeler zinciri için,

K Ď L0E Ď ¨ ¨ ¨ Ă M

ve
8
ď

i“0

LiE “ M

dir. Bunun yanında, Önerme 6.1’in (ii) şıkkı neticesinde, L{K genişlemesiAPF ol-
duğundan,M{K genişlemesiAPF ’dir. Söz konusuAPF genişlemelerinin XpL{Kq

ve XpM{Kq normlar cisimleri ele alındığında, K cisminin sonlu genişlemesi E ’ye
bağlı öyle bir n ě 0 pozitif tamsayısı verdır ki, m ’den büyük her i ă j tamsayısı
için

NLjE{LiEpxq “ NLj{Li
pxq p@x P Ljq (6.7)

elde edilir. Bu da, doğal bir

ε
pEq

L,M : XpL{Kq ãÑ XpM{Kq

gömmesinin mevcut olduğunu gösterir. Diğer bir deyişle, εpEq

L,M gömmesi altında,

XpL{Kq Ď XpM{Kq

dir.

Uyarı 6.2
Eğer K’nin E ve E 1 sonlu genişlemeleri için LE “ LE 1 “ M ise, bu durumda
(6.7) numaralı denklem gereği, εpEq

L,M ve εpE1q

L,M gömmelerinin aynı olduğu görülür.
Yani, bu gömmeler E{K sonlu genişlemelerinden bağımsızdır. Bu nedenle εpEq

L,M

gömmeleri için εL,M gösterimi kullanılabilir.

XpE,L{Kq cismi, her L ď E 1 ď E2 ď E sonlu altgenişlemeleri için,

εE1,E2 : XpE 1
{Kq ãÑ XpE2

{Kq
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gömmeleri üzerinden,

XpE,L{Kq :“ lim
ÝÑ

LĎE1ĎE
rE1:Lsă8

XpE 1
{Kq

ile tanımlansın.

Teorem 6.4 (Fontaine-Wintenberger, [23], Théorème 3.2.2)
Verilen K yerel cisminin herhengi bir L{K APF genişlemesi verilsin. Bu du-
rumda, L’nin her ayrılabilir E{L genişlemesi için, E ÞÑ XpE,L{Kq gönder-
mesi, L ’nin ayrılabilir genişlemeleri ile XpL{Kq ’nin ayrılabilir genişlemeleri
arasında bire-bir eşleşmedir. Dahası, E{L genişlemesi Galois genişlemesiyse, o
zaman, XpE,L{Kq{XpL{Kq genişlemesi de Galois genişlemesidir ve

GL » GXpL{Kq

dir.

Fontaine-Wintenberger teoremi, normlar cisimleri kuramının en önemli netice-
sidir. Eğer XpL{Kq cisminin, karakteristiği p “ karκK olan bir yerel cisim ol-
duğu düşünülürse, Fontaine-Wintenberger teoreminin bir anlamda karakteristik
0 nesneler ile karakteristik p nesneler arasında geçişi mümkün kıldığı söylenebilir.
Fontaine-Wintenberger’in teoremi bu haliyle cebirsel sayılar kuramının yanısıra,
aritmetik geometri, p-sel Hodge kuramı gibi alanlardaki problemler için önemli
bir araç. bununla birlikte ikibinli yıllarda Scholze’nin teoriyi mükemmelimsi ci-
simler (perfectoid field) ve onların tiltleri (tilt) için genellemesi, kuramı çok daha
ileri noktalara taşımıştır.

6.3 Mükemmelimsi cisimler

Fontaine ve Wintenberger’in normlar cisimler teorisi, cebirsel ve geometrik prob-
lemlere uygulanması açısından çarpıcı uygulamalara sahip olmasıyla birlikte, 21.
yüzyıl versiyonu olan mümemmelimsi cisimler teorisi, bunu daha ileri bir noktaya
taşımıştır. Bu kısımda, [16] kaynağı takip edilerek, mükemmelimsi cisimler kav-
ramı ile, Fontaine ve Wintenberger’in temel teoreminin mükemmelimsi cisimler
için olan versiyonuna kısaca değinilecektir. Konu ile ilgili detaylı bilgi edinmek
için, ayrıca bkz. [21, 22].
Üzerinde arşimetsel olmayan bir ν ayrık değerlendirmesi ile birlikte, bir K değer-
lendirme cismi verildiğinde, K üzerindeki değerlendirmeyi, K cebirsel kapanışı
üzerindeki bir ω değerlendirmesine genişlettiğimizde, pK,ωq ikilisinin bir tam de-
ğerlendirme cismi olmadığından daha önce de bahsedilmişti. Bununla birlikte, K
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cisminin herhangi bir L{K genişlemesinin cebirsel kapalı olması için, pL tamlanı-
şının da cebirsel kapalı olmasının gerekli ve yeterli koşul olduğu bilinmektedir.
Buradan hareketle, aşağıdaki örnekler mükemmelimsi cisimler kavramı için bir
temel oluşturur:

Örnek 6.3
Qppζ

8
p q ile, {Qppζ8

p q tamlanışının mutlak Galois grupları aynıdır.

Örnek 6.4
Fp katsayılı formel Laurent serileri cismi Fppptqq ’nin Frobenius kapanışı,

Fpppt1{p8

qq “ Fppptqqrt1{p, t1{p2 , . . .s

ile, Fpppt1{p8

qq ’nin tamlanışı {Fpppt1{p8
qq, aynı mutlak Galois gruplarına sahiptir.

Verilen bir K değerlendirme cisminin bir L{K cebirsel genişlemesi verildiğinde,
L cismi üzerindeki K’den elde edilen değerlendirme ayrık olmayabilir.

Örnek 6.5
K “ Qp p-sel sayılar cismi ele alındığında, her n ě 0 tamsayısı için, p1{n P Qp

’dir. Fakat νppp1{nq “ 1{n ’dir.

Tanım 6.5
Kalıntı cisminin karakteristiği p olan bir pK, νKq arşimetsel olmayan tam değer-
lendirme cismi, eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa bir mükemmelimsi cisimdir:

(i) νKpKˆq ayrık değildir;

(ii) OK tamsayı halkası için, OK{ppq üzerinde, Frobp : x ÞÑ xp Frobenius gön-
dermesi üzerine bir göndermedir.

Örnek 6.6
Cebirsel olarak kapalı, üzerinde tanımlı arşimetsel olmayan bir ν değerlendirmesi
için, karakteristiği p olan bir kalıntı cismine sahip bir cisim mükemmelimsidir.

Örnek 6.7
{Qppζp8q, {Fpppt1{p8

qq mükemmelimsi cisimlerdir.

Örnek 6.8
Qppp

1{p8

q “
Ť8

n“1Qppp
1{pnq olmak üzere, {Qppp1{p8

q mükemmelimsidir.

Örnek 6.9
Qp, Fp cisimleri mükemmelimsi değildir.
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Lemma 6.1 ([16], Proposition 1.14)
Verilen bir K mükemmelimsi cismi için,

(i) lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK izdüşümsel limiti, üzerindeki bileşen bileşene çarpma işlemi ile bir-

likte monoid yapısına sahiptir; lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK{ppq ise bir halkadır. Bununla bir-

likte,
lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK Ñ lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK{ppq

doğal göndermesi, bir çarpımsal monoid izomorfizmasıdır.

(ii) Önceki şıkkı kullanarak, üzerinde elde edilen halka yapısı ile birlikte, lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK,

karakteristiği p olan bir değerlendirme halkası olur.

Tanım 6.6
(i) Verilen K mükemmelimsi cismi için, lim

ÐÝ
x ÞÑxp

OK üzerindeki Lemma 6.1 ’de

elde edilen değerlendirme halkası yapısına göre, kesirler cismi

K5 :“ lim
ÐÝ
x ÞÑxp

K

ile gösterilir. K5 cismine, K cisminin tilti adı verilir.

(ii) Her a “ pa0, a1, . . .q P K5 için, 7paq “ a0 ile tanımlı

7 : K5
Ñ K

göndermesine ters tiltleme göndermesi (untilting map) denir.

Örnek 6.10
{Qppp1{p8

q5 “ {Fpppt1{p8
qq’dir. Burada, t “ pp, p1{p, p1{p2 , . . .q.

Önerme 6.3 ([16], Proposition 1.14)
Her x P K5 için, x ÞÑ |7pxq| ile tanımlı | ¨ | : K5ˆ Ñ R norm göndermesi ile
birlikte, K5 cismi, K ile aynı değerlendirme halkası ve aynı kalıntı cismine sahip,
karakteristiği p olan bir mükemmelimsi cisimdir.

Teorem 6.5 (Genelleştirilmiş Fontaine-Wintenberger teoremi)
Diyelim ki K bir mükemmelimsi cisim olsun. Bu durumda, K ’nin her L{K sonlu
genişlemesi için, L ÞÑ L5 göndermesi, K ’nin sonlu genişlemeleri ile K5 ’nin sonlu
genişlemeleri arasında bire-bir eşleşme tanımlar. Dahası, L{K sonlu genişlemesi-
nin Galois olabilmesi için gerek ve yeter koşul L5{K5 sonlu genişlemesinin Galois
olmasıdır. Sonuç olarak

GK » GK5
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sağlanır.

Kanıt. Bkz. [21] ■
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7. NORMLAR CİSİMLERİ ve
YEREL ABELYEN OLMAYAN SINIF CİSİM KURAMI

Bu bölümde, Koch’un yaklaşımına göre yerel abelyen olmayan sınıf cisim kuramı-
nın inşası probleminin çözümünde Fontaine ve Wintenberger’in normlar cisimleri
teorisinin uygulanışı ile, Buse Fırat tarafından yapılan, [10] çalışmasındaki, Cahit
Arf’in belli semboller kullanarak (Arf sembolleri) E “ Fppptqqpt1{n : n P Z, p ∤ nq

olmak üzere, GE mutlak Galois grubunu betimlediği [1] çalışmasını, herhangi bir
yerel cismin mutlak Galois grubunun betimlenmesinin elde edilişinde, gene Fon-
taine ve Wintenberger’in normlar cisimleri teorisinin uygulanışı özetlenecektir.

7.1 Koch’un yaklaşımına göre

yerel abelyen olmayan sınıf cisim kuramı

Verilen K yerel cisminin Galois genişlemelerinin aritmetik yapısını, taban cisim K

’ye bağlı cebirsel ve analitik objeler yardımıyla betimlenmesi problemi, “yerel sınıf
cisim kuramı”, olarak adlandırılan, sayılar kuramının merkezi problemlerinden
birisidir. Verilen, K yerel cisminin abelyen genişlemeleri için problemin çözümü,
Artin karşılıklılık tasviri olarak adlandırılan,

ArtK : Gab
K

„
ÝÑ yKˆ

“doğal ”, cebirsel topolojik eşleşmeleri ile verilir. Burada, Gab
K ile, K ’nin Kayr için-

deki maksimal abelyen genişlemesi Kab olmak üzere, Gab
K “ GalpKab{Kq Galois

grubu; yKˆ ile, Kˆ grubunun izdüşümsel tamlanışını gösteriyoruz. ArtK ’nin do-
ğallığı ile de, söz konusu eşleşmenin fonktörsel ve dallanma kuramsal belli başlı
özellikleri sağladığı anlaşılmaktadır. Detaylar için bkz. [2], [19]. Problemin, abel-
yen olmayan genişlemeleri de içerecek şekilde çözümü için, biri Langlands’ın, di-
ğeri Koch’un olmak üzere iki farklı yaklaşım vardır. Koch’un yaklaşımına göre
yerel abelyen olmayan sınıf cisim kuramının inşasında, APF genişlemeleri ve
Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri kavramları önemli rol oynar.
Koch felsefesine göre yerel sınıf cisim kuramı, genelleme sırasına göre özetlenirse,
Koch ve de Shalit, [17] çalışmalarında,K yerel cisminin 2-abelyen genişlemelerinin
aritmetik yapılarını betimlemişlerdir. Burada n-abelyen genişleme demekle,K’nin
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bir L{K genişlemesi için, GalpL{Kq Galois grubunun n’inci değişmeli yapan altg-
rubunun (commutator subgroup) birim grup olduğu anlaşılmaktadır. Gurevich,
[11] çalışmasında, bu teoriyi n-abelyen genişlemeler için genellemiştir. Laubie de,
[18] çalışmasında Koch de Shalit’in çalışmasını genelleyerek, Knd{K maksimal
dallanmamış genişlemesinin Frobenius otomorfizmasının Kayr cismine, sabitlen-
miş bir genişlemesi (K üzerindeki Lubin-Tate parçalanışı) φK olmak üzere

Λ
pφKq

K : GK
„
ÝÑ GpφKq

K

cebirsel ve topolojik izomorfizması inşa etmiş (Laubie karşılıklılık tasviri) ve bu
tasvirin belli “doğallık” koşullarını sağladığını göstermiştir. Burada GpφKq

K topolo-
jik grubu, K yerel cisminin APF genişlemeleri ve normlar cisimleri ile, Koch ve de
Shalit’in inşasına bağlı olarak tanımlıdır. Fesenko [4, 5, 6] çalışmalarında, φK ile,
K yerel cisminin Knd maksimal dallanmamış genişlemesinin Frobenius otomorfiz-
masının Kayr cismine olan sabitlenmiş bir genişlemesi (K üzerindeki Lubin-Tate
parçalanışı); KφK

ile, φK ’nin sabitlenmiş cismi gösterilmek üzere,

Φ
pφKq

L{K : GalpL{Kq Ñ U˛
rXpL{Kq

{YL{K

cebirsel ve topolojik izomorfizmasını inşa etmiş (Fesenko karşılıklılık tasviri) ve
bu izomorfizmanın gerekli “doğallık” şartlarını sağladığını kanıtlamıştır. Burada
rXpL{Kq, APF genişlemesi L{K’ye bağlı XpL{Kq normlar cisminin maksimal
dallanmamış genişlemesi XpL{Kqnd’nın tamlanışı

{XpL{Kqnd “ rXpL{Kq

olmak üzere, U˛
rXpL{Kq

ile gösterilen cebirsel yapı, rXpL{Kq ’nın Fesenko elmas grubu
olarak adlandırılan

U˛
rXpL{Kq

ď U
rXpL{Kq

altgrubudur. Diğer taraftan, µp ile, birimin p’inci köklerini içeren grup gösterilmesi
kaydıyla, U˛

rXpL{Kq
elmas grubunun YL{K altgrubu ise,

i) UXpL{Kq Ă YL{K ;

ii) her σ, τ P GalpL{Kq için Φ
pφKq

L{K pστq “ Φ
pφKq

L{K pσqΦ
pφKq

L{K pτqσ

koşullarını sağlayacak şekilde tanımlıdır. Fakat YL{K grubunun varlığı için, µp ile,
birimin p’inci köklerini içeren grup gösterilmesi kaydıyla,

µp Ď K (7.1)

varsayımına ihtiyaç vardır (p asal sayısı κK kalıntı cisminin karakteristiği idi).
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Fesenko, bu teorinin özel bir durumu olarak Koch-de Shalit ve Gurevich’in teori-
lerinin elde edilebileceğini göstermiştir.

Daha sonra İkeda ve Serbest’in [12, 13] çalışmalarında, Fesenko’nun teorisi K Ď

L Ď Kφd
K

koşulunu sağlayan APF genişlemeleri için genellenmiştir. Burada d

sayısı κL{κK genişlemesinin derecesidir. K cisminin L içindeki maksimal dallan-
mamış alt genişlemesi

L0 – L X Knd
“ Knd

d

ile gösterilirse, L0 üzerindeki bir Lubin-Tate parçalanışı φL0 “ φdK olur. Buna
göre, İkeda ve Serbest, verilen her σ P GalpL{Kq için σ|L0 “ φmd şartı altında

ΦΦΦ
pφKq

L{K : σ ÞÑ pArtL0{Kpφmd q,Φ
pφL0

q

L{L0
pφ´m

d σqq

kuralıyla tanımlı, genelleştirilmiş Fesenko karşılıklılık sembolü olarak adlandırılan

ΦΦΦ
pφKq

L{K : GalpL{Kq Ñ Kˆ
{NL0{KL

ˆ
0 ˆ U˛

rXpL{L0q
{YL{L0

cebirsel ve topolojik izomorfizmasını inşa etmişler ve gene bu izomorfizmanın
gerekli “doğallık” şartlarını sağladığını göstermişlerdir.

Ikeda ve Serbest’in [14] çalışmalarında ise, her bir n, d pozitif tamsayı ikilisi için,
Γ

pnq

d ile, Knd
d cisminin Kφd

K
içindeki biricik maksimal n-abelyen genişlemeleri gös-

terilmek üzere, GK mutlak Galois grubunun

GK “ lim
ÐÝ
pn,dq

GalpΓpnq

d {Kq

izdüşümsel limiti olarak elde edilebildiğini kanıtlamışlar; bununla birlikte, Γpnq

d {K

genişlemelerinin APF olması ve n1 ď n ve d1|d için, Γpn1q

d1 Ď Γ
pnq

d olmasından yola
çıkarak,

∇pφKq

K – lim
ÐÝ
pn,dq

´

Kˆ
{NKnd

d {KK
nd
d

ˆ
ˆ U˛

rXpΓ
pnq

d {Knd
d q

{Y
Γ

pnq

d {Knd
d

¯

“ pZ ˆ lim
ÐÝ
pn,dq

U˛
rXpΓ

pnq

d {Knd
d q

{Y
Γ

pnq

d {Knd
d

grubunu inşa etmişlerdir. Sonrasında da, K yerel cismi için bir

ΦΦΦ
pφKq

K : GK
„
ÝÑ ∇pφKq

K (7.2)

doğal topolojik grup izomorfizmasını elde etmişlerdir (bu çalışmada bu tasvire
İkeda-Serbest karşılıklılık tasviri adını vereceğiz). Kazancıoğlu’nun [15] doktora
tezinde, Laubie’nin ve İkeda-Serbest’in tasvirlerinin birbirlerine denk oldukları
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kanıtlanmıştır.
İkeda ve Serbest’in inşası için K yerel cismi için (7.1) varsayımına ihtiyaç vardır.
Bununla birlikte, (7.1) şartı gözetilmeyen bir K yerel cismi için, birimin p’inci
ilkel kökü ζp için, Ko “ Kpζpq olmak üzere, K yerel cisminin abelyen karşılıklılık
ilkesinin izomorfizma teoreminden,

ArtKo{K : GalpKo{Kq
„
ÝÑ Kˆ

{NKo{KK
ˆ
o

ile, Ko yerel cismi için
ΦΦΦ

pφK0
q

K0
: GK0

„
ÝÑ ∇pφK0

q

K0

İkeda-Serbest yerel karşılıklılık tasviri tanımlıdır. Bedikyan’ın [3] çalışmasında,
bu tasvirler uygun bir şekilde bir araya getirilerek

ΦΦΦ
pφK0

q

K : GK
„
ÝÑ ∇pφK0

q

K (7.3)

cebirsel ve topolojik izomorfizması elde edilebildiği gösterilmiştir. Burada, ∇pφK0
q

K

topolojik grubu, Kˆ{NKo{KK
ˆ
o ile, ∇pφK0

q

K0
gruplarına bağlı olarak tanımlıdır. bu-

nunla birlikte, ∇pφK0
q

K karşılıklılık tasvirinin gerekli “doğal” özelliklerinin sağlan-
dığı de gösterilmiştir. Buna göre,

(i) Verilen K yerel cisminin herhangi bir L{K sonlu Galois genişlemesi için, p
asal sayısı K’nin kalıntı cisminin karakteristiği olmak üzere, birimin p’inci
ilkel kökü ζp için, Ko “ Kpζpq ve Lo “ Lpζpq cisimleri olsun. Bu durumda,
ΦΦΦ

pφK0
q

K ile, (7.3) numaralı izomorfizmayı göstermek üzere, ∇pφK0
q

K grubunun
ΦΦΦ

pφK0
q

K pGLq kapalı altgrubu

NL :“ ΦΦΦ
pφK0

q

K pGLq “ ΦΦΦ
pφK0

q

K0
pGL0q ˆ NL{K L

ˆ
{ NK0{K K

ˆ
0

olarak hesaplanmıştır. Burada, ΦΦΦpφK0
q

K0
ile, K0 için (7.2) ile gösterilen İkeda-

Serbest karşılıklılık tasviri gösterilmektedir. Eğer L{K sonsuz Galois geniş-
lemesiyse, K Ă E Ă L sonlu altgenişlemeler olmak üzere,

NL :“
č

E

NE,

olarak tanımlanmıştır.

(ii) Verilen K yerel cisminin herhangi bir L{K Galois genişlemesi için,

ΦΦΦ
pφK0

q

L{K : ∇pφK0
q

K

pΦΦΦ
pφK0

q

K q´1

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
„

GK
kısL
ÝÝÑ GalpL{Kq.

bileşkesi olarak tanımlı sürekli homomorfizmasının çekirdeği NL kapalı
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altgrubu olarak elde edilmiştir. Böylece, her bir L{K Galois genişlemesi
için GalpL{Kq Galois grubu ile; ∇pφK0

q

K {NL gruplarının hem cebirsel, hem
de topolojik olarak eş yapılı oldukları görülmüştür.

7.2 Arf’in yaklaşımına göre

herhangi bir yerel cismin

mutlak Galois grubunun betimlenmesi

Cahit Arf, [1] çalışmasında, Fppptqq üzerinde abelyen olmayan sınıf cisim kuramı
inşa etmek için, E “ Fppptqqpt1{n : n P Z, p ∤ nq olmak üzere, A0 “ E ve her bir
n ě 1 tamsayısı için, An´1’e kendi ortaya attığı n-uzunluklu Arf sembolleri adıyla
anılan belli sembolleri ekleyerek elde ettiği An halkaları yardımıyla Fppptqqayr cis-
mini betimlemiş ve GE mutlak Galois grubunu inşa etmiştir. Daha sonra, Fırat’ın
2016 yılında gerçekleştirdiği doktora çalışmasında, Fppptqq için, Koch yaklaşımına
göre yerel sınıf cisim kuramı neticesinde

GalpE{Fppptqqq » ∇Fppptqq{N8
E{Fppptqq

topolojik grup izomorfizmasının mevcut olması ile birlikte, GE mutlak Galois
grubunun

1 // GE
� � // GFppptqq

// ∇Fppptqq{N8
E{Fppptqq

// 1 (7.4)

kısa kesin dizisine oturmasından hareketle, GFppptqq mutlak Galois grubunun bir
betinmesini alde etmiştir. Bunula birlikte, aynı çalışmada Arf’in yaklaşımını Fon-
taine ve Wintenberger’in normlar cisimleri teorisi ile birleştirerek, herhangi bir
K yerel cisminin GK mutlak Galois grubunun bir betimlenmesini elde etmiştir:
Kalıntı cisminin karakteristiği κK “ p olmak üzere verilen herhangi bir K yerel
cismi ve K’nin bir L{K APF genişlemesi için, Fontaine-Wintenberger teoremine
göre (Teorem 6.4),

GalpKayr
{Lq » GXpL{Kq

izomorfizması vardır. Böylece, XpL{Kq » Fppptqq olduğundan (Bölüm 6.2 ’de
Fontaine-Wintenberger normlar cisimlerinin karakteristiğinin ą 0 olduğu görül-
müştü. (Ayrıca bkz. Teorem 5.5), XpL{Kqayr ve GXpL{Kq mutlak Galois grubunun
Arf sembolleri ile betimlenmesi vardır. Böylece GalpKayr{Lq Galois grubunun bir
betimlenmesi elde edilmiş olur. Diğer taraftan, Koch’un yaklaşımına göre yerel
abelyen olmayan sınıf cisim kuramı ile, GalpL{Kq grubunun bir betimlenmesi
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vardır. Fırat, GK mutlak Galois grubunun

1 // GalpKayr{Lq
� � // GK

// GalpL{Kq // 1 (7.5)

kısa kesin dizisinde yer almasından hareketle, GalpKayr{Lq ve GalpL{Kq grupla-
rının betimlenmeleri uygun bir biçimde “yapıştırılarak”, GK mutlak Galois gru-
bunun bir betimlenmesine ulaşmıştır.
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8. SONUÇLAR ve ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında, Wintenberger normlar cisimlerinin inşası ve temel özellikleri
detaylı bir şekilde ele elınmıştır. Çalışmanın katkıları şu şekilde özetlenebilir:

1. Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri: bir K yerel cisminin L{K

APF genişlemesine bağlı XpL{Kq Fontaine-Wintenberger normlar cisimle-
rinin inşası ve temel özellikleriine genel bir bakış yapılmış ve söz konusu
cisimlerin, karakteristik 0 ve karakteristik p arasındaki derin bağlantılar
üzerindeki rolü vurgulanmıştır. Ayrıca, teorinin mükemmelimsi cisimlere
genelleştirilmesi de tartışılmıştır.

2. Yerel abelyen olmayan sınıf cisim kuramı: Koch’un yaklaşımına göre
yerel abelyen olmayan sınıf cisim kuramı ile ilgili yapılan çalışmalar ince-
lenmiş ve Fontaine-Wintenberger normlar cisimlerinin bu kuram üzerindeki
katkıları tartışılmıştır. Bu incelemeler, yerel sınıf cisim kuramı ile ilgili ça-
lışmalar için gerekli altyapı oluşmasına katkı sağlamıştır.

3. Yerel cisimlerin mutlak Galois gruplarının betimlenmesi: Karak-
teristik p cisimlerin mutlak Galois gruplarının betimlenmesi için Arf’in
yaklaşımının, herhangi bir K yerel cismi için genellenmesinde Fontaine-
Wintenberger normlar cisimleri teorisinin sağladığı katkılar açıklanmıştır.

Bu çalışma, MSGSÜ Bilimsel Araştırmalar Projeleri Koordinatörlüğü’nün
24/BAP/31 numaralı projesi kapsamında desteklenmiştir.

Öneriler: Bu çalışma, Fontaine-Wintenberger teorisinin özellikle abelyen
olmayan yerel sınıf cisim kuramı alanındaki.uygulanabilirliğini ortaya koy-
muştur. Ancak, K yerel cisminin (7.3) numarlı denklemle verilen ΦΦΦ

pφK0
q

K

yerel abelyen olmayan karşılıklılık tarvirinin fonktörsel özellikleri arasında,
transfer tasvirinin (Verlagerung) inşası yoktur. İleride bu yönde bir çalış-
tırma gerçekleştirmek hedeflerimiz arasındadır.
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