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ABSTRACT

In this thesis, we study the construction and fundamental properties of the
Fontaine-Wintenberger norm field X(L/K) associated with an APF extension
L/K of alocal field K. We also address the generalization of Fontaine and Win-
tenberger’s fundamental theorem for the fields of norms to perfectoid fields. Furt-
hermore, we examine the contributions of the Fontaine-Wintenberger’s theory of
fields of norms to the construction of local non-abelian class field theory in the

sense of Koch and the description of the absolute Galois group G of the local
field K in the sense of Arf.
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1. GIRIS

Modern matematigin, cebirsel say1 kurami, aritmetik geometri gibi alanlarinda,
ozellikle Diyofant denklemler ve yerel-kiiresel ilkeleri iizerine yapilan ¢alismalarda,
Q rasyonel sayilar cismi yerine, bir p asal sayisi icin Q 'nun p-sel norma gore
tamlamsi olan @, p-sel say1 cismi ile caligmak daha elveriglidir. Bunun bir sebebi,
p-sel say1 cisminde, yalnizca tek bir p asalina odaklaniyor olusumuzdur. Diger
taraftan, cebirsel geometri, fonksiyon cisimleri gibi alanlarda yapilan ¢aligmalarda
ise, @, 'nin analogu olarak, katsayilar1 p elemanh I, cisminden alinan, ¢ belirsizine

gore formel Laurent serilerinden olusan [, ((¢)) cismi ortaya ¢ikar.

Ayrik degerlendirme cisimleri igin temel érnekler olan Q, ve F,((¢)) cisimlerinin

yapisal ozelliklerine bakacak olursak, QQ, cisminin tipik bir eleman,

0

n
2 P
n=k

bi¢iminde, katsayilar1 0 < a, < p — 1 olan, p asalinin formel Laurent serileri

bigiminde temsil edilir. Diger taraftan F,((¢)) cisminin de elemanlar

o0
D bt™
m=t

bigimindeki formel Laurent serilerinden olugur. Dahasi, seriler arasindaki toplama
ve ¢arpma iglemleri benzer gekilde gergeklesir. Bununla birlikte, @, cisminde ol-
dugu gibi, F,((¢)) tizerinde de, bir ayrik degerlendirme fonksiyonu tanimhdir ve
F,((t)), bu degerlendirme fonksiyonunun iirettigi ¢t-sel norma gore, tam topolo-
jik cisimdir. Her ne kadar, Q, nin karakteristigi 0 iken, F,((¢))'nin karakteris-
tiginin p olsa da, Q, ile F,((¢)) cisimleri yapisal olarak oldukca benzer goziik-
mektedir. Eger birimin p™’inci ilkel kokii (,» ile gosterilmek tizere, QQ, yerine
Qp(Cp) == U,, Qp(¢pn) cismini ele alirsak, Fontaine ve Wintenberger’in teoremi,
G, (¢,0) 1le, G, () mutlak Galois gruplar1 arasinda kanonik bir izomorfizmanin

mevcut oldugunu gosterir.

Fontaine ve Wintenberger’in 1979 yilinda ortaya attiklari normlar cisimleri ku-
rami, p-sel nesnelerle iligkili problemleri, karakteristik p nesnelerle ilgili yontem-

lerle ¢ozebilmek i¢in bir képrii vazifesi gortir (|8]). Bu bakimdan, cebirsel sayilar
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kurami, aritmetik geometri gibi alanlarda yapilan ¢aligmalar i¢in temel bir arac
olmugtur. Bununla birlikte, ikibinli yillarin baglarinda Sholzenin miikemmelimsi
cisimler (perfectoid cisimler) ile ilgili ¢aliymalari, Fontaine-Wintenberger norm
cisimleri kuramini genigleterek, karakteristik 0 ile karakteristik p cisimleri arasin-
daki iligkiyi daha zengin bir ¢er¢eveye oturtmustur ([21]).

Bu tez caligmasinda, Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri ile ilgili detayh
bilgiyi edinmenin yam sira, ozellikle yerel cisimler ve yerel sinif cisim kuram ile
ilgili ileriki caligmalar i¢in gerekli olan temel altyapinin elde edilmesi amaclan-
maktadir. Bu baglamda, ikinci ve ti¢lincii boliimlerinde gerekli 6n bilgilere yer
verildikten sonra, dérdiincii béliimde yerel cisimler, yerel cisimlerin geniglemeleri
ve dallanma kurami kavramlar: detaylica 6zetlenmigtir.

Tezimizin beginci boliimiinde APF geniglemeleri ve Fontaine-Wintenberger norm-
lar cisimleri kavramlar1 derinlemesine ele alinmig ve normlar cisimleri teorisiyle
ilgili temel sonuglara yer yer verilerek, matematigin diger alanlar: i¢in 6nemlerine
vurgu yapilmistir. Ayrica, normlar cisimleri teorisinin miikemmelimsi cisimlere
olan genellemesi tartigilmigtir.

Altinc1 boliimde, Koch felsefesine gore abelyen olmayan sinif cisim kuraminin
ingasi ile ilgili ¢aligmalar incelenmis ve s6z konusu c¢aligmalarda normlar cisim-
lerinin katkisina deginilmistir. Ayrica, Arf’in karakteristik p > 0 yerel cisimlerin
mutlak Galois grubunun bir betimlenigini elde ettigi [I] ¢aligmasinin, herhangi bir
yerel cismin mutlak Galois grubuna genelleniginin yapildigi, Firat' i [I0] numa-
rali kaynakta verilen doktora calismasinda, normlar cisimleri kuraminin katkis
tartigilmigtir.

Yedinci ve son boliimde ise, tez ile ilgili sonug ve Onerilere yer verilmigtir.



2. TOPOL(.)JiK.G.RUPLAR TOPOLOJIK HALKALAR ve
TOPOLOJIK CISIMLER

2.1 Topolojik gruplar

Tanim 2.1
Verilen bir G grubu, ayni zamanda bir topolojik uzaysa ve eger, G x G’den G ye
tamwmlanan (x,y) — zy~' gondermesi siirekli ise, tizerindeki topoloji ile birlikte

G ’ye topolojik grup adv verilir.

Eger G tizerindeki topolojik uzay yapisi kompakt ise, G' topolojik grubuna kom-
pakt topolojik grup denir; GG ilizerindeki topolojik uzay yapisi Hausdorff ise, G
topolojik grubuna Hausdorff topolojik grup denir.

Ornek 2.1
Herhangi bir grup, tzerindeki ayrik (ya da asikar) topolojiye gore bir topolojik

gruptur.

Ornek 2.2
Verilen bir G topolojik grubunun herhangi bir H altgrubu, tzerindek:i alt-uzay

topolojisi ile birlikte bir topolojik gruptur.

Tanim 2.2
Verilen G ve Go topolojik gruplar igin, ejer f : G — Go gdndermesi, ejer
hem bir grup homomorfizmas: hem de stirekli bir donisim ise f gondermesine

topolojik grup homomorfizmast ady verilir.

2.2 Topolojik Halkalar ve Topolojik Cisimler

Topolojik grup tanimina benzer olarak, topolojik halka ve topolojik cisim kav-

ramlar1 agagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 2.3

Bir R halkasi, ayni zamanda bir topolojik uzaysa ve eger (R, +) toplamsal grubu
bir topolojik grupsa ve R’deki carpma islemi strekliyse, o zaman bir topolojik
halkadir. Sayet R topolojik halkas: bir cisimse ve R* c¢arpimsal grubu da altuzay

topolojine gore bir topolojik grupsa, o zaman R bir topolojik cisimdir.

3



Ornek 2.3
Topolojik cisimlere temel drnek olarak Q, R ve C verilebilir. Her zaman oldugu
gibi, R ve C tizerindeki topolojiyi, oklidsel topoloji olarak; Q tizerindeki topolojiyi

de altuzay topolojisi olarak ele aliyoruz.

Bilindigi gibi, verilen bir (X, 7) topolojik uzayinda, her z € X elemaninin kom-
pakt komsulugu varsa, (X, 7) topolojik uzayma yerel kompakt uzay diyoruz. Simdi,
topolojik gruplar (halkalar, cisimler) igin yerel kompakthk kavraminin tanimin

verelim:

Tanim 2.4
Uzerindeki topolojiye gore yerel kompakt ve Hausdorff olan bir topolojik gruba
(halkaya, cisme), yerel kompakt topolojik grup (halka, cisim) denir.

Ornek 2.4
Uzerlerindeki oklidsel topolojiye giore, R ve C, yerel kompakt cisimdir. Uzerlerin-

deki altuzay topolojisine gore Q, ayrik yerel kompakt cisimdir.



3. iZDUSUMSEL OLARAK SONLU GRUPLAR

Tanim 3.1

(13 7

Uzerinde “ <7 swralama bagintise bulunan bir I kimesi alalim. Her i,j € I icin
i < k ve j < k olacak sekilde bir k € I bulunabiliyor ise (I,<) swraly kiimesine

dogrusal siraly kiime denir.

Ornek 3.1

Tamsaylar kimesi 7. ve tzerindek: “ < 7 dogal siralama bagintisine alalim. Bu

<
<

durumda, her m,n € Z i¢in, m < k, n < k sartine saglayan bir k € Z mevcuttur.

Dolayse ile (Z,<) dogrusal siraly bir kimedir.

Ornek 3.2

Tamsayilar kiimesi 7. tizerine

(13 7

<7 swralama bagintisine bolinebilme ile tanimla-
<

yalim. Yani, m,n € Z i¢in, m < n < m | n olarak tanimlayalim. Bu durumda
m,n € Z i¢cin m | k, n | k sartine saglayan bir k € Z mevcuttur. Dolayisi ile

(Z,<) dogrusal svraly bir kimedir.

Tanim 3.2
Bir (Z,<) dogrusal siraly kiimesi verilsin. Topolojik gruplarn bir {G; | i € T}
ailesi ile, {b{ :G; — Gy | i, €I,i < j} topolojik grup homomorfizmalarinin bir
ailesi i¢in,

bi
(i) VieZ i¢in G; < G; birim tasvirdir;
(ii) i < j ve j < k sartina saglayan her i,j,k € T igin

v bk

\_/

k_pJopk
bl =bJ bk

kosullar, saglaniyorsa,

bl
(Gi, Gz <« Gj)i,jel

<]

sistemine I tzerinde tanimly bir izdistimsel sistem denir.

Topolojik halkalar ve cisimler i¢in de izdiigiimsel sistem kavrami benzer olarak
tanimlanir. Izdiisiimsel sistemlere 6rnekler verelim. Genel olarak, kiimeler iizerin-

deki topolojik yap1 belirtilmemigse, ayrik topolojiyle birlikte ele alinacaktir.

5



Ornek 3.3

Pozitif tamsayilar kiimesi T := N+ tzerinde
n<m<en|m

seklinde taniml “<” dogrusal siralama bagintisina gore hern € T i¢in, G, = Z/nZ
olsun. Herhangi bir x € Z i¢in, [z], ile, x + nZ kalan sinifiny gosterelim. Buna

gore, n < m sarty altinda, her n,m € L i¢in

b ([2]m) = [2]n
esitligi ile (iyi bir sekilde) tanimly olan
b Gy — Gy

homomorfizmler: i¢in, Tanwm ‘deki kosullar saglanwr. Bu nedenle tanimladi-

gz (G, b Gy — G) n<m sistemi izdistimsel bir sistem olusturur.

n,mel

Ornek 3.4

Bir onceki 6rnegi, herhangi bir G grubu i¢in genellemek miimkiin: Verilen bir
G grubunun normal altgruplarndan olusan bir T ailesinde, her Uy, Us € T i¢in,
Uy n Uy €V olacak sekilde bir V € I mevcut olsun ve I tizerindeki < siralama

bagintis,

VU<=sUcCV

ile tamwmlansin. Bu durumda, T kiimesi dogrusal svraly bir kiimedir. Simdi, verilen
bir g € G ve U € T ig¢in, gV ile, G/U daki g ile temsil edilen koseti gostermek
kayda ile, U < 'V kosulunu saglayan her U,V € T ve her g € G igin, t};(gV) = gU
ile verilen

t, GV - G/U

i tanamly homomorfizmalary i¢in Tanim [3.9'deki kosullar saglanir. Buna gore,

(G/U L, - GV — G/U)

U<v ,
U,VeZ

bir izdistimsel sistem olusturur.

Tanim 3.3
Verilen bir (Z,<) dogrusal siraly kiimesi tzerinde taniml, topolojik gruplardan

(veya halkalardan) olusan bir (X,,tf)zzfeyr 1zdistimsel sisteminin @Xz ile gdste-

)



rilen izdistimsel limiti,

? el

ile tanmwmly topolojik gruptur (veya halkadur).

Not olarak, lim X; iizerindeki topoloji, [ ],.; X; iizerindeki ¢arpim topolojisine
i
gore, alt uzay topolojisidir.

Tanim 3.4

Verilen bir (Z,<) dogrusal siraly kiimesi uzerinde tanvml sonlu gruplardan olugan

(Gs,t]) i< izdiigiimsel sisteminin G = Um G; izdigimsel limitine, izdigimsel
%,J€ .

olarak sonlu grup ady verilir.

Verilen bir (Z, <) dogrusal sirah kiimesi tizerinde tamimli, G = lim G izdiigiimsel

olarak sonlu bir grubu ele alindiginda, her ¢ € I i¢in G; grubul, sonlu bir grup
oldugundan, iizerindeki ayrik topolojiyi ele aldigimizda kompakt, Hausdorff ve
tamamen baglantisiz bir gruptur. Bu nedenle, Thychonoff teoremi neticesinde,
[ I;c; Gi carpim grubu, tizerindeki ¢arpim topolojisine gore, kompakt, Hausdorff
ve tamamen baglantisizdir. Bu nedenle, G izdiigiimsel sonlu grubu iizerindeki alt
uzay topolojisiyle birlikte, [ [, G;'nin kapali bir altgrubu olur. Herhangi bir Haus-
dorff ve tamamen baglantisiz bir topolojik uzayin bir altuzay1 da ayni 6zelliklere
sahip bir topolojik uzay oldugundan ve ayrica kompakt bir uzaym kapali bir al-
tuzay1 da kompakt bir uzay oldugundan, asagidaki teorem ile ifade edilen netice

elde edilir. Sonug olarak, verilen G' = lim G; izdiigtimsel sonlu grubu, kompakt,

Hausdorff ve tamemen baglantisiz bir topolojik gruptur. Asagidaki teorem bu

durumun tersinin de dogru oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1
Verilen bir G kompakt, Hausdorff ve tamemen baglantisiz bir topolojik grubu,

wzdiistimsel olarak sonlu bir gruptur.






4. SONSUZ GALOIS KURAMI

4.1 Galois kurami

Bir K cisminin sonlu veya sonsuz dereceli bir L Galois geniglemesinin
G=Ga(L/K)={0c:L> Llo(a) =a, Yae K}

Galois grubunu ele alalim. K cisminin, L i¢indeki tiim sonlu geniglemelerinden

olusan Zy i = T kiimesi iizerinde E, I’ € 7 i¢in
F<E<FcCE

ifadesi ile tamimlanan “ < 7 siralama bagmtisi, her E, F' € 7 i¢cin EF € T ve
E < EF, F < EF o6zelligini sagladigindan, Z kiimesi ” < 7 bagintisina gore

dogrusal sirali bir kiimedir. Sonug olarak her F' < F € 7 i¢in
o o|p

ifadesi ile tanimlanan kis% : Gal(E/K) — Gal(F/K) lksitlama homomorfizma-

lar1 ile birlikte (Gal(E/K), ¢%) r<r ikilisi, bir izdiigiimsel sistemdir. Bu nedenle
E,FeT

her bir E € Z igin Gal(E/K) iizerindeki ayrik topoloji altinda lim Gal(E/K) iz-

Eel
diigiimsel limiti, izdiigiimsel olarak sonlu bir gruptur. Diger taraftan G tizerinde,

Krull topologisi adim verdigimiz o € G ve E € T olmak tizere, cGal(L/E) altkii-
meleri tarafindan {iretilen bir topolojik grup yapisi vardir. Genel Galois kurami,

o — (0|g)ger ile tarif edilen

G — lim Gal(E/K)

EeT

tasvirinin, bu iki objenin hem topolojik, hem de grup yapilar1 arasinda bir eglesme
oldugunu séyler. Sonug olarak Gal(F/K), iizerindeki Krull topolojisi ile birlikte

izdiigiimsel olarak sonlu bir gruptur.

Teorem 4.1 (Genel Galois Kuraminin Temel Teoremi)

K cisminin L Galois genislemesi i¢inde yer alan K' genislemeleri ile G = Gal(L/K)
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grubunun H kapaly altgruplar arasimda K' — Gal(L/K') ve H — L% kurallar

ile birlikte, bire-bir bir eslesme vardir. Burada LT ile
B ={aello(a)=a, ce H}

sabit cismi gosterilmektedir. Buna gore,

(i) Eger K' cismi, K cisminin herhangi bir Galois geniglemesi ise, buna karsilik

gelen Gal(L/K'") grubu, Gal(L/K) grubunun kapali ve normal altgrubudur;

(ii) Eger K' cismi K dzerinde sonlu bir genisleme ise, buna karsilik gelen
Gal(L/K') grubu da Gal(L/K) grubunun agik altgrubudur; eger K' ayna
zamanda Galois genislemesi ise Gal(L/K') grubu da Gal(L/K) grubunun

agik normal altgrubudur.
kosullary saglanir.

Ornek 4.1

K cismi olarak q elemanly sonlu Fy cismini ele alalvm ve bu cismin ayrilabilir ka-
pamisiny K" ile gosterelim. Bilindigi gibt her n € N i¢in K cisminin, K®" i¢cinde
derecesi n olan tek tirli belirly K, genislemest vardir. S6z konusu genisleme Ga-
lois genislemesidir ve Gal(K,,/K) Galois grubu, treteci p,(x) = x9 otomorfizmi
olan devirsel bir gruptur. Gal(K,,/K) Galois grubunun séz konusu ¢,, elemanina
aritmetik Frobenius elemany denir. Gal(K,/K) ~ Z/nZ izomorfizmi sonucu asa-

qrdakr ¢izenek elde edilir:

—lim Gal (K,,/K)

i

lim Z/nZ

Sonug olarak G grubu “topolojik olarak” ¢(x) = x? otomorfizmi tarafindan do-
gurulmus bir gruptur. G grubunun sozkonusu ¢ elemanina aritmetik Frobenius
eleman; =1 tersine ise geometrik Frobenius elemany adi verilir.

Eger K cisminin karakteristigi p ise, bu durumda aritmetik Frobenius elemanina

mutlak Frobenius elemani denir.
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5. YEREL CISIMLER

Bu béliimde, |7, 20] kaynaklar1 takip edilerek, ayrik degerlendirme cisimleri ve

ozel olarak yerel cisimler ile ilgili temel bilgiler 6zetlenmigtir.

5.1 Degerlendirme cisimleri

Tanim 5.1
Bir K bir cismi verilsin ve v : K — R u {0} gdndermesi asagidaki su kosullar

saglasin:
1. v(z)=w<x=0;
2. V|gx: K* — R bir grup homomorfizmasidur;
5. vz +y) > min {v(@), v(y)}.

Bu durumda v’ye K ftizerinde bir degerlendirme ady verilir; (K, v) ¢iftine deger-
lendirme cismi denir. Eger v(K*) ~ Z ise, v dejerlendirmesine ayrik degerlen-
dirme , (v, K) ikilisine de ayrik degerlendirme cismi denir. Eger v(K*) = Z ise

v degerlemesine normallesmis degerlendirme denir.

Ornek 5.1

p bir asal sayr olsun. Sifir olmayan her x tam sayist i¢in
ord,z = max {k € Zso | p* |z}

olmak 1tizere,
vp: Q> Z v {w}

gondermesi, her a/b e Q igin, v,(a/b) = ordy,a — ord,b ile tanimlansin ve v,(0) =
0 olsun. O zaman, v, gondermesi Q tzerinde 1yi tanimly bir degerlendirmedir.
Dahasi, v,(Q*) = Z oldugu i¢in, soz konusu degerlendirme normallesmis bir
degerlendirmedir. Ozel olarak vp ye, Q rasyonel saylar cisminin p-sel degerlen-

dirmesi ady verilir.
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Ornek 5.2
Verilen bir K cismi i¢in ile L = K((x)) K katsayli, x belirsizine gére, formal

Laurent serilerinin cismi gésterilmek tizere
v:L—Z v {wn}

gondermesini v(0) = oo ve

v 2 a, " | =m

nz=m
am #0

ile tamwmlayalim. Bu durumda, v gondermesi L nin bir degerlendirmesidir.

Bir (K, v) degerlendirme cismi i¢in, 0 < ¢ < 1 sabit bir reel say1 olmak iizere,

verilen her 0 # z € K icin |z], = ¢*® ve |0|, = 0 esitlikleriyle taniml
|-, K >R

gondermesi, K iizerinde “argimetsel olmayan” bir norm tanimlar; yani, verilen her
x,y € K icin,
|l‘ + y|u < max{\x’m ’yyu}

ultrametrik 6zelligi vardir. Dahasi, K cismi, tizerindeki | - |, normundan iiretilen

metrik topolojisiyle birlikte topolojik bir cisimdir.

Ornek 5.3

Bir 0 < ¢ < 1 reel sayst ve bir p asal sayist alalim. Verilen her q € Q i¢in,
| q|,= @ ile tammly | - |,: Q — R gondermesi, Q iizerinde arsimetsel olmayan
bir norm tanvmlar. Rasyonel sayilar tizerindeki séz konusu morma, p-sel norm

denir.
Verilen bir ir (K, v) degerli cisminin
O, ={xeK:v(r) 20} ={reK:|z|, <1} (5.1)

ile tanimli althalkasini alalim. O zaman, O, ’deki tersinir olmayan elemanlardan
olugan

p,={xeK:v(x)>0}={reK:|z|, <1} (5.2)
kiimesi, O, 'niin biricik maksimal idealidir.

Tanim 5.2

Verilen (K,v) degerlendirme cismi igin, (5.1) numaraly denklem ile verilen O,
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halkasina, K 'nin degerlendirme halkasi (veya tamsayr halkasi) ve (5.2) numarals
denklem ile verilen p, <0, biricik maksimal idealine, K nin maksimal ideali denir.

Bununla birlikte,

Ky = 0,/p,

cismine de, K nin kalinty cismi denir.

Ornek 5.4
Bir p asal sayst icin, Q rasyonel saylar cisminin Ornek |5.1de bahsedilen Vp

p-sel degerlendirmesi verilsin. O zaman,

Ouﬁ{ge(@:pM} = L)

bir degerleme halkasr,

T
Py, = {QEQ:pII, pTy} = PZy)
maksimal ideali ve
Kv, = Lp)/PLy) ~ L/PL =T,

, y AP w
v, ye gore bir Q nun kalinty cismidir.

Ornek 5.5
Verilen L = K((z)) cismi tizerindeki v degerlendirmesi Ornek|5.2 'te bahsedilen
degerlendirme olsun. Bu durumda v degerlendirmesine gore L nin degerlendirme

halkas? .
0, - {feL f = 2} - K[x]]
n=0

Olur.Buna gére L’nin v degerlendirmesine gore kalinty cismi de

b, = {f cLif=) } = 2K{[a]
bir maksimal ideal ve
Ky = K|[z]]/zK][[z]] ~ K
dir.

Tanim 5.3

Verilen bir (K,v) degerlendirme cisminin O, tamsay: halkast i¢in,

U,:=0=0,—p,

v
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carpimsal grubuna, K ‘nin birim grubu adu verilir.

Uyar: 5.1
Verilen (K, v) degerlendirme cisminin birim grubu ayni zamanda, v degerlendir-

mesinden elde edilen

K*5%LR
homomorfizmasinin cekirdegidir. Buna gore,
U ={zxeK:v(zr)=0}={reK: |z]|,=1}

dir.

5.2 Tam degerlendirme cisimleri ve tamlanis

Bu kisimda, Q rasyonel sayilar cisminin tamlanmasiyla R'nin elde edilisine benzer
bir bigimde verilen bir (K, v) degerlendirme cisminin, v degerlendirmesinden tire-
tilen metrige tamlaniginin nasil elde edildigi ve tamlanig kavramiyla ilgili temel
neticeler ézetlenecektir. Oncelikle, yakinsaklik ve Cauchy dizisi tanimmini deger-

lendirme kavramlarini degerlendirme kavrami iizerinden yazmakta fayda var.

Tanim 5.4

Katsaylar, verilen (K, v) degerlendirme cisminden alinan bir {a,}, . dizisi i¢in,

(i) Verilen bir ¢ € K ig¢in, ejer her M € R saypsina karsilik, sayet bir m = 0
tamsayist varsa; oyle ki, her n = m i¢in v(a, — ) > M ise, o zaman {a,}

dizist yakinsaktur.

(ii) Verilen her m = 0 tamsayisina karsilik, sayet bir | € N var ise, oyle ki her
m,n = 1 igin v(a, —a,) = m oluyorsa, o zaman {a,},  dizisi Cauchy

dizisidir.

Degerlendirme cisimleri iizerinde galisirken yakinsaklik ve Caucy dizisi kavram-
lar1 i¢in, mutlak deger veya degerlendirme cisnsinden tanimlar1 arasinda uygun
olanina gegis yapilabilir.

Terimleri (K, v) degerlendirme cisminden alman bir {a,} Cauchy dizisi verilsin.
Diyelim ki, her n pozitif tam sayisi i¢in |a,,|, # |am+1|, olacak sekilde bir m = n
pozitif tamsayihari,

ng<ng<---<n,<---

ve her m,n = n, i¢in, |a,, — a,|, < &, saglanacak gekilde segilsin. Bu durumda,
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her r icin, n.. > n, tamsayilar, |a, |, # |an 41], olacak sekilde secildiginde

‘an; - an;+1|l/ = max(‘an;‘ln |an;+1‘y>
olur. Bu nedenle, her n > n/ igin,

lanly = |an — @p + an: |y

< max(|an, — |y, |an|,) < &

elde edilir. Bu da,

lim |a,|, =0
n—0o0

demektir (Burada, {a,} Cauchy dizisi oldugu i¢in {|a,|,} dizisinin de reel terimli

bir Cauchy dizisi oldugunu belirtmekte fayda var ). Demek ki, verilen bir {a,}

m > n igin, |any|, = |a,|, saglanr.

Simdi, C kiimesini terimleri (K, v) ayrik degerlendirme cisminden olan tiim Ca-

uchy dizilerinin kiimesi olarak belirleyelim. Verilen {a,} , {b,} € C elemanlar igin

{an} + {bn} = {an + bn}

{an} x {bn} = {anbn}

taniml toplama iglemi ve ¢arpma iglemleri C tizerinde birimli ve degismeli bir
halka yapisi tamimlar. Ayrica, M ile gosterilen 0’a yakinsayan dizilerden olugan
topluluk, C'nin biricik maksimal idealidir. Verilen her z € K icin {z} € C/M ile,

terimleri x’lerden olusan sabit dizinin temsil ettigi simif gosterilsin. Bu durumda,
v {z}

gondermesi

K < C/M

gommesi tanimlar. Boylece, K cismi C/M’nin bir alt cismi olarak ele alinabilir.

Simdi, verilen her {a,} € C/M i¢in

Tand| = lim fal,
ile tanimh
|- [:C/M — Rz
gondermesini tanimlayalim. S6z konusu | - | géndermesi, C/M iizerinde bir norm
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tammlar. Dahasi, C/M cismi, bu normun iirettigi metrige gore tamdir. Yani,
katsayilar1 C/M’den olan her Cauchy dizisi, yakinsaktir. Ustelik, | - | normu, K
tizerindeki v degerlendirmesinin tirettigi |-|, normunun bir geniglemesidir ve |-|’den
elde edilen metrik topolojisine gore K cismi C/M iginde yogundur. Dahasi, C/ M

cismi, topolojik izomorfizma altinda, bu 6zelliklere sahip tek cisimdir.

Tanim 5.5

Verilen K < K cisimleri wcin, Eger K cismi, dzerinde tanvml olan | - | nor-
mundan elde edilen metrik topolojiye gore tam ve K cismi, K i¢inde yogunsa, K
cismine K min, tamlanist denir. Eger K = K 1se, o zaman K ye tam cisim adi

verilir.

Bu tanima gore, verilen bir (K, v) ayrik degerlendirme cismi igin, K=cC /M cismi,
K cisminin v degerlendirmesine gore tamlanigidir. Eger K ~ K ise, o zaman K

cismi, v degerlendirmesine gore tam degerlendirme cismi denir.

Ornek 5.6
Verilen bir p asal sayise icin, Q rasyonel sayr cisminin, tzerindeki Ornek|5.1] 'de

tanemlanan v, p-sel degerlendirmeye gore tamlanisi, Q, := Q p-sel say1 cismidir.

Ornek 5.7
Verilen K cismi, F, ile gosterilen p elemanl sonlu cisim olmak tzere, F,((X))
tizerinde, Ornek ‘de tamimlanan v degerlendirmesi ile birlikte tam degerlen-

dirme cismaidir.

Diyelim ki, {a,} dizisi i¢in, lim |a,|, # 0 saglansin. Daha 6nce belirttigimiz gibi,
n—ao0
oyle bir ng pozitif tamsayist vardir ki, her m > n i¢in, |a;,|, = |an,|, saglanir. Bu

da,
@)

saglandig1 goriilmektedir. Buradan,

_ = lim |an|, = |an,|s
K n—o0

&

=,

oldugu anlagilir.

Yukaridaki bilgilerden hareketle, K'nin tamsay:1 halkas1 O, niin, K'nin tamsay1
halkas1 O icinde yogun oldugunu, benzer sekilde K'nin maksimal ideali p, 'niin
de, K'nin maksimal ideali p; icinde yogun oldugunu gérmek miimkiin. Bunun

yani sira, her n > 1 i¢in,
Ov/py = O /v
dir.
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5.3 Ayrik degerlendirme cisimleri ve yerel cisimler

Hatirlanacagy gibi, verilen bir ayrik degerlendirme cismi (K,v) ile, v(K*) ~ Z
kosulunun saglandigy anlagilmaktadir. Eger v(K*) = Z ise, v degerlendirmesi

normallegmis degerlendirme adim alir.

Tanim 5.6
Verilen bir K cismi tzerindeki vy ve vy degerlendirmelerinden elde edilen |-|,, ve
| - |, normlary denkse; yani séz konusu normlarn trettikleri metrik topolojileri

aymysa, v, ve vy degerlendirmeleri denktir denir.

Ornek 5.8
Verilen bir K cismi tzerinde tanmamly herhangi bir v ayrik degerlendirmesi, nor-

mallesmis bir degerlendirmeye denktir.
Bu ¢aligma boyunca, aksi sdylenmedikge, eger (K, ) ayrik degerlendirme cismi
ise v(K*) = Z oldugu kabul edilecektir.

Tanim 5.7
Verilen bir (K,v) ayrk degerlendirme cismi igin, v(mw) = 1 kosulunu saglayan bir
m € O, elemaniy vardir. Soz konusu 7 elemanina K cisminin bir asal elemans ady

denir.

Simdi, herhangi bir x € K* i¢in, v(x) = k olsun ve K’nin bir 7 asal elemanini

sabitleyelim. Bu durumda, v(z) = v(7*) dir. Buradan,
v(nFu) =0

elde edilir. Buna gore, bir u € U, igin,

bigimindedir. Buradan hareketle, agagidaki 6nerme ile ifade edilen gézlemlere ula-

silir:

Onerme 5.1
Verilen bir (K,v) ayrik degerlendirme cismi i¢in, K nin bir m asal elemanin

sabitledigimizde, her x € K elemans, bir k € Z ve u € U, i¢in,

bigiminde yazilir ve bu yazhs tek tirlidir. Diger bir deyisle, her (k,u) ikilisini
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*u’ya gonderen
7 x U, — K*

gondermesi bir grup izomorfizmasidir. Bununla birlikte, her bir k € Z icin, %0, ler,

K toplamsal grubunun dogal bir,
- 7o, c 7*O, < - (5.3)

stiziimaind olusturur.

Yukaridaki gézlemlerden hareketle, (K, v) ayrik degerlendirme cisminin O,, deger-
lendirme halkasinin herhangi bir idealinin bir £ > 0 tamsayis1 iin 770}, biciminde

oldugu goriiliir. Ozel olarak k = 1 icin,
p, =m0,
olur. Bununla birlikte, 7%0,, idealleri O, degerlendirme halkasinin bir
{}c---cr*O,c---cn0,cO,

stiztimiinii olugturur. Verilen bir (K, v) ayrik degerlendirme cismi igin ((5.1)) nu-
marali denklemde verilen tanimindan da anlagilacag gibi, K'nin O, ayrik deger-
lendirme halkasi, kapali bir kiimedir. Bununla birlikte, herhangi bir 1 < r < 2
icin
O,={zxeK:|x|, <r}

saglandigindan, O, ayni zamanda acik kiimedir. Benzer irdelemelerle, her bir k €
Z icin, 7O, ’lerin v degerlendirmesinden elde edilen metrik topolojiye gére hem
acik hem de kapali kiimeler olduklar1 gozlemlenebilir. Elde edilen bu gozlem,
numarali denklemle birlestirildiginde, agagidaki 6nermede ifade edilen neticeye

ulagilir.

Onerme 5.2
Verilen bir (K, v) ayrik degerlendirme cismi i¢in, k € 7 olmak tizere, 78O, kiime-
leri, v’'niin trettigi topolojide hem ag¢ik hem de kapaly kiimelerdir ve sifirin agik

komsuluklarimin bazini olustururlar.
Simdi de, verilen (K, v) ayrik degerlendirme cisminin U, birim grubunun her
n > 0 tamsayisi i¢in tanimlanan

U =1+7"0, ={1+7"z: 2€0,} (5.4)
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altgruplarii goz oniine alalim.

Tanim 5.8
Verilen (K,v) ayrik degerlendirme cismi igin, (5.4) numarale denklem ile veri-
len U < U, gruplarina, (K,v) degerli cisminin n’inci dereceden yiiksek birim

gruplary ady verilir.

Verilen (K, v) degerli cismi i¢in, ayn1 O, tamsay1 halkasinin idealleri gibi, yliksek

birim gruplar1 da, U, birim grubunun altgruplarinin bir
(3c---cU'c---cU:=U,.

siizimiinii olustururlar. Dahasi, v degerlendirmesinden iiretilen topolojiye gore

U} yiiksek birim gruplari, hem acik hem de kapali kiimelerdir.

Boliimlere gecildiginde, asagidaki onermede ifade edilen izomorfizmalar elde edilir:

Onerme 5.3

Verilen bir (K,v) ayrik degerlendirme cisminin U yiiksek birim gruplar igin,

Uy/Up =~ (0u/7"0,)"
(5.5)
ur/untt ~ 0, /70, ~ "0, /7" 10,

izomorfizmalar, vardr.

Verilen bir (K, v) ayrik degerlendirme cismi i¢in kar(K) = p # 0 oldugnu var-
sayalim. Bu durumda, kar(k,) = p olur. Bu nedenle, eger kar(K) # kar(k,) ise,

kar(K') = 0 olmas: gerekir.

Teorem 5.1

Diyelim ki, (K,v) ayrik degerlendirme cismi olsun ve her bir n € Z i¢in, m, € K
elemanlart v(m,) = n’yi saglayacak sekilde segilsin; R, ile, k, = O,/p, kalinty
cisminin bir tam temsilciler kiimesini gosterelim; yani, R, < O, ve O, — K,
kanonik gondermesinin R, "ye olan kisitr bijeksiyon olsun. O zaman herhangi bir
aeK elemana,

a = Z rnTn (o € Z,1, € R,)

n=ngo

biciminde temsil edilebilir.

Bu son teoreme gore, K'nin tamsay1 halkas1 Oy ve g de K'nin bir asal elemani
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olmak iizere, m, = 7y secerek, bir o € Op elemam

o0
o= Z rame (T € Ry)

=0

bi¢iminde bir temsili elde edilir. Eger «,, = 2;:01 ;7 kismi toplamlar1 goz oniine

alinirsa, ay, 11 = «, (mod 7% ) oldugu goriiliir. Bu gézlemden yola ¢ikarak,

6:am (o (modpr),...,an (modpl),...)

ile tanimh

¢: Op — lim Ok /pk

gondermesi elde edilir. Dahasi, Op iizerindeki ayrik degerlendirmeden iiretilen
topoloji ve Ok /p’k’ler iizerindeki topoloji ayrik topoloji olmak iizere, lim Ok /Pl
iizerindeki topoloji de ¢arpim topolojisi olarak ele alindiginda, ¢ gondermesinin

bir topolojik halka izomorfizmasi oldugu bilinmektedir. Buradan

Of = (im Ok /pf)" =~ Im(Ok /pk)* = lim O /U
elde edilir.

Analiz derslerinden hatirlanacagi gibi, Newton’un metodu, verilen bir f(X) €
R[X] polinomunun kokleri i¢in bir yaklagim verir. Buna gore, f'(X) ile f’nin

tiirevi gosterilmek {izere, her n > 0 tamsayisi igin f'(a,) # 0 ve

f(an)

n

kosullarini saglayan bir {a,} reel say1 dizisi yakinsaksa, o zaman dizinin yakinsa-
dig1 deger, polinomun bir kokiidiir. Asagida ifadesini verecegimiz Hensel’in lem-
mas1 olarak bilinen teoremden, Newton'un yontemine dayanan bir yaklagim ile,
katsayilar1 bir tam ayrik degerlendirme cisminin degerlendirme halkasindan alinan

bir polinomun kokleri ile ilgili bir kriter elde edilir:

Teorem 5.2 (Hensel’in lemmasi)

Diyelim ki, (K,v) ayrik degerlendirme cismi v dejerlendirmesinin belirledigi met-
rik topolojiye gore tam bir cisim olsun. Verilen bir f(X) = > ja; X" € O,[X]
polinomununi K, = O,/p, cismi i¢inde bir & basit koki mevcut olsun (yani k,
cisminde f(a) =0 ve f'(a) #0). O zaman f(X) polinomu, a = & olacak sekilde

bir a € O, kokiine sahiptir.

Kamit. Bkz. [7] Corollary 2. |
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5.4 Yerel cisimler ve yerel cisimlerin genislemeleri

Tanim 5.9
Verilen bir (K, vi) tam ayrik degerlendirme cisminin kg = Ok /px kalinty cismi

sonlu ise, K “ye yerel cisim adi verilir.

Ornek 5.9
Daha énce, Ornek|5.6de verilen p-sel sayu cismi Q,, yerel cisimdar.

Ornek 5.10
Daha dnce, Ornek|5.7'de verilen F,, katsayily formel Laurent serileri cismi F,((X)),

yerel cisimdir.

Diyelim ki, verilen (K, v) yerel cisminin x, = O, /p, kalint1 cismi ¢ elemanl bir
cisim ise, o zaman, X9 — X polinomunun, k,’de birbirinden ve sifirdan farkh
q — 1 tane kokii vardir. O halde, Hensel’in lemmasindan X? — X polinomunun
O, halkasinda da birbirinden farkli ¢ — 1 tane sifir olmayan kokiiniin var oldugu

sonucuna varilir (Teorem . Bu gozlem, agagidaki teorem ile ifade edilir.

Teorem 5.3
Verilen bir (K,v) yerel cisminin k, = O, /p, kalintr cismi i¢in |k,| = q olsun. O

zaman O, degerlendirme halkasi birimin g — 1 inci ilkel koklerinden birini icerir.

Simdi, (K, v) yerel cismi ile ilgili notasyonlar Teorem ’deki gibi olmak iizere,

¢ € O, elemani birimin ¢ — 1’inci ilkel koklerinden biri ise,

T = {OaC7C27"' ’gq—l}

kiimesi, k,, i¢in bir tam temsilciler kiimesidir. O halde, 7 € O, asal eleman olmak

tizere, Teorem [5.1ye gore, herhangi bir « € K elamani,

o= 2 o (no € Z,rn €T)

nz=ngo

bi¢iminde temsil edilebilir. Verilen K yerel cisminin elemanlarinin bu sekilde tem-
siline, “Teichmiiller temsili” ad1 verilir; 7 tam temsilciler kiimesine de “Teichmiiller
temsilcileri kiimesi” ad1 verilir.

Tez boyunca, verilen bir K ayrik degerlendirme cismi i¢in, vk ile K iizerinde
tanimli ayrik degerlendirme gondermesi; | - | ile, vx degerlendirmesinin tirettigi
norm gondermesi; Ok ile, K'nin degerlendirme halkasi; 7 ile, O 'nin sabitlenen
bir asal eleman; py ile, Ox'nin 7Ok maksimal ideali; kg ile, kx = Ok /px

kalint1 cismi ve Uk ile Ux = O} birim grubu gosterilecektir.
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Diyelim ki, K bir yerel cisim olsun ve derecesi [L : K] = n olan sonlu bir L/K

geniglemesi verilsin. O zaman, L iizerinde Oyle bir
vy : L — Z v {0}

normallegmis degerlendirmesi tanimhidir ki, 7, degerlendirmesi, degerlendirmele-
rerin denkligi lizerinden, K {izerindeki vk degerlendirmesinin L cismine olan tek
tiirlii geniglemesidir (Yani, vy, degerlendirmesinin K cismine kisitlanip normalles-
tirilmesiyle vy elde edilir).

Bir K cisminin verilen herhangi bir L/K cebirsel geniglemesi K ¢ E < L sonlu
altgeniglemelerinin birlesimi olduguna gore, K iizerindeki degerlendirmeyi L’ye
genigletmek miimkiindiir. Daha genel olarak, eger K ile, K cisminin sabit bir
cebirsel kapanigini gosterelim. Bu durumda K iizerindeki v degerlendirmesi, K
{izerindeki bir v degerlemesine genigletilebilir. Fakat (K, ) degerli cismi tam
degildir. Diyelim ki, K cisminin vz degerlendirmesine gore tamlanigi C := ?
olsun. O zaman Ck cismi, cebirsel olarak kapali ve tam bir cisimdir. Burada,
Cx’nin yerel cisim olmadigini belirtelim.

Simdi, yerel cisimlerin bir L/K geniglemesi verilsin. O zaman, K* < L* iger-
mesi saglandigindan dolay1, v (K*) € v (L*) < Z altgrup igermesi vardir. Bu
nedenle, (vp(L*) : v (K ™)) indeksi sonludur. Ayn1 zamanda, k7, ve ki kalinti
cisimleri de sonlu olduguna gore, k/ky geniglemesi de sonlu bir genigleme olur.

Dahasy, [kr : k| = f olmak iizere, v, degerlendirme fonksiyonu, her z € L* igin

1
vi(z) = }VK(NL/K(IE)) (5.6)
ile tanimhidir. Burada,
NL/K L - K

gondermesi, K cisminin sabitlenen cebirsel kapanisi K ile gosterilmesi kaydi ile, L
cismini K i¢ine resmeden K-homomorfizmalarin grubu Homy (L, K) olmak iizere,
verilen her x € L i¢in
Nyx@) =[] o
oeHom ¢ (L,K)

kural ile tanimh norm gondermesidir.

Uyar: 5.2

Yukaridaki (5.6) numaraly denklemden de anlasilacage gibi, eger vy degerlendir-
mesinin drettigi norm | - |k ile, vy, degerlendirmesinin norm | - |, ile gosterilirse,
her x € L™ i¢in

2]z = [Npxe ()| .
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Tanim 5.10

Yerel cisimlerin L/ K genislemesi verilsin. O zaman,
ey = (Vi (L™) : vk (K*™))
grup indeksine, L/K genislemesinin dallanma indeksi denir. Kalinty cisimlerinin

fL/K = [HL : /‘iK]

genigleme derecesine de, L/K geniglemesinin kalinty simaf derecesi denir.
Verilen K yerel cisminin geniglemelerinin bir K € F' < L kulesi i¢in, tanim geregi
L. er/x = epreri

2. fux = forfrx

kosullar1 saglanir.
Verilen bir K yerel cisminin herhangi bir L/K sonlu geniglemesi ile ilgili, tanim-
dan elde edilebilecek bagka bir 6nemli 6zellik de, ek = e olmak {lizere, asallar

arasinda

g =7iu (ueUyp) (5.7)

iligkisinin saglandigidir.
Verilen bir K yerel cisminin herhangi bir L/K geniglemesini alahm. Asagida is-
patini 6zetleyecegimiz teorem, L'nin K iizerinde, Oy nin elemanlarindan olugan

bir bazinin (integral baz) mevcut oldugunu ifade eder:

Teorem 5.4
Yerel cisimlerin verilen L/K genislemesi i¢in e = epjx ve f = fr/x ile gos-
terilsin. Diyelim ki, kg kalinte cisminin ki tzerindeki bir bazinin temsilcilert,

Uy, U, . .., usr € Ur olsun. O zaman,

mu; (1<i<f0<j<e—1)
elemanlary da, L/K igin bir integral bazdur.
Kanit. Her bir n > 0 tamsayisii n = ge + 7 (0 < r < e — 1) bigiminde ede-
rek, m, = 7i7} elemanlarim olugturalim. Bu durumda, vy (m,) = n oldugu gé-

rilltir. Eger Ro, ile, ki igin bir tam temsilciler kiimesini gosterirsek, o zaman

Ro, = miRoy, +---+usRo, de, kg igin bir tam temsilciler kiimesi olur. Buradan
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hareketle, Teorem [5.1]e gore, her 8 € Oy, igin

0 e—1 f
B = Z Z W?(Wz ( tq,r,i“i) y (tq,'r,i € ROK)
=0

q=07r=0
f e—1 0
— r q
DII ST
i=1r=0 q=0

yazilabilir. Dikkat edilirse, her bir ZZOIO ity riti € Og’dir. Bu da, Op’'nin sonlu
tiretilmig bir O modiilii oldugunu gosterir. Bu nedenle, L/K bir sonlu genisle-
medir. Diger taraftan, Ok esas idealler bolgesi ve O 'nin, L’deki integral kapanigi
oldugu bilinmektedir. Buna gore, cebirsel sayilar teorisi derslerinden hatirlanacagi
gibi, O, halkasi, O iizerinde, ranki [L : K] olan bir serbest modiildiir. Bu da
iddiay1 kanitlar. [ ]

Boylece, Teorem ile agagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.1

Verilen yerel cisimlerin L/K genislemesi, derecesi

[L: K| =errfix

olan sonlu bir genislemedir.

Siradaki teorem argimetsel olmayan yerel cisimleri karakterize eder.

Teorem 5.5
Arsimetsel olmayan bir yerel cisim, Q, 'nin ya da F,((z)) nin sonlu bir genisle-

mesidir.

5.5 Yerel cisimlerin genislemelerinin

dallanma kurami
Tanim 5.11
Yerel cisimlerin bir L/K cebirsel genislemesi igin, ejer e = 1 ise, L/K ge-
niglemesine dallanmamas genisleme denir. Eger frx = 1 ise, L/K genislemesine

tamamen dallanmas genisleme denir.

Uyar:1 5.3
Yukaridaki tanima gore, (5.7) numaraly denkleme gore, ejer L/K genislemesi

dallanmamas bir genislemeyse, T € Ok asal elemam, Op, 'de de asal olarak kalur.
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5.5.1 Yerel cisimlerin dallanmamis geniglemeleri

Simdi, yerel cisimlerin L/K geniglemesinin dallanmamig bir genigleme oldugunu
varsayalim. Diyelim ki, kg = Fy, £ = Fg olsun. O zaman, ky, cismi, X1
polinomunun parcalanig cismidir. Hensel’in lemmasi geregince L = K(() olacak
sekilde, birimin ¢/ — 1’inci ilkel kokii ¢ € L vardir. Bu durumun tersi de dog-
rudur; yani mx € O elemani eger Op'nin de asal elemaniysa, L/K geniglemesi
dallanmamig bir geniglemedir. Bu durumun tersi de dogrudur; yani, verilen bir n
pozitif tamsayisi i¢in, birimin ¢™ — 1 inci bir ilkel kokii ¢ olmak {izere, K(()/K
geniglemesi dallanmamis bir genislemedir. Bu irdelemelerden, asagidaki teoremin

ifadesine ulagilir.

Teorem 5.6

Bir K yerel cismi verilsin. O zaman her n pozitif tamsayust i¢in, K 'nin sabitlenen
bir K cebirsel kapanisi icinde, K, ile gdsterecegimiz, [K, : K| = n olacak sekilde
tek tirli belirli bir K,/K dallanmamas geniglemesi vardwr. Dahasi, K, /K devirli

bir genislemedir.

Yerel cisimlerin L/K geniglemesi i¢in, dallanma indeksi ey x = e, kalint1 derecesi
fryxk = [ olsun. O zaman, K'nin tek tiirli belirli dallanmamig geniglemesi K
i¢in, Ky/K geniglemesinin L/K nin bir alt geniglemesi oldugu goriilebilir ve L/K

geniglemesi tamamen dallanmig bir geniglemedir.

Tanim 5.12
Yerel cisimlerin L/K genislemest i¢in, dallanma indeksi epc = e, kalinte dere-
cesi fryx = f olmak dizere, K;/K dallanmamas genislemesine, K 'nin L i¢indeki

maksimal dallanmamas genislemesi denir.

Sonug 5.2

Verilen yerel cisimlerin genislemeleri L/K ve L'/K olmak tizere, E = LL" diye-
lim. Eger L/K dallanmamas bir geniglemeyse bu durumda, E/L" de dallanmamas
bir geniglemedir. Eger L/K ve L'/K geniglemelerinin her ikisi de dallanmamas

genislemelerse, E/K genislemesi de dallanmamas bir genisleme olur.

Yukarida elde ettiklerimizden hareketle, K 'nin sabitlenen bir K cebirsel kapanist

icinde, K™ := [ J K, 'nin cisim yapisina sahip oldugu neticesine varilir. S6z konusu
n

K™ cismine, K 'nin K icindeki maksimal dallanmamig genislemesi denir. Dahast,
her bir K,/K geniglemesi Galois oldugu i¢in, K™ /K de Galois geniglemesidir.
Simdi Gal(K™/K) grubunun yapisini inceleyelim: Bir K yerel bir cisminin sabit-

lenen bir cebirsel kapanigi K olsun. Bir n € N icin, K cisminin K,, dallanmamisg
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geniglemesini alalim. Her o € Gal(K,,/K) eleman igin,

7 (x (mod pg,)) = o(z) (mod pg,) (x€ Ok,)

ile tamimh bir 7 € Gal (k1 /K ) otomorfizmasi kargilik gelir. Boylece, (o) = 7 ile
taniml bir

¢ Gal(K,/K) — Gal (kk, /kK) (5.8)
gondermesi elde edilir.

Onerme 5.4
Verilen K yerel cismi i¢in, (5.8]) numaraly denklemde verilen ¢ gondermesi, izo-

morfizmadar.

Varsayalim ki xx kalint1 cismi ¢ elemanh bir cisim olsun. O zaman, K,,/K dal-

lanmamig geniglemesinin kalmti cisimlerinin Gal(k g, /kx) Galois grubu,
Frob,, : z — 27 (v € kg,)

ile tanimli Frobenius kx-otomorfizmasi tarafindan iiretilen devirli bir gruptur. Bu
durumda, [5.8 géndermesinin izomorfizma olmasi nedeniyle, éyle ¢, € Gal(K,,/K)
vardir ki,

©, = Frob,

saglanir.Yani, ¢, € Gal(K,/K) otomorfizmasi, her x € Ok, i¢in,

©n(x) = 2 (mod pg,)

ile tanimhdir.

Tanim 5.13
Verilen K,,/K dallanmamus geniglemesi igin, (5.8) numarals izomorfizma tarafin-
dan, Frob, € Gal(kk, /kKi) elemamna karsilik getirilenz ¢, € Gal(K,/K) elema-

nmina, K, /K genigslemesinin Frobenius elemany denir.

Boylece, (5.8)) numarali izomorfizmadan hareketle,

Gal(K"™ /K) = lim Gal(K,,/K) ~ lim Gal(kx, /kx) ~ Z

n n

elde ederiz.

Tanim 5.14
Verilen K yerel cismi i¢in, Gal(K™/K) Galois grubunun ¢x = (@n)nen elema-

nina, K cisminin Frobenius elemant denir.
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Not olarak, K™ yerel bir cisim degildir, ¢linkii genel olarak, iizerindeki metrige

gore tam degildir. Buna gore, K™ cisminin tamlanis K ile gosterilir.

5.5.2 Yerel cisimlerin tamamen dallanmis genislemeleri

Tanim 5.15

Verilen bir K bir yerel cismi igin, ag,ay,...,a,_1 € P ve ag & p% olmak tizere
f(X)=a"+a, 1 X"+ apoXn -2+ + a1 X +ao e K[X]

polinomuna, K tzerinde bir Eisenstein polinomu denir.

Onerme 5.5

Verilen herhangi bir f(z) € K[X] PEisenstein polinomu K tzerinde indirgenemez-
dir.

Simdi verilen K yerel cismi i¢in f(X) € K[X] polinomu Eisenstein polinomu olsun
ve f(z) ’in bir o kokii igin L = K(«) 'y1 ele alahm. Bu durumda, gosterilebilir

ki, K(a)/K geniglemesi tamamen dallanmig bir geniglemedir.

Simdi de, L/K geniglemesi tamamen dallanmig ayrilabilir bir genigleme olsun.
Diyelim ki, 7, € L € L bir asal olsun. Bu durumda, Teorem geregince,
O = Og(mp) 'dir. Bununla birlikte, 77 'nin minimal polinomu, bir Eisenstein

polinomudur.

Ornek 5.11
Verilen bir p bir asal sayist i¢in ¢ = p™ olmak tizere, birimin q 'ncu koklerinden
biri ¢, olsun ve Q, p-sel sayr cisminin K = Q,((,) genislemesini alalim. Bu

durumda, ¢,, X*" — 1 polinomunun bir kikidiir. Daha agik olmak gerekirse,

n n—1

X7 1= (XP

n—l(

— )X o X )

oldugundan,
h(X)= X" x4

polinomunun koklerinden biri ¢y olur. Bu polinom i¢in, X — X + 1 degisken do-
nisimi yapilarak, h(X + 1) polinomunun Z, tzerinde bir Fisenstein polinomu
oldugu gosterilebilir. Buna gore, h(X + 1) polinomunun bir koki o = (, — 1 ol-
dugundan, Q,(a) = Q,((,) cismi, Q, 'nin tamamen dallanmus bir genislemesidir

ve Zy|¢,| de Q,(¢,) cisminin degerlendirme halkasidur.
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5.6 Yerel cisimlerin Galois genislemelerinin

dallanma stizimleri

Bu kisunda, yerel cisimlerin L/K geniglemesinin dallanma stiztimii ile bu stiztime
kargilik gelen Galois gruplar: arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Yerel cisimlerin verilen L/K Galois geniglemesi i¢in, daha 6nce oldugu gibi vg
ile, K {izerindeki ayrik degerlendirme gosterilsin ve L iizerindeki vy degerlen-
dirmesi de, vgx'nin L cismine tek tiirlii geniglemesi olsun. Verilen herhangi bir
o € Gal(L/K) igin w = v o 0, L iizerinde bir degerlendirme tanimlar. S6z ko-
nusu w degerlendirmesi, v, degerlendirmesinin L’ye geniglemesidir. Biliyoruz ki,
L tizerindeki v, degerlendirmesi, K iizerindeki vx degerlendirmesinin tek tiirlii
genislemesidir. Bu da, w degerlendirmesinin vy, ile denk olmasini gerektirir. Oy-
leyse, her o € Gal(L/K) i¢in, L'nin bir asal eleman 7, ise, o(7y) de, L'nin bir
asal elemamdir. Dahasi, 0(Or) = Op ve her i > 1 tamsayisi igin, o(p%) = p’ sag-
lanir. Yapilan bu gozlemler neticesinde, herhangi bir o € Gal(L/K) verildiginde,

buna kargilik her @ € Oy /p} i¢in, o(a) := o(a) ile tanimh bir
o: OL/pZ — OL/]JZ

otomorfizmasi elde edildigi ¢ikarimi yapilabilir. Buradan, her ¢ > 0 igin ¢;(0) = &

ile tanimh bir

@i+ Gal(L/K) — Aut(Op/p'th) (5.9)
grup homomorfizmasi elde edilir. S6z konusu homomorfizmanin G; ile gosterece-
gimiz ¢ekirdegi,

G; = ¢ek(p;) = {o € Gal(L/K) : o(x) —w e p'™ Vo e L}

dir. Not olarak, her 7 < j i¢in GG; < G; oldugu gozlemlenebilir.

Tanim 5.16

Yukaridaki numaraly denklemde verilen ¢; homomorfizmasinin ¢ekirdegi ola-
rak tanvmladigimiz G gruplarima, Gal(L/K) grubunun (alt numaralandirmaya
gore) i’inci dallanma altgruplary adu verilir. Soz konusu altgruplar Gal(L/K) ‘nin
bir

{Id} =- - =G, <---<9G1 <Gy <Gy = Gal(L/K) (5.10)

stiztimind olusturur.
Ozel olarak i = 1 durumu icin (5.9) numarali denklemde verilen homomorfizma

o1 : Gal(L/K) — Gal(kr/kK) (5.11)
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halini alir. Bununla birlikte, L/K genislemesinin kalmt1 derecesi f = fr/k ol-
mak iizere, K'nin L icindeki Ly := K7 ile gosterecegimiz maksimal dallanmamis

altgenislemesi icin, Onerme a gore
Gal(Lo/K) ~ Gal(kr,/kKk) = Gal(kp/kK)
dir. Eger,

kisy, : Gal(L/K) — Gal(Lo/K)

gondermesi, her o € Gal(L/K)'nin L, cismine kisitlanmasiyla elde edilen gén-

derme olmak {izere, ¢; homomorfizmasi
o1 2 Gal(L/K) 25 Gal(Lo/K) = Gal(r/ki)

birleskesi olarak diigiiniiliirse asagidaki netice elde edilir:

Onerme 5.6
Verilen yerel cisimlerin geniglemesi L/ K i¢in (5.11) numarals homomorfizma tize-
rinedir ve ¢ekirdegi de, Gal(L/Ly) dur.

Tanim 5.17

Verilen L/ K yerel cisimlerin Galois genislemesi i¢in, Gal(L/K) grubunun K cis-
mainin L i¢indeki Lo maksimal dallanmamas genislemesine karsilik gelen ve (5.11))
numarale @1 homomorfizmasinin ¢ekirdegi olan, Gy = ¢ek(y1) altgrubuna, L/K

genislemesinin atalet grubu ady verilir. Buna gore,
Go={oe Gal(L/K) :0(a) —epr,ae L}
dir.

Simdi de, Verilen L/Ly tamamen dallanmig geniglemesini ele alalim. Daha 6nce
de bahsedildigi gibi, Op = Ok|[n.]’dir (bkz. Teorem [5.4)).

Buna gore, herhangi bir a € Op, elemani
a = Zami (a; € Or,)

bigiminde yazildig1 igin, herhangi bir o € Gal(L/K) igin,

o(a) —a =Y ao(ry) —77)

dir. Bununla birlikte, o(7z)'nin Oy halkasinda asal olmasindan, her ¢ > 1 igin,
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o(mp) — m’nin Op halkasinda o ()" — 7% yi boldiigii ¢ikariminda bulunulur.
Bundan dolay1, o(7r) — 71, O halkasinda o(a) — a’y1 béler. Bu gozlemimizden

hareketle, G; dallanma altgruplar igin
Gi={oeGal(L/K):o(r) — 7y e p:™

bi¢imindeki bagka bir betimlemesini elde ederiz. Buna gore, verilen herhangi bir

o € G; i¢in,

GO S
L

elde edilir. Diyelim ki, m € O, bagka bir asal eleman olsun. O zaman

o) _ olm)

(mod U

L
oldugu goriilebilirir. Buradan da, verilen her bir o € G; elemanmi o(7p)/7p
(mod U /Uit"Y'ye gonderen iyi tanimli bir

¢; 1 Gy — U; JU
homomorfizmasi elde edilir. Diger taraftan, Onerme ’ye gore, U /Ul ~ K} ve
Ui /U ~ kp dir. Asagidaki teorem tiim bu gdzlemlerimizin bir sonucudur:

Teorem 5.7
Yerel cisimlerin L/K Galois genislemesi ve Gal(L/K) Galois grubunun G; dal-

lanma altgruplary i¢in,

1. Go/G1 grubu, mertebesi p ile aralarinda asal olan devirli bir gruptur. Burada

p asal sayist, K kalinte cisminin karakteristigini gosterir.
2. Her bir i = 1 i¢in, G;/G,y1 lerin her biri, elementer abelyen p-gruplardur.

3. Dallanma altgruplar: (5.10) numarale denklemde verilen sizimde yer aldik-
larindan, Gal(L/K) grubu ¢ozilebilir bir gruptur.

Bundan sonra su sorular1 sormak dogal:

1. Yerel cisimlerinin L/K Galois geniglemesinin herhengi bir E/K alt genigle-
mesi verildiginde, G = Gal(L/K) grubunun bir H = Gal(L/FE) altgrubunun
H; dallanma altgruplariyla, Gal(L/K)’nin G; dallanma altgruplar arasinda

nasil bir bagint1 vardir?

2. Eger E/K de Galois geniglemesiyse, Gal(E/K); = (G/H); gruplarnyla, G;

gruplar1 arasinda nasil bir baginti vardir?
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[k sorunun yanitini hemen vermek miimkiin: Asagidaki
H — G 25 Aut(O /pit)

bilegkesi olarak verilen H — Aut(Op/pi*") homomorfizmasini géz éniine alalim.
Burada 1); ile, (5.9) numarali denklem ile verilen homomorfizma gosterilmektedir.

S6z konusu homomorfizmanin ¢ekirdegi H n G; olduguna gore,
Hi =Hn Gl

elde edilir. Fakat boliimlere gegildiginde, alt numaralandirma iyi ¢aligmaz. Her

1 > 1 ic¢in,

kanonik géndermesinin mevcut oldugu bilinse de, genel olarak G; H/H # (G/H ), dir.
Amag, G;H/H’lerle (G/H); leri eslestirecek sekilde i ile j sayilar1 arasinda bir ba-
gint1 elde etmektir. Bu yondeki strateji, indeks kiimesini reel sayilarin Ry ;| :=
[—1, 00] altkiimesine genigleterek, verilen her bir i € R-_; i¢in, G; dallanma altg-

rubu tanimini,

Gi == Gm

olarak modifiye etmek olacak. Buna gore, G_1 = G, —1 <1 < 0 ise, G; = Gy,
0 <i < lise, G; = Gy ve bu sekilde devam eder. Buna gore, {G,}icr. _, toplulugu,
adina G' grubunun alt numaralandirilmig dallanma siiziimii ad1 verilen siiziimiinii

verir. Alt numaralandirilmis dallanma siiziimine iligkilendirilmis
ok Rx1 —> Ry

Herbrand fonksiyonu,

u e
5o ey 0<ueR

U —1<u<0

SOL/K(U) =

ile tanmimli, monoton artan, parcali dogrusal bir bijeksiyon olarak elde edilir. Herb-
rand fonksiyonunun ters fonksiyonu, 11k ile gosterilir. Yerel cisimlerin L/K Ga-

lois geniglemesinin verilen bir K’/K Galois altgeniglemesi igin,

wL/K = wL/K/ o ¢K//K

PL/K = PK'/K © PL/K'

gecig formiilleri saglanir. Bu formiiller kullamlarak, verilen L/K Galois genigle-
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mesinin herhangi bir K’/K altgeniglemesinin Herbrand fonksiyonu,

PKIK = Pr/K © YLK (5.12)

bilegkesi olarak tanimlidir.

Tanim 5.18
Verilen bir s = 1 reel sayst i¢in Gal(L/K) grubunun G*® st numaralandurilmas

dallanma altgruplar:
G* = G¢L/K(S)

ile tanumbidur. S6z konusu alt gruplardan olusan {G*}s=_1 sistemi Gal(L/K) 'nin

tst numaraldirmaya gore dallanma stizimini olusturur.

Verilen her € > 0 reel saysi i¢in G*¢ # G* kosulunu saglayan s > —1 reel

saylarina da, {G®}s=—1 stzimiindeki kirdma noktalar ade verilir.

Uyar: 5.4
Tanima gore, G = G_; = Gal(L/K) ve —1 < s < 0 i¢in, G° = Gy oldugu

qgoriliir.

Uyar 5.5

Ust numaralandvrma kullanilarak ters Herbrand fonksiyonunun

TG
= ——d
Yk (s) f—o G| ¢

t

integral ifadesi vardar.

Teorem 5.8 (Herbrand)
Eger H <4 Gal(L/K) ise, bu durumda

(G/H) =G°H/H
esitligi saglanar.
Dallanma altgruplar: ile boliim gruplar: arasindaki bu iligki, genisleme derecesi
sonlu olmayan Galois geniglemeleri i¢in de dallanma siiziimii elde edilmesine ola-

nak verir. Buna gore, verilen K yerel cisminin genigleme derecesi sonlu olmasi

gerekmeyen bir L/K Galois geniglemesi ele alinsin. Verilen
KcFcFclL
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sonlu altgeniglemeleri igin,
tE: Gal(F'/K)" — Gal(F/K)"
gecis morfizmalar:

£ (u)

\Ay/

Gal(F'/K)* Gal(F'/F)/ Gal(F'/F)

Gal(F/K)"

Gal(F'/K)*  (5.13)

gizgesi ile dogal olarak tamimhdir. Buna gore, her v > —1 igin, Gal(L/K) gru-
bunun G* iist numaralandirilmig dallanma altgruplari, K < F' < L sonlu Galois
altgenisglemeleri icin,

G"= lim Gal(F/K)"

KcFclL
izdiigiimsel limiti olarak tanimhidir. Verilen u < v reel sayillarive K € F < F' < L

sonlu Galois altgeniglemeleri igin de,

5 (u)

Gal(F/K)* <~ Gal(F'/K)"

] F/() T

Gal(F/K)* < Gal(F' /K

gizgesi degismeli oldugundan G” < G" sart1 saglanir. Bu nedenle, iist numaral

dallanma altgruplari, G grubunun,
{GU}U€R>—1
tst dallanma stizimini olugturur.

Teorem 5.9
Genigleme derecesi sonlu olmasi gerekmeyen bir L/K Galois genislemesi verilsin

ve F/K genislemesi de, L/K nin sonlu alt genislemesi olsun. O zaman, G =
Gal(L/K), H = Gal(L/F) olmak tizere, her u = —1 reel sayisi i¢in

H® = H N G<PF/K(“)

saglanar.

Kanit. Her u = —1 igin, H" altgruplan, F' < L’ < L sonlu Galois altgeniglemeleri
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icin
H"= lim Gal(L'/F)"
FSL/cL
ozdesligini saglar. Bununla birlikte, Gal(L'/F)* sonlu gruplari i¢in de, ve (5.12])
denklem numarali tanmim geregi ¢p/x = @/ x © Yrr Ozdesligi ile birlikte iist

numaralandirma tanimi kullanilarak,

Gal(/F)* = Gal( L'/ F)yy 10
= Gal(L'/F) n Gal(L'/K)y,, ,(u)
= Gal(L'/F) n Gal(L’/K)%DL'/KWL//F( u)
= Gal(L'/F) n Gal(L'/K)#r/x®)

elde edilir. Boylece,

H'= lm Gal(L'/F)"
FcL/cL
= lim Gal(L'/F) N Gal(L/ /I )$rs®

FcL'CcL

= Gal(L/F) n Gal(L/K)%OF/K(U)

elde edilir. |
Tanim 5.19
Verilen bir u = —1 reel saysi, ejer L/K geniglemesinin en az bir F/K sonlu Ga-

lois alt genislemesinin st dallanma stiziminin kirilma sayist ise u reel sayisina,

G grubunun iist dallanma siiztimiiniin bir kirilma sayisidir denir.

Teorem 5.10 (Hasse-Arf Teoremi)

Genigleme derecesi sonlu olmayan bir L/K Galois genislemesi i¢in,
Brk = {ueRs_y:u=G grubunun ist dallanma siziminin kirilma saysi}

kiimesini alalim. Bu durumda
Z. BKayr/K c @ M R>,1
2. BKab/K - ZﬂRz_l

sartlar, saglanar.

Kamit. Bkz. [20], sayfa 76. |
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6. FONTAINE ve WIN'I:ENBERGER’iN
NORMLAR CISIMLERI TEORISI

Fontaine ve Wintenberger’in 1979 yilinda [8, 0] ¢alismalarinda ortaya attiklar:
normlar cisitmler: kavrami, bagta sayilar teorisi olmak iizere, matematigin bir
¢ok alanindaki problemlerin ¢oziimleri i¢in giiclii bir arag olmugtur. Daha sonra,
2013 yilinda Peter Scholze’nin [21] ¢aliymasinda tanittigi mitkemmelimsi cisim-
ler i¢in Fontaine ve Wintenberger'in teoremini genellemesiyle, teoriy: ileri bir
noktaya tagimigtir. Fontaine ve Wintenberger’in norm cisimleri ve devaminda Sc-
holze'nin miikemmelimsi cisimlerini giicli kilan en 6nemli 6zellikleri, karakteristik
sifir nesnelerle karakteristik sifirdan farkli nesneler arasinda hem cebirsel hem de
geometrik bir eglesme olusturmasidir.

Bu béliimde, tezimizin de esas konusu olan Fontaine-Wintenberger normal ci-
simlerinin ingas1 ve Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri teorisinin temel te-
oremlerine deginilecektir. Esas olarak [7] kaynag: takip edilmistir. Konu ile ilgili
detaylar i¢in bkz. |8, 9] 23].

Bu béliimden itibaren, aksi belirtilmedikge, verilen bir K yerel cismi i¢in agagidaki

notasyonlar kullanilacaktir:
e K: K yerel cisminin sabitlenen bir cebirsel kapanisi;
o K" K yerel cisminin K icindeki ayrilabilir kapanisi;
e K?: K yerel cisminin K icindeki maksimal abelyen genislemesi.

o vi: K yerel cismi iizerinde tanimlanmig olan ayrik, normallegmis degerlen-

dirme fonksiyonu;
o Ok: K yerel cisminin tamsay1 halkasi;
e px: O tamsayl halkasinin maksimal ideali;
e 7y K yerel cisminin sabitlenmis bir asal elemani;
e ki K yerel cisminin Ok /py kalint1 cismi;
e Ug: K yerel cisminin birim grubu;
e Uj.: K yerel cisminin ¢’inci yiiksek birim grubu (i € Z);

35



6.1 APF Genislemeleri

Verilen K yerel cisminin mutlak Galois grubu G = Gal(K®"*/K) olmak iizere,
verilen her u > —1 reel sayisina karsihik, G% < Gk yiiksek dallanma altgrubunun

sabit cismini R" ile gosterelim; yani R* cismi,
RY:={xe K :0(x) =z, Yo e Gy} (6.1)

ile tanimhdar.

Tanim 6.1

Verilen bir L/K ayrilabilir geniglemesi igin, eger

1. Her u = —1 reel saysi igin, GG, grubu Gg mutlak Galois grubunun agik

altgrubudur;
2. Heru > —1 reel saysi i¢in, (G : G%Gp) indeksi sonludur;

3. Her u = —1 reel saypst i¢in, L n R* cismi, K yerel cisminin sonlu bir

genislemesidir.

denk kogullarindan biri saglanwyorsa, L/K geniglemesi i¢in, APF genislemesi adu

verilir.

Uyar: 6.1
(i) Verilen APF genislemesi L/K i¢in, R"/K genislemeleri, (6.1) numaral

denklem ile tanimly genislemeler olmak tizere,

0
Ko = | R

u=—1

dur. Bu nedenle,

L= G R“N L

u=—1

dir.

(11) Eger verilen L/K genislemesi APF genislemesiyse, Ly = L n R® cismi,
K'nin L/K i¢indeki maksimal dallanmamas genislemesidir. Bu nedenle,
APF geniglemesi tanwvma geregi [Lo : K| genisleme derecesi sonludur. Ay-
rica, Teorem|5.6 ve Onerme ’e gore Kkr/kKk sonludur ve [k : ki genis-
leme derecesi, Lo : K| ’ye egittir.

(1) Eger L/K genislemesi APF Galois genislemesiyse, o zaman
Gk/GiGL ~ (Gk/GL)/(GkGL/GL)
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ve Herbrand teoremi sonucu
G}L{GL/GL x>~ Gal(L/K)“

oldugundan, Gal(L/K)" yiksek dallanma altgruplar, Gal(L/K) nin sonlu

indeks altgruplaridar.

Ornek 6.1
Eger L/K abelyen genisleme ve ki /Ky kalinty cisim denislemesi sonlu olsun. Bu
durumda, K ‘nin L i¢indeki maksimal dallanmamas genislemesi K° olmak iizere,

K°/K genislemesi, genisleme derecesi
[K°: K] = [k : kK]

olan sonlu bir genislemedir. Buna karsiik, G = Gal(L/K) grubunun G° = Gal(L/K°)
yiiksek dallanma grubu igin, (G : G°) < 0 olur. Diger taraftan, L/ K genislemesi
abelyen oldugundan, abelyen yerel sinif cisim kuramina gé'rdﬂ G 'nin yiiksek birim
gruplarimn {G'} siiziimii ile, yiksek birim gruplarn {U%} sizimi uyumludur.
Buna gore, numaraly denkleme gore, (G* : G**1) < oo oldugu anlagilir. Bu da,
(G : G") < o demektir. O halde, (G : G°) < o oldugundan, bu durumda,

(G:G) <w
sonucuna ulagilir. Bu da, L/K genislemesinin APF oldugu anlamina gelir.

Ornek 6.2

Her bir n = 1 i¢in Q,((n)/Q, tamamen dallanmas genislemelerini alalim (bkz.

Ornek ve Qp(Gpo) ile
Qp(Gp) == U Qy(Gr)
n=1

cismini gosterelim. Bu durumda, Q,((y0)/Q, genislemesi, APF dir; ¢inki, K =
Q, ve L = Q,({y=) olmak iizere, G = Gal(L/K) 'nan G° yiiksek dallanma altgrubu
icin, L 'nin tanwma geregi G° = G dir. Dolayswyla, yine abelyen yerel simaf cisim

kurama neticesinde, G ‘nin her bir G* yiiksek dallanma altgruplar: icin
(G:G") <o

elde edilir.

ldaha sonraki béliimlerde abelyen yerel sinif cisim kuramina deginilecektir.
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Diyelim ki, L/K geniglemesi APF olsun. Bu durumda, tanim geregi her u > —1
icin (Gx : G%Gy) ve (Gg : G%Gp) indeksleri sonludur. Oyleyse,

(GK . G[}(GL) = (GK : G}L(GL)(G(I]{GL : GUKGL)
Ozdesligi geregi,
(GYGL : GLGL) = (G : GL(GY% A GY))

indeksi de sonlu olur.

Tanim 6.2
Verilen APF genislemesi L/K ig¢in,

GY = GY% NGy

olmak tizere, L/K 'nin

Yo i Rsp = Ry

Herbrand fonksiyonu,

§(G% : GIGL)dt 0 <ueR

U —1<u<0

Yk (u) =
ile tanamli, monoton artan, parcaly dogrusal ve stirekli fonksiyondur.

Eger verilen APF geniglemesi L/K, Galois grubu G = Gal(L/K) ile gosterilecek

olan bir Galois geniglemesi ise, o zaman
G' = (GK/GL)t = G?}(GL/GL
dir. Dahasi,
G /GGy ~ GiGL/GKGL ~ (G} GL/GL)/(GGL/GL) ~ G°/G

saglanir. Bu durumda v 1/ Hasse-Herbrand fonksiyonu, v > 0 igin,
Yk (u) = J (GY: GYdt
0
0zdesligini saglar.
Tanim 6.3

Verilen L/K genislemesi, bir APF Galois genislemesi olmak tizere, her u = —1
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reel sayisi i¢in G = Gal(L/K) 'nin G, ile gosterilen alt numaralandirmaya gore

dallanma altgruplar,
G, = Gd’L/K(U)

le tanwmlidor.
Onerme 6.1 (|23], Proposition 1.2.3)
Ayrilabilir genislemelerin bir K < F < L zinciri i¢in,

(i) Eger F/K sonlu bir genisleme ise, L/F genislemesinin APF olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, L/K genislemesinin de APF olmasidir. Dahasi, L/ K

genigslemesinin ok ve Y x Hasse-Herbrand fonksiyonlar: igin

7/)L/K = %UL/F o ¢F/K

ve
YL/Kk = PF/K © PL/F
gecisme Ozelllikleri saglanar.

(i1) Eger L/F sonlu bir genisleme ise, L/K 'nin APF genislemesi olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul, F/K 'nin APF genislemesi olmasidar.

(i) Eger L/K geniglemesi APF ise, F/K genislemesi de APF 'dir.

Kanat. (1) ve (iii) siklarmin ispatlarina kisaca deginelim:
(ii) Verilen L/F geniglemesinin sonlu olmasi durumunda, (G : G GY%) indeksi
sonludur. Diyelim ki, L/K geniglemesi APF olsun. Oyleyse (G : G%G') indeksi

sonludur. Fakat,

(Gk : GLGL) = (G : GLGp)(GLGr : GLGY)
= (GK . G}L(GFXGF : (GF M Gq;()GL)

ozdesligi saglandigindan (Gr : (GpnGY%)GL) indeksi de sonlu olmalidir. Bununla
birlikte, Teorem m geregince, Gp N GY% = G?/ £ qur. Bu da, F//K genigleme-
sinin APF oldugunu gosterir.

Tersine, Eger F//K geniglemesi APF ise, bu sefer de tanim geregi (Gk : G%GF)

indeksi sonlu olur. Ayn1 zamanda (Gp : G, G%) indeksi de sonlu idi. Bu nedenle

(GK . G}L(GF) = (GK . G}L{GLMG}L{GL : GUKGF)
= (Gk : GxGL)(GL : (GL n G%)GF)

elde edilir. Bununla birlikte, Teorem geregince, G, N G = Gﬁ” “tqur. Bu
da, F/K geniglemesinin APF oldugunu gosterir.
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(iii) Diyelim ki, G yiiksek dallanma altgrubunun sabit cismi R" olsun. O zaman,
L/K geniglemesi APF ise, L n R* cismi, K’ nin sonlu bir geniglemesidir. Bununla
birlikte, F'n R* < L n R* oldugu icin, F' n R" 'nin de K 'nin sonlu bir genigleme
oldugu anlagilir. Bu durumda, F//K geniglemesi de APF ’dir. [ |

6.2 Fontaine-Wintenberger Normlar Cisimleri

Verilen bir L/K bir APF Galois geniglemesi igin,
ZL/K = {K§E1§L|ZEZ>0,[EZK] <OC,Z<] ise EigEj,UEi :L}

olmak fizere,

X(L/K)* = lim EY = 1 (ai)iez., € H E7 | Np, g (a)) = i, Vi <
Z‘GZ;O ’iEZ;O
EieXr Kk EieSp k
izdiigtimsel sistemini alahm. Burada, her i < j i¢in, Ng,/p, : E;* — E gonder-

mesi,

NE]/Ez(x) 2 1_[ O'(ZL’)

O'EHOInEi (E},K)

ile tanimli norm homomorfizmasin1 géstermektedir. Acik bir sekilde goriiliir ki,

verilen her (o), (6;) € X(L/K)* igin,

(i) (B;) == (cif) (6.2)

carpma iglemiyle birlikte, X(L/K)* bir gruptur.

Diyelim ki, her ¢ € Zs i¢in K < E] < L sonlu geniglemeleri,

() B < E; (Vi <J);

(ii) Uz Ei =1L
ozelliklerini saglasin. Bu durumda, verilen her ¢ > 0 i¢in, dyle E; € ¥k vardir ki,
E; < Ej ve Ng,)x = Np/k o Np, /g kosullart saglanir. Bu durum, X(L/K)* 'nin
E; sonlu geniglemelerinin se¢iminden bagimsiz olarak inga edilebildigini gosterir.
Buradan hareketle, Sz ile, L/K geniglemesinin tiim sonlu alt geniglemelerinin

olugturdugu parcali sirali kiime gosterilmek {izere,

X(L/K)* = lim E* =S (ag)e || |ape E*, Ny (og,) = ap, VE < E
EeSp )k EeSy i
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dir. Simdi,
X(L/K) = X(L/K)* u {0}

diyelim. Norm gondermeleri ile ilgili agagidaki 6zellik, bu topluluk tizerinde uygun

bir toplama iglemi tanimlanmasini olanakl kilar.

Onerme 6.2 (|23], Théoréme 2.1.3)
Verilen. L/K sonsuz APF geniglemesi i¢in, (Og)ges, s, (Br)pes,,, € X(L/K)
almsin. Bir B € Sy verilsin. Bu durumda, éyle bir wg € E vardwr ki, her e > 0

reel sayisina karsibk, [E' : E]1 > M sarting saglayan her E' € Spk igin
‘N(OéE/ + 5E’) — wE|E <€
sartiny saglayan bir M = M(€) pozitif tamsayist mevcuttur. Diger bir ifadeyle,

hm NE//E(O{E/ +ﬁE")
EEE’ESL/K

[E":E]—©

limiti, bir wg € E elemanina yakinsar.

Kamit. Bkz. [7], syf. 101, (5.5) Theorem. |

Verilen bir I € Sy igin,

wp = lim NE//F(aE/ + Bg)
FEE’ESL/K
[E":F]—w
= hm NE/FONEI/E(()(EI—{—BE/)
FQEQE/ESL/K
[E':E]—x©

= NE/F lim NE'/E(OCE/ + ﬁE/)
FQEQEIGSL/K

[E':E]—x
= NE/F(WE>
oldugu gozlemlenir. Bu gozleme dayanarak, (wg)ges,,, € X(L/K) oldugu anlas:-

lir. Bununla birlikte,

(@p)pes; x + (BE)Bes, = (WE)Ees, « (6.3)
ifadesi, X(L/K) tizerinde iyi tanimh bir islemdir.

Teorem 6.1 ([23], Théoréme 2.1.3)
Verilen L/K sonsuz APF genislemesi verilsin. Bu durumda, (6.2]) ve (6.3)) is-
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lemleri, X(L/K) tizerinde bir cisim yapist tanvmlar.

Tanim 6.4
Uzerindeki (6.2)) ve (6.3)) islemleri ile birlikte X(L/K) cismine, L/K sonsuz APF

genislemesinin Fontaine- Wintenberger normlar cismi ady verilir.

Simdi, L/K sonsuz APF geniglemesi verilsin ve K yerel cisminin kalinti cisminin
karakteristigi kar(kx) = p olsun. Bu durumda, her bir £ € Sy k i¢in, kar(kg) = p

olacagindan p - 1 € pp ’dir. Buna gore, herhangi bir £ < E' € Sy /i icin,
Npg(p-1) =7 Pl (z € Op) (6.4)

saglanir.

Teorem 6.2

Verilen L/K sonsuz APF genislemesi igin,
kar(X(L/K)) = kar(kg) = p

dir.

Kanat. kar(X(L/K)) = p oldugunu goéstermek igin,

lim  Npgpp-1)=0 6.5
i e/e(p-1) (6.5)
[E':E]—o0

oldugunu géstermemiz yeterlidir. Gergekten de, herhangi bir F € Sy /x i¢in, (6.4)

numarali denklemden
VK(NE,/E(p- 1) = [E’ :E] (VE < E e SL/K)

oldugu goriiliir. Bu da, (6.5)) 6zdesliginin saglandigini gosterir. [ |

Diyelim ki, verilen APF' geniglemesi L/K i¢in, Ly ile, K'nin L igindeki maksimal
dallanmamig geniglemesi, L, ile de, K'nin L i¢indeki maksimal uysalca dallanmig
genislemesi gosterilsin. Bu durumda, APF' geniglemelerinin tanimindan, Lg, L, €
Sp/k dir. Verilen herhangi bir, I € Sy i¢in, Iy = F'Lg cismi de, F'nin L icindeki

maksimal dallanmamig geniglemesi olur. Simdi herhangi bir

o= (OCE)EESL/K € X(L/K)
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verilsin. Bu durumda, ap = Np r(ap,) olduguna gore,

vi(@) = ve(Ngyrar)) (6.6)

saglanir. Diger taraftan, [F) : F'| = fg,/r oldugundan dolay1, vp(Ng,/r(ar,)) ve

vr,(ag) igin, (5.6) numarah formiilden,

vr(Ngyr(ar)) = [Fo : Flve,(ar,)

bagmtisi elde edilir. Bununla birlikte, Fy/Ly tamamen dallanmig bir genigleme

oldugu i¢in de, gene (5.6) numarali formiilden,

viy (k) = Vi (Nryre(ar,)) = vie(aL,)

saglanir. Bu son elde edilenlere gore numarali denklem yeniden diizenlendi-
ginde,
vr(ar) = [Fo : Flvg,(ar,)

saglandigy goriiliir. Bu gozlemden yola ¢ikarak, vxr/x)(a) = vp(ap) ile tanimh
VX(L/K) . X(L/K)X — 7

gondermesinin, X(L/K) tizerinde F' € Sp/x 'nin se¢iminden bagimsiz bir deger-
lendirme tanimladigi sonucuna varilir. Béylece, Fontaine-Wintenberger’in norm
cisimleri ile ilgili agagidaki temel teoreme ulagilir (detaylar i¢in bkz. [23], Théor-
éme 2.1.3 ).

Teorem 6.3 (|23], Théoréme 2.1.3)
Verilen APF' genislemesi L/K igin, a = (ag)pes, , € X(L/K) olmak iizere,

VX(L/K)(a) = vio(ar,)

tle taniml
vx(rr) @ X(L/K)" — Z

degerlendirmesi ile birlikte, kalinti cismi kx/x) ~ k1, olan bir yerel cisimdir.

Simdi, verilen K yerel cisminin K € F < L genigleme zinciri i¢in, L/K genisle-
mesi APF ve F'/K sonlu genigleme olsun. Bu durumda, Onerme in (i) sikkina

gore, L/F de APF geniglemesidir. Buna gore, normlar cisimlerinin yapisi geregi
X(L/K) = X(L/F)
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olur.

Simdi de, L/K sonsuz APF genisglemsi ve M /L ayrilabilir sonlu geniglemesi ve-

rilsin. Eger eger F//K sonlu geniglemesi i¢in, M = LE ise, K cisminin

ee}
Li=1L
=0

1

kosulunu saglayan
Kclyc---cL

sonlu geniglemeler zinciri igin,
KclLypEc---cM

ve

oo

|JzE=M

i=0
dir. Bunun yanida, Onerme|6.1]in (ii) sikki neticesinde, L/ K geniglemesi APF ol-
dugundan, M /K geniglemesi AP F’dir. S6z konusu AP F' geniglemelerinin X(L/K)
ve X(M /K) normlar cisimleri ele ahindiginda, K cisminin sonlu geniglemesi £ ’ye
baglh oyle bir n > 0 pozitif tamsayis1 verdir ki, m ’den biiyiik her ¢ < j tamsayisi
i¢in

Np,p/pe(x) =Ny, (z) (Vo e L) (6.7)

elde edilir. Bu da, dogal bir

el X(L/K) — X(M/K)

gémmesinin mevcut oldugunu gosterir. Diger bir deyisle, 5(5]{4 gémmesi altinda,

X(L/K) € X(M/K)

dir.

Uyar: 6.2

Eger K 'nin E ve E' sonlu genislemeleri i¢in LE = LE' = M ise, bu durumda
(6.7) numarale denklem geregi, 52?4 ve 6(LEJI\} gommelerinin ayniy oldugu gorulir.

Yani, bu gémmeler E/K sonlu genislemelerinden bagimsizdir. Bu nedenle 5(LE]34

gommeleri i¢in e,y gosterima kullanalabilir.

X(E,L/K) cismi, her L < F' < E” < E sonlu altgeniglemeleri igin,
EEE" - X(E,/K) — X(E”/K)
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gommeleri iizerinden,

X(E,L/K) = lim X(E'/K)

LCE'CE
[E':L]<oo

ile tanimlansin.

Teorem 6.4 (Fontaine-Wintenberger, [23], Théoréme 3.2.2)
Verilen K yerel cisminin herhengi bir L/K APF geniglemesi verilsin. Bu du-
rumda, L’nin her ayriabilir E/L genislemesi i¢in, E — X(E,L/K) gonder-
mesi, L ‘nin ayridabilir genislemeleri ile X(L/K) ’‘nin ayrilabilir genislemeleri
arasinda bire-bir eslesmedir. Dahasi, E/L genislemesi Galois genislemesiyse, o
zaman, X(E, L/K)/X(L/K) genislemesi de Galois genislemesidir ve

Gp ~ GX(L/K)
dir.

Fontaine-Wintenberger teoremi, normlar cisimleri kuraminin en 6nemli netice-
sidir. Eger X(L/K) cisminin, karakteristigi p = karkg olan bir yerel cisim ol-
dugu diisiiniiliirse, Fontaine-Wintenberger teoreminin bir anlamda karakteristik
0 nesneler ile karakteristik p nesneler arasinda gegisi miimkiin kildigi sdylenebilir.
Fontaine-Wintenberger’in teoremi bu haliyle cebirsel sayilar kuraminin yanisira,
aritmetik geometri, p-sel Hodge kurami gibi alanlardaki problemler i¢in énemli
bir ara¢. bununla birlikte ikibinli yillarda Scholze’nin teoriyi mikemmelimsi ci-
simler (perfectoid field) ve onlarm tiltleri (tilt) igin genellemesi, kurami ¢ok daha

ileri noktalara tagimigtir.

6.3 Mikemmelimsi cisimler

Fontaine ve Wintenberger’in normlar cisimler teorisi, cebirsel ve geometrik prob-
lemlere uygulanmasi agisindan ¢arpicit uygulamalara sahip olmasiyla birlikte, 21.
yiizyil versiyonu olan miimemmelimsi cisimler teorisi, bunu daha ileri bir noktaya
tagimgtir. Bu kisimda, [16] kaynag takip edilerek, mitkemmelimsi cisimler kav-
rami ile, Fontaine ve Wintenberger’in temel teoreminin miikemmelimsi cisimler
i¢in olan versiyonuna kisaca deginilecektir. Konu ile ilgili detayli bilgi edinmek
i¢in, ayrica bkz. [21], 22].

Uzerinde arsimetsel olmayan bir v ayrik degerlendirmesi ile birlikte, bir K deger-
lendirme cismi verildiginde, K iizerindeki degerlendirmeyi, K cebirsel kapanist
iizerindeki bir w degerlendirmesine genislettigimizde, (K, w) ikilisinin bir tam de-

gerlendirme cismi olmadigindan daha 6nce de bahsedilmisti. Bununla birlikte, K
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cisminin herhangi bir L/K geniglemesinin cebirsel kapali olmasi igin, L tamlani-
sinin da cebirsel kapali olmasinin gerekli ve yeterli kosul oldugu bilinmektedir.
Buradan hareketle, agagidaki ornekler miikemmelimsi cisimler kavrami i¢in bir

temel olugturur:

Ornek 6.3
Qu(¢)) ile, Qp(¢F) tamlamsiman mutlak Galois gruplar: aynider.

Ornek 6.4

F, katsayily formel Laurent serileri cismi F,((t)) 'nin Frobenius kapanist,

Fy((£777)) = By ()7, ]

o —

ile, T, ((£Y/77)) ‘nin tamlanmis: F,((tV/7%)), aym mutlak Galois gruplarma sahiptir.

Verilen bir K degerlendirme cisminin bir L/K cebirsel geniglemesi verildiginde,

L cismi iizerindeki K’den elde edilen degerlendirme ayrik olmayabilir.

Ornek 6.5
K = Q, p-sel saylar cismi ele alindiginda, her n = 0 tamsayist igin, p/m e (QTP
‘dir. Fakat v,(p'/™) = 1/n “dir.

Tanim 6.5
Kalimtr cisminin karakteristigi p olan bir (K, vi) arsimetsel olmayan tam deger-

lendirme cismi, eger asagqidaki kosullar saglaniyorsa bir miikemmelimsi cisimdir:
(i) v (K*) ayrik degildir;

(i1) Ok tamsayr halkast i¢in, Ok /(p) tzerinde, Frob, : x — xP Frobenius gin-

dermesi tizerine bir gondermedir.

Ornek 6.6
Cebirsel olarak kapali, iizerinde tanvmly arsimetsel olmayan bir v degerlendirmesi

i¢in, karakteristigi p olan bir kalinty cismine sahip bir cisim mikemmelimsidir.

Ornek 6.7

—_—

Qu(Cpe ), Fp((£1/P7)) miikemmelimsi cisimlerdir.

Ornek 6.8
Q,(pYP") = ", Q,(p7") olmak dizere, Q,(p'/P™) miikemmelimsidir.

Ornek 6.9

Qp, F,, cisimleri mikemmelimsi degildur.

46



Lemma 6.1 ([16], Proposition 1.14)

Verilen bir K miikemmelimsi cismi i¢in,

(i) lim Ok uzdigimsel limiti, uzerindek: bilesen bilesene ¢arpma islema ile bir-
likte monoid yapisina sahiptir; lim Ok /(p) ise bir halkadwr. Bununla bir-

x—xP

likte,
lim Og — lim Ok/(p)

r—xP x—xP

dogal gondermesi, bir carpimsal monoid izomorfizmasidar.

(i1) Onceki sikky kullanarak, tizerinde elde edilen halka yapusu ile birlikte, lim O,

karakteristigi p olan bir degerlendirme halkasi olur.

Tanim 6.6
(i) Verilen K mikemmelimsi cismi igin, lim O iizerindeki Lemma |6.1) "de
x—xP

elde edilen degerlendirme halkasi yapisina gore, kesirler cismi

K’ := lim K

waP
ile gosterilir. K° cismine, K cisminin tilti ade verilir.
(i) Her a = (ag,a,...) € K° i¢in, 1(a) = aq ile tanamb
t K> K
gondermesine ters tiltleme gondermesi (untilting map) denir.

Ornek 6.10
Qy(p'7" ) = B, ((t77)) ‘dir. Burada, t = (p,p'/?,p'7",...).

Onerme 6.3 ([16], Proposition 1.14)
Her v € K® igin, x — |f(x)| ile tamwmh | - | : K** — R norm géndermesi ile
birlikte, K° cismi, K ile aym degerlendirme halkast ve ayn kalinty cismine sahip,

karakteristigi p olan bir mikemmelimsi cisimdir.

Teorem 6.5 (Genellestirilmis Fontaine-Wintenberger teoremi)

Diyelim ki K bir miikemmelimsi cisim olsun. Bu durumda, K ‘nin her L/K sonlu
genislemesi icin, L — L’ gondermesi, K ’nin sonlu genislemeleri ile K° 'nin sonlu
geniglemeleri arasinda bire-bir eslesme tanvmlar. Dahasi, L/K sonlu genislemesi-
nin Galois olabilmesi icin gerek ve yeter kosul L*’/Kb sonlu genislemesinin Galois

olmasidir. Sonug¢ olarak

GK x>~ GKb
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saglanar.

Kanit. Bkz. |21]

48



7. NORMLAR CISIMLERI ve o
YEREL ABELYEN OLMAYAN SINIF CISIM KURAMI

Bu béliimde, Koch’un yaklagimina gore yerel abelyen olmayan siif cisim kurami-
nin ingasi probleminin ¢oziimiinde Fontaine ve Wintenberger’in normlar cisimleri
teorisinin uygulangi ile, Buse Firat tarafindan yapilan, [10] ¢ahgmasidaki, Cahit
Arf’in belli semboller kullanarak (Arf sembolleri) E = F,(())(tY" : n e Z,p { n)
olmak {izere, G mutlak Galois grubunu betimledigi [I] ¢aliymasini, herhangi bir
yerel cismin mutlak Galois grubunun betimlenmesinin elde ediliginde, gene Fon-

taine ve Wintenberger’in normlar cisimleri teorisinin uygulanigi 6zetlenecektir.

7.1 Koch’un yaklasimina gore

yerel abelyen olmayan sinif cisim kuram

Verilen K yerel cisminin Galois geniglemelerinin aritmetik yapisini, taban cisim K
'yve bagli cebirsel ve analitik objeler yardimiyla betimlenmesi problemi, “yerel sinif
cisim kurami”, olarak adlandirilan, sayilar kuraminin merkezi problemlerinden
birisidir. Verilen, K yerel cisminin abelyen genislemeleri i¢in problemin ¢6ziimii,

Artin karsilikliaik tasvir: olarak adlandirilan,
Artg : G225 K>

“dogal”, cebirsel topolojik eglesmeleri ile verilir. Burada, G2 ile, K nin K®" i¢in-
deki maksimal abelyen geniglemesi K?" olmak iizere, G3> = Gal(K*"/K) Galois
grubu; K~ ile, K grubunun izdiistimsel tamlanigini gosteriyoruz. Artx 'nin do-
galligi ile de, s6z konusu eglesmenin fonktorsel ve dallanma kuramsal belli bagh
ozellikleri sagladig anlagilmaktadir. Detaylar igin bkz. [2], [19]. Problemin, abel-
yen olmayan genislemeleri de igerecek sekilde ¢oziimii i¢in, biri Langlands’in, di-
geri Koch’un olmak {izere iki farklh yaklagim vardir. Koch'un yaklagimina gore
yerel abelyen olmayan sinif cisim kuraminin ingasinda, APF geniglemeleri ve
Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri kavramlar: 6nemli rol oynar.

Koch felsefesine gore yerel sinif cisim kurami, genelleme sirasina gore Ozetlenirse,
Koch ve de Shalit, [17] galigmalarinda, K yerel cisminin 2-abelyen geniglemelerinin

aritmetik yapilarini betimlemislerdir. Burada n-abelyen genisleme demekle, K 'nin
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bir L/K geniglemesi i¢in, Gal(L/K') Galois grubunun n’inci degismeli yapan altg-
rubunun (commutator subgroup) birim grup oldugu anlagilmaktadir. Gurevich,
[11] ¢alismasinda, bu teoriyi n-abelyen geniglemeler igin genellemistir. Laubie de,
[18] calismasinda Koch de Shalit’in ¢aligmasini genelleyerek, K™4/K maksimal
dallanmamig geniglemesinin Frobenius otomorfizmasinin K" cismine, sabitlen-

mig bir geniglemesi (K tizerindeki Lubin-Tate parcalanigi) ¢ olmak iizere
A Gy -~ g(SOK

cebirsel ve topolojik izomorfizmasi inga etmis (Laubie kargihklilik tasviri) ve bu
tasvirin belli “dogallik” kogullarini sagladigini gostermistir. Burada g(‘PK topolo-
jik grubu, K yerel cisminin APF geniglemeleri ve normlar cisimleri ile, Koch ve de
Shalit’in ingasina bagh olarak tanmimhdir. Fesenko [4, [5, [6] ¢alismalarinda, ¢ ile,
K yerel cisminin K™ maksimal dallanmamis genislemesinin Frobenius otomorfiz-
masinin K" cismine olan sabitlenmis bir geniglemesi (K tizerindeki Lubin-Tate

parcalanisi); K, ile, ¢k 'nin sabitlenmis cismi gosterilmek iizere,
szlfi') Ga'l(L/K) - UO L/K)/YL/K

cebirsel ve topolojik izomorfizmasini inga etmis (Fesenko karsiliklilik tasviri) ve
bu izomorfizmanin gerekli “dogallik” sartlarini sagladigini kanitlamigtir. Burada
X(L/K ), APF geniglemesi L/K’ye bagh X(L/K) normlar cisminin maksimal

nd>

dallanmamig geniglemesi X(L/K)"’'min tamlanig

X(L/K)™ = X(L/K)

olmak iizere, Ug (LK) ile gosterilen cebirsel yapi, X(L/K) 'nin Fesenko elmas grubu

olarak adlandirilan
U(}

X(L/K) S

Uk(r/x)

altgrubudur. Diger taraftan, p, ile, birimin p’inci kdklerini igeren grup gosterilmesi

kaydiyla, U elmas grubunun Y7,k altgrubu ise,

X(L/K)
1) UX(L/K) - YL/K )
ii) her o, 7 € Gal(L/K) igin Q)(L“f;{)( T) = @g‘;ff{) (U)(I)(L“;I;{) (1)7
kogullarin saglayacak sekilde tanimhdir. Fakat Y7 x grubunun varhg: igin, p, ile,
birimin p’inci kdklerini igeren grup gosterilmesi kaydiyla,
py © K (7.1)

varsayimina ihtiyag vardir (p asal sayis1 ki kalinti cisminin karakteristigi idi).
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Fesenko, bu teorinin 6zel bir durumu olarak Koch-de Shalit ve Gurevich’in teori-

lerinin elde edilebilecegini gostermistir.

Daha sonra Ikeda ve Serbest’in [12] [13] calismalarmda, Fesenkonun teorisi K <
L < K@g{ kogulunu saglayan APF genislemeleri i¢in genellenmistir. Burada d
sayisl k1/Kxk genislemesinin derecesidir. K cisminin L igindeki maksimal dallan-
mamig alt genislemesi

Ly=Ln K=K}

ile gosterilirse, Ly iizerindeki bir Lubin-Tate parcalanisi ¢, = ¢% olur. Buna

gore, Tkeda ve Serbest, verilen her o € Gal(L/K) igin 0|, = ¢ sart1 altinda
) 0 (Artuycle), @5 (937 0)
kuraliyla tanimli, genellestirilmis Fesenko karsiliklilik semboli olarak adlandirilan
®7%) : Gal(L/K) — K* /NigicLg < Ug 0 /Yo,
cebirsel ve topolojik izomorfizmasini insa etmisler ve gene bu izomorfizmanin

gerekli “dogallik” sartlarimi sagladigini gostermislerdir.

Ikeda ve Serbest’in [14] ¢aligmalarinda ise, her bir n, d pozitif tamsay: ikilisi igin,
F&n) ile, K3 cisminin K, ol igindeki biricik maksimal n-abelyen geniglemeleri gos-

terilmek tizere, G mutlak Galois grubunun

G = lim Gal(I}"/K)
(n.d)

izdiistimsel limiti olarak elde edilebildigini kanitlamiglar; bununla birlikte, Fﬁln) /K
geniglemelerinin APF' olmasi ve n’ < n ve d'|d igin, Fgf/) c Fé") olmasindan yola

gikarak,

() o g/ YF&”/K?)

=Z><LiLnU§§(

n Y n n
(n,d) rg )/Ki}d)/ /Ky

grubunu inga etmiglerdir. Sonrasinda da, K yerel cismi i¢in bir
@(@K) -G ~ V(SDK) (7 2)
K . K -—> K .

dogal topolojik grup izomorfizmasimi elde etmiglerdir (bu gahigmada bu tasvire
Ikeda-Serbest karsibkhlk tasviri adim verecegiz). Kazancioglumun [I5] doktora

tezinde, Laubienin ve Ikeda-Serbest’in tasvirlerinin birbirlerine denk olduklar
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kanitlanmigtir.

Ikeda ve Serbest’in ingasi icin K yerel cismi icin (7.1)) varsayimina ihtiyac vardir.
Bununla birlikte, sart1 gozetilmeyen bir K yerel cismi i¢in, birimin p’inci
ilkel kokii ¢, i¢in, K, = K((,) olmak iizere, K yerel cisminin abelyen kargihiklilik

ilkesinin izomorfizma teoreminden,
ArtKo/K : Gal(Ko/K) = KX/NKO/KKOX

ile, K, yerel cismi i¢in

¢§?0K0) : GKO — V%OKO)

Ikeda-Serbest yerel karsihkhilik tasviri tanimlidir. Bedikyan'n [3] calismasinda,

bu tasvirler uygun bir gekilde bir araya getirilerek

~

@\e0) . G = v (7.3)

cebirsel ve topolojik izomorfizmasi elde edilebildigi gosterilmigtir. Burada, V%KO)
topolojik grubu, K* /Ny, kK ile, V(IfOKO) gruplarina bagh olarak tanimhdir. bu-
nunla birlikte, V%KO) kargiliklilik tasvirinin gerekli “dogal” 6zelliklerinin saglan-

dig1 de gosterilmigtir. Buna gore,

(i) Verilen K yerel cisminin herhangi bir L/K sonlu Galois geniglemesi i¢in, p
asal sayis1 A'nin kalint1 cisminin karakteristigi olmak iizere, birimin p’inci
ilkel kokii ¢, icin, K, = K((,) ve L, = L((,) cisimleri olsun. Bu durumda,
@%KO) ile, (|7.3]) numarali izomorfizmay1 gostermek iizere, V%KO)

@gKO)(GL) kapal altgrubu

grubunun

Ny i= i) (Gr) = 87 (Guy) % Nuc L/ Nicysic Ky

olarak hesaplanmigtir. Burada, @%ﬂKO) ile, K icin (7.2)) ile gosterilen Ikeda-
Serbest karsiliklilik tasviri gosterilmektedir. Eger L/K sonsuz Galois genis-

lemesiyse, K < E < L sonlu altgeniglemeler olmak {izere,
./\/ L = ﬂ N E,
E

olarak tanimlanmigtir.
(ii) Verilen K yerel cisminin herhangi bir L/K Galois geniglemesi i¢in,

(PKq)
d, 01 1S
q)(;;?) cvbemo) @ ) G B qal(L/K).

~

bileskesi olarak tanmiml siirekli homomorfizmasimin cekirdegi N7, kapal
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altgrubu olarak elde edilmistir. Boylece, her bir L/K Galois geniglemesi
icin Gal(L/K') Galois grubu ile; V%KO) /N1, gruplarinin hem cebirsel, hem
de topolojik olarak es yapili olduklar1 goriilmiigtiir.

7.2 Arf’in yaklagimina gore
herhangi bir yerel cismin

mutlak Galois grubunun betimlenmesi

Cahit Arf, [I] cahsmasinda, F,((¢)) tizerinde abelyen olmayan sinif cisim kurami
inga etmek i¢in, £ = F,((¢))(t"" : n € Z,p { n) olmak iizere, Ay = E ve her bir
n > 1 tamsayist i¢in, A,,_;’e kendi ortaya attigi n-uzunluklu Arf sembolleri adiyla
anilan belli sembolleri ekleyerek elde ettigi A, halkalar1 yardimiyla F,((£))®" cis-
mini betimlemis ve G mutlak Galois grubunu inga etmistir. Daha sonra, Firat'in
2016 yilinda gerceklestirdigi doktora ¢alismasinda, IF,((¢)) igin, Koch yaklagimina

gore yerel sinif cisim kurami neticesinde

Gal(E/Fp((1))) = Vi, )/ Naw, )

topolojik grup izomorfizmasinin mevcut olmasi ile birlikte, Gg mutlak Galois

grubunun
1 ——Gp—=Gr, (1)) — Ve, )/ Niw, ) — 1 (7.4)

kisa kesin dizisine oturmasindan hareketle, G, () mutlak Galois grubunun bir
betinmesini alde etmisgtir. Bunula birlikte, ayni ¢calismada Arf’in yaklagimini Fon-
taine ve Wintenberger’in normlar cisimleri teorisi ile birlegtirerek, herhangi bir
K yerel cisminin G mutlak Galois grubunun bir betimlenmesini elde etmistir:
Kalint1 cisminin karakteristigi kx = p olmak iizere verilen herhangi bir K yerel
cismi ve K'nin bir L/K APF geniglemesi i¢in, Fontaine-Wintenberger teoremine

gore (Teorem [6.4)),
Gal(Kayr/L) ~ GX(L/K)

izomorfizmas1 vardir. Boylece, X(L/K) ~ F,((t)) oldugundan (Boliim 6.2 'de
Fontaine-Wintenberger normlar cisimlerinin karakteristiginin > 0 oldugu goriil-
miistii. (Ayrica bkz. Teorem [.5), X(L/K)»" ve Gx(r/x) mutlak Galois grubunun
Arf sembolleri ile betimlenmesi vardir. Béylece Gal(K®"/L) Galois grubunun bir
betimlenmesi elde edilmis olur. Diger taraftan, Koch’un yaklagimina gore yerel

abelyen olmayan sif cisim kurami ile, Gal(L/K) grubunun bir betimlenmesi
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vardir. Firat, Gx mutlak Galois grubunun

1—— Gal(K®" /L) Gy —— Gal(L/K) ——1 (7.5)

kisa kesin dizisinde yer almasindan hareketle, Gal(K®"/L) ve Gal(L/K) grupla-
rinin betimlenmeleri uygun bir bicimde “yapigtirilarak”, G mutlak Galois gru-

bunun bir betimlenmesine ulagmigtir.
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8. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Wintenberger normlar cisimlerinin ingasi ve temel 6zellikleri

detayl bir gekilde ele elinmigtir. Calismanin katkilar: su sekilde 6zetlenebilir:

1. Fontaine-Wintenberger normlar cisimleri: bir K yerel cisminin L/K
APF geniglemesine bagh X(L/K') Fontaine-Wintenberger normlar cisimle-
rinin ingas1 ve temel Ozellikleriine genel bir bakis yapilmig ve s6z konusu
cisimlerin, karakteristik 0 ve karakteristik p arasindaki derin baglantilar
tizerindeki rolii vurgulanmigtir. Ayrica, teorinin miikemmelimsi cisimlere

genellestirilmesi de tartigilmigtir.

2. Yerel abelyen olmayan sinif cisim kurami: Koch’un yaklagimina gore
yerel abelyen olmayan sinif cisim kuramui ile ilgili yapilan ¢alismalar ince-
lenmig ve Fontaine-Wintenberger normlar cisimlerinin bu kuram tizerindeki
katkilar1 tartigilmigtir. Bu incelemeler, yerel sinif cisim kuram ile ilgili ca-

lismalar icin gerekli altyap: olugsmasina katki saglamigtir.

3. Yerel cisimlerin mutlak Galois gruplarinin betimlenmesi: Karak-
teristik p cisimlerin mutlak Galois gruplarinin betimlenmesi i¢in Arf’in
yaklagiminin, herhangi bir K yerel cismi i¢in genellenmesinde Fontaine-

Wintenberger normlar cisimleri teorisinin sagladigi katkilar agiklanmigtir.

Bu calisma, MSGSU Bilimsel Arastirmalar Projeleri Koordinatdrliigii'niin
24/BAP /31 numaral projesi kapsaminda desteklenmistir.

Oneriler: Bu ¢alisma, Fontaine-Wintenberger teorisinin ozellikle abelyen
olmayan yerel siif cisim kurami alanindaki.uygulanabilirligini ortaya koy-
musgtur. Ancak, K yerel cisminin (7.3) numarh denklemle verilen @%KO)
yerel abelyen olmayan kargiliklilik tarvirinin fonktorsel ozellikleri arasinda,
transfer tasvirinin (Verlagerung) insasi yoktur. Ileride bu yoénde bir calig-

tirma gergeklestirmek hedeflerimiz arasindadir.
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