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OSMANİYE KORKUT ATA ÜNİVERSİTESİ
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birliği/çokluğu ile Yüksek Lisans Tezi olarak kabul edilmiştir.
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ÖZET

SABİT BİR AÇISAL HIZLA DÖNEN FONKSİYONEL DERECELİ BASINÇLI
KAPLARIN KUVVET SERİ YÖNTEMİ İLE ELASTİK ANALİZİ

Özlem ÖCAL
Yüksek Lisans, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Durmuş YARIMPABUÇ

Şubat 2025, 51 sayfa

Bu çalışmada, elastisite teorisi kullanılarak fonksiyonel olarak derecelendirilmiş
malzemeden yapılmış izotropik dönen kalın cidarlı basınçlı kaplardaki gerilmeler
incelenmiştir. Poisson oranı dışındaki malzeme özelliklerinin radyal yönde Voigt
modeli ile değiştiği varsayılmıştır. Bu koşullar altında Navier denkleminin anali-
tik çözümü kuvvet seri çözüm yöntemi ile elde edilmiştir. Literatürde mevcut olan
çözümler, bu çalışmada elde edilen sonuçları doğrulamak için kullanılmıştır. Rasgele
seçilmiş metal ve hafif metalden oluşan malzeme çifti için farklı hacim kesir oran-
larında radyal yer değiştirme, radyal gerilim ve çevresel gerilimin nasıl etkilendiği
incelenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Elastik Analiz, Dönel Basınçlı Kaplar, Fonksiyonel
Derecelendirilmiş Malzemeler, Kuvvet Seri Yöntemi.
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ABSTRACT

ELASTIC ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED PRESSURE VESSELS
ROTATING WITH A CONSTANT ANGULAR VELOCITY USING THE POWER

SERIES METHOD

Özlem ÖCAL
M.Sc., Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Durmuş YARIMPABUÇ

February 2025, 51 pages

In this study, stresses in isotropic rotating thick walled pressure vessels made of
functionally graded material are investigated using elasticity theory. It is assumed
that the material properties except Poisson’s ratio vary in the radial direction with the
Voigt model. Under these conditions, the analytical solution of the Navier equation is
obtained by the power series solution method. The solutions available in the literature
are used to verify the results obtained in this study. It is investigated how radial
displacement, radial stress and circumferential stress are affected at different volume
fraction indices for a randomly selected material pair consisting of metal and light
metal.

Key Words: Elastic Analysis, Rotating Pressure Vessels, Functionally Graded Mate-
rials, Power Series Method.
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2. ARAŞTIRMA PROBLEMİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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dağılımları . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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𝐸 𝑓 karışımın elastik modülü
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1. GİRİŞ

1.1 Basınçlı Kaplar

Basınçlı kaplar (Şekil 1.1), içerisinde bulunan gaz veya sıvıları belirli bir basınç

düzeyinde tutan kapalı hacimli sistemlerdir. Basınç, harici bir kaynaktan veya doğrudan

veya dolaylı bir kaynaktan ısı uygulanarak veya bunların herhangi bir kombinasyonuyla

elde edilebilir. Bu kaplar genellikle petrol, gaz, kimya, gıda ve içecek, otomo-

tiv, tıp, sağlık ve ilaç endüstrileri, enerji üretim santralleri, denizcilik ve benzeri

sektörlerde ihtiyaca uygun şekilde yaygın olarak kullanılırlar. Üretim ve taşıma kolaylığı

açısından genellikle silindirik ve küresel şekillerde üretilen bu basınçlı kapların, yüksek

mukavemet, sızdırmazlık, dayanıklılık ve hafiflik gibi özelliklere sahip olması önemli

bir konudur. Endüstriyel uygulamaların yanı sıra, araştırma ve geliştirme faaliyetleri,

yeni malzemelerin ve tasarım teknolojilerinin geliştirilmesini içerir. Bu durum basınçlı

kapların sürekli olarak iyileştirilmesine ve çeşitlenmesine olanak tanır. Binalarımızda

kullanılan basınçlı kaplar ise genellikle su sistemleri, ısıtma, havalandırma ve iklim-

lendirme sistemleri gibi çeşitli uygulamalarda bulunur.

Şekil 1.1 Silindirik basınçlı kap örneği

Basınçlı kapların, kullanıldığı akışkanlara ve mekanik tasarım verilerine uygun olarak

farklı malzeme tiplerinde üretimi sağlanabilmektedir. Genellikle basınçlı kapların kar-

bon çelik, paslanma çelik, alüminyum alaşımlı, fiberglas veya kompozit vb. malzeme
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çeşitliliğinde üretimi gerçekleştirilmektedir. Karbon çelik malzeme genel endüstriyel

uygulamalarda dayanıklılık ve ekonomik oluşundan dolayı tercih edilmektedir. Paslan-

maz çelik malzeme ise korozif etkileri yüksek olabilecek akışkanlara karşı korozyon

direnci sağlaması nedeniyle kimya vb. endüstrilerde tercih sebebidir. Ancak yüksek

mukavemet ve sızdırmazlığın yanında yüksek sıcaklıklara dayanıklı ve hafif olma

özelliklerinin bir arada olması instendiğinde geleneksel malzemelerin bu ihtiyacı

karşılayamadığı görülmektedir.

Son yıllarda teknolojinin gelişmesiyle, özelliklerinde bir veya daha fazla kademeli

değişim gösteren bileşenlere yönelik malzemelerin sentezlenmesi mümkün hale

gelmiştir. Bileşenleri homojen olmayan bu kompozit malzemeler literatürde Fonk-

siyonel Dereceli Malzemeler (FDM) olarak adlandırıldı. Bu tip bileşimlerde malzeme

özellikleri geometriye de bağlı olarak malzemenin eksenkeri boyunca değişiklik

gösterir. Bu tip bileşimlerde özel ihtiyaca uygun endüstriyel malzemenin üretilmesi

mümkün olmaktadır. Ancak bu malzemelerin üretimleri oldukça maliyetlidir. Bu

sebeple, farklı malzeme bileşenleri içeren ve homojen malzemelere göre daha hafif

basınçlı kapların üretilmeden önce aşınmaya karşı direncini analiz etmek için gerilme

analizlerinin incelenmesi gerekmektedir.

1.2 Literatür Özeti

Son yıllarda, kompozit ve fonksiyonel dereceli basınçlı kaplar üzerine çok fazla çalışma

yapılmıştır. Homojen malzemelere göre daha hafif, aşınmalara ve çevre koşullarına daha

dayanıklı malzeme ihtiyacı bu alandaki çalışmaları fonksiyonel dereceli malzemeler

üzerine yoğunlaştırmıştır. Bunlardan bazıları kronolojik sıralamaya göre aşağıda

verilmiştir.

Horgan ve Chan [1], fonksiyonel derecelendirilmiş izotropik doğrusal elastik

malzemeler için basınçlı içi boş silindir ve diski incelemiştir. Basınçlı homojen

izotropik içi boş dairesel silindir veya disk için klasik Lamé problemlerinin benzeri

dikkate alınmıştır. Poisson oranı hariç malzeme özeliklerinin radyal yönde değiştiği

varsayılmıştır. Düzgün iç ve/veya dış basınca maruz bırakılmış doğrusal elastik
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izotropik içi boş dairesel silindir ve disklerde, foksiyonel derecelendirilmiş malzemenin

gerilmeler üzerine etkileri araştırılmıştır. Homojen olmayan silindirin veya diskin stres

tepkisinin homojen cisminkinden önemli ölçüde farklı olduğu gösterilmiştir.

Tutuncu ve Öztürk [2] fonksiyonel olarak derecelendirilmiş basınçlı kaplardaki gerilim-

ler için kesin çözümü araştırmışlardır. Sadece iç basınca maruz bırakılmış fonksiyonel

derecelendirilmiş silindirik ve küresel kaplardaki gerilimler ve yer değiştirmeler için ka-

palı form çözümleri, sonsuz küçük elastisite teorisi kullanılarak elde etmişlerdir. Basit

bir kuvvet kuralına göre malzeme sertliğinin duvar kalınlığı boyunca değiştiği ve Pois-

son oranının sabit olduğu varsayılmıştır. Keyfi seçilen homojensizlik sabitlerine bağlı

gerilim dağılımları homojen durumla karşılaştırılarak grafikler halinde sunulmuştur. İç

yüzeye yakın yerlerde daha yüksek sertliğe sahip olan malzeme seçildiğinde, uygu-

lanan basıncı daha iyi taşıyacağı ve dolayısı ile duvar kalınlığı boyunca gerilimlerin

azalacağı ifade edilmiştir. Bu çalışmada sunulan homojensizlik sabitinin, gerilme

dağılımlarının özel uygulamalara göre uyarlanabilmesi açısından yararlı bir parametre

olduğu gözlemlenmiştir.

You vd. [3], içten basınca maruz bırakılmış kalın cidarlı fonksiyonel olarak

derecelendirilmiş küresel basınçlı kapların elastik analizi için analitik bir yöntem

sunmuşlardır. Biri kabın iç ve dış yüzeylerine yakın iki homojen katmandan ve biri or-

tada işlevsel olarak derecelendirilmiş katmandan oluşan, ve diğeri ise yalnızca işlevsel

olarak derecelendirilmiş malzemelerden oluşan iki tür basınçlı kap dikkate alınmıştır.

Üç farklı tabakadan oluşan kaplardaki deformasyon ve gerilmeler üzerinde dış tabakanın

Young modülü ile orta tabakanın Young modülü ve geometrik büyüklüğünün etki-

leri incelenmiştir. Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemeden oluşan basınçlı

kaplarda neredeyse sabit bir çevresel gerilim elde etmek için bir yöntem araştırılmıştır.

Önerilen yaklaşımı sayısal yöntemle karşılaştırarak, çok hızlı yakınsadığını ve iyi bir

doğruluğa sahip olduğunu göstermişlerdir.

Dai vd. [4], düzgün bir manyetik alana yerleştirilen ve iç basınca maruz kalan fonksi-

yonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel kapların manyetoelastik davranışa yönelik

analitik çözüm sunulmuştur. Fonksiyonel derecelendirilmiş silindir ve küresel kaplar-

daki deplasman, gerilme ve manyetik alan vektörünün pertürbasyonu için analitik
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çözümler manyetoelastitenin sonsuz küçük teorisi kullanılarak elde edilmiştir. Malzeme

sertliğinin ve manyetik geçirgenliğinin duvar kalınlığı boyunca kuvvet kuralına göre

değiştiği ve Poisson oranının sabit olduğu varsayılmıştır. Homojensizlik sabite bağlı

olarak elde edilen gerilme ve manyetik alan vektörü dağılımları homojen malzemeli

basınçlı kaplarla karşılaştırılmıştır. Bu çalışmada kullanılan homojensizlik sabitleri,

gerilme ve manyetik alan vektör dağılımlarındaki bozunmaları göstermek için rasgele

seçilmiştir. Homojensizlik sabitlerinin, manyetik alan vektör dağılımındaki gerilmeler

ve bozulmaları kontrol etmek açısından yararlı bir parametre olduğu ifade edilmiştir.

You vd. [5], iç basınca maruz bırakılmış fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın

cidarlı silindirik kaplardaki akma defarmasyonları ve gerilmelerini incelenmişlerdir.

Norton yasasında yer alan malzeme parametrelerini radyal koordinatın fonksiyonları

olarak alarak, gerilme oranı-gerilme ilişkileri, Norton yasası, deformasyon uyumluluk

koşulu ve eksenel simetrik, düzlem gerilme problemlerinin denge denkleminden basit ve

doğru bir yöntem geliştirmişlerdir. Önerilen yaklaşım ile kalın cidarlı silindirik kaplar-

daki gerilmeleri ve akma gerilme oranlarını hesaplamak için kullanılmıştır. Malzeme

parametrelerinin radyal yön boyunca değişimlerinin kaplardaki gerilmeleri nasıl etki-

lediği incelenmiştir. Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemelerden yapılmış ve

iç basınca maruz kalan kalın cidarlı silindirik kaplarda, bu parametrelerin özellikle

çevresel ve eksenel yönlerdeki gerilmeleri büyük ölçüde etkilediği bulunmuştur.

Chen ve Lin [6] fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemelerden yapılmış kalın

silindirik ve küresel basınçlı kapların elastik analizini sunmuşlardır. Malzeme

özelliklerinin radyal yönde üstel değiştiği varsayılmıştır. Sistemi modelleyen adi di-

feransiyel denklem Runge-Kutta yönteminin kullanıldığı sayısal bir entegrasyon kul-

lanılarak çözülmüştür. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme özelliklerinin radyal

yön boyunca gerilme dağılımları üzerine önemli bir etkiye sahip olduğu gösterilmiştir.

Elde edilen sonuçların, makul bir gerilim dağılımına sahip fonksiyonel derecelendirilmiş

malzemeden yapılmış bir basınçlı kap tasarlamalarına yardımcı olacağı ifade edilmiştir.

Akis [7], fonksiyonel derecelendirilmiş küresel basınçlı kapların elastoplastik analizini

sunmuştur. Tamamen elastik, kısmen plastik ve tamamen plastik gerilme durumları,

küçük deformosyon teorisi kullanılarak analitik olarak çözülmüştür. Küresel basınçlı
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kapların elastiklik modülü ile tek eksenli akma limitinin radyal yönde doğrusal ol-

mayan bir şekilde değiştiği varsayılmıştır. Plastik model, Tresca’nın akma kriterine

ve idael plastik malzeme davranışına dayandırılarak ele alınmıştır. Homojen küresel

basınç kaplar için iç yüzeyin kritik olduğunu ve basıncın elastik sınırına ulaştığında

iç yüzeyde akma başladığı belirtilmiş. Ancak fonksiyonel derecelendirilmiş küresel

basınçlı kaplar için plastik deformasyon; iç yüzeyde, dış yüzeyde, her iki yüzeyde aynı

anda veya fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme parametrelerinin radyal değişimine

bağlı olarak cidarın herhangi bir yerinde başlayabileceği gösterilmiştir. Farklı başlangıç

akma modlarına karşılık gelen elastik sınır iç basınçları için analitik ifadeler türetilmiştir.

Homojen bir küresel basınçlı kap durumundan farklı olarak, işlevsel derecelendirme

parametrelerinin radyal değişimi nedeniyle farklı plastikleştirme modlarının meydana

gelebileceğini göstermiştir. Ayrıca, tüm bu durumların kısmen plastik ve tamamen

plastik tepkileri incelenmiştir.

Jahromi vd. [8], otofretaj kaplarındaki kalıntı gerilmeler için sistematik bir analiz

sunmuşlardır. Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş metal-seramik kompozitten

yapılmış, otofretlenmiş kalın bir kaptaki kalıntı gerilmeleri incelemek için, değişken

elastik ve plastik özelliklere sahip malzemeler için Değişken Malzeme Özelliği

yönteminin bir uzantısını kullanmışlardır. Metal kabın, iç yarıçaptan dış yarıçapa

doğru artan seramik hacim oranına sahip seramik parçacıklarla güçlendirilmesinin,

otofretlenmiş bir kabın iç bölümündeki sıkıştırılmış kalıntı gerilimlerin büyüklüğünü

artırdığı ve böylece kabın daha iyi yorulma ömrüne ve yük taşıma kapasitesine yol

açabileceği gösterilmiştir. Kalın bir kapta seramik parçacık mukavemetinin ve mekansal

dağılımının ve ayrıca otofretlenmiş basıncın indüklenen kalıntı gerilimler üzerindeki

rolünü vurgulamak için parametrik bir çalışma yapılmıştır. Otofretajlı kapların yorulma

ömrü ve yük taşıma kapasitesi indüklenen kalıntı gerilmelere bağlı olduğundan, işlevsel

olarak derecelendirilmiş malzemeler otofretajlı kapların performansını artırmak için

yeni fırsatlar sağlayabileceği ifade edilmiştir.

Maleki vd. [9], farklı otofretaj basınçlara maruz kalan otofretajlı homojen küresel

basınçlı kaplardaki artık gerilme dağılımlarını incelemişlerdir. Değişen malzeme

özellikleri için Değişken Malzeme Özelliği yönteminin bir uzantısını kullanmışlardır.
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Değişken Bauschinger etkisi dikkate alınarak, Değişken Malzeme Özelliği yöntemini

hem yükleme hem de boşaltma sırasında gerçek malzeme davranışına dayalı küresel

kapların analizleri için uygulanabilir hale getirmişlerdir. Sonlu elemanlar yöntemi

kullanılarak belirlenen kalıntı gerilimler, değişken malzeme özelliği sonuçlarıyla

karşılaştırılmış ve basitleştirilmiş malzeme modellerinin kullanılmasının, özellikle

kabın iç yüzeyine yakın çembersel kalıntı geriliminin tahmininde önemli hatalara ne-

den olabileceği gösterilmiştir. Parametrik bir çalışma gerçekleştirilerek, istenen kalıntı

gerilim durumunu oluşturmak için optimum otofretaj basıncı ve buna karşılık gelen

otofretaj yüzdesi belirlenmiştir.

Dai vd. [10], mekanik yük ve elektriksel uyarım etkisi altındaki foksiyonel

derecelendirilmiş piezoelektrik içi boş silindirik ve küresel kaplardaki gerilme ana-

lizi analitik olarak sunulmuştur. Malzemenin mekanik, piezoelektrik ve dielektrik

özelliklerinin radyal yönde aynı kuvvet kuralına göre değiştiği varsayılmıştır. Son-

suz küçük piezoelastisite teorisi kullanılarak içi boş küresel silindirik yapılardaki yer

değiştirme, gerilimler ve elektrik potansiyeli için kapalı form çözümler elde edilmiştir.

Bu çözümler kullanılarak, bileşenlerin hacimsel oranını, gözenekliliğin piezoelastik

gerilmelerin ve elektrik potansiyeli üzerindeki etkisini anlamanın yanında optimum

silindirik ve küresel yapılar tasarlamayı amaçlamışlardır. Malzemelerin homojen-

sizlik parametresinin farklı değerleri için sayısal örnekler ve grafikler sunularak bu

katsayının önemi vurgulanmıştır. Homojensizlik parametresinin belirli değerlerinde

piezoelastik tepkileri optimize edilebileceği ifade edilmiştir. Elektrik yüklerinin olduğu

ve olmadığı durumlar incelendiğinde, sonuçlarda farklı karakteristiklerin oluştuğunu

gözlemlemişlerdir. Farklı yük dağılımları kullanarak silindirik ve küresel yapılarda

gerilme dağılımları ile elektrik potansiyelinin kontrol edilebileceğini göstermişlerdir.

Sayısal sonuçlarda homojensizlik parametresinin gerilmeler ve elektrik potansiyeli

üzerinde büyük etkisi olduğunu ve özel gereksinimli mühendislik tasarımında kul-

lanılabileceğini belirtmişlerdir.

Nejad vd. [11], iç ve dış cidarda sabit basınca maruz bırakılmış fonksiyonel olarak

derecelendirilmiş izotropik dönen kalın cidarlı silindirik basınç kaplarındaki gerilmeleri,

elastisite teorisi kullanarak radyal yönün bir fonksiyonu olarak elde etmişlerdir. Poisson
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oranı hariç malzeme özelliklerinin silindirin yarıçapının bir kuvvet yasası fonksiyonuna

bağlı olarak değiştiği varsayılmıştır. Navier denkleminin analitik çözümünü düzlem

şekil değiştirme, düzlem gerilim ve kapalı uçlu silindir koşulları için elde etmişlerdir.

Elastik modülünün farklı homojensizlik parametrelerinde, radyal yerdeğiştirme, radyal

gerilim ve çevresel gerilim incelenmiştir. Radyal doğrultudaki gerilmelerin değişimini

en aza indirecek ve malzemenin optimum kullanımını sağlayacak şekilde optimum bir

homojensizlik değeri bulmanın mümkün olduğu ifade edilmiştir.

Sadeghian vd. [12], fonksiyonel derecelendirilmiş küresel basınçlı bir kaptaki elastik ve

mükemmel plastik termal gerilme dağılımlarını ayrı ayrı ve birleştirilerek ele almışlardır.

Analizde, Trescca akma kriteri ve küçük deformasyon teorisi kullanılmıştır. Poisson

oranı hariç, elastik modülü, akma gerilimi, ısı iletim katsayısı ve ısıl genleşme kat-

sayısı içeren dört karakteristik faktör, yarıçapına bağlı olarak kuvvet kuralına göre

değiştiği varsayılmıştır. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemenin yapısı, basınç ve

sıcaklığın kararlı durum dağılımı, plastik bölgenin yayılmasını ve büyümesini etkile-

yebileceği öngörülmüştür. Bu genelleştirilmiş homojen olmayan durumdaki homo-

jen malzemelerin aksine, plastik bölgenin sürekli büyüyen alanının mutlaka içeride

başlamadığı görülmüştür. Bu bağlamda plastik bölgenin artması ve büyümesinin

içeride, dışarıda, radyal eksenin ortasında veya içeriden veya dışarıdan aynı anda

başlayacağına dair farklı senaryolar düşünülebileceği ifade edilmiştir. Tüm katego-

rileri benzersiz bir çerçeveye sığdırmak için malzeme parametrelerinin akma modelini

nasıl etkiliyebileceğini gösteren bazı monografiler sunulmuştur.

Son vd. [13], yakıt hücreli araçlar için önceden ayarlanmış sarım desenine sahip bir

Tip III hidrojen basınç kabının otofretaj işlemi sonlu elemanlar analizini sunmuşlardır.

Kesin bir sonlu elemanlar analizi için, kompozit katmanlar için katman bazlı model-

leme tekniği kullanılmış; kubbe kısmındaki lifler için tam sarım açısını belirlemek

üzere bir kontur fonksiyonu türetilmiş ve tam kompozit kalınlığı da dikkate alınmıştır.

En uygun otofretaj basıncını belirlemek için, basınçlı kap tasarımına ilişkin ulus-

lararası düzenlemeler dikkate alınarak basınçlı kabın iç basıncına göre gerilim analizi

yapılmıştır. Minimum gerilim oranı, kalıcı hacimsel genleşme ve oluşan kalıntı geri-

lim araştırılmış ve anizotropik kompozitlerin çeşitli arıza kriterlerinin uygulanmasıyla
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basınçlı kabın minimum patlama basıncı altında arızası tahmin edilmiştir.

Kashkoli ve Nejad [14], malzemenin termo-akma tepkisinin Norton yasası tarafından

yönetildiğini varsayarak, homojen kalın cidarlı silindirik basınç kaplarının zamana

bağlı akma gerilmeleri ve yer değiştirmelerinin hesaplanması için analitik bir çözüm

sunmuşlardır. İç ve dış cidarda sabit basınç uygulanmış, iç yüzeyde düzgün bir ısı akışı

ve dış yüzeyde ise bir hava akımı olduğu varsayılmıştır. Analitik çözüm hem düzlemsel

gerilme hem de düzlemsel gerilim koşulları için elde edilmiştir. Silindirdeki sıcaklık

dağılımını elde etmek için kutupsal kordinatlardaki tek boyutlu problem için ısı iletim

denklemi kullanılmıştır. Düzlemsel gerilme durumunda 10 saatlik akma sonrası gerilme

dağılımına göre, hem radyal hem de çevresel gerilmelerin tüm silindir yarıçapı boyunca

sıkıştırma yönünde olduğu gözlemlenmiştir. Düzlemsel gerilme durumunda 10 saatlik

akma sonrası gerilme dağılımına göre, üç gerilimin de maksimum değeri sıfıra eşit bir

zamandadır, başka bir deyişle üç gerilmenin de zaman arttıkça azaldığı ifade edilmiştir.

Nejad ve Kashkoli [15], dönen kalın cidarlı fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik

basınçlı kaplar için zamana bağlı termoelastik akma tepkisini, Norton modelinde

açıklandığı şekliyle basınç kaplar için araştırmışlardır. Sabit alınan Poisson oranı

dışındaki malzeme özelliklerinin yarıçapa bağlı bir kuvvet kuralına göre değiştiği

varsayılmıştır. Doğrusal elastik davranışa sahip malzemelerin çözümü için malzeme

akma davranışı ve sıfıra eşit bir zamanda gerilmeler alınmıştır. Denge, gerilim-yer

değiştirme ve şekil değiştirme-yer değiştirme denklemleri kullanılarak, yer değiştirme

için bir diferansiyel denklem elde edilip sıfıra eşit bir zamandaki gerilimler anali-

tik olarak elde edilmiştir. Çok eksenli formdaki Norton yasası kullanılarak, radyal

yer değiştirme oranı elde edilmiş ve daha sonra düzlemsel gerinim ve düzlemsel ger-

ilim koşulları için radyal, çevresel ve eksenel akma gerilim oranları hesaplanmıştır. İç

yüzeyin düzgün bir akıya ve dış yüzeyin bir hava akımına maruz kaldığı varsayılarak, ku-

tupsal koordinatlarda tek boyutlu problem için ısı iletim denklemi, silindirdeki sıcaklık

dağılımını elde etmek için kullanılmıştır. Homojensizlik parametresinin farklı değerleri

için akma gerilimleri, gerinimleri ve radyal yer değiştirmeler boyutsuz yarıçap ve zaman

yönünde hesaplanmıştır. Homojenlik katsayılarının akma gerilimlerinin ve radyal yer

değiştirme dağılımları üzerinde önemli bir etkiye sahip olduğu bulunmuştur.
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Wang vd. [16], iç basınca ve termal yüke maruz bırakılmış fonksiyonel dereceli kapla-

malı basınçlı kaptaki gerilim dağılımını hesaplamak için kapalı form bir analitik çözüm

türetmişlerdir. Analitik çözümü doğrulamak için, sonlu elemanlar yöntemi kullanılarak

sayısal bir çözüm de oluşturulmuştur. Analitik çözümün sayısal çözümlerle iyi uyuştuğu

bulunmuş ve fonksiyonel dereceli kaplamanın termomekanik özellikleri de ayrıntılı

olarak tartışılmıştır. Farklı basınçlı kabın karşılaştırmalı analizi yapılarak, fonksiyonel

dereceli kaplamanın iyi arayüz özelliği ve güçlü ısı direnci performansı gibi birçok avan-

tajı olduğu gösterilmiştir. Elde edilen çözümün, yük taşıma kapasitesini iyileştirecek ve

basınçlı kapların uygulama ortamını genişletecek fonksiyonel dereceli kaplamalı veya

ince cidarlı yapılara sahip basınçlı kapların doğru hesaplanması ve bilimsel tasarımı

için yararlı olacağı ifade edilmiştir.

Jabbari vd. [17], yüksek mertebeden kesme deformasyon teorisi ve çok katmanlı yöntem

kullanarak, sıcaklık gradyanına ve iç düzensiz basınca maruz kalan değişken kalınlığa

sahip fonksiyonel olarak derecelendirilmiş dönen kalın silindirik basınç kaplarının ter-

moelastik analizi için yarı analitik bir çözüm sunmuşlardır. Dışbükey, doğrusal ve

içbükey olmak üzere değişken kalınlıklı üç farklı silindirik kap dikkate alınmıştır.

Poisson oranı hariç malzeme özelliklerinin, kabın eksenel yönünde kuvvet kuralına

göre değiştiği varsayılmıştır. Değişken katsayılı diferansiyel denklem sistemi çok kat-

manlı yöntem ile çözülmüştür. Yüksek mertebeden yaklaşımların radyal ve eksenel yer

değiştirmeler, von Mises gerilimi ve kesme gerilimi üzerindeki etkileri incelenmiştir.

Mekanik ve termal yüklemenin, kalınlık profili tipinin ve gradyan indeksinin silindirik

basınç kabının mekanik davranışı üzerindeki etkilerini incelemek için bazı sayısal

çözümlemeler yapılmıştır.

Mazarei vd. [18], iç yüzey düzgün bir ısı akışına ve dış yüzeyi ise bir hava akımına

maruz bırakılmış kalın cidarlı fonksiyonel derecelendirilmiş küresel kapların termo-

elasto-plastik problemini çözmek için kapalı form bir analitik çözüm sunmuşlardır.

Malzeme özelliklerindeki küçük değişiklikler nedeniyle Poisson oranı sabit tutulurken,

diğer malzeme özelliklerinin bir kuvvet yasasına bağlı olarak değiştiği varsayılmıştır.

Plastik model, mükemmel plastik malzeme davranışı varsayımı altında von Mises akma

kriterine ve bununla ilişkili akış kurallarına dayandırılmıştır. Farklı homojensizlik para-
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metreleri; sınır ısı akışı, yer değiştirme ve gerilmelerin radyal yöne göre dağılımını

incelemek için kullanılmıştır. Isı akısı ve basıncın artırılmasının plastik bölgenin

yayılması üzerindeki etkisi araştırılmıştır. Ayrıca, Poisson oranındaki değişimin kritik

malzeme parametresinin değeri üzerindeki etkisi gösterilmiştir.

Almasi vd. [19], deformasyon gradyanının çarpımsal ayrıştırılmasını kullanarak, hem

analitik hem de sayısal olarak hiperelastik kalın cidarlı silindirik bir basınç kabının

termomekanik analizini sunmuşlardır. Deneylerle mükemmel uyumu ve sıkıştırılabilir

ve özellikle sıkıştırılamaz malzemeler için üstel terimleri içermesi nedeniyle exp-exp

enerji yoğunluk fonksiyonu, elastomerlerin hiperelastik tepkisini tahmin etmek için

kullanılmıştır. Radyal ve eksenel gerilmelerin, çember gerilmesinden daha çok açısal

hızdaki değişime duyarlı olduğu bulunmuştur. Ayrıca, eksenel gerilme değişiminin,

eksenel ve çember gerilmeleri üzerinde en önemli etkiye sahip olduğu gözlemlenmiştir.

Sabit bir eksenel gerilme için eksenel gerilmenin davranışı, değerinin birden büyük

olup olmamasına bağlı olduğu, kabın iç yarıçapında ise çember gerilmesi, eksenel ger-

ilmenin çeşitli değerleri için aynı davranışa sahip olduğu görülmüştür. Pozitif sıcaklık

gradyanının dönen silindirde çekme radyal gerilimine ve basınç çember ve eksenel ge-

rilimlerine yol açtığı ve sıcaklık gradyanındaki artışın tüm gerilim bileşenlerinde artışa

yol açtığı sonucuna varılmıştır. Cidar kalınlığındaki radyal ve çember gerilimleri, ter-

mal eksenel gerilimden sıcaklık değişimine daha duyarlı olduğu ifade edilmiş. Açısal

hızın artırılması silindiri daha dengesiz hale getirirken, kararlılığın eksenel gerilmenin

birden büyük değerlerinde arttığı görülmüştür. Basınç kabının iç yarıçapındaki eksenel

gerilim ne kadar fazlaysa, o kadar kararlı olduğu sonucuna varılmıştır.

Gharibi vd. [20], hem düzlem gerilme hem de düzlem gerinim koşulları altında dönen

kalın cidarlı fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik basınç kaplarının gerilme analizini

sunmuşlardır. Poisson oranı hariç tüm malzeme özelliklerinin radyal yön boyunca üstel

fonksiyonla değiştiği varsayılmıştır. İki boyutlu elastik teorilerin ilkesi kullanılarak

Navier denklemi elde edilmiş ve bu denklemin kapalı form çözümü Frobenius yöntemi

ile elde edilmiştir. Frobenius serisi yönteminin sonuçlarıyla karşılaştırma için bir sonlu

eleman modeli geliştirilmiştir. Keyfi homojensizlik parametreleri değerleri için gerilme

analizi yapılmıştır. Homojensizlik parametresinin, basınç altındaki silindirin mekanik
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davranışları üzerinde büyük bir etkiye sahip olduğunu göstermişlerdir.

Sachdeva ve Padhee [21], fonksiyonel dereceli silindirlerin asimptotik analitik

çözümünü Varyasyonel Asimptotik Yöntemini kullanarak elde etmişlerdir. Bu

yöntemle, üç boyutlu bir elastikiyet problemi iki boyutlu doğrusal kesit problemi ve

tek boyutlu kiriş problemi olarak ayırlır. Hacim kesri değişkeni tarafından kontrol

edilen radyal olarak homojen olmayan malzeme özelliklerinden oluşan silindirik ke-

sitin değişken geometrisiyle başlayarak, üç boyutlu problem doğrusal olmayan geomet-

riye rağmen analitik olarak formüle edilmiş ve kapalı form analitik çözümler elde

edilmiştir. İç ve dış malzeme özelliklerinin, yarıçap değerlerinin ve malzeme bileşiminin

değişim eğiliminin mekanik davranış üzerindeki etkisi vurgulanmıştır. Elde edilen

analitik çözümlerin, herhangi bir fonksiyonel dereceli silindirin davranışını hızlı ve

doğru bir şekilde analiz edebileceği ve değişken sınır koşulları, yükler, malzemeler ve

geometrilere sahip herhangi bir statik ve dinamik problem için de kullanılabileceği ifade

edilmiştir.

Nematollahi vd. [22], kalın cidarlı dönen fonksiyonel derecelendirilmiş küresel bir

basınçlı kap için termal ve mekanik yer değiştirmeler, gerilmeler ve gerilmelerin anali-

tik bir çözümünü sunmuşlardır. Basınçlı kap, düzgün bir manyetik alan içinde eksenel

simetrik mekanik ve termal yüklemelere maruz bırakılmıştır. Malzeme özelliklerinin,

kalınlık boyunca kuvvet kuralına göre değiştiği kabul edilmiştir. İkinci dereceden

Navier denklemi, termal gerilmeler ve manyetik alandan kaynaklanan Lorentz kuvveti

dikkate alınarak mekanik denge denkleminden türetilip, yer değiştirme, gerilmeler ve

gerilmelerin dağılımları için Navier denkleminin kesin çözümü elde edilmiştir. Termal

yüklemenin, manyetik alanın, homojensizlik parametresinin, iç basıncın ve açısal hızın

fonksiyonel derecelendirilmiş küresel kabın manyeto-termo-elastik tepkisi üzerindeki

etkisi tartışılmıştır. Bu parametrelerin radyal yer değiştirme, radyal ve çevresel gerilme-

ler ile radyal ve çevresel gerilmelerin dağılımları üzerinde dikkate değer etkilere sahip

olduğu gözlemlenmiştir.

Temo ve Yarımpabuç [23], fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın içi boş silindirik

ve küresel basınç kaplarının düzgün manyetik alan etkisi altındaki gerilme analizi

incelemişlerdir. Basınçlı kaplar, iç yüzey saf metal ve dış yüzey saf seramik ol-
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mak üzere, malzeme özellikleri ve manyetik geçirgenliğin radyal yönde üstel olarak

derecelendirileceği şekilde tasarlanmıştır. Bu koşullar altında elde edilen değişken

katsayılı diferansiyel denklem hem tamamlayıcı fonksiyonlar yöntemi hem de pseu-

dospektral Chebyshev yöntemi ile çözülerek karşılaştırma yapılmıştır. Farklı karışım

ve düzgün manyetik alanın gerilmeler ve yer değiştirme dağılımı üzerindeki etkilerini

incelemişlerdir.

Kacar [24], basınçlı ve dönen içi boş silindir ve küre ile ince disklerin düzlem

elastikiyet denklemlerine farklı sınır ve yükleme koşulları altında kapalı form analitik

çözümler sunmuştur. Malzeme özelliklerinin kuvvet kuralına göre derecelendirildiği

varsayılmıştır. Gerilme ve yer değiştirme çözümleri elde edilmiş, iç ve dış basınçların

yokluğunda sabit bir dönme hızının etkisi de ayrı ayrı incelenmiştir.

Eker vd. [25], iç basınca maruz bırakılmış kalın cidarlı fonksiyonel derecelendirilmiş

bir silindirin elastik analizi incelenmişlerdir. Malzeme özelliklerinin kalınlık boyunca

Mori-Tanaka şeması ile derecelendirildiği varsayılmıştır. Bu koşullar altında elde ettik-

leri iki noktalı düzensiz sınır değeri problemini pseudospektral Chebyshev yöntemi ile

çözmüşlerdir. Keyfi olarak seçilen hacim kesri endeks ile iç yarıçapın, gerilme ve yer

değiştirme dağılımları üzerindeki etkisini incelemişlerdir.

Yarımpabuç ve Çalışkan [26], fonksiyonel olarak derecelendirilmiş dönen içi boş

silindirik basınç kaplarının elastik analizi incelemişlerdir. Metal ve alüminyum

karışımından kademeli olarak oluştuğu düşünülen içi boş silindirin malzeme özellikleri

Halpin-Tsai şeması kullanılarak derecelendirilmiştir. Bu koşullar altında elde

edilen değişken katsayılı sınır değer problemi pseudospektral Chebyshev yöntemi ile

çözülmüştür. Radyal gerilmelerin düşük açısal hızlarda sadece sıkıştırma yönünde

oluştıuğu, açısal hız arttırıldığında iç duvara yakın bölgelerde sıkıştırma yönünde, diğer

bölgelerde ise çekme yönünde oluştuğu görülmüştür. Düşük açısal hızlarda radyal ger-

ilmenin iç duvarda maksimum değerini alırken, dönme hızı arttıkça orta nokta civarında

maksimum değerini aldığı ifade edilmiştir. Ayrıca açısal hız arttıkça iç ve dış duvarlar

arasındaki teğetsel gerilim oranlarında çok az fark olduğu, radyal yöndeki yer değiştirme

değişiminin azalma eğiliminde olduğu, ancak dış cidarda radyal gerilmenin sıfır kabul

edilmesinden dolayı duvarın orta noktalarındaki radyal gerilimlerin değerinin arttığı

12



sonucuna varılmıştır.

1.3 Çalışmanın Kapsamı

Bu çalışmada, sabit açısal bir hızla döndürüldüğü düşünülen fonksiyonel dereceli

basınçlı silindirik ve küresel kapların elastik analizi ele alınmıştır. Elastik silindirik

ve küresel kaplar üzerindeki tüm kuvvetlerin sıfıra eşit olduğu ve yer değiştirmelerin

zamanın bir fonksiyonu olmadığı denge koşulları dikkate alınmıştır. İşlem kolaylığı

için sabit alınan Poisson oranı dışındaki malzeme özelliklerinin radyal yönde karışım

kuralı olarak da bilinen Voigt şeması ile derecelendirildiği varsayılmıştır. Bu koşullar

altında elde edilen değişken katsayılı düzensiz adi diferansiyel denklem Kuvvet Seri

Yöntemi ile analitik olarak çözülmüştür. Literatürde mevcut olan benzer bir prob-

lemin çözümü, bu çalışmada kullanılan kuvvet seri yöntemi ile çözülerek yöntemin

doğruluğu gösterilmiştir. Rasgele seçilen metal-hafif metal malzeme çifti için farklı

açısal döndürme hızlarında radyal yer değiştirmenin, radyal ve çembresel gerilmenin

nasıl değiştiği grafikler üzerinde tartışılmıştır. Ayrıca, basıncın da etkisini göstermek

için sabit açısal bir hızda farklı basınç değerleri için radyal deplasman, radyal ve

çembresel gerilmeler grafik üzerinde incelenmiştir.
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2. ARAŞTIRMA PROBLEMİ

Bu çalışmada, iç basınca ve döndürmeye maruz bırakılmış kalın cidarlı silindirik ve

küresel basınçlı kaplar ele alınmıştır. Kalın içi boş kapların iç ve dış yarıçapları sırasıyla

𝑟𝑖 ve 𝑟0 olarak alınmıştır. Fonksiyonel dereceli malzeme özelliklerinin değişiminin Voigt

homojenizasyonu ile yapıldığı ve radyal yönde değiştiği varsayılmıştır. Diğer malzeme

modellerine göre nispeten daha basit olan Voigt modelinde; Young modülü (𝐸 𝑓 ), ve

yoğunluk (ρ 𝑓 ) gibi karışımın malzeme özellikleri

𝑃 𝑓 = 𝑃𝑠𝑉𝑠 +𝑃𝑎𝑉𝑎 (2.1)

kuralına göre oluşturulmuştur. Burada 𝑃 𝑓 cidar boyunca malzeme özelliğini, 𝑃𝑠 ve 𝑃𝑎

sırasıyla katmanın iç ve dış yüzeylerinin malzeme özelliklerini temsil etmektedir. 𝑉𝑠

metal ve 𝑉𝑎 hafif metalin hacim kesir oranı olup

𝑉𝑠 +𝑉𝑎 = 1 (2.2)

şekilde alınmıştır. Voigt modelindeki 𝑉𝑎 hacim oranının aşağıdaki gibi basit bir kuvvet

kuralına bağlı olduğu varsayılmıştır:

𝑉𝑎 =

(
𝑟 − 𝑟𝑖

𝑟0 − 𝑟𝑖

) 𝑠
, 𝑉𝑠 = 1−𝑉𝑎 . (2.3)

Burada 𝑠 hacim kesir indeksi olup yanlızca pozitif değerler alır. Bu modele göre Young

modülü (𝐸 𝑓 ) ve yoğunluğun (ρ 𝑓 ) malzeme özellikleri sırsıyla

𝐸 𝑓 (𝑟) = (𝐸𝑎 −𝐸𝑠)
(
𝑟 − 𝑟𝑖

𝑟0 − 𝑟𝑖

) 𝑠
+𝐸𝑠 (2.4a)

ρ 𝑓 (𝑟) = (ρ𝑎 −ρ𝑠)
(
𝑟 − 𝑟𝑖

𝑟0 − 𝑟𝑖

) 𝑠
+ρ𝑠 (2.4b)

şeklinde olup 𝑠 ve 𝑎 alt indisleri sırasıyla metal ve hafif metal malzemeyi göstermektedir.

Bu çalışmada etkisinin az olduğu bilinen Poisson oranı (ν), çözümleri basitleştirmek

için sabit kabul edilmiştir. Bu kapların iç yüzeyinin sabit bir basıncın etkisinde olduğu

varsayılmıştır. Dolayısı ile radial gerilem için sınır koşulları

σ𝑟 (𝑟𝑖) = −𝑃, σ𝑟 (𝑟0) = 0 (2.5)

şeklinde yazılabilir. Burada σ𝑟 radyal gerilmeyi, 𝑃 ise iç yüzeydeki basıncı gösterir.
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2.1 Silindirik Basınçlı Kap

Sabit bir açısal hız 𝑤 etkisi altında metal ve hafif metal karışımından oluştuğu düşünülen

işlevsel derecelendirilmiş kalın cidarlı silindir ele alınmıştır. Aksi-simetrik düzlemsel

gerilme varsayımı altında, silindirik koordinattaki (𝑟,θ ) gerilme-gerinim ve gerinim-yer

değiştirme denklemleri aşağıdaki şekilde verilebilir:

σ𝑟 = 𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)ε𝑟 +𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)εθ (2.6a)

σθ = 𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)ε𝑟 +𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)εθ (2.6b)

ve

ε𝑟 =
𝑑𝑢

𝑑𝑟
(2.7a)

εθ =
𝑢

𝑟
(2.7b)

öyle ki

𝐶11 =
(1−ν)

(1+ν) (1−2ν) , 𝐶12 =
ν

(1+ν) (1−2ν) (2.8)

şeklindedir. Elastik silindirik kap üzerindeki tüm kuvvetlerin sıfıra eşit olduğu ve yer

değiştirmelerin zamanın bir fonksiyonu olmadığı denge koşulları altında sabit bir açısal

hız ile döndürülme etkisindeki stres-denge denklemi ise

𝑑σ𝑟

𝑑𝑟
+ σ𝑟 −σθ

𝑟
+ρ 𝑓 (𝑟)𝑤2𝑟2 = 0 (2.9)

biçimindedir. Burada, σ𝑟 , σθ , ε𝑟 , εθ ve 𝑢 sırasıyla radyal gerilme, teğetsel ger-

ilme, radyal gerinim, teğetsel gerinim ve deplasmanı göstermektedir. Gerilme-gerinim

(2.6) ve gerinim-yer değiştirme (2.7) denklemleri stres-denge denkleminde (2.9) yerine

yazılırsa, radyal deplasmana bağlı homojen olmayan adi diferansiyel denklem aşağıdaki

şekilde elde edilir:

𝑢′′+𝑄𝑐 (𝑟)𝑢′+𝑅𝑐 (𝑟)𝑢 = 𝐹𝑐 (𝑟) (2.10)
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Deplasmana bağlı sınır koşulları, korunum denklemleri (2.6)-(2.7) kullanılarak

aşağıdaki şekilde yazılabilir:[
𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)𝑢′+𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)

𝑢

𝑟

]
𝑟=𝑟𝑖

= −𝑃 (2.11a)[
𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)𝑢′+𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)

𝑢

𝑟

]
𝑟=𝑟0

= 0 (2.11b)

burada ()′ radyal yöndeki türevi ifade etmektedir.

2.2 Küresel Basınçlı Kap

Sabit bir açısal hız 𝑤 etkisi altında metal ve hafif metal karışımından oluştuğu düşünülen

işlevsel derecelendirilmiş kalın cidarlı küre ele alınmıştır. Aksi-simetrik düzlemsel

gerilme varsayımı altında, küresel koordinattaki (𝑟,θ ,φ ) gerilme-gerinim ve gerinim-

yer değiştirme denklemleri aşağıdaki şekilde verilebilir;

σ𝑟 = 𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)ε𝑟 +𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)εθ +𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)εφ (2.12a)

σθ = 𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)ε𝑟 +𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)εθ +𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)εφ (2.12b)

ve

ε𝑟 =
𝑑𝑢

𝑑𝑟
(2.13a)

εθ = εφ =
𝑢

𝑟
(2.13b)

şekllindedir. Elastik küresel kap üzerindeki tüm kuvvetlerin sıfıra eşit olduğu ve yer

değiştirmelerin zamanın bir fonksiyonu olmadığı denge koşulları altında sabit bir açısal

hız ile döndürülme etkisindeki stres-denge denklemi ise

𝑑σ𝑟

𝑑𝑟
+ 2(σ𝑟 −σθ )

𝑟
+ρ 𝑓 (𝑟)𝑤2𝑟2 = 0 (2.14)

biçimindedir. Gerilme-gerinim (2.12) ve gerinim-yer değiştirme (2.13) denklemleri

stres-denge denkleminde (2.14) yerine yazılırsa, radyal deplasmana bağlı homojen ol-

mayan adi diferansiyel denklem aşağıdaki şekilde elde edilir:

𝑢′′+𝑄𝑠 (𝑟)𝑢′+𝑅𝑠 (𝑟)𝑢 = 𝐹𝑠 (𝑟) (2.15)
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Deplasmana bağlı sınır koşulları, korunum denklemleri (2.12)-(2.13) kullanılarak

aşağıdaki şekilde yazılabilir:[
𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)𝑢′+2𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)

𝑢

𝑟

]
𝑟=𝑟𝑖

= −𝑃 (2.16a)[
𝐶11𝐸 𝑓 (𝑟)𝑢′+2𝐶12𝐸 𝑓 (𝑟)

𝑢

𝑟

]
𝑟=𝑟0

= 0 (2.16b)

burada ()′ radyal yöndeki türevi ifade etmektedir.
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2.3 Boyutsuzlaştırma

Silindirik ve küresel basınçlı kapların fonksiyonel derecelendirilmesi Voigt modeli

ile yapıldığında, analitik olarak çözümlemesi oldukça karmaşık bir adi diferansiyel

denklem ile karşılaşılmaktadır. Her iki geometri için de deplasmana bağlı diferansiyel

denklemler elde edilmeden önce, genelliği bozmadan aşağıda verilen boyutsuzlaştırma

parametrelerini kullanılarak:

𝑥 =
𝑟 − 𝑟𝑖

𝑟0 − 𝑟𝑖
, 𝑈 =

𝑢

𝑟0 − 𝑟𝑖
, 𝑆𝑟 =

σ𝑟

𝐸𝑎 −𝐸𝑠

, 𝑆θ =
σθ

𝐸𝑎 −𝐸𝑠

, 𝑅 =
𝑟𝑖

𝑟0 − 𝑟𝑖
(2.17)

denklemler boyutsuzlaştırılacaktır. Bu işlemler sırasında denklemlerin daha basit bir

formda ifade edilebilmesi için,

𝐸𝑁 =
𝐸𝑠

𝐸𝑎 −𝐸𝑠

, ρ𝑁 =
ρ𝑠

ρ𝑎 −ρ𝑠

, 𝑀𝐶1 =
ρ𝑎

𝐸𝑎 −𝐸𝑠

, 𝑀𝐶2 =
ρ𝑠

𝐸𝑎 −𝐸𝑠

, 𝑛 =
ν

1−ν
(2.18)

boyutsuz sabitleri kullanılmıştır.

2.3.1 Boyutsuz Silindirik Basınçlı Kap Denklemleri

Silindirik basınçlı kaplar için boyutsuzlaştırma denklemleri (2.17) ve boyutsuz sabitler

(2.18) kullanılarak boyutsuz gerilme-yer değiştirme denklemleri (2.6),

𝑆𝑟 (𝑥) = 𝐶11 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈 (𝑥)
𝑥+𝑅

(2.19a)

𝑆θ (𝑥) = 𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶11 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈 (𝑥)
𝑥+𝑅

(2.19b)

ile boyutsuz denge denklemi,

𝑑𝑆𝑟

𝑑𝑥
+ 𝑆𝑟 − 𝑆θ

𝑥+𝑅
+
[ (
𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 +𝑀𝐶2

]
(𝑥+𝑅)2𝑤2(𝑟0 − 𝑟𝑖)3 = 0 (2.20)

şeklinde bulunur. Boyutsuz gerilme-yer değiştirme denklemleri (2.19) stres-denge

denkleminde (2.20) yerine yazılırsa, boyutsuz radyal deplasmana bağlı lineer homojen

adi diferansiyel denklem aşağıdaki şekilde elde edilir:

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 +𝑃𝑐 (𝑥)
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑄𝑐 (𝑥)𝑈 = 𝐹𝑐(𝑥) (2.21)

öyleki
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𝑃𝑐 (𝑥) =
𝐸𝑁 + 𝑥𝑠−1(𝑅𝑠+ 𝑥+ 𝑠𝑥)

(𝑅+ 𝑥) (𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) (2.22a)

𝑄𝑐 (𝑥) =
𝑛𝑠𝑥𝑠−1

(𝑅+ 𝑥) (𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) −
1

(𝑅+ 𝑥)2 (2.22b)

𝐹𝑐(𝑥) =
𝐵𝐴3𝑤2(𝑅+ 𝑥)2 [ (𝑥𝑠 (𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
+𝑀𝐶2

]
𝐶11(𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) . (2.22c)

Deplasmana bağlı sınır koşullarının (2.11) boyutsuz formu

[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=0

= − 𝑃

𝐶11𝐸𝑠

(2.23a)[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=1

= 0 (2.23b)

şeklinde bulunur.

2.3.2 Boyutsuz Küresel Basınçlı Kap Denklemleri

Küresel basınçlı kaplar için boyutsuzlaştırma denklemleri (2.17) ve boyutsuz sabitler

(2.18) kullanılarak boyutsuz gerilme denklemleri (2.12),

𝑆𝑟 (𝑥) = 𝐶11 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈 (𝑥)
𝑥+𝑅

(2.24a)

𝑆θ (𝑥) = 𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+ (𝐶11 +𝐶12) [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈 (𝑥)
𝑥+𝑅

(2.24b)

ile boyutsuz denge denklemi,

𝑑𝑆𝑟

𝑑𝑥
+ 2(𝑆𝑟 − 𝑆θ )

𝑥+𝑅
+
[ (
𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 +𝑀𝐶2

]
(𝑥+𝑅)2𝑤2(𝑟0 − 𝑟𝑖)3 = 0 (2.25)

şeklinde bulunur. Boyutsuz gerilme-yer değiştirme denklemleri (2.24) stres-denge

denkleminde (2.25) yerine yazılırsa, boyutsuz radyal deplasmana bağlı lineer homojen

adi diferansiyel denklem aşağıdaki şekilde elde edilir:

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 +𝑃𝑠 (𝑥)
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑄𝑠 (𝑥)𝑈 = 𝐹𝑠(𝑥) (2.26)

öyleki
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𝑃𝑠 (𝑥) =
𝑠𝑥𝑠−1

𝐸𝑁 + 𝑥𝑠
+ 2
𝑅+ 𝑥

(2.27a)

𝑄𝑠 (𝑥) =
2𝑛𝑠𝑥𝑠−1

(𝑅+ 𝑥) (𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) −
2

(𝑅+ 𝑥)2 (2.27b)

𝐹𝑠(𝑥) =
𝑤2(𝑅+ 𝑥)2 [ (𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 +𝑀𝐶2

]
𝐶11(𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) . (2.27c)

Deplasmana bağlı sınır koşullarının (2.16) boyutsuz formu

[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=0

= − 𝑃

𝐶11𝐸𝑠

(2.28a)[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=1

= 0 (2.28b)

şeklinde bulunur.
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3. KUVVET SERİ YÖNTEMİ

3.1 Diferansiyel Denklemlerin Seri Çözümleri

Güç serilerinin özellikleri sıradan diferansiyel denklemlerin büyük bir sınıfı, belirli

bir aralıkta güç serileri ve ilişkili seriler cinsinden ifade edilebilen çözümlere sahip-

tir. Kuvvet serileri ile ilgili çözüm yöntemine geçmeden önce kuvvet serilerinin bazı

özelliklerini inceleyelim [27]. Aşağıdaki seri,

𝐴0 + 𝐴1(𝑥− 𝑥0) + ....+ 𝐴𝑛 (𝑥− 𝑥0)𝑛+ ... =

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝑥− 𝑥0)𝑛 (3.1)

bir kuvvet serisi olarak adlandırılır. Sonsuz uzunluktaki bu seri, 𝑥’in limiti olan

değerlerinde

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝑥− 𝑥0)𝑛 (3.2)

limiti ile tanımlanır ve bu tür 𝑥 değerleri için serinin yakınsadığı söylenir. Bu

çalışmada, kuvvet serisinde 𝑥 değişkeni ile 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, . . . katsayılarının reel olduğu

varsayılmıştır. Serinin 𝑥’in hangi değerleri için yakınsadığını belirlerken genellikle

”Oran Testi” kullanılır.

Tanım 3.1.1 Oran Testi, bir serinin yakınsak olup olmadığını belirlemede kullanılır.

Serinin (𝑛+1). teriminin 𝑛. terimine oranının mutlak değerine bakılarak kontrol yapılır.

lim
𝑛→∞

����𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

���� = 𝐿 (3.3)

olsun. Eğer,

• L < 1 ise 𝑎𝑛 serisi mutlak yakınsak, dolayısı ile yakınsaktır.

• L > 1 ise 𝑎𝑛 serisi ıraksaktır.

• L = 1 ise bu test sonuç vermez.

Daha hassas bir testte, aynı oranın mutlak değeri 𝑛→∞ iken bir Φ sayısıyla sınırlıysa,

Φ < 1 olduğunda serinin yakınsak olduğu söylenebilir.
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Kuvvet sersi (3.1) için oran testi uygulanırsa,

𝐿 = lim
𝑛→∞

����𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

���� = lim
𝑛→∞

����𝐴𝑛+1(𝑥− 𝑥0) (𝑛+1)

𝐴𝑛 (𝑥− 𝑥0)𝑛

���� = lim
𝑛→∞

����𝐴𝑛+1
𝐴𝑛

����|𝑥− 𝑥0 | (3.4)

olur. Burada (𝑛+1). terimin katsayısının 𝑛. terimin katsayısına oranı

𝑅 = lim
𝑛→∞

����𝐴𝑛+1
𝐴𝑛

���� (3.5)

ile ifade edilirse,

𝐿 = 𝑅 |𝑥− 𝑥0 | (3.6)

bulunur.

• Seri yakınsak ise (L < 1),

|𝑥− 𝑥0 | <
1
𝑅

(3.7)

• Seri ıraksak ise (L > 1),

|𝑥− 𝑥0 | >
1
𝑅

(3.8)

olur.

Serinin yakınsak (L < 1) olduğu durum ele alınsın. Eğer 𝑅 değeri mevcut ve sonlu ise

serinin yakınsaklık aralığı,(
𝑥0 −

1
𝑅
, 𝑥0 +

1
𝑅

)
(3.9)

𝑥0 noktası etrafında simetrik olarak belirlenir öyleki aralık içinde seri yakınsar ve aralık

dışında ise ıraksar. 1/𝑅 değeri ise yakınsaklık yarıçapı olarak adlandırılır.

NOT 1 Eğer 𝑅 limiti 0 değerini alıyorsa (𝑅 → 0), serinin yakınsaklık aralığının tüm

reel sayılar olduğu söylenebilir. Aksine, eğer 𝑅 limiti sonsuz değerini alıyorsa (𝑅→∞),

serinin sadece 𝑥0 noktasında yakınsadığı söylenebilir.

Burada dikkat edilmesi gereken önemli bir nokta da aralığın uç noktalarında,

𝑥 = 𝑥0 ± 𝐿−1, serinin davranışı oran testiyle belirlenemez. Burada iki durum söz

konusudur:
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• Eğer bir uç noktada, serinin ardışık terimleri 𝑛’nin yeterince büyük değerleri

için işaret bakımından değişiyorsa, serinin ardışık terimler belli bir aşamadan

sonra her zaman büyüklük olarak azalıp 𝑛’inci terim sıfıra yaklaşıyorsa yakınsar,

yaklaşamıyorsa seri ıraksar.

• Eğer bir uç noktada, serinin ardışık terimleri sabit işaretliyse ve (𝑛+1). terimin

𝑛. terime oranı

1− 𝑘

𝑛
+ θ𝑛

𝑛2 (3.10)

formunda yazılabilsin. Burada 𝑘 , 𝑛’den bağımsız ve θ𝑛 ise 𝑛→∞ ile sınırlı ise,

𝑘 > 1 için seri yakınsar ve 𝑘 ≤ 1 için ise seri ıraksar. Bu testin, belirtilen formda bir

ifade elde edilebildiği sürece 𝑘 = 1 durumunda bile uygulanabilir olduğu görülür.

Bu teste Raabe’s Testi [28] denir.

Tanım 3.1.2 Raabe’s Testi [28] aynı zamanda Gauss testi ile de ilişkilendirilir. Bu

test θ𝑛/𝑛2 teriminin, yalnızca 𝑝 > 0 ve θ𝑛’in sınırlı olması şartıyla θ𝑛/𝑛1+𝑝 ile

değiştirilebileceğini ifade eder ve daha da hassas değişiklikler mevcut olduğundan

da bahseder.

Raabe’s testinin daha iyi anlaşılabilmesi için α negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

aşağıdaki şekilde örnek bir seri ele alınsın:
∞∑︁
𝑛=1

[1 ·2 ·3 · · ·𝑛] (𝑥− 𝑎)𝑛
(α +1) (α +2) (α +3) · · · (α +𝑛) (3.11)

Bu durumda, bu serinin (𝑛+ 1). teriminin katsayısının 𝑛. teriminin katsayısına oranı

alınırsa,

𝑅 = lim
𝑛→∞

���� 𝑛+1
α +𝑛+1

���� = 1 (3.12)

bulunur. Dolayısıyla bu serinin yakınsaklık aralığı |𝑥− 𝑎 | < 1 ya da

𝑎−1 < 𝑥 < 𝑎+1 (3.13)

ile verilir. 𝑥 = 𝑎−1 olduğunda, 𝑛 >−α için ardışık terimlerin işaretleri değişir. Cebirsel

işaretin dışında, 𝑛’inci terim

𝑛!
(α +1) (α +2) (α +3) · · · (α +𝑛) =

𝑛!Γ(α +1)
Γ(α +𝑛+1) (3.14)

şeklinde yazılır.
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NOT 2 Γ fonksiyonu alternatif olarak

Γ(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛!
𝑥(𝑥+1) (𝑥+2) · · · (𝑥+𝑛) 𝑛

𝑥 = 1 (3.15)

limit ile tanımlanır [27]. Dolayısı ile

lim
𝑛→∞

𝑛!𝑛𝑥

Γ(𝑥+𝑛+1) = 1 (3.16)

ifadesi de geçerlidir. Bu nedenle, Γ fonksiyonlarını içeren sınırlayıcı işlemlerde, 𝑛→∞

olduğunda, Γ(𝑥+𝑛+1) ifadesi, 𝑛!𝑛𝑥 yaklaşık değeri ile değiştirilebilir. Yani,

(𝑛+ 𝑥)! = Γ(𝑥+𝑛+1) ≈ 𝑛!𝑛𝑥 , 𝑛→∞. (3.17)

olur.

Denklem (3.17) ışığında büyük 𝑛 için, (3.14) oranı yaklaşık olarak Γ(α +1)𝑛−α ile ifade

edilebilir ve bu oran yanlızca α > 0 olduğunda ve 𝑛 arttıkça sıfıra yaklaşır.

Dolayısıyla seri α > 0 ise 𝑥 = 𝑎 − 1’de yakınsar ve aksi taktirde 𝑥 = 𝑎 − 1’de ıraksar,

𝑥 = 𝑎+1 olduğunda, 𝑛 > −α terimler sabit işaretlidir. Ardışık terimlerin oranı ise
𝑛+1

𝑛+α +1
= 1− α

𝑛
+ α (α +1)
𝑛(𝑛+α +1) (3.18)

olur. Dolayısıyla Raabe’s testine göre θ𝑛 = [α (α + 1)𝑛]/(𝑛+α + 1) olur. Bu seri de

α > 1 ise seri 𝑥 = 𝑎+1’de yakınsar aksi taktirde 𝑥 = 𝑎+1’de ıraksar.

3.2 Boyutsuz Silindirik Kapların Kuvvet Seri Yöntemi ile Çözümü

Sabit bir açısal hızla dönen basınçlı silindirik kapların boyutsuz deplasman denklemi

(2.21) ikinci bölümde
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 +𝑃𝑐 (𝑥)
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑄𝑐 (𝑥)𝑈 = 𝐹𝑐(𝑥) (3.19)

şeklinde elde edilmişti. Bu adi diferansiyel denklemin değişken katsayıları ise

𝑃𝑐 (𝑥) =
𝐸𝑁𝑥+ 𝑥𝑠+1 + 𝑠(𝑅+ 𝑥)𝑥𝑠

𝑥(𝑅+ 𝑥) (𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) (3.20a)

𝑄𝑐 (𝑥) =
𝑛𝑠𝑥𝑠−1

(𝑅+ 𝑥) (𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) −
1

(𝑅+ 𝑥)2 (3.20b)

𝐹𝑐(𝑥) =
𝑤2(𝑅+ 𝑥)2 [ (𝑀𝐶1 +𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 −𝑀𝐶2

]
𝐶11(𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) . (3.20c)
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ile verilmiştir. Bu adi diferansyel denklemin değişken katsayıları 𝑃𝑐 (𝑥) ve𝑄𝑐 (𝑥), 𝑥0 = 0

da analitik olduğu için bu denklem (3.19) kuvvet seri yöntemi ile çözülebilir. Kuvvet

seri yaklaşımında,

𝑈 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑥
𝑘 (3.21)

alınırsa, deplasmanın türevleri

𝑑𝑈

𝑑𝑥
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘−1 (3.22a)

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 =

∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘−2 (3.22b)

şeklinde bulunur. Burada, 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, . . . sınır koşullarından hesaplanacak kat-

sayıları ifade etmektedir. Bu ifadeler diferansiyel denklemde (3.19) yerine yazılırsa

∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘−2 +𝑃𝑐 (𝑥)

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘−1 +𝑄𝑐 (𝑥)

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑥
𝑘 = 𝐹𝑐(𝑥) (3.23)

elde edilir. Bu denklemde gerekli düzenlemler yapılırsa, polinomların eşitliğinden

𝐴2 =
1

2𝑅2 𝐴0 −
1

2𝑅
𝐴1 −

𝑅2𝑤2𝑀𝐶2

2𝐶11𝐸𝑁

𝐴3 = −3𝐸𝑁 +2𝑛𝑅2

6𝐸𝑁𝑅
3 𝐴0 +

(
1

2𝑅2 −
1

3𝐸𝑁

)
𝐴1 −

𝑅2𝑤2𝑀𝐶2

6𝐶11𝐸𝑁

𝐴4 =
6𝐸𝑁 + (3𝑛−2)𝑅2

12𝐸𝑁𝑅
4 𝐴0 +

(3−2𝑛)𝑅2 −6𝐸𝑁

12𝐸𝑁𝑅
3 𝐴1

+
(3𝑅2 +𝐸𝑁 (𝑅2 −2))𝑀𝐶2𝑤

2 −𝐸𝑁𝑅
2𝑀𝐶1𝑤

2

12𝐶11𝐸
2
𝑁
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𝐴5 =
12𝑛𝑅4 −30𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (11−16𝑛)𝑅2

60𝐸2
𝑁
𝑅5

𝐴0 +
12𝑅4 +30𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (11−16𝑛)𝑅2

60𝐸2
𝑁
𝑅4

𝐴1

+
((6+3𝑛)𝑅2 +𝐸𝑁 (5𝑅2 +6))𝑀𝐶2𝑤

2 −5𝐸𝑁𝑅
2𝑀𝐶1𝑤

2

60𝐶11𝐸
2
𝑁
𝑅

𝐴6 =
(8𝑛2 −60𝑛+40)𝑅4 +180𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (99𝑛−69)𝑅2

360𝐸2
𝑁
𝑅6

𝐴0

+
(16𝑛−20)𝑅4 −60𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (33−23𝑛)𝑅2

120𝐸2
𝑁
𝑅5

𝐴1

−
(60𝑅4 +𝐸𝑁𝑅

2(20𝑅2 +11𝑛−37) −12𝐸2
𝑁
(𝑅2 −3))𝑀𝐶2𝑤

2 +4𝐸𝑁𝑅
2(3𝐸𝑁 −5𝑅2)𝑀𝐶1𝑤

2

360𝐶11𝐸
3
𝑁
𝑅2

𝐴7 = −
𝐸𝑁 (26𝑛2 −164𝑛+110)𝑅4 +420𝐸3

𝑁
+5𝐸2

𝑁
(47𝑛−33)𝑅2 +120𝑛𝑅6

840𝐸3
𝑁
𝑅7

𝐴0

+
𝐸𝑁 (20𝑛2 −408𝑛+472)𝑅4 +1260𝐸3

𝑁
+15𝐸2

𝑁
(33𝑛−47)𝑅2 −360𝑅6

2520𝐸3
𝑁
𝑅6

𝐴1

−
(60(2𝑛+3)𝑅4 +12𝐸2

𝑁
(𝑅2 −21) +𝐸𝑁𝑅

2(151−89𝑛+150𝑅2 +10𝑛𝑅2))𝑀𝐶2𝑤
2

2520𝐶11𝐸
3
𝑁
𝑅3

+ 2(6𝐸𝑁 + (75+15𝑛)𝑅2)𝑀𝐶1𝐸𝑁𝑅
2𝑤2)

2520𝐶11𝐸
3
𝑁
𝑅3

...

şeklinde 𝐴𝑘 katsayıları 𝐴0 ve 𝐴1’e bağlı bulunur. Katsayıların iki farklı sabite bağlı

olarak bulunması, ikinci mertebeden deplasmana bağlı adi diferansiyel denklemin iki

lineer bağımsız çözümünün elde edildiğini gösterir. Dolayısı ile bu denklemin genel

çözümü,

𝑈 (𝑥) =𝑈1(𝑥)𝐴0 +𝑈2(𝑥)𝐴1 +𝑈𝑝 (𝑥) (3.24)

formundadır. Deplasmana bağlı sınır koşulları (2.23) kullanılarak 𝐴0 ve 𝐴1 katsayıları

Mathematica paket programı kullanılarak bulunmuştur.
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3.3 Boyutsuz Küresel Kapların Kuvvet Seri Yöntemi ile Çözümü

Sabit bir açısal hızla dönen basınçlı küresel kapların boyutsuz deplasman denklemi

(2.26) ikinci bölümde

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 +𝑃𝑠 (𝑥)
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑄𝑠 (𝑥)𝑈 = 𝐹𝑠(𝑥) (3.25)

şeklinde elde edilmişti. Bu adi diferansiyel denklemin değişken katsayıları ise

𝑃𝑠 (𝑥) =
𝑠𝑥𝑠−1

𝐸𝑁 + 𝑥𝑠
+ 2
𝑅+ 𝑥

(3.26a)

𝑄𝑠 (𝑥) =
2𝑛𝑠𝑥𝑠−1

(𝑅+ 𝑥) (𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) −
2

(𝑅+ 𝑥)2 (3.26b)

𝐹𝑠(𝑥) =
𝑤2(𝑅+ 𝑥)2 [ (𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 +𝑀𝐶2

]
𝐶11(𝐸𝑁 + 𝑥𝑠) . (3.26c)

ile verilmiştir. Bu adi diferansyel denklemin değişken katsayıları 𝑃𝑠 (𝑥) ve𝑄𝑠 (𝑥), 𝑥0 = 0

da analitik olduğu için bu denklem (3.25) kuvvet seri yöntemi ile çözülebilir. Kuvvet

seri yaklaşımında,

𝑈 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑥
𝑘 (3.27)

alınırsa, deplasmanın türevleri

𝑑𝑈

𝑑𝑥
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘−1 (3.28a)

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 =

∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘−2 (3.28b)

şeklinde bulunur. Burada, 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, . . . sınır koşullarından hesaplanacak kat-

sayıları ifade etmektedir. Bu ifadeler diferansiyel denklemde (3.25) yerine yazılırsa

∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘−2 +𝑃𝑠 (𝑥)

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘−1 +𝑄𝑠 (𝑥)

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑥
𝑘 = 𝐹𝑠(𝑥) (3.29)
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elde edilir. Bu denklemde gerekli düzenlemler yapılırsa, polinomların eşitliğinden

𝐴2 =
1

2𝑅2 𝐴0 −
1

2𝑅
𝐴1 −

𝑅2𝑤2𝑀𝐶2

2𝐶11𝐸𝑁

𝐴3 = −3𝐸𝑁 +2𝑛𝑅2

6𝐸𝑁𝑅
3 𝐴0 +

(
1

2𝑅2 −
1

3𝐸𝑁

)
𝐴1 −

𝑅2𝑤2𝑀𝐶2

6𝐶11𝐸𝑁

𝐴4 =
6𝐸𝑁 + (3𝑛−2)𝑅2

12𝐸𝑁𝑅
4 𝐴0 +

(3−2𝑛)𝑅2 −6𝐸𝑁

12𝐸𝑁𝑅
3 𝐴1

+
(3𝑅2 +𝐸𝑁 (𝑅2 −2))𝑀𝐶2𝑤

2 −𝐸𝑁𝑅
2𝑀𝐶1𝑤

2

12𝐶11𝐸
2
𝑁

𝐴5 =
12𝑛𝑅4 −30𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (11−16𝑛)𝑅2

60𝐸2
𝑁
𝑅5

𝐴0 +
12𝑅4 +30𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (11−16𝑛)𝑅2

60𝐸2
𝑁
𝑅4

𝐴1

+
((6+3𝑛)𝑅2 +𝐸𝑁 (5𝑅2 +6))𝑀𝐶2𝑤

2 −5𝐸𝑁𝑅
2𝑀𝐶1𝑤

2

60𝐶11𝐸
2
𝑁
𝑅

𝐴6 =
(8𝑛2 −60𝑛+40)𝑅4 +180𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (99𝑛−69)𝑅2

360𝐸2
𝑁
𝑅6

𝐴0

+
(16𝑛−20)𝑅4 −60𝐸2

𝑁
+𝐸𝑁 (33−23𝑛)𝑅2

120𝐸2
𝑁
𝑅5

𝐴1

−
(60𝑅4 +𝐸𝑁𝑅

2(20𝑅2 +11𝑛−37) −12𝐸2
𝑁
(𝑅2 −3))𝑀𝐶2𝑤

2 +4𝐸𝑁𝑅
2(3𝐸𝑁 −5𝑅2)𝑀𝐶1𝑤

2

360𝐶11𝐸
3
𝑁
𝑅2

𝐴7 = −
𝐸𝑁 (26𝑛2 −164𝑛+110)𝑅4 +420𝐸3

𝑁
+5𝐸2

𝑁
(47𝑛−33)𝑅2 +120𝑛𝑅6

840𝐸3
𝑁
𝑅7

𝐴0

+
𝐸𝑁 (20𝑛2 −408𝑛+472)𝑅4 +1260𝐸3

𝑁
+15𝐸2

𝑁
(33𝑛−47)𝑅2 −360𝑅6

2520𝐸3
𝑁
𝑅6

𝐴1

−
(60(2𝑛+3)𝑅4 +12𝐸2

𝑁
(𝑅2 −21) +𝐸𝑁𝑅

2(151−89𝑛+150𝑅2 +10𝑛𝑅2))𝑀𝐶2𝑤
2

2520𝐶11𝐸
3
𝑁
𝑅3

+ 2(6𝐸𝑁 + (75+15𝑛)𝑅2)𝑀𝐶1𝐸𝑁𝑅
2𝑤2)

2520𝐶11𝐸
3
𝑁
𝑅3

...

şeklinde 𝐴𝑘 katsayıları 𝐴0 ve 𝐴1’e bağlı bulunur. Katsayıların iki farklı sabite bağlı

olarak bulunması, ikinci mertebeden deplasmana bağlı adi diferansiyel denklemin iki
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lineer bağımsız çözümünün elde edildiğini gösterir. Dolayısı ile bu denklemin genel

çözümü,

𝑈 (𝑥) =𝑈1(𝑥)𝐴0 +𝑈2(𝑥)𝐴1 +𝑈𝑝 (𝑥) (3.30)

formundadır. Deplasmana bağlı sınır koşulları (2.28) kullanılarak 𝐴0 ve 𝐴1 katsayıları

Mathematica paket programı kullanılarak bulunmuştur.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu çalışmada, sabit açısal bir hızla döndürüldüğü düşünülen fonksiyonel dereceli

basınçlı silindirik ve küresel kapların elastik analizi ele alınmıştır. Elastik modülü ve

yoğunluk gibi malzeme özelliklerinin Voigt şeması ile derecelendirildiği varsayılmış,

diğer malzeme özelliklerine göre değişimi nispeten daha az olduğu bilinen [29] Poisson

oranı işlem kolaylığı için sabit alınmıştır. Silindirik ve basınçlı kaplar, paslanmaz çelik

ve alüminyum karışımından radyal yönde derecelendirilmiştir. Homojen malzemeye

göre daha hafif olan çelik-alüminyum karışımının malzeme özellikleri Çizelge 4.1 ’de

verilmiştir.

Çizelge 4.1 Malzemelerin özellikleri (Metal-Metal) [26].

𝑀𝑎𝑙𝑧𝑒𝑚𝑒 𝐸 (𝐺𝑃𝑎) ρ 𝑘𝑔/𝑚3 ν

𝑆𝑈𝑆304 (Paslanmaz Çelik) 201.04 7800 0.3

Alüminyum (Al) 70 2700 0.3

Bu koşullar altında elde edilen değişken katsayılı düzensiz adi diferansiyel denklem

Kuvvet Seri Yöntemi ile analitik olarak çözülmüştür. Literatürde mevcut olan benzer bir

problemin çözümü, bu çalışmada kullanılan kuvvet seri yöntemi ile çözülerek yöntemin

doğruluğu gösterilmiştir.

Fonsiyonel dereceli silindir ve kürenin basit derecelendirme modelleri (kuvvet kuralı

ve exponansiyel derecelendrime) için analitik çözümleri literatürde verilmiştir, bkz.

[15, 24]. Bu çalışmada kullanılan Kuvvet Seri Yöntemini (KSY) test etmek için, lit-

eratürde kuvvet kuralına göre derecelendirlimiş silindirin analizi kuvvet seri yöntemi

için elde edilmiş ve Nejad ve Rahimi’nin [15] çalışmasında verilen analitik çözümle

karşılaştırılması Çizelge 4.2’de verilmiştir. Bu karşılaştırmanın yapılabilmesi için,

elastik modülü ve yoğunluğun kuvvet kuralına göre değiştiği (𝐸 = 𝐸𝑖𝑟
β ,ρ = ρ𝑖𝑟

α ) ve

Possion oranının ise (ν = 0.33) sabit olduğu kabul edilmiş, homojensizlik parametre-

leri β = 2 ve α = 1 alınmıştır. Silindirin iç ve dış yarıçapı sırasıyla 𝑎 = 1.5𝑚 ve

𝑏 = 1.7𝑚 alınmıştır. Kuvvet kuralında verilen malzeme özellikleri 𝐸𝑖 = 200 𝐺𝑃𝑎 ve
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ρ𝑖 = 7860 𝑘𝑔/𝑚3, sabit açısal hız 𝑤 = 15 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑛 ve iç basınç ise 𝑃 = 30 𝑀𝑃𝑎 olarak

alınmıştır.

Çizelge 4.2 Sabit bir açısal hızla dönen fonksiyonel derecelendirilmiş basınçlı silindirik kabın

yer değiştirme, radyal ve teğetsel gerilmelerinin kalınlık boyunca Nejad ve Rahimi [15] ile

mukayesesi.

r 𝑢 σ𝑟/𝑃 σθ /𝑃

KSY Analitik [15] KSY Analitik [15] KSY Analitik [15]

0.0000 0.000701807 0.000701807 -1.000000000 -1.000000000 7.383201315 7.383200000

0.1000 0.000696406 0.000696436 -0.893067000 -0.893310496 7.479447958 7.479460000

0.2000 0.000691212 0.000691268 -0.787822000 -0.788292042 7.575635219 7.575650000

0.3000 0.000686214 0.000686227 -0.684203000 -0.684309367 7.671784987 7.671790000

0.4000 0.000681404 0.000681484 -0.582155000 -0.582846546 7.767834415 7.767860000

0.5000 0.000676770 0.000676770 -0.481623000 -0.481622582 7.863874331 7.863870000

0.6000 0.000672305 0.000672379 -0.382555000 -0.383202941 7.959789882 7.959820000

0.7000 0.000668001 0.000668011 -0.284905000 -0.284994356 8.055695059 8.055700000

0.8000 0.000663849 0.000663892 -0.188624000 -0.189012317 8.151490789 8.151510000

0.9000 0.000659843 0.000659863 -0.093669900 -0.093854303 8.247242473 8.247250000

1.0000 0.000655975 0.000655975 0.000000000 0.000000000 8.342923415 8.342920000

Öncelikle, fonksiyonel dereceli silindirik ve küresel basınçlı kaplar üzerinde

döndürmenin etkisini görebilmek için sayısal deneyler gerçekleştirilmiştir. Bunun için

basınç sabit (𝑃 = 30 𝑀𝑃𝑎) alınıp farklı açısal hızların (𝑤 = 10, 30, 60, 90 𝑟𝑎𝑑/𝑠)

seçilerek; Şekil 4.1’de silindirik kaplar için deplasman ve gerinim, Şekil 4.3’de silindirik

kaplar için radyal ve teğetsel gerilme, Şekil 4.2’de küresel kaplar için deplasman ve

gerinim ve Şekil 4.4’de küresel kaplar için radyal ve teğetsel gerilme değişimleri grafik-

sel olarak sunulmuştur. Açısal hız arttırıldıkça deplasmanın arttığı (Şekil 4.1(a)) ve

basıncın iç cidarda olmasından kaynaklı olarak iç cidardaki yer değiştirmenin daha fazla

olduğu gözlemlenmiştir. Şekil 4.1(b)’de açısal hızın arttırılmasıyla gerinimin sıkıştırma

yönünde arttığı görülmüş, silindirin iç cidarlarındaki değişimin dış cidardan daha az

olduğu dolayısıyla iç basıncın etkisinin cidara yayıldığı söylenebilir. Küresel basınçlı

kapların deplasman dağılımı silinidrik kaplardakine benzer karakteristik gösterirken,

geometrisinden dolayı deplasman (Şekil 4.2(a)) silindirik kaplardakinden daha azdır.

Şekil 4.2(b)’de açısal hızın arttırılmasıyla gerinimin sıkıştırma yönünde silindire göre

daha az arttığı görülmüş, kürenin iç cidarlarındaki değişimin dış cidardan daha az olduğu
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dolayısıyla silindirik kaplardaki gibi iç basıncın etkisinin cidara yayıldığı söylenebilir.
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(a) Deplasman dağılımı.
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(b) Gerinim (deplasman değişimi) dağılımı.

Şekil 4.1 Silindirik kaplarda farklı döndürme hızları için deplasman ve gerinim dağılımları,

𝑃 = 30 𝑀𝑃𝑎.
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(a) Deplasman dağılımı.
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(b) Gerinim (deplasman değişimi) dağılımı.

Şekil 4.2 Küresel kaplarda farklı döndürme hızları için deplasman ve gerinim dağılımları,

𝑃 = 30 𝑀𝑃𝑎.
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(a) Radyal gerilme dağılımı.
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(b) Teğetsel gerilme dağılımı.

Şekil 4.3 Silindirik kaplarda farklı döndürme hızları için radyal ve teğetsel gerilme dağılımları,

𝑃 = 30 𝑀𝑃𝑎.
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(a) Radyal gerilme dağılımı.
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(b) Teğetsel gerilme dağılımı.

Şekil 4.4 Küresel kaplarda farklı döndürme hızları için radyal ve teğetsel gerilme dağılımları,

𝑃 = 30 𝑀𝑃𝑎.
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Şekil 4.3(a)’da dönel fonksiyonel dereceli silindirde açıssal hız arttırıldığında, radyal

gerilmenin iç cidarla cidarın orta noktası arasında değerinde küçük bir azalma, dış

cidara doğru da küçük bir artış görülmüştür. Dolayısı ile radyal gerilmenin iç cidardaki

etkisinin döndürme ile az da olsa dış cidara doğru kaydığı gözlemlenmiştir. Fonk-

siyonel dereceli silindirin teğetsel gerilmeleri basma (negatif) yönünde oluşmuştur

bkz. Şekil 4.3(b). Açısal hız arttırıldıkça gerilmenin sıkıştırma yönünde arttığı ve bu

artışın iç cidardaki etkisinin dış cidara oranla daha fazla olduğu görülmüştür. Ayrıca

açısal hız artışının, gerilmenin iç ve dış cidardaki oranında (iç/dış) artışa sebep olduğu

görülmüştür.

Şekil 4.4(a)’da dönel fonksiyonel dereceli kürede açıssal hız arttırıldığında, iç cidara

yakın böldelerde küçük bir azalma olurken, dış cidara doğru bir artış olduğu ve bu

artışın iç cidardaki azalmadan daha fazla olduğu görülmüştür. Dolayısı ile küresel

kaptaki radyal gerilmenin iç cidardaki etkisinin döndürme ile dış cidara doğru kaydığı

ve bu kaymanın silindirik kaba göre daha fazla olduğu gözlemlenmiştir. Fonksiyonel

dereceli kürenin teğetsel gerilmeleri düşük açısal hızlarda çekme (pozitif) yönünde

oluşurken, yüksek açısal hızlarda (𝑤 = 90 𝑟𝑎𝑑/𝑠) basma (negatif) yönünde oluduğu

görülmüştür bkz. Şekil 4.4(b). Açısal hız arttırıldıkça gerilmenin belli bir açısal hıza

kadar azaldığı (𝑤 = 60 𝑟𝑎𝑑/𝑠), daha arttırılınca (𝑤 = 90 𝑟𝑎𝑑/𝑠) sonra basma (negatif)

yönünde arttığı görülmüştür. Bu azalmanın/artışın iç cidardaki etkisinin dış cidara

oranla daha fazla olduğu görülmüştür. Ayrıca açısal hız artışının, gerilmenin iç ve dış

cidardaki oranında (iç/dış) azalmaya sebep olduğu görülmüştür.

Bu çalışmada basıncın etkisini dönel basınçlı kaplarda inceleybilmek için de sayısal

çözümlemeler yapılmıştır. Bunun için açısal hız (𝑤 = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠) sabit alınıp farklı

basınç değerleri (𝑃 = 20 30 40 50 𝑀𝑃𝑎) seçilerek; Şekil 4.5’de silindirik kaplar için

deplasman ve gerinim, Şekil 4.7’de silindirik kaplar için radyal ve teğetsel gerilme,

Şekil 4.6’de küresel kaplar için deplasman ve gerinim ve Şekil 4.8’de küresel kaplar için

radyal ve teğetsel gerilme değişimleri grafik üzerinde incelenmiştir.
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(b) Gerinim (deplasman değişimi) dağılımı.

Şekil 4.5 Silindirik kaplarda sabit açısal hızda (𝑤 = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠) farklı iç basınç etkisinde

deplasman ve gerinim dağılımları.
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(b) Gerinim (deplasman değişimi) dağılımı.

Şekil 4.6 Küresel kaplarda sabit açısal hızda (𝑤 = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠) farklı iç basınç etkisinde

deplasman ve gerinim dağılımları.
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Şekil 4.5(a)’da basınç arttırıldıkça deplasmanın arttığı ve basıncın iç cidarda olmasından

kaynaklı olarak iç cidardaki yer değiştirmenin daha fazla olduğu gözlemlenmiştir.

Şekil 4.5(b)’de basıncın arttırılmasıyla gerinimin sıkıştırma yönünde arttığı görülmüş,

silindirin iç cidarı ile dış cidarı arasındaki değişim farkının da arttığı gözlemlenmiştir.

Küresel basınçlı kapların deplasmanı iç cidardan belli bir noktaya kadar (𝑥 ≈ 0.7)

pozitif yönde bir artış gösterirken, bu noktadan dış cidara doğru negatif yönde bir

artma eğilimindedir. Küresel kapların geometrisinden dolayı deplasman (Şekil 4.6(a))

silindirik kaplardakinden daha azdır. Şekil 4.6(b)’de basıncın arttırılmasıyla gerinimin

sıkıştırma yönünde silindire göre daha az arttığı görülmüş, kürenin iç cidarlarındaki

değişimin dış cidara oranla daha fazla olmuştur.

Şekil 4.7(a)’da dönel fonksiyonel dereceli silindirde iç basınç arttırıldığında, radyal

gerilmenin arttığı görülmüştür. Fonksiyonel dereceli silindirin teğetsel gerilmeleri

çekme (pozitif) yönünde oluşmuştur bkz. Şekil 4.7(b). Basınç arttırıldıkça gerilmenin

çekme yönünde arttığı ve bu artışın cidarın orta noktasında daha da belirgin hale geldiği

görülmüştür. Ayrıca basınç artışının, gerilmenin iç ve dış cidardaki oranında (iç/dış)

artışa sebep olduğu görülmüştür.

Şekil 4.8(a)’da dönel fonksiyonel dereceli kürede iç basınç arttırıldığında, silindirik kaba

benzer bir şekilde radyal gerilmenin arttığı görülmüştür. Fonksiyonel dereceli kürenin

teğetsel gerilmeleri çekme (pozitif) yönünde oluşmuştur bkz. Şekil 4.8(b). Basınç

arttırıldıkça gerilmenin çekme yönünde arttığı ve bu artışın cidarın orta noktasında

daha da belirgin hale geldiği görülmüştür. Ayrıca basınç artışının, gerilmenin iç ve dış

cidardaki oranında (iç/dış) artışa sebep olduğu görülmüştür.
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(a) Radyal gerilme dağılımı.
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(b) Teğetsel gerilme dağılımı.

Şekil 4.7 Silindirik kaplarda sabit açısal hızda (𝑤 = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠) farklı iç basınç etkisinde

deplasman ve gerinim dağılımları.
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(b) Teğetsel gerilme dağılımı.

Şekil 4.8 Küresel kaplarda sabit açısal hızda (𝑤 = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠) farklı iç basınç etkisinde

deplasman ve gerinim dağılımları.
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5. SONUÇLAR

Basınçlı kaplar, içerisinde bulunan gaz veya sıvıları belirli bir basınç düzeyinde tutan

kapalı hacimli sistemlerdir. Bu kaplardaki basınç, bir kaynaktan, doğrudan veya dolaylı

bir kaynaktan ısı uygulanarak veya bunların herhangi bir kombinasyonuyla oluşabilir.

Petrol, gaz, kimya, gıda ve içecek, otomotiv, tıp, sağlıkve ilaç endüstrileri, enerji üretim

santralleri, denizcilik ve benzeri sektörlerde ihtiyaca uygun kullanılırlar. Üretim ve

taşıma kolaylığı açısından genellikle silindirik ve küresel şekillerde üretilen bu basınçlı

kapların, yüksek mukavemet, sızdırmazlık, dayanıklılık ve hafiflik gibi özelliklere sahip

olması önemli bir konudur.

Bu çalışmada, sabit açısal bir hızla döndürüldüğü düşünülen iç basınca maruz bırakılmış

fonksiyonel dereceli silindirik ve küresel kapların elastik analizi ele alınmıştır. Poisson

oranı dışındaki malzeme özelliklerinin Voigt şeması ile derecelendirildiği varsayılmıştır.

Homojen malzemeye göre daha hafif olan metal-hafif metal karışımı olarak paslanmaz

çelik ve alüminyum tercih edilmiştir. Bu koşullar altında elde edilen değişken katsayılı

düzensiz adi diferansiyel denklem Kuvvet Seri Yöntemi ile anlitik olarak çözülmüştür.

Literatürde mevcut olan benzer bir problemin çözümü, bu çalışmada kullanılan kuvvet

seri yöntemi ile çözülerek yöntemin doğruluğu gösterilmiştir.

Fonksiyonel derecelendirilmiş silindir ve kürenin sabit iç basınç etkisinde, farklı

açısal hızlarda döndürülmesi ile oluşan deplasman, gerinim, radyal ve teğetsel gerilim

dağılımları incelenmiştir. Açısal hız arttıkça deplasmanın ve buna bağlı olarak radyal

gerinimin sıkıştırma yönünde arttığı gözlemlenmiştir. Açısal hız arttıkça iç cidar ile dış

cidar arasındaki değişim oranının (iç/dış) azaldığı tespit edilmiştir. Basınçlı kapların

açısal hızı arttırıldıkça iç bölgelerde oluşan radyal gerilmenin dış cidara doğru ilerlediği

gözlemlenmiştir. İç cidardaki basıncın, döndürme hızının arttırılması ile azaldığı ve

cidarın iç noktalarına doğru ilerlediği görülmüştür. Teğetsel gerilmelerin açısal hız

arttıkça arttığı, iç cidardaki artışın dış cidara oranla daha hızlı olduğu görülmüştür.

Sabit açısal bir hızda, farklı iç basınç altında silindirik ve küresel kapların davranışları

da incelenmiştir. İç basınç arttıkça deplasman, gerinim, radyal ve teğetsel gerilmelerde

artış olduğu görülmüştür.
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Bu çalışmada, elastik silindirik ve küresel kaplar üzerindeki tüm kuvvetlerin sıfıra eşit

olduğu ve yer değiştirmelerin zamanın bir fonksiyonu olmadığı denge koşulları altında

elastostatik bir inceleme yapılmıştır. Sonsuz küçük gerilmeler veya küçük deformasyon

varsayımı altındaki doğrusal elastikiyet, katı nesnelerin öngörülen yükleme koşulları

tarafından nasıl deforme olduğunu ve içsel olarak nasıl gerildiğine ilişkin yapısal

analiz yapılmasına yardımcı olan matematiksel bir modeldir. Gelecekte yapılacak

çalışmalarda, lineer elastik teori kullanılarak yer değiştirmeler zamanın bir fonksiyonu

olarak alınıp, elastostatik çalışmada elde edilen sonuçlarla karşılaştırılabilir.
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[29] Eker, M., Yarımpabuç, D., Çelebi, K, Mechanical Behavior of Functionally Graded

Pressure Vessels Under the Effect of Poisson’s Ratio, European Mechanical Science,

2(2), 52–59, 2018

46
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Dicle Üniversitesi Siirt
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EK.1.

İç basınca ve döndürmeye maruz bırakılmış kalın cidarlı silindirik ve küresel basınçlı
kapların boyutsuz gerilme-yer değiştirme (2.17) ve denge denklemleri (2.18) kul-
lanılarak aşağıdaki şekilde elde edilmiştir.

Uzay yönündeki bağımsız değişkenin boyutsuzlaştırması,

𝑥 =
𝑟 − 𝑟𝑖

𝑟0 − 𝑟𝑖
⇒ 𝑑𝑥

𝑑𝑟
=

1
𝑟0 − 𝑟𝑖

(EK.1.1.1)

şeklinde bulunur. Deplasmanın

𝑈 =
𝑢

𝑟0 − 𝑟𝑖
(EK.1.1.2)

bağıntısı ile boyutsuzlaştırılırken, uzay yönündeki türevinin boyutsuzlaştırma işlemi
zincir kuralı kullanılarak aşağıdaki şekilde yapılır:

𝑑𝑢

𝑑𝑟
=
𝑑𝑥

𝑑𝑟

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1
𝑟0 − 𝑟𝑖

𝑑

𝑑𝑥
[(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈] = 𝑑𝑈

𝑑𝑥
(EK.1.1.3)

Melzeme özellikleri ise,

𝐸 𝑓 (𝑥) = (𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠 (EK.1.1.4a)

ρ 𝑓 (𝑥) = (ρ𝑎 −ρ𝑠)𝑥𝑠 +ρ𝑠 (EK.1.1.4b)

şeklinde bulunur.

Silindirik basınçlı kap için radyal gerilme denklemine (2.6a) boyutsuz parametreler
yerleştirilip düzenlenirse,

(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆𝑟 = 𝐶11 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶12 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈
(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

𝑆𝑟 = 𝐶11 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈

𝑥+𝑅
(EK.1.1.5)

bulunur. Benzer şekilde teğetsel gerilme denklemine (2.6b) boyutsuz parametreler
yerleştirilip düzenlenirse,

(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆θ = 𝐶12 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶11 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈
(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

𝑆θ = 𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶11 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈

𝑥+𝑅
(EK.1.1.6)

elde edilir. Denge denklemine de (2.9) boyutsuz parametreler yerleştirilip düzenlenirse,

𝑑𝑥

𝑑𝑟

𝑑

𝑑𝑥
[(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆𝑟] +

(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆𝑟 − (𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆θ

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

+ [(ρ𝑎 −ρ𝑠)𝑥𝑠 +ρ𝑠]𝑤2 [(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖]2 = 0
𝑑𝑆𝑟

𝑑𝑥
+ 𝑆𝑟 − 𝑆θ

𝑥+𝑅
+
[ (
𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 +𝑀𝐶2

]
(𝑥+𝑅)2𝑤2(𝑟0 − 𝑟𝑖)3 = 0 (EK.1.1.7)
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elde edilir. Silindirik kabın deplasmana bağlı boyutsuz iç cidardaki (𝑟 = 𝑟𝑖) sınır koşulu
(2.11a),[
𝐶11 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝐶12 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈
(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

]
(𝑟0−𝑟𝑖)𝑥+𝑟𝑖=𝑟𝑖

= −𝑃[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=0

= − 𝑃

𝐶11𝐸𝑠

(EK.1.1.8)

bulunur. Dış cidardaki (𝑟 = 𝑟0) sınır koşulu (2.11b) da benzer şekilde[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=0

= 0 (EK.1.1.9)

elde edilir.

Küresel basınçlı kap için radyal gerilme denklemine (2.12a) boyutsuz parametreler
yerleştirilip düzenlenirse,

(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆𝑟 = 𝐶11 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝐶12 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈
(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑎

𝑆𝑟 = 𝐶11 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈

𝑥+𝑅
(EK.1.1.10)

bulunur. Benzer şekilde teğetsel gerilme denklemine (2.12b) boyutsuz parametreler
yerleştirilip düzenlenirse,

(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆θ = 𝐶12 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+ (𝐶11 +𝐶12) [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈
(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

𝑆θ = 𝐶12 [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+ (𝐶11 +𝐶12) [𝑥𝑠 +𝐸𝑁 ]

𝑈

𝑥+𝑅
(EK.1.1.11)

elde edilir. Denge denklemine de (2.9) boyutsuz parametreler yerleştirilip düzenlenirse,

𝑑𝑥

𝑑𝑟

𝑑

𝑑𝑥
[(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆𝑟] +2

(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆𝑟 − (𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑆θ

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

+ [(ρ𝑎 −ρ𝑠)𝑥𝑠 +ρ𝑠]𝑤2 [(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖]2 = 0
𝑑𝑆𝑟

𝑑𝑥
+ 2(𝑆𝑟 − 𝑆θ )

𝑥+𝑅
+
[ (
𝑀𝐶1 −𝑀𝐶2

)
𝑥𝑠 +𝑀𝐶2

]
(𝑥+𝑅)2𝑤2(𝑟0 − 𝑟𝑖)3 = 0 (EK.1.1.12)

elde edilir. Küresel kabın deplasmana bağlı boyutsuz iç cidardaki (𝑟 = 𝑟𝑖) sınır koşulu
(2.16a),[
𝐶11 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝐶12 [(𝐸𝑎 −𝐸𝑠)𝑥𝑠 +𝐸𝑠]

(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑈
(𝑟0 − 𝑟𝑖)𝑥+ 𝑟𝑖

]
(𝑟0−𝑟𝑖)𝑥+𝑟𝑖=𝑟𝑖

= −𝑃[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=0

= − 𝑃

𝐶11𝐸𝑠

(EK.1.1.13)

bulunur. Dış cidardaki (𝑟 = 𝑟0) sınır koşulu (2.16b) da benzer şekilde[
𝑑𝑈

𝑑𝑥
+2𝑛

𝑈

𝑥+𝑅

]
𝑥=0

= 0 (EK.1.1.14)

elde edilir.

49



EK.2.

Elastisite teorisi kullanılarak fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemeden yapılmış
izotropik dönen kalın cidarlı basınçlı kaplardaki gerilmeler Kuvvet Seri Yöntemi ile
elde edilmiştir. Kullanılan yöntemin doğruluğunu göstermek için Nejad ve Rahimi’nin
[11] çalışmasında kullandığı fonksiyonel dereceli model için kuvvet seri yöntemi
ile çözümler elde edilmiş ve sonuçlar karşılaştırılmıştır. Nejad ve Rahimi’nin [11]
çalışmasında silindirik geometri için deplasmana bağlı adi diferansiyel denklem:

𝑟2𝑢′′+ (β +1)𝑟𝑢′+ (𝑛β −1)𝑢 = −ρ𝑖𝑤
2𝑎β−α

𝐸𝑖𝑐11
𝑟α−β+3 (EK.2.2.1)

şeklinde elde edilmişti. α = 1, β = 2 özel seçimi ve boyutsuzlaştırma parametreleri
(2.17) kullanılarak, boyutsuz deplasman denklemi

(𝑥+𝑅)2 𝑑
2𝑢

𝑑𝑥2 +3(𝑥+𝑅) 𝑑𝑢
𝑑𝑥

+ (2𝑛−1)𝑈 = 𝐷 [𝑥+𝑅]2 (EK.2.2.2)

öyleki

𝐷 = −ρ𝑖𝑤
2𝑎(𝑏− 𝑎)
𝐸𝑖𝑐11

(EK.2.2.3)

elde edilir. Bu denklemde en yüksek mertebeli türevin değişken katsayısı
𝑃(𝑥) = (𝑥 + 𝑅)2, 𝑥0 = 0 da analitik olduğu için adi diferansiyel denklem (EK.1.1.1)
kuvvet serisi ile çözülebilir. 𝑥0 = 0’da 𝑈 (𝑥)’in kuvvte seri açılımı

𝑈 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑥
𝑘 (EK.2.2.4)

şeklinde olup 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2 . . . sınır koşullarında elde edilecek katsayıları ifade etmektedir.
Bu denklemin türevleri alınıp

𝑈′ =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘−1, 𝑈′′ =

∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘−2 (EK.2.2.5)

deplasman denkleminde (EK.2.2.1) yerine yazılırsa

(𝑥+𝑅)2
∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘−2 +3(𝑥+𝑅)

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘−1

+𝑁

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑥
𝑘 = 𝐷 [𝑥+𝑅]2 (EK.2.2.6)

elde edilir. Burada işlem kolaylığı için 𝑁 = 2𝑛−1 alınmıştır. Dışarıda çarpım durumdaki
terimler toplamların içine alınıp düzenlenirse,
∞∑︁
𝑘=2

𝑘 (𝑘 −1)𝐴𝑘𝑥
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=1

2𝑅𝑘 (𝑘 +1)𝐴𝑘+1𝑥
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑅2(𝑘 +1) (𝑘 +2)𝐴𝑘+2𝑥
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=1

3𝑘𝐴𝑘𝑥
𝑘

+
∞∑︁
𝑘=0

3𝑅(𝑘 +1)𝐴𝑘+1𝑥
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑁𝐴𝑘𝑥
𝑘 = 𝐷 [𝑥+𝑅]2 (EK.2.2.7)
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elde edilir. Bu denklemde toplamların içindeki 𝑥’lerin kuvvetleri eşitlenip toplam
indeksleri aynı noktadan başlayacak şekilde düzenlenirse,

∞∑︁
𝑘=2

[
𝑅2(𝑘 +1) (𝑘 +2)𝐴𝑘+2 +𝑅(𝑘 +1) (2𝑘 +3)𝐴𝑘+1 + (𝑘2 +2𝑘 +𝑁)𝐴𝑘

]
+ 𝑥

[
6𝑅2𝐴3 +10𝑅𝐴2 + (3+𝑁)𝐴1

]
+2𝑅2𝐴2 +3𝑅𝐴1 +𝑁𝐴0 = 𝐷 [𝑥+𝑅]2 (EK.2.2.8)

elde edilir. Sağ taraf fonksiyonu 𝐷 [𝑥 + 𝑅]2 açılıp, polinomların eşitliği ilkesi kul-
lanılırsa,

𝐴2 =
𝐷𝑅2 −3𝑅𝐴1 −𝑁𝐴0

2𝑅2 (EK.2.2.9a)

𝐴3 =
2𝐷1𝑅−10𝑅𝐴2 − (3+𝑁)𝐴1

6𝑅2 (EK.2.2.9b)

𝐴4 =
𝐷1 −21𝑅𝐴3 − (8+𝑁)𝐴2

12𝑅2 (EK.2.2.9c)

ve tekrarlama bağıntısı,

𝐴𝑘+2 = −𝑅(𝑘 +1) (2𝑘 +3)𝐴𝑘+1 + (𝑘2 +2𝑘 +𝑁)𝐴𝑘

𝑅2(𝑘 +1) (𝑘 +2)
, 𝑛 ≥ 3 (EK.2.2.10)

şeklinde elde edilir. Sırasıyla 𝑛 = 3,4,5, . . . yerine yazılırsa, 𝐴𝑖 katsayıları,

𝐴5 = −36𝑅𝐴4 + (15+𝑁)𝐴3

20𝑅2 (EK.2.2.11a)

𝐴6 = −44𝑅𝐴5 + (24+𝑁)𝐴4

30𝑅2 (EK.2.2.11b)

𝐴7 = −78𝑅𝐴6 + (35+𝑁)𝐴5

42𝑅2 (EK.2.2.11c)

...

bulunur.
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