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Edilmiş Chebyshev Tipli Eşitsizlikler
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

Modifiye Edilmiş Üstel Trigonometrik Konveks Fonksiyonlar İçin Hadamard Tipli

Eşitsizlikler ve Bir Kesirli İntegral Operatör Yardımıyla Elde Edilmiş Chebyshev

Tipli Eşitsizlikler

Bu tez, kesirli integral operatörleri ve Chebyshev tipi integral eşitsizlikleri üzerine

kapsamlı bir inceleme sunmaktadır. Beş ana bölümden oluşan tezde , her bölüm belirli bir

konuya odaklanarak okuyucuya derinlemesine bir anlayış kazandırmayı hedeflemektedir.

Birinci bölümde, eşitsizliklerin, kesirli analizlerin, kesirli türev ve integralin yanı sıra ke-

sirli integral operatörlerinin tarihsel gelişimi ve önemi ele alınmıştır. Bu bölüm, konunun

tarihsel arka planını ve matematiksel düşüncenin evrimini ortaya koyarak okuyucunun ilgi

duymasını sağlamaktadır.

İkinci bölüm, kesirli analiz ve integral operatörleriyle ilgili temel tanım ve teoremleri içer-

mekte olup, okuyucunun konunun temellerini kavramasına yardımcı olmaktadır. Bu bölüm,

kesirli integrallerin matematiksel çerçevesini sağlam bir şekilde sunmaktadır.

Üçüncü bölümde, literatürde yer alan çeşitli kesirli integral operatörlerinin tanımları ve özel-

likleri incelenmiştir. Bu bölüm, mevcut bilgi birikimine katkıda bulunarak, kesirli integral

operatörlerinin uygulama alanlarını genişletmeyi amaçlamaktadır.

Dördüncü bölüm, yeni tanımlanan konveks fonksiyon sınıfıyla elde edilen bazı yeni eşitsi-

zlikler ve integral operatörleri ile Chebyshev tipi integral eşitsizliklerinin ortaya konulduğu

bölümdür. Bu kısım, hem teorik hem de pratik açıdan önemli bulgular sunmaktadır.

Beşinci bölümde ise, bu çalışmada elde edilen sonuçlar ve gelecekteki çalışmalar için öner-

iler paylaşılmaktadır. Bu bölüm , araştırmanın genel değerlendirmesini yaparak, alanın

gelişimine yönelik yeni yönelimler sunmaktadır.

Tez, kesirli analiz alanında önemli katkılar sağlamayı hedeflemekte ve ilgili literatüre yeni

bakış açıları kazandırmaktadır.

2025, 46 sayfa

Anahtar Kelimeler: Modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon,

Hadamard tipli eşitsizlikler, Chebyshev eşitsizliği.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

The Hadamard-Type Inequalities for Modified Exponential Trigonometric Convex

Functions and Chebyshev-Type Inequalities Obtained via a Fractional Integral

Operator

This thesis presents a comprehensive survey of fractional integral operators and

Chebyshev-type integral inequalities. The thesis consists of five main chapters, each chapter

focusing on a specific topic and aiming to provide the reader with an in-depth understanding.

The first chapter deals with the historical development and importance of inequalities, frac-

tional analyses, fractional differentiation and integration, as well as fractional integral op-

erators. This chapter provides the historical background of the subject and the evolution of

mathematical thought, thus arousing the reader’s interest.

The second chapter contains the basic definitions and theorems related to fractional analysis

and integral operators and helps the reader to grasp the fundamentals of the subject. This

chapter provides a solid mathematical framework of fractional integrals.

In the third chapter, the definitions and properties of various fractional integral operators in

the litterateur are analysed. This chapter aims to extend the application areas of fractional

integral operators by contributing to the existing knowledge.

The fourth chapter presents some new inequalities and integral operators obtained with the

newly defined class of convex functions and Chebyshev type integral inequalities. This sec-

tion presents important findings from both theoretical and practical points of view.

In the fifth chapter, the results obtained and suggestions for future work are presented. This

chapter provides an overall evaluation of the research and suggests new directions for the

development of the field.

The thesis aims to make significant contributions to the field of fractional analysis and brings

new perspectives to the related litterateur.

2025, 46 pages

Key Words: Modified exponential trigonometric convex function, Hadamard type

inequalities, Chebyshev inequality.
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İÇİNDEKİLER
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ
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1. GİRİŞ

Matematikte eşitsizlik kavramı, iki değerin birbirine göre durumlarını ifade etmek

için kullanılan önemli bir araçtır. Bu kavramın kökenleri, 18. yüzyılda Leonhard Euler

tarafından kullanıldığı düşünülmektedir. İlk olarak küçüktür (<) ve büyüktür (>) işaret-

lerini kullanan İngiliz matematikçi Thomas Harriot’tur. Eşitsizlik teorisinin temelleri, Gauss,

Cauchy, Chebyshev gibi ünlü matematikçiler tarafından atılmıştır.

Eşitsizliklerin matematiğin birçok alanında uygulamaları bulunmaktadır ve son yıl-

larda bu alandaki araştırmalar hız kazanmıştır. Özellikle Hadamard, Ostrowski, Jensen,

Opial gibi eşitsizlik tipleri, matematiğin çeşitli dallarında sıkça kullanılmaktadır.

Konvekslik kavramı ise M.Ö. Arşimed dönemine kadar uzanmasına rağmen matem-

atik literatüründe 19. yüzyılda yer almaya başlamıştır (Heath, 2002). Konveks fonksiy-

onlarla ilgili sistematik çalışmalar, Jensen (Jensen, 1906) tarafından 1905-1906 yıllarında

başlatılmış ve A.W. Roberts ile D.E. Varberg’in "Convex Functions" adlı eserinde yayınlan-

mıştır (Roberts and Varberg, 1973). Konvekslik kavramı, eşitsizliklerle sıkı bir şekilde ilişk-

ilendirilmiştir ve konveks fonksiyonlar teorisinde eşitsizlik kavramı büyük bir öneme sahip-

tir. Kesirli analizin ortaya çıkışı ise, 1695 yılında Leibniz’e, LHôpital tarafından yöneltilen

bir soruyla başlar:

"n ∈ N = {0, 1, 2, 3, . . .} olmak üzere dκ2/dκ1 notasyonun da n = 1/2 olursa ne

olur?"

Leibniz, bu soruya "Bir paradoks gibi görünen bir gün yararlı bir sonuç olarak or-

taya çıkacaktır." şeklinde cevap vermiştir (Oldhamand and Spanier, 1974). Kesirli analizin

geçmişi, son üç yüzyıla dayanmasına rağmen, mühendislik ve bilim camiasında yeterince

takdir görmemiştir. Ancak yapılan çalışmalar, kesirli analizle elde edilen modellerin, yaşamı

daha doğru bir şekilde yorumlamamızı sağladığını ve daha gerçekçi durumlarla karşılaş-

mamıza yardımcı olduğunu göstermektedir. Bu durum, gelecekte kesirli analizle ilgili birçok

uygulamanın ortaya çıkacağının ve konunun giderek daha fazla değer kazanacağının bir

işaretidir. Literatürde Hardy, Hadamard, Jensen gibi matematikçilerin eşitsizlikler ve kon-

veks fonksiyonlar üzerine temel çalışmaları bulunmaktadır. Son yıllarda, kesirli integral

kavramının gelişimiyle birlikte konveks fonksiyonlar ve eşitsizlikler alanında yeni çalışmalar

yapılmıştır. Bu çalışmalar, kesirli integral operatörleri kullanılarak Hermite-Hadamard Mer-
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cer tipi eşitsizliklerin elde edilmesini sağlamıştır.

Eşitsizlikler ve konveks fonksiyonlar, matematiğin birçok alanında hayati bir rol oy-

nar. Bu konularla ilgili ilk derinlemesine inceleme, Hardy, Littlewood ve Polya tarafından

1934’te kaleme alınan "Inequalities" adlı kitapla başlar (Hardy et al., 1952). Daha sonra, E.

F. Beckenbach ve R. Bellman tarafından 1961’de yayımlanan "Inequalities" adlı ikinci kitap

(Beckenbach and Bellman, 1961), 1934 ile 1960 arasındaki döneme odaklanarak eşitsizlik-

lerle ilgili çarpıcı sonuçları içerir. 1970 yılında ise Mitrinović tarafından yayımlanan "Ana-

lytic Inequalities" adlı kitap (Mitrinovic and Vasic, 1970), önceki iki kaynakta bulunmayan

yeni konuları ele alır. Bu üç ana kaynağın yanı sıra, Mitrinović ve diğerleri (1993), Pachpatte

(2005) ve daha sonraki yıllarda Dragomir ve Agarwal (Dragomir and Agarwal, 2000), Lak-

shmikantham (Lakshmikantham and Trigiante, 2002) gibi araştırmacılar tarafından eşitsiz-

liklerle ilgili pek çok kitap, makale ve monografi yazılmıştır. Son yıllarda eşitsizlikler, farklı

alanlarda giderek artan kullanımları ve bilime yeni perspektifler kazandırma potansiyelleri

sayesinde büyük bir ilgiyle karşılanmıştır. Bu bağlamda öne çıkan en önemli eşitsizliklerden

biri, Chebyshev eşitsizliği (Chebyshev, 1867) olarak bilinen ve geniş bir uygulama yelpazesi

olan eşitsizliktir.

Bu tezin amacı , literatürdeki kesirli integral formlarından yararlanarak modifiye

edilmiş konveks fonksiyonlar sınıfı için kesirli Hermite-Hadamard integral eşitsizlikleri elde

etmektir. Tezin ikinci bölümünde, modifiye edilmiş konveks fonksiyonlar sınıfı kullanılarak,

Riemann-Liouville kesirli integralinin kotanjant formu yardımıyla Chebyshev tipli eşitsiz-

likler bularak matematik literatürüne özgün bir katkı sağlamaktadır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde tez çalışması kapsamında gerekli olan tanım, teorem ve önemli bazı

temel özelliklere yer verilecektir.

2.1. Konvekslikle İlgili Bazı Temel Terimler

Tanım 2.1 (Konveks Küme): L bir lineer uzay ve η1 ⊆ L olsun. Eğer η1, η2 ∈ η1 olmak

üzere

η2 = {z ∈ L : z = τη1 + (1− τ)η2, 0 ≤ τ ≤ 1} ⊆ η1

ise η1 kümesine konveks küme denir.

Geometrik olarak η2 kümesi uç noktaları κ1 ve κ2 olan bir doğru parçasıdır. Öyleki,

konveks küme boş olmayan ve herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden

kümedir (Bayraktar, 2000).

Tanım 2.2 (Konveks Fonksiyon): I , R ’de bir aralık ve Ω : I → R bir fonksiyon olsun. Her

η1, η2 ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için

Ω(τη1 + (1− τ)η2) ≤ τΩ(η1) + (1− τ)Ω(η2)

şartı sağlanırsa Ω fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer η1 ̸= η2 ve τ ∈ (0, 1) için

fonksiyon

Ω(τη1 + (1− τ)η2) < τΩ(η1) + (1− τ)Ω(η2)

şartı sağlanıyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Niculescu and Persson,

2006).

Tanım 2.3 (Quasi Konveks Fonksiyon) Ω : I ⊆ R → R fonksiyonu I üzerinde quasi

konveks fonksiyon olarak adlandırılır ,

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤ max {Ω (η1) ,Ω (η2)} (2.1)

herhangi bir η1, η2 ∈ I , τ ∈ [0, 1] için geçerlidir (Ion, 2007).
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Tanım 2.4 (Üstel Konveks Fonksiyon ) I ⊆ R olsun. Ω : I ⊆ R → R fonksiyonu her

η1, η2 ∈ I, τ ∈ [0, 1] ve κ1 ∈ R için

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤ τeκ1η1Ω (η1) + (1− τ) eκ1η2Ω (η2) (2.2)

eşitsizliğini sağlıyorsa üstel konveks olduğu söylenir (Awan et al., 2018).

Tanım 2.5 (Trigonometrik Konveks Fonksiyon ) Negatif olmayan bir Ω : I ⊆ R → R

fonksiyonu eğer η1, η2 ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için

Ω(τη1 + (1− τ)η2) ≤
(
sinπτ

2

)
Ω(η1) +

(cos πτ
2

)
Ω(η2) (2.3)

eşitsizliği sağlanırsa I aralığında trigonometrik konveks fonksiyon olarak adlandırılır (Kadakal,

2018).

Tanım 2.6 (Üstel Trigonometrik Konveks Fonksiyon ) I ⊆ R bir aralık olsun. Ω : I ⊆

R → R fonksiyonu eğer her η1, η2 ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤
sin πτ

2

e1−τ
Ω (η1) +

cos πτ
2

eτ
Ω (η2) (2.4)

eşitsizliğini sağlıyorsa üstel trigonometrik konveks fonksiyon olarak adlandırılır (Kadakal

et al., 2021a).

Not 2.1 Her τ ∈ [0, 1] için h(τ) =
sin πτ

2

e1−τ +
cos πτ

2

eτ
ifadesi 0 ≤ h(τ) ≤ 1 aralığında yer

alır. Tanım 2.6 ifadesinde yer alan üstel trigonometrik konveks fonksiyon tanımına göre tüm

η1 ∈ I için

Ω(η1) = Ω(τη1 + (1− τ)η1)

≤
sin πτ

2

e1−τ
Ω (η1) +

cos πτ
2

eτ
Ω (η1)

= Ω (η1)

(
sin πτ

2

e1−τ
+

cos πτ
2

eτ

)
= Ω(η1)h (τ)

elde edilir. Dolayısıyla,

(1− h(τ))Ω(η1) ≤ 0

sonucuna varılır. Bu durum Ω(η1) ≤ 0 olduğunu gösterir.
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Şekil 2.1. Üstel trigonometrik konveks fonksiyonun katsayılar toplamı

Tanım 2.7 (Üstel Quasi Konveks Fonksiyon ) Ω : I ⊆ R → R fonksiyonu her η1, η2 ∈ I ,

τ ∈ [0, 1] ve κ1 ∈ R için

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤ max {eκ1η1Ω (η1) , e
κ1η2Ω (η2)} (2.5)

eşitsizliği sağlanırsa üstel quasi konveks fonksiyon olarak adlandırılır (Latif and Alomari,

2009).

Tanım 2.8 (Trigonometrik Quasi Konveks Fonksiyon )I ⊆ R bir aralık olsun. Ω : I ⊆

R → R fonksiyonu her η1, η2 ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤
(
sin

πτ

2
+ cos

πτ

2

)
max {Ω (η1) ,Ω (η2)} (2.6)

eşitsizliği sağlanırsa trigonometrik quasi konveks fonksiyon olarak adlandırılır (Numan and

İşcan, 2021).

Tanım 2.9 (Senkronize Fonksiyon): Ω ve ϱ fonksiyonları [η1, η2] kapalı aralığında sürekli

iki fonksiyon olsun. Her κ1,κ2 ∈ [η1, η2] için

(Ω (κ1)− Ω(κ2)) (ϱ (κ1)− ϱ(κ2)) ≥ 0 (2.7)

eşitsizliği sağlanıyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir.

Tanım 2.10 (Gama Fonksiyonu): Γ : (0,∞) → R tanımlı fonksiyon ve κ1 > 0 için

Γ (κ1) =

∞∫
0

τκ1−1e−τdτ (2.8)

şeklinde parametreye bağlı genelleştirilmiş integrale Gama fonksiyonu veya ikinci çeşit Eu-

ler integrali denir (Kannappan, 2009).
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(2.8) ile ifade edilen fonksiyon için

i) 0 < κ1 < ∞ yakınsak

ii) κ1 ≤ 0 için ıraksaktır.

⇒Gama fonksiyonuna ait bazı özellikler

i) κ1 > 0 için Γ (κ1 + 1) = κ1Γ (κ1)

ii) Γ (κ1) = (κ1 − 1)!

iii) Γ (1) = 0! = 1

iv) Γ
(
1
2

)
=

√
π

2.2. Bazı İyi Bilinen Eşitsizlikler

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): I, R’de bir aralık, η1, η2 ∈ I, ve η1 < η2

olmak üzere Ω : I → R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Ω

(
η1 + η2

2

)
≤ 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1 ≤
Ω(η1) + Ω(η2)

2

eşitsizliği geçerlidir (Pearce et al., 1998).

İspat (1.Yöntem) Hermite- Hadamard eşitsizliğinin literatürde varolan iki ispatı aşağıda

verilecektir. Ω fonksiyonu [η1, η2] aralığında konveks yani (η1, η2) aralığında sürekli ve

[η1, η2] aralığında sınırlı olduğundan integrallenebilirdir. Konveksliğin geometrik yorumun-

dan eşitsizliğin sağ tarafının ispatı açıktır. κ1 = τη1 + (1− τ)η2 ve τ ∈ [0, 1] için

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1 =

1∫
0

Ω(τη1 + (1− τ)η2)dτ

≤ Ω(η1)

1∫
0

τdτ + Ω(η2)

1∫
0

(1− τ)dτ

=
Ω(η1) + Ω(η2)

2

eşitsizliği geçerlidir. Ayrıca belirli integralin parçalanışından

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1 =
1

η2 − η1


η1+η2

2∫
η1

Ω(κ1)dκ1 +

η2∫
η1+η2

2

Ω(κ1)dκ1


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olarak yazılabilir. Burada eşitsizliğin sağında κ1 = η1 +
τ(η2−η1)

2
için

η1+η2
2∫

η1

Ω(κ1)dκ1 =
η2 − η1

2

1∫
0

Ω

(
η1 +

τ(η2 − η1)

2

)
dτ

ve κ1 = η2 − τ(η2−η1)
2

için

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1 =
1

2

1∫
0

[
Ω

(
η1 +

τ(η2 − η1)

2

)
+ Ω

(
η2 −

τ(η2 − η1)

2

)]
dτ

≥ Ω

(
η1 + η2

2

)
eşitsizliği elde edilir. Böylece her iki eşitsizlikte ispatlanmış olur.

Hermite-Hadamard eşitsizliğinin farklı bir ispatı ise aşağıdaki gibi verilebilir;

İspat (2.Yöntem) Ω fonksiyonu konveks olduğundan fonksiyon grafiği üzerinde alınan

herhangi iki noktayı birleştiren doğru parçasının fonksiyon grafiğinin üzerinde olduğu bilin-

mektedir. Buna göre

Ω(κ1) ≤ Ω(η1) +
Ω(η2)− Ω(η1)

η2 − η1
(κ1 − η1)

eşitsizliği mevcuttur. Bu eşitsizlikte her iki taraf [η1, η2] aralığı üzerinde κ1 değişkenine göre

integre edilirse
η2∫

η1

Ω(κ1)dκ1 ≤
η2∫

η1

Ω(η1)dκ1 +
Ω(η2)− Ω(η1)

η2 − η1

η2∫
η1

(κ1 − η1)dκ1

=
Ω(η1) + Ω(η2)

2

elde edilir. Ayrıca sol tarafın ispatına gelindiğinde, sırasıyla κ1 = η1+η2−τ(η2−η1)
2

ve κ1 =

η1+η2+τ(η2−η1)
2

değişken değiştirmesi yapılırsa

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

=
1

η2 − η1

η1+η2
2∫

η1

Ω(κ1)dκ1 +
1

η2 − η1

η2∫
η1+η2

2

Ω(κ1)dκ1

=
1

2

1∫
0

[
Ω

(
η1 + η2 − τ(η2 − η1)

2

)
+ Ω

(
η1 + η2 + τ(η2 − η1)

2

)]
dτ

≥ Ω

(
η1 + η2

2

)
elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Teorem 2.2 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. Ω ve ϱ,

[η1, η2] aralığında tanımlı ve integrallenebilen iki fonksiyon, |Ω|p ve |ϱ|q , [η1, η2] aralığında

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

η2∫
η1

|Ω (κ1) ϱ (κ1)| dκ1 ≤

 η2∫
η1

|Ω (κ1)|p dκ1

 1
p
 η2∫

η1

|ϱ (κ1)|q dκ1

 1
q

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

İspat κ1 → κp
1 fonksiyonu (0,∞) aralığında konvekstir. Çünkü p ≥ 1, yani Jensen eşitsi-

zliğine göre ∫
µdv ≤

(∫
µpdv

) 1
p

Burada v, herhangi bir olasılık dağılımı ve herhangi bir v -ölçülebilir bir fonksiyondur. u

herhangi bir ölçü olsun ve

dv =
ϱq∫
ϱqdu

du

Dolayısıyla 1
p
+ 1

q
= 1 kullanarak p (1− q) + q = 0 elde ederiz ve µ = Ωϱ1−q kabul ederiz∫

Ωϱdu =

(∫
ϱqdu

)∫
µdv

=

(∫
ϱqdu

)∫
Ωϱ1−q ϱq∫

ϱqdu
du

≤
(∫

ϱqdu

)(∫
Ωpϱp(1−q) ϱq∫

ϱqdu
du

) 1
p

=

(∫
ϱqdu

)(∫
Ωp∫
ϱqdu

du

) 1
p

eşitsizliği elde edilir. Buradan∫
Ωϱdu ≤

(∫
Ωpdu

) 1
p
(∫

ϱqdu

) 1
q

yazılabilir.Bu durum Ω ve ϱ’nin gerçek olduğunu ve negatif olmadığını varsayımıyla yazıla-

bilir ve karmaşık fonksiyonların genişletilmesi elde edilebilir. Ayrıca ||Ω||p , ||ϱ||q ne sıfır ne

de sonsuzdur ve p, q > 1 için geçerlidir.

Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan Power Mean eşitsizliği aşağıdaki gibidir.

Teorem 2.3 (Power Mean Eşitsizliği): Ω ve ϱ, [η1, η2] aralığında tanımlı ve integrallenebilen

iki fonksiyon olsun. q ≥ 1, |Ω| ve |ϱ|q, [η1, η2] aralığında integrallenebilen fonksiyonlar ise

η2∫
η1

|Ω(κ1)ϱ(κ1)| dκ1 ≤

 η2∫
η1

|Ω(κ1)| dκ1

1− 1
q
 η2∫

η1

|Ω(κ1)| |ϱ(κ1)|q dκ1

 1
q

eşitsizliği geçerlidir.
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Teorem 2.4 (Ostrowski Eşitsizliği): Ω : I ⊆ R → R fonksiyonu I◦ üzerinde diferan-

siyellenebilen bir fonksiyon, η1, η2 ∈ I ve η1 < η2 olsun. Eğer her κ1 ∈ [η1, η2] için

|Ω′(κ1)| < M ise, bu takdirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣∣Ω(κ1)−
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ M(η2 − η1)

[
1

4
+

(
κ1 − η1+η2

2

)2
(η2 − η1)

2

]

Burada, 1
4

sabiti en iyi katsayıdır ve daha küçük bir katsayı ile yer değiştiremez (Ostrowski,

1937). Bu eşitsizlik literatürde κ1 ∈ [η1, η2] noktasında Ω(κ1) değerinin 1
η2−η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

integral ortalamasına yaklaşımı için bir üst sınır veren Ostrowski integral eşitsizliği olarak

adlandırılır (Baloch and İşcan., 2015). Ostrowski integral eşitsizliği başka formda da aşağı-

daki gibi verilebilir.∣∣∣∣∣∣Ω(κ1)−
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ M

η2 − η1

[
(κ1 − η1)

2 + (η2 − κ1)
2

2

]

İspat Bu teoremi ispatlamak için aşağıdaki eşitlik kullanılacaktır. Ω : I ⊆ R → R fonksiy-

onu (η1, η2) ⊂ I’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olduğundan κ1 ∈ (η1, η2) için

C(κ1, τ) =

 τ − η1, τ ∈ [η1,κ1)

τ − η2, τ ∈ [κ1, η2]

olmak üzere

Ω(κ1) =
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ +
1

η2 − η1

η2∫
η1

C(κ1, τ)Ω
′(τ)dτ

Ω(κ1)−
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

=
1

η2 − η1

η2∫
η1

C(κ1, τ)Ω
′(τ)dτ

=
1

η2 − η1

κ1∫
η1

(τ − η1)Ω
′(τ)dτ +

1

η2 − η1

η2∫
κ1

(τ − η2)Ω
′(τ)dτ

yazılır. Bu durumda yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının mutlak değeri alınıp üçgen eşitsi-

zliği uygulanırsa ∣∣∣∣∣∣Ω(κ1)−
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1

η2 − η1

κ1∫
η1

(τ − η1)Ω
′(τ)dτ +

1

η2 − η1

η2∫
κ1

(τ − η2)Ω
′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
9



∣∣∣∣∣∣Ω(κ1)−
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

η2 − η1

κ1∫
η1

|τ − η1| |Ω′(τ)| dτ +
1

η2 − η1

η2∫
κ1

|τ − η2| |Ω′(τ)| dτ

elde edilir. Ayrıca |Ω′(κ1)| < M olduğundan∣∣∣∣∣∣Ω(κ1)−
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ M

η2 − η1

κ1∫
η1

|τ − η1| dτ +
M

η2 − η1

η2∫
κ1

|τ − η2| dτ

=
M

η2 − η1

 κ1∫
η1

(τ − η1) dτ +

η2∫
κ1

(η2 − τ) dτ


=

M

η2 − η1

[(
κ2

1

2
− κ1η1 −

η21
2

+ η21

)
+

(
η22 −

η22
2

− η2κ1 +
κ2

1

2

)]
=

M

η2 − η1

[
(κ1 − η1)

2 + (η2 − κ1)
2

2

]

eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan

(κ1 − η1)
2 + (η2 − κ1)

2

=

(
κ1 −

η1 + η2
2

+
η1 + η2

2
− η1

)2

+

(
η2 −

η1 + η2
2

+
η1 + η2

2
− κ1

)2

=

(
κ1 −

η1 + η2
2

)2

+ 2

(
κ1 −

η1 + η2
2

)(
η2 − η1

2

)
+

(
η2 − η1

2

)2

+

(
η2 − η1

2

)2

+ 2

(
η1 + η2

2
− κ1

)(
η2 − η1

2

)
+

(
η1 + η2

2
− κ1

)2

= 2

(
κ1 −

η1 + η2
2

)2

+ 2

(
η2 − η1

2

)2

= 2 (η2 − η1)

[
1

4
+

(
κ1 − η1+η2

2

)2
(η2 − η1)

2

]

yazılır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 2.5 (Simpson Eşitsizliği): I = [η1, η2] ve Ω : I → R, (η1, η2) üzerinde dördüncü

mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon ve
∣∣∣∣Ω(4)

∣∣∣∣ = supκ1∈(η1,η2)
∣∣Ω(4)

∣∣ < ∞ olsun.

Bu durumda,∣∣∣∣∣∣13
[
Ω(η1) + Ω(η2)

2
+ 2Ω

(
η1 + η2

2

)]
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2880

∣∣∣∣Ω(4)
∣∣∣∣
∞ (η2 − η1)

4
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eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlik literatürde Simpson eşitsizliği olarak bilinmektedir (Dragomir

et al., 1999).

İspat I = [η1, η2] ve Ω : I → R (η1, η2) üzerinde dördüncü mertebeden türevi sürekli olan

bir fonksiyon ve
∣∣∣∣Ω(4)

∣∣∣∣ = supκ1∈(η1,η2)
∣∣Ω(4)

∣∣ < ∞ olmak üzere C(κ1) fonksiyonunu

C(κ1) =

 1
24
(κ1 − η1)

3
(
κ1 − η1+2η2

3

)
, κ1 ∈

[
η1,

η1+η2
2

)
1
24
(κ1 − η2)

3
(
κ1 − 2η1+η2

3

)
, κ1 ∈

[
η1+η2

2
, η2
]

olarak tanımlayalım. Bu durumda verilen eşitlikten

η2∫
η1

C(κ1)Ω
(4)(κ1)dκ1 =

η1+η2
2∫

η1

1

24
(κ1 − η1)

3

(
κ1 −

η1 + 2η2
3

)
Ω(4)(κ1)dκ1

+

η2∫
η1+η2

2

1

24
(κ1 − η2)

3

(
κ1 −

2η1 + η2
3

)
Ω(4)(κ1)dκ1

yazılır. Yukardaki integraller için mutlak değer özelliği dikkate alınırsa∣∣∣∣∣∣
η2∫

η1

C(κ1)Ω
(4)(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤

η1+η2
2∫

η1

1

24
|κ1 − η1|3

∣∣∣∣κ1 −
η1 + 2η2

3

∣∣∣∣ ∣∣Ω(4)(κ1)
∣∣ dκ1

+

η2∫
η1+η2

2

1

24
|κ1 − η2|3

∣∣∣∣κ1 −
2η1 + η2

3

∣∣∣∣ ∣∣Ω(4)(κ1)
∣∣ dκ1

≤
∣∣∣∣Ω(4)

∣∣∣∣
∞

24


η1+η2

2∫
η1

(κ1 − η1)
3

(
−κ1 +

η1 + 2η2
3

)
dκ1

+

η2∫
η1+η2

2

(η2 − κ1)
3

(
κ1 −

2η1 + η2
3

)
dκ1


≤

∣∣∣∣Ω(4)
∣∣∣∣

∞
2880

(η2 − η1)
5
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elde edilir. Böylece ∣∣∣∣∣∣∣
η1+η2

2∫
η1

1

24
(κ1 − η1)

3

(
κ1 −

η1 + 2η2
3

)
Ω(4)(κ1)dκ1

+

η2∫
η1+η2

2

1

24
(κ1 − η2)

3

(
κ1 −

2η1 + η2
3

)
Ω(4)(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣Ω(4)
∣∣∣∣

∞
2880

(η1 − η2)
5

yazılır. Bu eşitsizliğin sol kısmında kısmi integrasyon yöntemi uygulanırsa∣∣∣∣∣∣∣
η1+η2

2∫
η1

1

24
(κ1 − η1)

3

(
κ1 −

η1 + 2η2
3

)
Ω(4)(κ1)dκ1

+

η2∫
η1+η2

2

1

24
(κ1 − η2)

3

(
κ1 −

2η1 + η2
3

)
Ω(4)(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣−2

3
(η2 − η1) Ω

(
η1 + η2

2

)
− 1

6
(η2 − η1) [Ω(η1) + Ω(η2)] +

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣Ω(4)
∣∣∣∣

∞
2880

(η2 − η1)
5

eşitsizliiği yazılır. Son durumda∣∣∣∣∣∣−2

3
(η2 − η1) Ω

(
η1 + η2

2

)
− 1

6
(η2 − η1) [Ω(η1) + Ω(η2)] +

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣Ω(4)
∣∣∣∣

∞
2880

(η2 − η1)
5

olup eşitsizliğin her iki tarafı (η2 − η1) ile bölünürse∣∣∣∣∣∣13
[
Ω(η1) + Ω(η2)

2
+ 2Ω

(
η1 + η2

2

)]
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2880

∣∣∣∣Ω(4)
∣∣∣∣
∞ (η2 − η1)

4

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 2.6 (İntegraller İçin Minkowski Eşitsizliği): Ω ve ϱ, [η1, η2] kapalı aralığı üzerinde

tanımlı reel değerli iki fonksiyon ve p > 1 için,

η2∫
η1

|Ω(κ1)|p dκ1 < ∞
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ve
η2∫

η1

|ϱ(κ1)|p dκ1 < ∞

olsun. Bu halde, η2∫
η1

|Ω(κ1) + ϱ (κ1)|p dκ1

 1
p

≤

 η2∫
η1

|Ω (κ1)|p dκ1

 1
p

+

 η2∫
η1

|ϱ (κ1)|p dκ1

 1
p

Eşitsizlik için gerek ve yeter şart hemen hemen her yerde Ω(κ1) = 0 olmasıdır (Mitrinovic

and Vasic, 1970).

Teorem 2.7 (Young Eşitsizliği): p, q > 1 olmak üzere 1
p
+ 1

q
= 1 eşitliğini sağlayan her p, q

ve her η1, η2 > 0 sayısı için

η1η2 ≤
ηp1
p

+
ηq2
q

eşitsizliği geçerlidir (Young, 1912a).

Teorem 2.8 (İntegraller İçin Young Eşitsizliği) p, q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere, Ω , ϱ

belirli bir aralıkta integrallenebilir ve pozitif fonksiyonlar ise ve |Ω|p, |ϱ|q integrallenebilir

fonksiyonlar olsun. ∫
Ω(κ1)ϱ(κ1)dκ1 ≤

∫
Ωp(κ1)

p
+

∫
ϱq(κ1)

q

Bu durumda eşitsizlik sağlanır.(Young, 1912b)

Teorem 2.9 (Chebyshev Eşitsizliği): Ω ve ϱ fonksiyonları integrallenebilir ve senkronize

fonksiyonlar olsun. O halde

η2∫
η1

Ω(κ1)ϱ(κ1)dκ1 ≥
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

η2∫
η1

ϱ(κ1)dκ1 (2.9)

eşitsizliği geçerlidir. Eğer Ω ve ϱ farklı monotonluğa sahip ise eşitsizlik yön değiştirir. Ω

ve ϱ fonksiyonları sabit ise eşitlik sağlanır (Chebyshev, 1882).

İspat Ω ve ϱ, senkronize fonksiyonlardan olduğundan

(Ω(κ1)− Ω(κ2)) (ϱ(κ1)− ϱ(κ2)) ≥ 0

yazılabilir. İki tarafın çift katlı integrali alınırsa

η2∫
η1

η2∫
η1

(Ω(κ1)− Ω(κ2)) (ϱ(κ1)− ϱ(κ2)) dκ1dκ2 ≥ 0

13



elde edilir. Buradan
η2∫

η1

η2∫
η1

Ω(κ1)ϱ(κ1)dκ1dκ2 +

η2∫
η1

η2∫
η1

Ω(κ2)ϱ(κ2)dκ1dκ2

≥
η2∫

η1

η2∫
η1

Ω(κ1)ϱ(κ2)dκ1dκ2 +

η2∫
η1

η2∫
η1

Ω(κ2)ϱ(κ1)dκ1dκ2

ve devamında

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)ϱ(κ1)dκ1 +
1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ2)ϱ(κ2)dκ2

≥
η2∫

η1

Ω(κ1)

 η2∫
η1

ϱ(κ2)dκ2

 dκ1 +

η2∫
η1

Ω(κ2)

 η2∫
η1

ϱ(κ1)dκ1

 dκ2

elde edilir. Böylece

2

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)ϱ(κ1)dκ1 ≥ 2

 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω(κ1)dκ1

 1

η2 − η1

η2∫
η1

ϱ(κ1)dκ1


bulunur. Son ifadeden istenen sonuç elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 2.10 (Üçgen Eşitsizliği): η1 ve η2 reel sayı olmak üzere

|η1 + η2| ≤ |η1|+ |η2| ,

||η1| − |η2|| ≤ |η1 − η2| ,

||η1| − |η2|| ≤ |η1 + η2| ,

ve tümevarım yoluyla

|η11 + ...η1n| ≤ |η11|+ ... |η1n|

eşitsizlikleri geçerlidir. (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.11 (İntegraller İçin Üçgen Eşitsizliği): Ω, [η1, η2] aralığında sürekli reel değerli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda,∣∣∣∣∫ η2

η1

Ω(κ1)dκ1

∣∣∣∣ ≤ ∫ η2

η1

|Ω(κ1)| dκ1

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.12 (Hölder-İşcan İntegral Eşitsizliği ) p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere, Ω

ve ϱ fonksiyonları [η1, η2] aralığında tanımlı gerçek değerli fonksiyonlar olsun ve |Ω|p, |ϱ|q
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,[η1, η2] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda şu eşitsizlik sağlanır:

η2∫
η1

|Ω (κ1) ϱ (κ1)| dκ1 (2.10)

≤ 1

η2 − η1



(
η2∫
η1

(η2 − κ1) |Ω (κ1)|p dκ1

) 1
p
(

η2∫
η1

(η2 − κ1) |ϱ (κ1)|q dκ1

) 1
q

+

(
η2∫
η1

(κ1 − η1) |Ω (κ1)|p dκ1

) 1
p
(

η2∫
η1

(κ1 − η1) |ϱ (κ1)|q dκ1

) 1
q


.

Hölder-İşcan integral eşitsizliği, klasik Hölder integral eşitsizliğine kıyasla daha iyi yak-

laşımlar sunar. Bu eşitsizlik aynı zamanda kuvvet-ortalama integral eşitsizliğinin bir iy-

ileştirilmiş hali olarak değerlendirilebilir (İşcan., 2019).

Teorem 2.13 (Genelleştirilmiş Power-Mean İntegral Eşitsizliği) q ≥ 1 olmak üzere Ω ve ϱ

, [η1, η2] aralığında tanımlı gerçek değerli fonksiyonlar olsun. Ayrıca, |Ω|, |Ω| |ϱ|q , [η1, η2]

aralığında integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

η2∫
η1

|Ω (κ1) ϱ (κ1)| dκ1 (2.11)

≤ 1

η2 − η1



(
η2∫
η1

(η2 − κ1) |Ω (κ1)| dκ1

)1− 1
q
(

η2∫
η1

(η2 − κ1) |Ω (κ1)| |ϱ (κ1)|q dκ1

) 1
q

+

(
η2∫
η1

(κ1 − η1) |Ω (κ1)| dκ1

)1− 1
q
(

η2∫
η1

(κ1 − η1) |Ω (κ1)| |ϱ (κ1)|q dκ1

) 1
q


.

Bu Genelleştirilmiş power-mean integral eşitsizliği, Power-mean eşitsizliğinden daha iyi

yaklaşımlar sunar (Kadakal et al., 2021b).

Lemma 2.1 Ω ,reel sayıların bir I alt kümesinden yine reel sayılara tanımlı bir fonksiyon

olsun.η1 ve η2, I kümesinin içinden seçilsin ve η1, η2’den küçük olsun. Ω fonksiyonun türevi

L [η1, η2] kümesinin elemanı olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:

Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1 =
η2 − η1

2

1∫
0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)| dτ

(2.12)

(Dragomir and Agarwal, 1998).

Makale boyunca R+ ∪ {0} = R+
0 olarak göstereceğiz.
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu kısımda bazı kesirli integral operatörler tanıtılacaktır.

Tanım 3.1 (Riemann – Liouville Kesirli İntegral Operatör): Ω ∈ L[η1, η2] olmak şartıyla

Iα
η+1
Ω ve Iα

η−2
Ω Riemann - Liouville kesirli integrallerinin η1 > 0 ve α ≥ 0 için tanımları

sırasıyla

Iαη1+Ω (κ1) =
1

Γ(α)

κ1∫
η1

(κ1 − τ)(α−1)Ω(τ)dτ, κ1 > η1 (3.1)

ve

Iαη2−Ω (κ1) =
1

Γ(α)

η2∫
κ1

(τ − κ1)
(α−1)Ω(τ)dτ, κ1 < η2 (3.2)

olarak tanımlanır (Samko et al., 1993).

Burada Γ(α) =
∞∫
0

e−Ωuα−1du olarak bilinen Gama fonksiyonudur ve α = 1 seçilirse

Riemann – Liouville kesirli integrali klasik integrale dönüşür.Riemann – Liouville tanımında

α = 0 alınırsa,

J0
η+1
Ω (κ1) = Ω (κ1)

ve

J0
η−2
Ω (κ1) = Ω (κ1)

eşitlikleri elde edilir.

Tanım 3.2 (Hadamard Kesirli İntegral Operatör): Ω : [η1, η2] ⊆ R+ → R fonksiyonu

[η1, η2] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon α > 0 ve 0 < η1 < η2 için

HJ
α
η+1
Ω (κ1) =

1

Γ(α)

κ1∫
η1

Ω (τ)(
Inκ1

τ

)(1−α)

dτ

τ
, κ1 > η1

ve

HJ
α
η−2
Ω (κ1) =

1

Γ(α)

η2∫
κ1

Ω (τ)(
Inκ1

τ

)(1−α)

dτ

τ
, κ1 < η2

integrallerine α.mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada HJ
α
0+Ω =H Jα

0 Ω ve

HJ
α
∞−Ω =H Jα

−Ω dır (Samko et al., 1993).
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Tanım 3.3 (Katugampola Kesirli İntegrali): [η1, η2] ⊂ R sınırlı bir aralık, η1 < κ1 < η2

ve ρ > 0 olsun. (α > 0) ve Ω ∈ χp
c (η1, η2) için sol ve sağ taraflıKatugampola kesirli

integrallleri

ρIα
η+1
Ω (κ1) =

ρ1−α

Γ(α)

κ1∫
η1

τ ρ−1

(κρ
1 − τ ρ)(1−α)

Ω (τ) dτ

ve

ρIα
η−2
Ω (κ1) =

ρ1−α

Γ(α)

η2∫
κ1

τ ρ−1

(κρ
1 − τ ρ)(1−α)

Ω (τ) dτ

şeklindedir (Katugampola, 2014).

Tanım 3.4 (Caputo-Fabrizio Kesirli İntegrali): Ω ∈ L (η1, η2) , η1 < κ1 < η2 olsun. Bu

durumda, α ∈ [0, 1] olmak üzere α. mertebeden sol ve sağ Caputo-Fabrizio kesirli integral-

leri (
CΩ
η1

IαΩ
)
(κ1) =

1− α

η2(α)
Ω(κ1) +

α

η2(α)

κ1∫
η1

Ω(τ)dτ κ1 > η1

ve (
CΩIαη2Ω

)
(κ1) =

1− α

η2(α)
Ω(κ1) +

α

η2(α)

η2∫
κ1

Ω(τ)dτ κ1 < η2

olarak tanımlanır. Burada η2(α) > 0 normalleştirme fonksiyonu olup η2(0) = η2(1) = 1

şeklindedir. (Caputo and Fabrizio, 2015).

Tanım 3.5 h : [η1, η2] → R pozitif, monoton ve artan iki fonksiyon ve h′ (κ1) fonksiyonu

[η1, η2] üzerinde sürekli türevlenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonunun [η1, η2] kapalı

aralığında h fonksiyonuna bağlı α > 0 mertebeden Iα
η+1 h

w (κ1) ve Iα
η−2 h

w (κ1) kesirli inte-

gralleri sırasıyla

Iα
η+h
1
w (κ1) =

1

Γ (α)

∫ κ1

η1

h′ (τ)w (τ)

[h (κ1)− h (τ)]1−αdτ, κ1 > η1 (3.3)

ve

Iα
η−h
2
w (κ1) =

1

Γ (α)

∫ η2

κ1

h′ (τ)w (τ)

[h (τ)− h (κ1)]
1−αdτ, κ1 < η2 (3.4)

olarak tanımlanır (Samko et al., 1993).

(3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(κ1) = κ1 yazıldığında (3.1) ve (3.2) ifadelerindeki

Riemann-Liouville kesirli integralleri elde edilir. Eğer (3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(κ1) =

lnκ1 yazıldığında Hamadard kesirli integrali elde edilir.

17



Tanım 3.6 (Riemann–Liouville Kotanjant Kesirli İntegrali) β ∈ (0, 1] ve α ∈ C olmak

üzere Re(α) > 0, koşuluyla, κ1’in sol Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali şu şek-

ilde tanımlanır:

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1) =

1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ω (τ) dτ, (3.5)

ve κ1’in sağ Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali ise şu şekilde tanımlanır:

(
Iα,βη2

Ω
)
(κ1) =

1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

η2∫
κ1

e[− cot(π
2
β)(τ−κ1)] (τ − κ1)

α−1Ω (τ) dτ (3.6)

(Sadek, 2023).

Not 3.1 Eğer β = 1 seçilirse, şu sonuçlar elde edilir:

sol dan Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali

(
η1I

α,1Ω
)
(κ1) =

1

Γ (α)

κ1∫
η1

(κ1 − τ)α−1Ω (τ) dτ

sağ dan Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali

(
Iα,1η2

Ω
)
(κ1) =

1

Γ (α)

η2∫
κ1

(τ − κ1)
α−1Ω (τ) dτ (3.7)

dönüşür bu da , iyi bilinen Riemann-Liouville kesirli integral operatörüne karşılık gelir.
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4. BULGULAR

4.1. Modifiye Edilmiş Üstel Trigonometrik Konveks Fonksiyon Tanımı,

Bazı Özellikleri ve Bu Fonksiyon Yardımıyla Elde Edilen Bazı

Eşitsizlikler

Bu kısımda önce üstel trigonometrik konveks fonksiyon sınıfının modifiye edilmiş

bir versiyonu ve bu sınıfın bazı özellikleri tanıtılmıştır.

Tanım 4.1 Ω : I ⊆ R → R+
0 fonksiyonu her η1, η2 ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤ sin
πτ

2
e(1−τ)Ω (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2) . (4.1)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon

denir. I kümesi üzerinde modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon sınıfını

METC(I) ile gösterilir.

Not 4.1

h (τ) = sin
πτ

2
e(1−τ) + cos

πτ

2
eτ

fonksiyonu verilsin. Her τ ∈ [0, 1] için h (τ) ≥ 1 olduğu açıktır. Modifiye edilmiş üstel

trigonometrik konveks fonksiyon

Ω (η1) = Ω (τη1 + (1− τ) η1)

≤ sin
πτ

2
e(1−τ)Ω (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η1)

= Ω (η1)
(
sin

πτ

2
e(1−τ) + cos

πτ

2
eτ
)

= Ω(η1)h (τ)

bulunur. Dolayısıyla

(1− h (τ)) Ω (η1) ≤ 0

Bu durum Ω fonksiyonunun negatif olmayan fonksiyon olmasını gerektirir.
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Şekil 4.1. Modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyonun katsayılar toplamı

Önerme 4.1 Reel sayıların bir I alt kümesinde tanımlı, negatif olmayan her konveks fonksiyon

trigonometrik konveks fonksiyondur. Ayrıca her trigonometrik konveks fonksiyon da modifiye

edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyondur. Çünkü

Ω (τη1 + (1− τ) η2) ≤ τΩ (η1) + (1− τ) Ω (η2) (4.2)

≤ sin
πτ

2
Ω (η1) + cos

πτ

2
Ω (η2)

≤ sin
πτ

2
e(1−τ)Ω (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2)

eşitsizliği geçerlidir.

Şekil 4.2. Konveks ve trigonometrik konveks fonksiyon sınıflarının katsayılarının

karşılaştırılması
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Şekil 4.3. Trigonometrik ve modifiye edilmiş trigonometrik konveks fonksiyon

sınıflarının katsayılarının karşılaştırılması

Teorem 4.1 Ω, ϱ : I ⊂ R → R+
0 fonksiyonları verilsin. Ω, ϱ ∈METC(I) ise:

(i) c ∈ R (c ≥ 0) için cΩ fonksiyonu METC(I) sınıfının elemanıdır,

(ii) Ω + ϱ onksiyonu METC(I) sınıfının elemanıdır.

İspat (i) Ω ∈METC(I) ve c ∈ R(c ≥ 0) olduğundan

(cΩ)(τη1 + (1− τ)η2) ≤ c
[
sin

πτ

2
e(1−τ)Ω (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2)

]
(4.3)

= sin
πτ

2
e(1−τ) (cΩ) (η1) + cos

πτ

2
eτ (cΩ) (η2)

yazılabilir. Bu durum cΩ ∈METC(I) olduğunu gösterir.

(ii) Ω,ϱ ∈METC(I) olduğundan

(Ω + ϱ)(τη1 + (1− τ)η2) = Ω(τη1 + (1− τ)η2) + ϱ(τη1 + (1− τ)η2)

≤ sin
πτ

2
e(1−τ)Ω (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2)

+ sin
πτ

2
e(1−τ)ϱ (η1) + cos

πτ

2
eτϱ (η2)

= sin
πτ

2
e(1−τ) (Ω + ϱ) (η1) + cos

πτ

2
eτ (Ω + ϱ) (η2)

elde edilir. Bu durum Ω + ϱ ∈METC(I) olduğunu gösterir.

Teorem 4.2 Ω : I ⊂ R → J konveks fonksiyonu ve ϱ : J → R+
0 azalmayan, modifiye

edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda ϱ◦Ω : I → R+
0 bileşke

fonksiyonu da modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon olur.
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İspat η1, η2 ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için

(ϱ ◦ Ω)(τη1 + (1− τ)η2) = ϱ (Ω (τη1 + (1− τ) η2)) (4.4)

≤ ϱ (τΩ (η1) + (1− τ) Ω (η2))

≤ sin
πτ

2
e(1−τ)ϱ(Ω (η1)) + cos

πτ

2
eτϱ(Ω (η2))

yazılabilir. Bu durum ϱ ◦ Ω ∈METC(I) olduğunu gösterir.

Teorem 4.3 Ω : [η1, η2] → R modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon ol-

sun. η1 < η2 ve Ω
′ ∈ L[η1, η2] olmak üzere aşağıdaki Hermite-Hadamard tipli eşitsizlik

geçerlidir:

√
2eΩ

(
η1 + η2

2

)
≤ 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1 ≤
2πe− 4

π2 + 4
[Ω (η1) + Ω (η2)] .

İspat İlk olarak Ω fonksiyonunun modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon

oluşu yardımıyla,

Ω

(
η1 + η2

2

)
= Ω

(
1

2
[τη1 + (1− τ) η2] +

1

2
[(1− τ) η1 + τη2]

)
≤

√
2e

2
Ω (τη1 + (1− τ) η2) +

√
2e

2
Ω ((1− τ) η1 + τη2)

yazılabilir. Son eşitsizliğin τ ∈ [0, 1] üzerinden integrali alınırsa

Ω

(
η1 + η2

2

)
≤

√
2e

2

1∫
0

Ω (τη1 + (1− τ) η2) dτ +

√
2e

2

1∫
0

Ω ((1− τ) η1 + τη2) dτ

=
√
2e

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

bulunur. Ardından u = τη1 + (1− τ) η2 değişken değişimi ve tekrar Ω fonksiyonunun

modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon oluşu kullanılarak

1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (u) du =

1∫
0

Ω (τη1 + (1− τ) η2) dτ

≤
1∫

0

[
sin

πτ

2
e(1−τ)Ω (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2)

]
dτ

=
2πe− 4

π2 + 4
[Ω (η1) + Ω (η2)] .

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.4 Ω : I ⊂ R → R+
0 fonksiyonu I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. η1, η2 ∈ I◦ ve η1 < η2 için Ω
′ ∈ L [η1, η2] ve

∣∣Ω′∣∣ ∈METC(I) ise∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.5)

≤ (η2 − η1)

[
2πe (π2 − 12) + 4

(
−12 + 8

√
2e+ 8

√
2eπ +

(
1− 2

√
2e
)
π2
)

π4 + 8π2 + 16

]
×η1 (|Ω′ (η1)| , |Ω′ (η2)|) ,

eşitsizliği sağlanır. Burada η1 ( , ) aritmetik ortalamadır.

İspat Lemma 2.1, mutlak değer fonksiyonu özellikleri ve
∣∣Ω′∣∣ fonksiyonunun modifiye

edilmiş üstel trigonometrik konveks fonksiyon oluşu kullanılırsa∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.6)

≤ η2 − η1
2

1∫
0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)| dτ

≤ η2 − η1
2

1∫
0

|1− 2τ |
(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|+ cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|

)
dτ

=
η2 − η1

2

|Ω′ (η1)|
1∫

0

|1− 2τ |
(
sin

πτ

2
e(1−τ)

)
dτ + |Ω′ (η2)|

1∫
0

|1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ


= (η2 − η1)

[
2π3e+ 32

√
2e

1
2 − 24πe+ 4π2 + 32

√
2πe

1
2 − 8

√
2π2e

1
2 − 48

π4 + 8π2 + 16

]
×η1 (|Ω′ (η1)| , |Ω′ (η2)|)

bulunur. Burada

1∫
0

|1− 2τ | sin πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

|1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ

=
2π3e+ 32

√
2e

1
2 − 24πe+ 4π2 + 32

√
2πe

1
2 − 8

√
2π2e

1
2 − 48

(π2 + 4)2

sonucundan yararlanılır. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.5 Ω : I ⊂ R → R+
0 fonksiyonu I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. η1, η2 ∈ I◦ ve η1 < η2 için Ω
′ ∈ L [η1, η2] ve

∣∣Ω′∣∣q ∈METC(I) ise 1
p
+ 1

q
= 1 için∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.7)

≤ η2 − η1
2

(
1

p+ 1

) 1
p

2
1
q

(
2πe− 4

π2 + 4

) 1
q

η
1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
eşitsizliği sağlanır.

İspat Lemma 2.1, mutlak değer fonksiyonu özellikleri ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.8)

≤ η2 − η1
2

1∫
0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)| dτ

≤ η2 − η1
2

 1∫
0

|1− 2τ |p dτ


1
p
 1∫

0

|Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q

bulunur.
∣∣Ω′∣∣q ∈METC(I) oluşu yardımıyla∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤ η2 − η1

2

(
1

p+ 1

) 1
p

 1∫
0

(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|q + cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|q

)
dτ


1
q

=
η2 − η1

2

(
1

p+ 1

) 1
p

2
1
q

(
2πe− 4

π2 + 4

) 1
q

η
1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
elde edilir. Burada

1∫
0

|1− 2τ |p dτ =
1

p+ 1

ve
1∫

0

sin
πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

cos
πτ

2
eτdτ =

2πe− 4

π2 + 4

sonuçlarından yararlanılır. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.6 Ω : I ⊂ R → R+
0 fonksiyonu I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. η1, η2 ∈ I◦ ve η1 < η2 için Ω
′ ∈ L [η1, η2] ve

∣∣Ω′∣∣q ∈METC(I) ise q ≥ 1 için∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.9)

≤ η2 − η1

22−
2
q

[
2πe (π2 − 12) + 4

(
−12 + 8

√
2e+ 8

√
2eπ +

(
1− 2

√
2e
)
π2
)

π4 + 8π2 + 16

] 1
q

×η
1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
eşitsizliği geçerlidir.

İspat Lemma 2.1, mutlak değer fonksiyonu özellikleri ve power mean eşitsizliği yardımıyla∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.10)

≤ η2 − η1
2

1∫
0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)| dτ

≤ η2 − η1
2

 1∫
0

|1− 2τ | dτ

1− 1
q
 1∫

0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q

elde edilir.
∣∣Ω′∣∣q ∈METC(I) olduğundan∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤ η2 − η1

2

(
1

2

)1− 1
q

 1∫
0

|1− 2τ |
(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|q + cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|q

) 1
q
dτ


1
q

=
η2 − η1

22−
2
q

[
2π3e+ 32

√
2e

1
2 − 24πe+ 4π2 + 32

√
2πe

1
2 − 8

√
2π2e

1
2 − 48

π4 + 8π2 + 16

] 1
q

×η
1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
yazılabilir. Bu sonuç ile ispat tamamlanır.

Teorem 4.7 Ω : I ⊂ R → R+
0 fonksiyonu I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. η1, η2 ∈ I◦ ve η1 < η2 için Ω
′ ∈ L [η1, η2] ve

∣∣Ω′∣∣q ∈METC(I) ise p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1
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için ∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.11)

≤ η2 − η1
2

(
1

2 (p+ 1)

) 1
p

2
1
q

×

[(
π3e− 4πe− 2π2 + 8

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η1)|q +

8πe− 16

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η2)|q

) 1
q

+

(
8e (π − 2e−1)

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η1)|q +

π3e− 4πe− 2π2 + 8

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η2)|q

) 1
q

]

eşitsizliği geçerlidir.

İspat Lemma 2.1, mutlak değer fonksiyonu özellikleri ve Hölder-İşcan eşitsizliği kullanılırsa∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.12)

≤ η2 − η1
2

1∫
0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)| dτ

≤ η2 − η1
2

 1∫
0

(1− τ) |1− 2τ |p dτ


1
p
 1∫

0

(1− τ) |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q

+
η2 − η1

2

 1∫
0

τ |1− 2τ |p dτ


1
p
 1∫

0

τ |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q

=
η2 − η1

2

(
1

2 (p+ 1)

) 1
p

×


 1∫

0

(1− τ) |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q

+

 1∫
0

τ |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q


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bulunur. |Ω′| ∈METC(I) olduğundan∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.13)

≤ η2 − η1
2

(
1

2 (p+ 1)

) 1
p

×


 1∫

0

(1− τ)
(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|q + cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|q

)
dτ


1
q

+

 1∫
0

τ
(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|q + cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|q

)
dτ


1
q


=

η2 − η1
2

(
1

2 (p+ 1)

) 1
p

×

[(
2 (πe− 2)

π2 − 4

(π2 + 4)2
|Ω′ (η1)|q + 16

πe− 2

(π2 + 4)2
|Ω′ (η2)|q

) 1
q

+

(
16

πe− 2

(π2 + 4)2
|Ω′ (η1)|q + 2 (πe− 2)

π2 − 4

(π2 + 4)2
|Ω′ (η2)|q

) 1
q

]

bulunur ki burada

1∫
0

(1− τ) sin
πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

τ cos
πτ

2
eτdτ = 2 (πe− 2)

π2 − 4

(π2 + 4)2

1∫
0

τ sin
πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

(1− τ) cos
πτ

2
eτdτ = 16

πe− 2

(π2 + 4)2

işlemlerinden yararlanılır. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.8 Ω : I ⊂ R → R+
0 fonksiyonu I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. η1, η2 ∈ I◦ ve η1 < η2 için Ω
′ ∈ L [η1, η2] ve

∣∣Ω′∣∣q ∈METC(I) ise q ≥ 1 için∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.14)

≤ η2 − η1

23−
3
q

(
e

(π2 + 4)3

) 1
q

×






160e−1 − 96π2e−1 + 112π − π4e−1

−96
√
2e−

1
2 − π5 − 32π3 − 160

√
2πe−

1
2

+96
√
2π2e−

1
2 − 24

√
2π3e−

1
2 − 2

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η1)|q

+2


40π2e−1 − 128e−1 − 80π + 2π4e−1

+80
√
2e−

1
2 + 12π3 + 112

√
2πe−

1
2

−48
√
2π2e−

1
2 − 4

√
2π3e−

1
2 −

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η2)|q



1
q

+



2


40π2e−1 − 128e−1 − 80π + 2π4e−1

+80
√
2e−

1
2 + 12π3 + 112

√
2πe−

1
2

−48
√
2π2e−

1
2 − 4

√
2π3e−

1
2 −

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η1)|q

+


160e−1 − 96π2e−1 + 112π − π4e−1

−96
√
2e−

1
2 − π5 − 32π3 − 160

√
2πe−

1
2

+96
√
2π2e−

1
2 − 24

√
2π3e−

1
2 − 2

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η2)|q



1
q


İspat Lemma 2.1, mutlak değer fonksiyonu özellikleri ve genelleştirilmiş power-mean eşit-
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sizliği yardımıyla ∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.15)

≤ η2 − η1
2

1∫
0

|1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)| dτ

≤ η2 − η1
2


 1∫

0

(1− τ) |1− 2τ | dτ

1− 1
q

×

 1∫
0

(1− τ) |1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q

+

 1∫
0

τ |1− 2τ | dτ

1− 1
q

×

 1∫
0

τ |1− 2τ | |Ω′ (τη1 + (1− τ) η2)|q dτ


1
q


bulunur. |Ω′| ∈METC(I) olduğundan∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤ η2 − η1

2


 1∫

0

(1− τ) |1− 2τ | dτ

1− 1
q

×

 1∫
0

(1− τ) |1− 2τ |
(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|q + cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|q

)
dτ


1
q

+

 1∫
0

τ |1− 2τ | dτ

1− 1
q

×

 1∫
0

τ |1− 2τ |
(
sin

πτ

2
e(1−τ) |Ω′ (η1)|q + cos

πτ

2
eτ |Ω′ (η2)|q

)
1
q


yazılabilir. Basit hesaplamalarla∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣
≤ η2 − η1

2

(
1

4

)1− 1
q
(

2e

(π2 + 4)3

) 1
q
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×




160e−1 − 96π2e−1 + 112π − π4e−1

−96
√
2e−

1
2 − π5 − 32π3 − 160

√
2πe−

1
2

+96
√
2π2e−

1
2 − 24

√
2π3e−

1
2 − 2

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η1)|q

+2


40π2e−1 − 128e−1 − 80π + 2π4e−1

+80
√
2e−

1
2 + 12π3 + 112

√
2πe−

1
2

−48
√
2π2e−

1
2 − 4

√
2π3e−

1
2 −

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η2)|q



1
q

+
η2 − η1

2

(
1

4

)1− 1
q
(

2e

(π2 + 4)3

) 1
q

×



2


40π2e−1 − 128e−1 − 80π + 2π4e−1

+80
√
2e−

1
2 + 12π3 + 112

√
2πe−

1
2

−48
√
2π2e−

1
2 − 4

√
2π3e−

1
2 −

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η1)|q

+


160e−1 − 96π2e−1 + 112π − π4e−1

−96
√
2e−

1
2 − π5 − 32π3 − 160

√
2πe−

1
2

+96
√
2π2e−

1
2 − 24

√
2π3e−

1
2 − 2

√
2π4e−

1
2


× |Ω′ (η2)|q



1
q

elde edilir. Burada
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1∫
0

(1− τ) |1− 2τ | dτ =

1∫
0

τ |1− 2τ | dτ =
1

4
,

1∫
0

(1− τ) |1− 2τ | sin πτ

2
e(1−τ)dτ

=

1∫
0

τ |1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ

= −2
e

(π2 + 4)3

×


96π2e−1 − 160e−1 − 112π + π4e−1 + 96

√
2e−

1
2+

32π3 − π5 + 160
√
2πe−

1
2 − 96

√
2π2e−

1
2

−24
√
2π3e−

1
2 + 2

√
2π4e−

1
2


ve

1∫
0

τ |1− 2τ | sin πτ

2
e(1−τ)dτ

=

1∫
0

(1− τ) |1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ

= 4
e

(π2 + 4)3

×


40π2e−1 − 128e−1 − 80π + 2π4e−1 + 80

√
2e−

1
2+

12π3 + 112
√
2πe−

1
2 − 48

√
2π2e−

1
2

−4
√
2π3e−

1
2 −

√
2π4e−

1
2



işlemlerinden faydalanılır. Böylece ispat tamamlanır.

Not 4.2 h : [0,∞) → R , h(κ1) = κs
1 fonksiyonu 0 < s ≤ 1 için konkav olduğundan her

u, v ≥ 0 için

h

(
u+ v

2

)
=

(
u+ v

2

)s

≥ h (u) + h (v)

2
=

us + vs

2
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yazılabilir. Bu eşitsizlik yardımıyla

η2 − η1
2

(
1

2 (p+ 1)

) 1
p

2
1
q (4.16)

×

[(
π3e− 4πe− 2π2 + 8

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η1)|q +

8πe− 16

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η2)|q

) 1
q

+

(
8e (π − 2e−1)

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η1)|q +

π3e− 4πe− 2π2 + 8

π4 + 8π2 + 16
|Ω′ (η2)|q

) 1
q

]

≤ η2 − η1
2

(
1

2 (p+ 1)

) 1
p

2

[
2
πe− 2

π2 + 4

(
|Ω′ (η1)|q + |Ω′ (η2)|q

2

)] 1
q

=
η2 − η1

2
2

1
q

(
1

p+ 1

) 1
p
[
πe− 2

π2 + 4

] 1
q

η
1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
.

bulunur. Bu eşitsizlik, (4.11) eşitsizliğinin (4.7) eşitsizliğinden daha iyi bir yaklaşım

sergilediğini göstermektedir.

Not 4.3 (4.14) eşitsizliği, (4.9) eşitsizliğinden daha iyi bir yaklaşım sunar.

İspat İspat nümerik olarak yapılacaktır.

1∫
0

(1− τ) |1− 2τ | sin πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

τ |1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ ∼= 0, 152,

1∫
0

τ |1− 2τ | sin πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

(1− τ) |1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ ∼= 0, 263

olduğundan (4.14) eşitsizliği∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ (4.17)

≤ η2 − η1
2

(
1

4

)1− 1
q [(

0, 152 |Ω′ (η1)|q + 0, 263 |Ω′ (η2)|q
) 1

q

+
(
0, 263 |Ω′ (η1)|q + 0, 152 |Ω′ (η2)|q

) 1
q

]
.

olarak yazılabilir. Benzer şekilde

1∫
0

|1− 2τ | sin πτ

2
e(1−τ)dτ =

1∫
0

|1− 2τ | cos πτ
2
eτdτ ∼= 0, 415

olduğundan (4.9) eşitsizliği∣∣∣∣∣∣Ω (η1) + Ω (η2)

2
− 1

η2 − η1

η2∫
η1

Ω (κ1) dκ1

∣∣∣∣∣∣ ≤ η2 − η1

22−
2
q

(0, 415)
1
q η

1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
(4.18)
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olarak yazılabilir. (4.37) ve (4.18) eşitsizliklerinden (4.16) eşitsizliğinin elde edilişindeki

methoda benzer yolla

η2 − η1
2

(
1

4

)1− 1
q [(

0, 152 |Ω′ (η1)|q + 0, 263 |Ω′ (η2)|q
) 1

q

+
(
0, 263 |Ω′ (η1)|q + 0, 152 |Ω′ (η2)|q

) 1
q

]
≤ η2 − η1

2

(
1

4

)1− 1
q

2 (0, 415)
1
q η

1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
=

η2 − η1

22−
2
q

(0, 415)
1
q η

1
q

1

(
|Ω′ (η1)|q , |Ω′ (η2)|q

)
bulunur. Bu eşitsizlik (4.14) eşitsizliğinin (4.9) eşitsizliğinden daha iyi bir yaklaşım sun-

duğunu gösterir.

4.2. Riemann-Liouville Kotanjant Kesirli İntegrallari için Chebyshev

Tipli Eşitsizlikler

Teorem 4.9 Ω : I ⊆ R −→ R bir modifiye edilmiş üstel trigonometrik fonksiyon olsun.

η1, η2 ∈ I , β ∈ (0, 1] ve Re(α) > 0 olacak şekilde α ∈ C olsun. Bu durumda her τ ∈ [0, 1]

için

(
η1I

α,βΩ
)
(η2) (4.19)

≤ (η2 − η1)
α

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

×
1∫

0

e[− cot(π
2
β)(η2−η1)(1−τ)] (1− τ)α−1

[
sin

πτ

2
e1−τΩ (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2)

]
dτ

eşitsizliği geçerlidir.

İspat
(
η1I

α,βΩ
)
(η2) =

1

sin(π
2
β)

α
Γ(α)

η2∫
η1

e[− cot(π
2
β)(η2−u)] (η2 − u)α−1Ω (u) du olarak bilinen
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kesirli integral operatöründe u = τη2 + (1− τ) η1 değişken değişikliği yapılırsa

(
η1I

α,βΩ
)
(η2)

=
1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)
(4.20)

×

 1∫
0

e[− cot(π
2
β)(η2−η1)(1−τ)] [(η2 − η1) (1− τ)]α−1Ω (τη2 + (1− τ) η1) (η2 − η1) dτ


=

(η2 − η1)
α

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)
(4.21)

×

 1∫
0

e[− cot(π
2
β)(η2−η1)(1−τ)] (1− τ)α−1Ω (τη2 + (1− τ) η1) dτ


elde edilir. Ω fonksiyonu modifiye edilmiş üstel trigonometrik konveks olduğundan

(
η1I

α,βΩ
)
(η2) (4.22)

≤ (η2 − η1)
α

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

×
1∫

0

e[− cot(π
2
β)(η2−η1)(1−τ)] (1− τ)α−1

[
sin

πτ

2
e1−τΩ (η1) + cos

πτ

2
eτΩ (η2)

]
dτ

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 4.1 Ω ve ϱ, I = [η1, η2] ⊆ R aralığında integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon

olsun. Ayrıca u, v : I → [0,∞) iki fonksiyon olmak üzere κ1 ∈ I, η1 > 0 ve β ∈ (0, 1] için

(
η1I

α,β (uΩϱ)
)
(κ1)

(
η1I

α,βv
)
(κ1) (4.23)

+
(
η1I

α,βu
)
(κ1)

(
η1I

α,β (vΩϱ)
)
(κ1)

≥
(
η1I

α,β (uΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (vϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,β (uϱ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (vΩ)
)
(κ1)

eşitsizliği yazılabilir. Burada vΩϱ(κ1) = v(κ1)Ω(κ1)ϱ(κ1) ifadesi geçerlidir.

İspat Ω ve ϱ, I = [η1, η2] ⊆ R aralığında senkronize iki fonksiyon olduğundan her τ,κ2 ∈ I

için

(Ω(τ)− Ω(κ2)) (ϱ(τ)− ϱ(κ2)) ≥ 0 (4.24)

eşitsizliği sağlanır. Buradan

Ω (τ) ϱ (τ) + Ω (κ2) ϱ (κ2) ≥ Ω (τ) ϱ (κ2) + Ω (κ2) ϱ (τ) . (4.25)
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eşitsizliği yazılabilir.

z (κ1, τ) =
1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)
e[− cot(π

2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1 (4.26)

fonksiyonunu göz önüne alalım. Her τ ∈ I, κ1 > τ, α > 0, β ∈ (0, 1] için z(κ1, τ)u(τ)

fonksiyonu pozitif olduğundan (4.25) eşitliğinin her yanı (4.26) ve u(τ) ile çarpılır ve daha

sonra elde edilen eşitsizliğin τ ’ye göre η1’dan κ1’e integrali alınırsa,

1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ω (τ) ϱ (τ)u (τ) dτ

+
1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ω (κ2) ϱ (κ2)u (τ) dτ

≥ 1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ω (τ) ϱ (κ2)u (τ) dτ (4.27)

+
1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ω (κ2) ϱ (τ)u (τ) dτ

bulunur. Sonuç olarak,

(
η1I

α,β (uΩϱ)
)
(κ1) + Ω (κ2) ϱ (κ2)

(
η1I

α,βu
)
(κ1) (4.28)

≥ ϱ (κ2)
(
η1I

α,β (uΩ)
)
(κ1) + Ω (κ2)

(
η1I

α,β (uϱ)
)
(κ1)

elde edilir. Diğer yandan

z (κ1,κ2) =
1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)
e[− cot(π

2
β)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

α−1

fonksiyonu da her κ2 ∈ I, κ1 > τ, α > 0, β ∈ (0, 1] için pozitiftir. (4.28) eşitisizliğin

iki tarafı z(κ1,κ2)v(κ2) çarpılır ve daha sonra elde edilen eşitliğin κ2’ye göre η1’dan κ1’e
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integrali alınırsa

(
η1I

α,β (uΩϱ)
)
(κ1)

× 1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

α−1 v (κ2) dκ2

+
(
η1I

α,βu
)
(κ1)

× 1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

α−1Ω (κ2) ϱ (κ2) v (κ2) dκ2

≥
(
η1I

α,β (uΩ)
)
(κ1) (4.29)

× 1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

α−1 ϱ (κ2) v (κ2) dκ2

+
(
η1I

α,β (uϱ)
)
(κ1)

× 1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

α−1Ω (κ2) v (κ2) dκ2

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.10 Ω ve ϱ, I = [η1, η2] ⊆ R aralığında integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon

olsun. Ayrıca r, p, q : I → [0,∞) fonksiyonları verilsin. Her κ1 > 1, α > 0 ve β ∈ (0, 1]

için

2
(
η1I

α,βr
)
(κ1)

 (
η1I

α,βp
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qΩϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,βq
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pΩϱ)
)
(κ1)


+2
(
η1I

α,βp
)
(κ1)

(
η1I

α,βq
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rΩϱ)
)
(κ1)

≥
(
η1I

α,βr
)
(κ1)

[(
η1I

α,β (pΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qϱ)
)
(κ1) (4.30)

+
(
η1I

α,β (qΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pϱ)
)
(κ1)

]
+
(
η1I

α,βp
)
(κ1)

[(
η1I

α,β (rΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,β (qΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rϱ)
)
(κ1)

]
+
(
η1I

α,βq
)
(κ1)

[(
η1I

α,β (rΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,β (pΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rϱ)
)
(κ1)

]
eşitsizliği geçerlidir.
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İspat Lemma 4.1 denkleminde u = p ve v = q değişken değişimini yapılırsa(
η1I

α,βp
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qΩϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,βq
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pΩϱ)
)
(κ1)

≥
(
η1I

α,β (pΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qϱ)
)
(κ1) (4.31)

+
(
η1I

α,β (qΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pϱ)
)
(κ1) .

bulunur. Şimdi denklem (4.31) eşitsizliğinin her iki tarafı
(
η1I

α,βr
)
(κ1) ile çarpılırsa,(

η1I
α,βr

)
(κ1)

[(
η1I

α,βp
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qΩϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,βq
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pΩϱ)
)
(κ1)

]
≥

(
η1I

α,βr
)
(κ1)

[(
η1I

α,β (pΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,β (qΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pϱ)
)
(κ1)

]
.

(4.32)

elde edilir. Tekrar (4.23) denkleminde u = r ve v = q değişken değişimi yapılırsa,(
η1I

α,βr
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qΩϱ)
)
(κ1) +

(
η1I

α,βq
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rΩϱ)
)
(κ1)

≥
(
η1I

α,β (rΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qϱ)
)
(κ1) +

(
η1I

α,β (qΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rϱ)
)
(κ1) .(4.33)

bulunur. (4.33) eşitsizliğinin her iki yanı
(
η1I

α,βp
)
(κ1) ile çarpılırsa,(

η1I
α,βp

)
(κ1)

[(
η1I

α,βr
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qΩϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,βq
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rΩϱ)
)
(κ1)

]
≥

(
η1I

α,βp
)
(κ1)

[(
η1I

α,β (rΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (qϱ)
)
(κ1) (4.34)

+
(
η1I

α,β (qΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rϱ)
)
(κ1)

]
.

elde edilir. (4.34) ifadesinde yapılacak değişken değişikliği ile

(
η1I

α,βq
)
(κ1)

 (
η1I

α,βr
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pΩϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,βp
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rΩϱ)
)
(κ1)


≥

(
η1I

α,βq
)
(κ1)

 (
η1I

α,β (rΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (pϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

α,β (pΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (rϱ)
)
(κ1)

 . (4.35)

elde edilir. (4.32), (4.34) ve (4.35) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanarak ispat tamamlanır.
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Lemma 4.2 Ω ve ϱ, I = [η1, η2] ⊆ R aralığında integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon

olsun. u, v : [η1,∞) → [0,∞) fonksiyonları verilsin. Her κ1 > η1, α, β ∈ (0, 1] ve α, β > 0

için

(
η1I

α,βu
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (vΩϱ)
)
(κ1)

+
(
η1I

δ,φv
)
(κ1)

(
η1I

α,β (uΩϱ)
)
(κ1)

≥
(
η1I

α,β (uΩ)
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (vϱ)
)
(κ1) (4.36)

+
(
η1I

δ,φ (vΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,β (uϱ)
)
(κ1) .

eşitsizliği geçerlidir.

İspat

τ (κ1,κ2) =
1

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)
e[− cot(π

2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 (4.37)

fonksiyonunu göz önüne alalım. κ1 > η1 ve κ2 ∈ (η1,κ1) için δ, φ > 0 olmak üzere

τ (κ1,κ2) v (κ2) ifadesi pozitiftir. (4.28) ifadesinin her iki yanı τ (κ1,κ2) v (κ2) ile çarpılır

ve elde edilen eşitsizliğin κ2’ye göre η1’dan κ1’e integrali alınırsa,(
η1I

α,βu
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1Ω (κ2) ϱ (κ2) v (κ2) dκ2

+

(
η1I

α,β (uΩϱ)
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 v (κ2) dκ2

≥
(
η1I

α,β (uΩ)
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 ϱ (κ2) v (κ2) dκ2

+

(
η1I

α,β (uϱ)
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1Ω (κ2) v (κ2) dκ2.

eşitsizliği elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.11 Ω, ϱ, ve h fonksiyonları [η1,∞) aralığında pozitif ve sürekli fonksiyonlar

olsun. Öte yandan bu fonksiyonlar,

(ϱ(τ)− ϱ(κ2))

(
Ω(κ2)

h(κ2)
− Ω(τ)

h(τ)

)
≥ 0 (4.38)

şartını sağlasın. Bu durumda her κ1 > η1, η1 > 0 ve β ∈ (0, 1] için(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(η1I
α,βh) (κ1)

≥
(
η1I

α,β (ϱΩ)
)
(κ1)

(η1I
α,β (ϱh)) (κ1)

(4.39)

eşitsizliğini elde ederiz.
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İspat Ω, ϱ, ve h fonksiyonları [η1,∞) aralığında pozitif ve sürekli fonksiyonlar olduğun-

dan, (4.38) yardımıyla

ϱ(τ)
Ω(κ2)

h(κ2)
+ ϱ(κ2)

Ω(τ)

h(τ)
− ϱ(κ2)

Ω(κ2)

h(κ2)
− ϱ(τ)

Ω(τ)

h(τ)
≥ 0 (4.40)

eşitsizliğini elde ederiz. (4.38) eşitsizliğinin her iki tarafı h(κ2)h(τ) ile çarpılırsa,

ϱ(τ)Ω (κ2)h (τ)− ϱ(τ)Ω (τ)h (κ2)− ϱ(κ2)Ω(κ2)h(τ) + ϱ(κ2)Ω(τ)h(κ2) ≥ 0 (4.41)

ifadesini elde ederiz. (4.41) eşitsizliği (4.26) ile tanımlanan z(κ1, τ) ile çarpılır ve elde edilen

eşitsizliğin τ ’ye göre η1’dan κ1’e integrali alınırsa

Ω(κ2)

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1 ϱ(τ)h(τ)dτ

− h(κ2)

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1 ϱ(τ)Ω(τ)dτ

− ϱ(κ2)Ω(κ2)

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1 h(τ)dτ (4.42)

+
ϱ(κ2)h(κ2)

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ω(τ)dτ

≥ 0

bulunur. (4.42) eşitsizliğinden

Ω(κ2)
(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)− h(κ2)

(
η1I

α,β (ϱΩ)
)
(κ1)

−ϱ(κ2)Ω(κ2)
(
η1I

α,βh
)
(κ1) + ϱ(κ2)h(κ2)

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1) (4.43)

≥ 0

yazılabilir. (4.43) eşitisizliğinin iki tarafı, her κ2 ∈ (η1,κ1), (κ1 > 1), α, β > 0 için pozitif

olan z(κ1,κ2) ifadesi ile çarpılır ve elde edilen eşitliğin κ2’ye göre η1’dan κ1’e integrali

alınırsa (
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)−

(
η1I

α,βh
)
(κ1)

(
η1I

α,β (ϱΩ)
)
(κ1)

−
(
η1I

α,β (ϱΩ)
)
(κ1)

(
η1I

α,βh
)
(κ1) +

(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1) (4.44)

≥ 0

elde edilir. Son eşitsizlik yeniden düzenlenirse(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1) ≥

(
η1I

α,βh
)
(κ1)

(
η1I

α,β (ϱΩ)
)
(κ1) . (4.45)

bulunur. Bu, teoremin ispatını tamamlar.
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Teorem 4.12 Ω, ϱ, ve h fonksiyonları [1,∞) aralığında pozitif ve sürekli fonksiyonlar olsun.

Bunula birlikte

(ϱ(τ)− ϱ(κ2))

(
Ω(κ2)

h(κ2)
− Ω(τ)

h(τ)

)
≥ 0 (4.46)

şartı sağlansın. Bu durumda her κ1 > η1, α, β ∈ (0, 1], ve δ, φ > 0 için aşağıdaki eşitsizliği

elde ederiz(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (Ωϱ)
)
(κ1) +

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)

(η1I
α,βh) (κ1) (η1I

δ,φ (Ωϱ)) (κ1) + (η1I
δ,φh) (κ1) (η1I

α,β (ϱΩ)) (κ1)
≥ 1. (4.47)

İspat κ2 ∈ (η1,κ1) ve δ, φ > 0 için τ (κ1,κ2) her zaman pozitiftir. (4.43) ifadesinin her iki

yanı (4.37) ile çarpılır ve sonra elde edilen eşitliğin κ2’ye göre η1’dan κ1’e integrali alınırsa

aşağıdaki ifade elde edilir(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1Ω(κ2)dκ2

−
(
η1I

α,β (Ωϱ)
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 h(κ2)dκ2

(4.48)

−
(
η1I

α,βh
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1Ω(κ2)ϱ(κ2)dκ2

+

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 h(κ2)ϱ(κ2)dκ2

≥ 0.

Bu ifade şu eşitsizliği otaya koyar:

(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

−
(
η1I

α,β (Ωϱ)
)
(κ1)

(
η1I

δ,φh
)
(κ1)

−
(
η1I

α,βh
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (Ωϱ)
)
(κ1) (4.49)

+
(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (ϱh)
)
(κ1)

≥ 0.

(4.49) eşitsizliğinden

(
η1I

α,β (ϱh)
)
(κ1)

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1) +

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (ϱh)
)
(κ1)

≥
(
η1I

α,β (Ωϱ)
)
(κ1)

(
η1I

δ,φh
)
(κ1) +

(
η1I

α,βh
)
(κ1)

(
η1I

δ,φ (Ωϱ)
)
(κ1) . (4.50)

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

40



Teorem 4.13 Ω ve h fonkiyonları [η1,∞) aralığında Ω ≤ h şartını sağlayan iki pozitif

sürekli fonksiyon olsun. [η1,∞) üzerinde Ω
h

azalan ve Ω artan fonksiyonlar olsun. Bu du-

rumda, herhangi bir p ≥ 1, κ1 > η1, α > 0 ve β ∈ (0, 1] için aşağıdaki eşitsizliği elde

edilir

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(η1I
α,βh) (κ1)

≥
(
η1I

α,βΩp
)
(κ1)

(η1I
α,βhp) (κ1)

. (4.51)

İspat (4.39) eşitsizliğinde ϱ = Ωp−1 alarak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(η1I
α,βh) (κ1)

≥
(
η1I

α,βΩΩp−1
)
(κ1)

(η1I
α,βhΩp−1) (κ1)

. (4.52)

[η1,∞) aralığında Ω ≤ h olduğunda

Ωp−1 ≤ hp−1 (4.53)

hΩp−1 ≤ hp.

yazılabilir. (4.53) eşitsizliğini (4.26) tanımlanan z(κ1, τ) ifadesi ile çarpılır ve sonra elde

edilen eşitiğin τ ’ye göre η1’dan κ1’e integrali alınırsa aşağıdaki ifade elde edilir.

1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1Ωp−1h(τ)dτ (4.54)

≤ 1

sin
(
π
2
β
)α

Γ (α)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
β)(κ1−τ)] (κ1 − τ)α−1 hp(τ)dτ,

ki bu eşitsizlik

(
η1I

α,βhΩp−1
)
(κ1) ≤

(
η1I

α,βhp
)
(κ1) (4.55)

eşitsizliğini verir. Buradan

1

(η1I
α,βhΩp−1) (κ1)

≥ 1

(η1I
α,βhp) (κ1)

(4.56)

yazılabilir. (4.56) eşitsizliği
(
η1I

α,βΩp
)
(κ1) ifadesiyle çarpılırsa(

η1I
α,βΩΩp−1

)
(κ1)

(η1I
α,βhΩp−1) (κ1)

≥
(
η1I

α,βΩp
)
(κ1)

(η1I
α,βhp) (κ1)

(4.57)

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.14 Ω ve h fonkiyonları [η1,∞) aralığında Ω ≤ h şartını sağlayan iki pozitif

sürekli fonksiyon olsun. [η1,∞) üzerinde Ω
h

azalan ve Ω artan fonksiyonlar olsun. Bu du-

rumda, herhangi bir p ≥ 1, κ1 > η1, β, φ ∈ (0, 1], α, δ > 0 için aşağıdaki eşitsizliği elde

edilir

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φhp
)
(κ1) +

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,βhp
)
(κ1)

(η1I
α,βh) (κ1) (η1I

δ,φΩp) (κ1) + (η1I
δ,φh) (κ1) (η1I

α,βΩp) (κ1)
≥ 1. (4.58)

İspat (4.47) eşitsizliğinde ϱ = Ωp−1 dönüşümü yapılarak aşağıdaki ifadeyi elde edilir(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φhΩp−1
)
(κ1) +

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,βΩp
)
(κ1)

(η1I
α,βh) (κ1) (η1I

δ,φΩp) (κ1) + (η1I
δ,φh) (κ1) (η1I

α,βΩp) (κ1)
≥ 1. (4.59)

[η1,∞) aralığında Ω ≤ h olduğundan (4.53) eşitsizliği yazılabilir. Pozitif olduğu bi-

linen (4.37) ifadesi (4.53) ile çarpılır ve elde edilen eşitliğin κ2’ye göre η1’dan κ1’e integrali

alınırsa

1

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 hΩp−1(κ2)dκ2

≤ 1

sin
(
π
2
δ
)φ

Γ (φ)

κ1∫
η1

e[− cot(π
2
δ)(κ1−κ2)] (κ1 − κ2)

φ−1 hp(κ2)dκ2 (4.60)

ki bu ifade aşağıdaki eşitsizliği verir.

(
η1I

δ,φhΩp−1
)
(κ1) ≤

(
η1I

δ,φhp
)
(κ1) . (4.61)

(4.61) eşitsizliğinin her iki yanı
(
η1I

α,βΩ
)
(κ1) çarpılırsa

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φhΩp−1
)
(κ1) ≤

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φhp
)
(κ1) (4.62)

elde edilir. (4.55) eşitsizliğinin her iki yanı
(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1) çarpılırsa

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,βhΩp−1
)
(κ1) ≤

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,βhp
)
(κ1) (4.63)

bulunur. (4.62) ve (4.63) ifadeleri taraf tarafa toplanırsa

(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φhΩp−1
)
(κ1) +

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,βhΩp−1
)
(κ1) (4.64)

≤
(
η1I

α,βΩ
)
(κ1)

(
η1I

δ,φhp
)
(κ1) +

(
η1I

δ,φΩ
)
(κ1)

(
η1I

α,βhp
)
(κ1)

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.
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5. SONUÇ

Bu çalışmada, modifiye edilmiş yeni bir konveks fonksiyonlar sınıfı tanımlanmış ve

bu sınıf üzerinden kesirli integral operatörleri kullanılarak Hadamard tipi bazı integral eşitsi-

zlikleri elde edilmiştir. Tanımlanan bu konveks fonksiyon sınıfı, belirli şartlar altında çeşitli

kesirli integral operatörlerine dönüştürülebilir bir yapıya sahiptir. Bu dönüşüm özelliği, elde

edilen eşitsizliklerin kapsamını ve geçerliliğini önemli ölçüde artırmakta, dolayısıyla daha

geniş bir araştırma alanı için temel oluşturma potansiyeline sahip olmaktadır.

Modifiye edilmiş yeni konveks fonksiyon sınıfının özellikleri, özellikle matematik-

sel analiz ve optimizasyon alanında önemli sonuçlar doğurabilir. Elde edilen Hadamard tipi

integral eşitsizlikleri, daha önceki çalışmalarla kıyaslandığında, mevcut literatürdeki ben-

zerlerinden farklılık göstererek yeni perspektifler sunmaktadır. Bu eşitsizlikler, konveks

fonksiyonların analizinde yeni yöntemler geliştirilmesine olanak tanıdığı gibi, mevcut teo-

rilere de katkıda bulunmaktadır.

Araştırmacılar, tezde sunulan bulguları kullanarak farklı tipte eşitsizlikler ile yeni

sonuçlar elde edebilirler. Bu, sadece mevcut eşitsizliklerin genişletilmesiyle kalmayıp, aynı

zamanda farklı matematiksel yaklaşımlar ve tekniklerin geliştirilmesine de kapı aralayacak-

tır. Ayrıca, elde edilen sonuçlar ışığında, çeşitli alanlarda yeni genelleştirmeler yapma fırsatı

doğacaktır. Ayrıca tezin ikinci kısmında ise modifiye edilmiş konveks fonksiyonlar sınıfıyla

Riemann–Liouville cotangent kesirli integrali yardımıyla Chebyshev tipli eşitsizlikler elde

edilmiştir.

Sonuç olarak , bu tez çalışmasında ortaya konan modifiye edilmiş yeni konveks

fonksiyon sınıfı ve Riemann–Liouville cotangent kesirli integraliyle elde edilen Chebyshev

tipli eşitsizlikler bilim dünyasına katkı sağlamaktadır. Araştırmacıların bu yeni sınıfı kullan-

malarıkonveks analiz , matematiksel optimizasyon ve ilgili alanlarda daha önce keşfedilmemiş

bağlantıların ve sonuçların ortaya çıkmasına yardımcı olabilir. Bu bağlamda , konveks

fonksiyonlar ve kesirli integral operatörleri arasındaki ilişkiler üzerine daha fazla çalışma

yapılması, matematiksel teorinin derinliğini ve uygulama alanlarını genişletebilir. Böylece,

yeni bir araştırma alanı oluşabilir ve matematiksel literatürde önemli bir yer edinebilir.
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