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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

Modifiye Edilmis Ustel Trigonometrik Konveks Fonksiyonlar Icin Hadamard Tipli
Esitsizlikler ve Bir Kesirli Integral Operator Yardimiyla Elde Edilmis Chebyshev
Tipli Esitsizlikler

Bu tez, kesirli integral operatorleri ve Chebyshev tipi integral esitsizlikleri iizerine
kapsamli bir inceleme sunmaktadir. Bes ana boliimden olusan tezde , her boliim belirli bir

konuya odaklanarak okuyucuya derinlemesine bir anlayis kazandirmay1 hedeflemektedir.

Birinci boliimde, esitsizliklerin, kesirli analizlerin, kesirli tiirev ve integralin yani sira ke-
sirli integral operatorlerinin tarihsel gelisimi ve 6nemi ele alinmigtir. Bu boliim, konunun
tarihsel arka planini1 ve matematiksel diisiincenin evrimini ortaya koyarak okuyucunun ilgi

duymasini saglamaktadir.

Ikinci boliim, kesirli analiz ve integral operatorleriyle ilgili temel tanim ve teoremleri icer-
mekte olup, okuyucunun konunun temellerini kavramasina yardimci olmaktadir. Bu boliim,

kesirli integrallerin matematiksel ¢ercevesini saglam bir sekilde sunmaktadir.

Ugiincii boliimde, literatiirde yer alan gesitli kesirli integral operatorlerinin tanimlari ve 6zel-
likleri incelenmigtir. Bu boliim, mevcut bilgi birikimine katkida bulunarak, kesirli integral

operatdrlerinin uygulama alanlarini genigletmeyi amaglamaktadir.

Dérdiincii boliim, yeni tanimlanan konveks fonksiyon sinifiyla elde edilen bazi yeni esitsi-
zlikler ve integral operatorleri ile Chebyshev tipi integral esitsizliklerinin ortaya konuldugu

boliimdiir. Bu kisim, hem teorik hem de pratik acidan 6nemli bulgular sunmaktadir.

Besinci boliimde ise, bu calismada elde edilen sonuclar ve gelecekteki caligmalar i¢in Oner-
iler paylagilmaktadir. Bu bdoliim , arastirmanin genel degerlendirmesini yaparak, alanin

gelisimine yonelik yeni yonelimler sunmaktadir.

Tez, kesirli analiz alaninda 6nemli katkilar saglamay1 hedeflemekte ve ilgili literatiire yeni
bakis acilar1 kazandirmaktadir.

2025, 46 sayfa

Anahtar Kelimeler:  Modifiye edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyon,

Hadamard tipli esitsizlikler, Chebyshev esitsizligi.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

The Hadamard-Type Inequalities for Modified Exponential Trigonometric Convex
Functions and Chebyshev-Type Inequalities Obtained via a Fractional Integral

Operator

This thesis presents a comprehensive survey of fractional integral operators and
Chebyshev-type integral inequalities. The thesis consists of five main chapters, each chapter
focusing on a specific topic and aiming to provide the reader with an in-depth understanding.
The first chapter deals with the historical development and importance of inequalities, frac-
tional analyses, fractional differentiation and integration, as well as fractional integral op-
erators. This chapter provides the historical background of the subject and the evolution of
mathematical thought, thus arousing the reader’s interest.

The second chapter contains the basic definitions and theorems related to fractional analysis
and integral operators and helps the reader to grasp the fundamentals of the subject. This

chapter provides a solid mathematical framework of fractional integrals.

In the third chapter, the definitions and properties of various fractional integral operators in
the litterateur are analysed. This chapter aims to extend the application areas of fractional
integral operators by contributing to the existing knowledge.

The fourth chapter presents some new inequalities and integral operators obtained with the
newly defined class of convex functions and Chebyshev type integral inequalities. This sec-
tion presents important findings from both theoretical and practical points of view.

In the fifth chapter, the results obtained and suggestions for future work are presented. This
chapter provides an overall evaluation of the research and suggests new directions for the
development of the field.

The thesis aims to make significant contributions to the field of fractional analysis and brings

new perspectives to the related litterateur.

2025, 46 pages
Key Words: Modified exponential trigonometric convex function, Hadamard type

inequalities, Chebyshev inequality.
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kotanjant kesirli integrali

vii



1. GIRIS

Matematikte esitsizlik kavrami, iki degerin birbirine gére durumlarini ifade etmek
icin kullanilan 6nemli bir aractir. Bu kavramin kokenleri, 18. yiizyilda Leonhard Euler
tarafindan kullanildig1 diisiiniilmektedir. Ik olarak kiigiiktiir (<) ve biiyiiktiir (>) isaret-
lerini kullanan Ingiliz matematik¢i Thomas Harriot tur. Esitsizlik teorisinin temelleri, Gauss,
Cauchy, Chebyshev gibi iinlii matematikciler tarafindan atilmistir.

Esitsizliklerin matematigin bircok alaninda uygulamalar1 bulunmaktadir ve son yil-
larda bu alandaki arastirmalar hiz kazanmustir. Ozellikle Hadamard, Ostrowski, Jensen,
Opial gibi esitsizlik tipleri, matematigin ¢esitli dallarinda sik¢a kullanilmaktadir.

Konvekslik kavrami ise M.O. Arsimed dénemine kadar uzanmasina ragmen matem-
atik literatiirtinde 19. ylizyilda yer almaya baglamistir (Heath, 2002). Konveks fonksiy-
onlarla ilgili sistematik ¢aligmalar, Jensen (Jensen, 1906) tarafindan 1905-1906 yillarinda
baglatilmis ve A.W. Roberts ile D.E. Varberg’in "Convex Functions" adli eserinde yayinlan-
mustir (Roberts and Varberg, 1973). Konvekslik kavramu, esitsizliklerle siki bir sekilde iligk-
ilendirilmistir ve konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizlik kavrami biiyiik bir 6neme sahip-
tir. Kesirli analizin ortaya cikisi ise, 1695 yilinda Leibniz’e, LHOpital tarafindan yoneltilen
bir soruyla baslar:

"n € N =4{0,1,2,3,...} olmak iizere ds;/dsz notasyonun da n = 1/2 olursa ne
olur?"

Leibniz, bu soruya "Bir paradoks gibi goriinen bir giin yararli bir sonug olarak or-
taya cikacaktir." seklinde cevap vermistir (Oldhamand and Spanier, 1974). Kesirli analizin
gecmisi, son ii¢ yiizyilla dayanmasina ragmen, miihendislik ve bilim camiasinda yeterince
takdir gormemistir. Ancak yapilan ¢alismalar, kesirli analizle elde edilen modellerin, yasami
daha dogru bir sekilde yorumlamamiz1 sagladigin1 ve daha gercekci durumlarla karsilas-
mamiza yardimci oldugunu gostermektedir. Bu durum, gelecekte kesirli analizle ilgili bir¢ok
uygulamanin ortaya ¢ikacaginin ve konunun giderek daha fazla deger kazanacaginin bir
isaretidir. Literatiirde Hardy, Hadamard, Jensen gibi matematikgilerin esitsizlikler ve kon-
veks fonksiyonlar iizerine temel ¢alismalar1 bulunmaktadir. Son yillarda, kesirli integral
kavraminin gelisimiyle birlikte konveks fonksiyonlar ve esitsizlikler alaninda yeni ¢alismalar

yapilmistir. Bu ¢aligmalar, kesirli integral operatorleri kullanilarak Hermite-Hadamard Mer-

1



cer tipi esitsizliklerin elde edilmesini saglamigtir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar, matematigin bir¢ok alaninda hayati bir rol oy-
nar. Bu konularla ilgili ilk derinlemesine inceleme, Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
1934’te kaleme alinan "Inequalities" adli kitapla baglar (Hardy et al., 1952). Daha sonra, E.
F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yayimlanan "Inequalities" adl1 ikinci kitap
(Beckenbach and Bellman, 1961), 1934 ile 1960 arasindaki doneme odaklanarak esitsizlik-
lerle ilgili carpici sonuglari igerir. 1970 yilinda ise Mitrinovié tarafindan yayimlanan "Ana-
lytic Inequalities" adli kitap (Mitrinovic and Vasic, 1970), onceki iki kaynakta bulunmayan
yeni konulari ele alir. Bu ii¢c ana kaynagin yani sira, Mitrinovi¢ ve digerleri (1993), Pachpatte
(2005) ve daha sonraki yillarda Dragomir ve Agarwal (Dragomir and Agarwal, 2000), Lak-
shmikantham (Lakshmikantham and Trigiante, 2002) gibi arastirmacilar tarafindan esitsiz-
liklerle ilgili pek ¢ok kitap, makale ve monografi yazilmistir. Son yillarda esitsizlikler, farkli
alanlarda giderek artan kullanimlar1 ve bilime yeni perspektifler kazandirma potansiyelleri
sayesinde biiyiik bir ilgiyle karsilanmistir. Bu baglamda 6ne ¢ikan en onemli esitsizliklerden
biri, Chebyshev esitsizligi (Chebyshev, 1867) olarak bilinen ve genis bir uygulama yelpazesi
olan esitsizliktir.

Bu tezin amaci , literatiirdeki kesirli integral formlarindan yararlanarak modifiye
edilmis konveks fonksiyonlar sinifi i¢in kesirli Hermite-Hadamard integral esitsizlikleri elde
etmektir. Tezin ikinci boliimiinde, modifiye edilmis konveks fonksiyonlar sinifi kullanilarak,
Riemann-Liouville kesirli integralinin kotanjant formu yardimiyla Chebyshev tipli esitsiz-

likler bularak matematik literatiiriine 6zgiin bir katki saglamaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez calismasi kapsaminda gerekli olan tanim, teorem ve onemli bazi

temel ozelliklere yer verilecektir.

2.1. Konvekslikle Tlgili Bazi Temel Terimler

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve 11 C L olsun. Eger 11,12 € 11 olmak
lizere

m={ze€Ll:z=mm+ 1 —7)p, 0<7<1} Ty
ise 1, kiimesine konveks kiime denir.

Geometrik olarak 7, kiimesi u¢ noktalar1 s¢; ve sz, olan bir dogru pargasidir. Oyleki,
konveks kiime bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden

kiimedir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.2 (Konveks Fonksiyon): I, R 'de bir aralik ve ) : I — R bir fonksiyon olsun. Her
m,n2 € I ver €[0,1] icin

Q(rm + (1 = 7)m2) < 7Qm) + (1 — 7)Q2(1n2)

sarti saglamirsa §) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger ny # ns ve 7 € (0, 1) igin

fonksiyon
Q(rm + (1= 7)me) < 7Qm) + (1 —7)Q(n2)

sarti saglaniyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Niculescu and Persson,

2006).

Tanim 2.3 (Quasi Konveks Fonksiyon) () : [ C R — R fonksiyonu I iizerinde quasi

konveks fonksiyon olarak adlandirilir,

Q(rm + (1 —7)m) <max{Q(m),2(n)} (2.1)

herhangi bir ny,me € I, T € [0, 1] icin gegerlidir (Ion, 2007).



Tanm 2.4 (Ustel Konveks Fonksiyon ) I C R olsun. Q : I C R — R fonksiyonu her

m,ns € 1,7 €[0,1] ve 5 € Rigin
Q(rm+ (1 —7)n2) < 7eMQ(m) + (1 —7) ™0 (1) (2.2)
esitsizligini sagliyorsa iistel konveks oldugu soylenir (Awan et al., 2018).

Tamim 2.5 (Trigonometrik Konveks Fonksiyon ) Negatif olmayan bir 2 : I C R — R

fonksiyonu eger ny,n, € I ve T € [0, 1] icin

Qrm + (1 —=7)np) < (sin;m’) Q(m) + <COS27TT> Q(n2) (2.3)

esitsizligi saglanirsa I araliginda trigonometrik konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Kadakal,

2018).

Tamim 2.6 (Ustel Trigonometrik Konveks Fonksiyon ) I C R bir aralik olsun. ) : I C

R — R fonksiyonu eger her ny,ms € I ve T € [0,1] icin

sin IT cos It
Q(rm+ (1 —71)m) < 61,3 Q(m)+ 672 Q(n2) (2.4)

esitsizligini sagliyorsa iistel trigonometrik konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Kadakal

etal., 2021a).

i T T
s C 5

Not 2.1 Her 7 € [0,1] igin h(1) = =2 =2 ifadesi 0 < h(r) < 1 araliginda yer

alir. Tamim 2.6 ifadesinde yer alan iistel trigonometrik konveks fonksiyon taninuna gore tiim

m € [ igin

Qm) = Qrm + (1 —7)m)
sin Z- cos I

61_3 Q(m) + 20 (m)

67'
sinZt  cos Z-
- Q(nl) ( 61—72' + 672 >

= Q(m)h(r)

elde edilir. Dolayisiyla,
(1= Ah(7))Q(m) <0

sonucuna variir. Bu durum §2(n;) < 0 oldugunu gosterir.
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Sekil 2.1. Ustel trigonometrik konveks fonksiyonun katsayilar toplam
Tamm 2.7 (Ustel Quasi Konveks Fonksiyon ) Q) : I C R — R fonksiyonu her 1,1, € I,
7 € [0,1] ve 5 € Rigin
Q(rm + (1 — 7)) < max{e"Q (n),e™Q (n2)} (2.5)

esitsizligi saglanmirsa iistel quasi konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Latif and Alomari,

2009).

Tanim 2.8 (Trigonometrik Quasi Konveks Fonksiyon )[ C R bir aralik olsun. €2 : I C

R — R fonksiyonu her ny,ms € I ve 7 € [0, 1] igin
Q(rm + (1= 7)) < (sin T+ cos T ) max {2 (m) , 2 ()} (2.6)

esitsizligi saglanirsa trigonometrik quasi konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Numan and

Iscan, 2021).

Tanim 2.9 (Senkronize Fonksiyon): () ve o fonksiyonlart |1, 15| kapali araliginda siirekli

iki fonksiyon olsun. Her s, 5 € |11, 12] i¢in

(2(3) = Q02)) (e (3a) — 0(52)) = 0 2.7)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir.

Tanim 2.10 (Gama Fonksiyonu): T : (0,00) — R tamumli fonksiyon ve 1 > 0 icin

= / T e Tdr (2.8)
0

seklinde parametreye bagl genellestirilmis integrale Gama fonksiyonu veya ikinci ¢cesit Eu-

ler integrali denir (Kannappan, 2009).



(2.8) ile ifade edilen fonksiyon i¢in

i) 0 < 31 < oo yakinsak

i1) s < 0 igin raksaktir.

=-Gama fonksiyonuna ait bazi 6zellikler
i) s >0icin T (56 + 1) = 501 (51)
i1) T'(50) = (59 — 1)!

i) (1) =0=1

2.2. Bam Iyi Bilinen Esitsizlikler

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): 1, R’de bir aralik, n,,m2 € I, ve 11 < 19
olmak iizere () : I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

2
1 Q Q
O (771 +772) < /Q(%1)d%1 < (1) + Q(n2)
2 772 —’)’]1 2

m

esitsizligi gecerlidir (Pearce et al., 1998).

Ispat (1.Yontem) Hermite- Hadamard esitsizliginin literatiirde varolan iki ispati asagida
verilecektir. 2 fonksiyonu [n;,7,] arahiginda konveks yani (7, 7,) arahiginda siirekli ve
[n1, 2] aralifinda siirlt oldugundan integrallenebilirdir. Konveksligin geometrik yorumun-
dan esitsizligin sag tarafinin ispati agiktir. 3¢y = 71y + (1 — 7)ne ve 7 € [0, 1] icin

72

1
/Q(%l)d%l = /Q T —|- 1 — T)T]Q)d
0

m

1
2 — T

1
< Q(m) | 7dr + Q(n2) /1—7’
0

Q1) + Qna)

I\D+O\H

esitsizligi gecerlidir. Ayrica belirli integralin par¢alanisindan

n1+n2
1 72 1 2 72
/Q(%l)d%l = / Q(%l)d%l + / Q(%1>d%1
T2 — M 2 — M J
m 7 n1tn2
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)

olarak yazilabilir. Burada esitsizligin saginda s, = 1, + T("QT_’” icin
b 1
/ Q(o01)doey = e g n /Q <771 + —7(7722_ 771)) dr
m 0
Ve 3 = 1)g — M i¢in
) 72

DO | —

/Q(%l)d%l =

m

M2 — M

/1 o (s T 4 (- T
(4)

esitsizligi elde edilir. Boylece her iki esitsizlikte ispatlanmis olur.

2

>

Hermite-Hadamard esitsizliginin farkli bir ispat1 ise asagidaki gibi verilebilir;

Ispat (2.Yontem) 2 fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alinan
herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasinin fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu bilin-

mektedir. Buna gore
Q(n2) — Qm)
T2 —

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikte her iki taraf [1);, 1;| aralig1 izerinde »r; degiskenine gore

Q(a) < Q(m) + (200 —m)

integre edilirse

/Q(%1>d%1 S /Q(?’]l)dkl + W/(J{l _nl)d%l
Qm) + Q)

2

2 —7(n2—m)
2

elde edilir. Ayrica sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla s, = ve x =

%(’72_"1) degisken degistirmesi yapilirsa

72

1
/Q(%l)d%l
2 — T
m
n1+n2
1 up
= / Q(%l)d%l + / Q(%l)d%l
2 — T N2 — T
1 m;nz

_ %O/I[Q (771+772—27(772—771))+Q(nl+n2+;(m—m))]dT

> 0 (771—;—772)

elde edilir ve ispat tamamlanir.



Teorem 2.2 (Integraller Icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve Il) + % = 1 olsun. Q ve o,

(1, n2] araliginda tamimli ve integrallenebilen iki fonksiyon, ve |o|?, [n1, n2] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

% 72
/ 19 () 0 (s00) o < / Q0P | | [leta)tan
71

esitsizligi gegerlldzr (Mitrinovic et al., 1993).

Ispat s, — s fonksiyonu (0, 0o) araliginda konvekstir. Ciinkii p > 1, yani Jensen esitsi-

Jos (o)

Burada v, herhangi bir olasilik dagilimi1 ve herhangi bir v -6l¢iilebilir bir fonksiyondur. u

zligine gore

herhangi bir 6l¢ii olsun ve
Qq

dv = f quudu

Dolayisiyla % + % = 1 kullanarak p + ¢ = 0 elde ederiz ve = Qp' 9 kabul ederiz

[oute = ( [ o)

- (/quu) le “ quudu
(f o)
(few)

I—q

oldu

IN

q
oldu ( ngp(l qQ—du)

‘Id !
e ( [ o?du )
esitsizligi elde edilir. Buradan

/wmg(/WMY(/wwy

yazilabilir.Bu durum €2 ve ¢’nin gercek oldugunu ve negatif olmadiginmi varsayimiyla yazila-
bilir ve karmagik fonksiyonlarin genisletilmesi elde edilebilir. Ayrica [|][,, |[ol|, ne sifir ne

de sonsuzdur ve p, ¢ > 1 i¢in gecerlidir.
Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagidaki gibidir.

Teorem 2.3 (Power Mean Eitsizligi): <) ve o, [1, 12| araliginda tanimli ve integrallenebilen

ve |o|% [n1, n2] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

1 1
=5 / m 7

/ 190m)0(0)] dsr < / QGa)ld | | [ 1906 loa)
711

esitsizligi gecerlidir.



Teorem 2.4 (Ostrowski Egitsizligi): () : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferan-
siyellenebilen bir fonksiyon, my,m2 € I ve 1 < 19 olsun. Eger her s € [0y, 1] icin
| (5¢1)| < M ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir:

LA 2

2

/Q(T)dT S M(T]Q — 771)

m

1
M2 —M

Qse1) — -+

4 (772 - 771)2

Burada, 1 sabiti en iyi katsayidir ve daha kiiciik bir katsayt ile yer degistiremez (Ostrowski,

72

1937). Bu esitsizlik literatiirde »c; € [, 2] noktasinda (1) degerinin nzim [ Q(r)dr
m

integral ortalamasina yaklasumi icin bir iist sinir veren Ostrowski integral esitsizligi olarak

adlandirilir (Baloch and Iscan., 2015). Ostrowski integral esitsizligi baska formda da asagi-

daki gibi verilebilir.

Q) ~ o [ 0| < [uﬁ_my+“h—mf

N2 — M T e —m 2

Ispat Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki esitlik kullanilacaktir. © : I € R — R fonksiy-

onu (1n;,72) C I’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon oldugundan »z; € (7, 12) igin

T—"m, T € ,
C(%l,T) _ T [771 1)
7—_7727 T E [%laTIQ]
olmak tizere
1 T2 2
Q) = /QTd7'+ /C’%,TQ'TdT
() T2 — (7) T2 — 1 (e, T (T)

m m

1
= C(5e1, 7)) (7)dT
772—771/ (a, T (T)
m
1 1 2
= 7 —m) (7)dT + /T— Q' ()dr
—— [e-meir+ —— [ me)
m s

yazilir. Bu durumda yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip iicgen esitsi-

zIigi uygulanirsa

N — M
7
1 Fal 2
= T — ) (T)dT + /7’— Y (7)dr
m_m/k m @+ —— [ = m)(r)

m kAl



2

Qs01) — o i o /Q(T)dT

m| (7)) dr +
T2

1 72

[ 1= mlie@)ar
—h

Fal

elde edilir. Ayrica [ (561)| < M oldugundan

72

Q1) — — /Q(T)dT

2 —M
m
M 1 M 2
< /|T—771|d7'—|— /|7’—772|d7'
2 —M 22—
m X1
1 2

S /(T—m)d7+/(n2—7)d7

e —

1 Eal

M i Mmoo o T G
— o — |:(? %1771—3+771 + 772—5—772%14‘7

M {(%1 — )’ + (2 — %1)2]

e — M 2

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

(s = m)* + (2 — 5a1)?

2 2
_ (%1_771+772+771+772_m> +(772_771+772+771+772_%1)

2 2 2 2
— (%1—771;772)2—1-2(%1—771;772) <772;771)+(7722771)
_|_<7722771) +2<w_%1> (772;771>+<w_%1)2
_ 2(%1_77142rn2)2+2(7722m)

L Sl

—+

= 2(ne—m) 1 (772—7]1)2

yazilir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 2.5 (Simpson Egitsizligi): [ = [n1,1:] ve Q : 1 — R, (n1,12) lizerinde dirdiincii

mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve HQ(“) H = Sup,, ¢ |Q(4)} < 00 olsun.

71,7M2)

Bu durumda,

2

/ sadoa| < == |99 (=)'

é Q(Th);rQ(le) 490 (771;772)1 B
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esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik literatiirde Simpson egitsizligi olarak bilinmektedir (Dragomir

etal., 1999).

Ispat I = [y, my] ve Q : I — R (11, 15) iizerinde dordiincii mertebeden tiirevi siirekli olan

bir fonksiyon ve HQ(A‘) H = SUD,., (1 m0) }9(4)} < oo olmak iizere C'(s¢;) fonksiyonunu
Clomy = J 280 ) G = 2538) o € [, 252)
! L — 3 _ 2m+ne m+tn
21 (30 = m)? (4 7). s € [T,y

olarak tanimlayalim. Bu durumda verilen esitlikten

n1+m2

72 2
1 + 2
/C(%l)Q(4)(%1)d%1 = / ﬁ<%1 — 771)3 (%1 — %) 9(4)<%1)d%1
1 71
72 1 9
+
A / ﬂ(%l ) (%1 _ 7713 772) QD (e )doey
n1+n2

yazilir. Yukardaki integraller icin mutlak deger 6zelligi dikkate alinirsa

72

/C(%1)9(4)(%1)d%1

m
m;rnz
1 3 n + 212 4
S / ﬂ|%1—771| %1—T |Q( )<%1)|d%1
m
72 1 9
: +
+ / ﬂ|%1_772|3 %1—% ‘9(4)(%1){d%1
n1+n2
2
n1J2r712
QW : +2
< H 24Hoo / (%1_771)5 (_%1+771 - Uz)d%1

m

2m +
+ / (7]2_%1)3 <%1_ 7713 772)d )
n1+n2
2
= 2880 M
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elde edilir. Boylece

1 2m +
[ g (= ) 00

n1+ng
2

|2@]],
= W (7]1 - 772)

5

yazilir. Bu esitsizligin sol kisminda kismi integrasyon yontemi uygulanirsa
n1+M2
1 2
/ 2% (301 — 771)3 (%1 - W) Q(4)(%1)61%1
m

72

1 2m +
+ / 24 (%1 - 772)3 <%1 -3 %) Q(4)(%1)(1%1

n1+ng
2

2

- —ﬂm—mm(m+m)—Hm—mwwm+ﬂwn+/Mmm%

3 2 6

m

19Ol s
= 9330 2 — 1T

esitsizliigi yazilir. Son durumda

72

=2 =m0 () — = ) 20) + 2 + [ o)

m

\|9(4)|\oo( )
= gy RTh

olup esitsizligin her iki tarafi (7o — 1) ile boluniirse

n2
1 [Q(m) + Q(ne) m+ 1 / 4
S| TRAR) | g (M2 0
3 2 + 2 | Sealda) < 55 H oo (2 =m)

m

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanmaisg olur.

Teorem 2.6 (Integraller igin Minkowski Egitsizligi): ) ve o, [, 12| kapalt araligu iizerinde

tamumly reel degerli iki fonksiyon ve p > 1 icin,

/’Q(%l)’p dx; < 00

m
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ve

2
/|Q(%1)|p ds < 00

mn
olsun. Bu halde,

72 % 72 72
/\Q(%1)+g(%1)|pd%1 < /|Q(%1)|pd%1 +
771

I 771

’Q(%1)|p dsy

Esitsizlik icin gerek ve yeter sart hemen hemen her yerde Q(s¢) = 0 olmasidir (Mitrinovic

and Vasic, 1970).

Teorem 2.7 (Young Esitsizligi): p,q > 1 olmak iizere % + % = 1 egitligini saglayan her p, q

ve her 1y, m9 > 0 sayisi igin
o
mne < —+ —
p q

esitsizligi gecerlidir (Young, 1912a).

Teorem 2.8 (Integraller Icin Young Egsitsizligi) p,q > 1 ve % + é = 1 olmak iizere, (1, p

belirli bir aralikta integrallenebilir ve pozitif fonksiyonlar ise ve |2

fonksiyonlar olsun.

/Q(%l)g(ﬂﬁ)d%l S/Qp(}‘l) +/Qq(%1)

p q

Bu durumda esitsizlik saglanir.(Young, 1912b)

p
’

o|? integrallenebilir

Teorem 2.9 (Chebyshev Egsitsizligi): () ve o fonksiyonlart integrallenebilir ve senkronize

fonksiyonlar olsun. O halde

2

1
M2 — T

729(%1)9(%1)65%1 >

m m

2
m

esitsizligi gecerlidir. Eger () ve p farkli monotonluga sahip ise esitsizlik yon degistirir. ()

ve o fonksiyonlari sabit ise esitlik saglanir (Chebyshev, 1882).
Ispat ) ve o, senkronize fonksiyonlardan oldugundan

Q1) — Q(322)) (0(50) — 0(522)) > 0

yazilabilir. Iki tarafin cift katl integrali almirsa

n2 mn2

[ [ 060) = 92060 (0000) — ato)) i = 0

n m
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elde edilir. Buradan

2 12 n2 M2
//Q(%l)@(%l)d%ld%z+//Q<%2)Q(%2)d%ld%2
m m m m
2 12 n2 m2
2 //Q<%1>Q<%2>d%1d%2+//Q(%2)Q(%1)d%1d%2
m m m m
ve devaminda
. n2 02
Qs 2y )dse + /Q PY% 5 )d
772—771/ S
m m
2 2 72 2
> /Q(%l) /Q(%Q)d%g d%1+/§2(%2) /Q(%l)d%l d
m 711 m 71

elde edilir. Boylece

2
e —Mmn

72 1 72 1 72

Qs 1)dxe; > 2 Q(2¢1)dse 1 )d
[ataetaya =2 [ —— [aGajia | | —— [obain
m m m

bulunur. Son ifadeden istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.
Teorem 2.10 (Ucgen Egitsizligi): 0, ve n, reel sayi olmak iizere

m 4+l < |+ (e,
] = |nall < | —mel,

| = Im2ll < |+ el
ve tiimevarum yoluyla

1711+ 11| < 00l + 71|
esitsizlikleri gecerlidir. (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.11 (Integraller Icin Ucgen Egitsizligi): ), 11, n2] araliginda siirekli reel degerli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

/772 Q(s21)dsn

m

2
g/ ()| sy

m

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.12 (Holder-Iscan Integral Esitsizligi ) p > 1 ve % + % = 1 olmak iizere, )

p

>

ve o fonksiyonlart [, 1] araliginda tamuml gercek degerli fonksiyonlar olsun ve |Q|", |o|

14



J[m1, m2] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda su esitsizlik saglanir:

72
/\Q (501) 0 (31)| dsry (2.10)
m

(

hSA
Q=

(7 (12— 30) 19 Gar)|? d%l)

m

(}2 (m2 = 5a) |0 (521) | d%1>

m

IN

M2 — M 772 N [
+ (f (51 —m) |Q(%1)|pd%1) (f (51 —m) |Q(%1)|qd%1)

m gl
Holder-Iscan integral esitsizligi, klasik Holder integral esitsizligine kiyasla daha iyi yak-
lagimlar sunar. Bu egitsizlik ayni zamanda kuvvet-ortalama integral esitsizliginin bir iy-

ilestirilmis hali olarak degerlendirilebilir (Iscan., 2019).

Teorem 2.13 (Genellestirilmis Power-Mean Integral Egitsizligi) ¢ > 1 olmak iizere Q) ve o

, [m, 2] arahiginda tanmiml gercek degerli fonksiyonlar olsun. Ayrica, ||, || |o

7, [7717772]

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:

y

/|Q(%1)@(%1)|d%1 (2.11)
1 (j} (2 = 541) |Q(%1)|d%1) q (?(?72 — 1) [ (521)| |@(%1)|qd%1> q

IN

M2 — 1™ 2 =g 72 .
+ | S Ga —m) [ Ga)l dn J G —m) [QGa)l o (a)|* don
\ m m )
Bu Genellestirilmis power-mean integral esitsizligi, Power-mean egitsizliginden daha iyi

yvaklasimlar sunar (Kadakal et al., 2021D).

Lemma 2.1 () ,reel sayilarin bir I alt kiimesinden yine reel sayilara tanimli bir fonksiyon
olsun.n, ve 1o, I kiimesinin icinden secilsin ve 1y, 1, den kiiciik olsun. ) fonksiyonun tiirevi
L [n1, no] kiimesinin elemani olmak iizere asagidaki esitsizlik gecerlidir:

n2

Q) +Q@m) 1 /Q(%l)d%l 2~ /\1—27[ | (7 + (1 —7)mp)| dr

2 M2 — M 2
m

(2.12)
(Dragomir and Agarwal, 1998).

Makale boyunca R™ U {0} = R olarak gosterecegiz.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda bazi kesirli integral operatorler tanitilacaktir.

Tamm 3.1 (Riemann — Liouville Kesirli Integral Operatir): Q2 € L[n., 2] olmak sartiyla

[SE,Q ve I;“_Q Riemann - Liouville kesirli integrallerinin 1, > 0 ve o > 0 icin tammlart
1 2

strastyla
7y
1
;711_,'_Q (%1) = @ /(%1 — T)(a_l)Q<T)dT, ) >Mm (31)
m
ve A
1
I3 Q) = o) /(7‘ — 50) @ VQ(7)dr, 1 < 1o (3.2)

1

olarak tamimlanmir (Samko et al., 1993).

Burada I'(«) = [ e “u*~'du olarak bilinen Gama fonksiyonudur ve o = 1 segilirse
0
Riemann — Liouville kesirli integrali klasik integrale doniisiir. Riemann — Liouville taniminda
« = 0 alinirsa,

T (50) = Q ()

1
veE

JQ (50) = Q (50)

Up)

esitlikleri elde edilir.

Tamim 3.2 (Hadamard Kesirli Integral Operator): Q : [n1,17:] € R — R fonksiyonu

(1, no] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon o > 0 ve 0 < 1y < 19 igin

17 Q(r) dr
@ Q = —_—
iy ) [(a) / (Inz)=) 7’ =

m T

ve

72
1 Q(r) dr
JQ = -
g (4) I'(a) / (In—il)(l_a) 7 A

a1

integrallerine ov.mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada 11 J§. Q) =g J5€) ve

gJe_Q =g JQ dir (Samko et al., 1993).
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Tamm 3.3 (Katugampola Kesirli Integrali): [n,,7,] C R suurlt bir aralik, 1 < > < 15

ve p > 0 olsun. (a > 0) ve Q € xP (n1,1n9) icin sol ve sag tarafiKatugampola kesirli

integrallleri
1—a - p—1
pre _Pr T
InTQ (501) = (o) o Tp)(l_o‘) Q(7)dr
m !
ve o .
- o "
[0 Ga) = C(a) ) (5 — Tp)u—a)Q () dr

seklindedir (Katugampola, 2014).

Tamm 3.4 (Caputo-Fabrizio Kesirli Integrali): Q0 € L (n,,1), m < »1 < 1 olsun. Bu
durumda, « € [0, 1] olmak iizere . mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli integral-

leri

CHe » :1—_a » a T)dT P 1
(1) o) = 25 00) + 5 f -

ve

Qe s :1—a P = T)dT P 9
(19 () = L500m) + —s [ () <

olarak tammlamir. Burada nz(a) > 0 normallestirme fonksiyonu olup 13(0) = n9(1) = 1
seklindedir. (Caputo and Fabrizio, 2015).

Tanmm 3.5 % : [11,72] — R pozitif, monoton ve artan iki fonksiyon ve h' (1) fonksiyonu

(1, 2] iizerinde siirekli tiirevlenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonunun [, 19| kapalt

arahgmda h fonksiyonuna bagle oo > 0 mertebeden I%, w (501) ve 1w (501) kesirli inte-
1 2

gralleri sirastyla

o L[ RO
f b9 = 1) /n hGe) — h (et (3-3)
o LT H@uE
G 00 = 0 L, Ty - G G4

olarak tamimlanir (Samko et al., 1993).

(3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(sr) = s yazildiginda (3.1) ve (3.2) ifadelerindeki
Riemann-Liouville kesirli integralleri elde edilir. Eger (3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(sr;) =

In 51y yazildiginda Hamadard kesirli integrali elde edilir.
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Tamim 3.6 (Riemann—Liouville Kotanjant Kesirli Integrali) 3 € (0,1] ve a € C olmak
iizere Re(a) > 0, kosuluyla, »¢,’in sol Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali su sek-

ilde tamimlanir:

/6[_ cot(%,@)(%l—T)] (%1 _ 7—)0‘_1 0 (T) dT7 (35)

m

.8 M) = fe%
(m[ Q)( ) sin(zﬁ) ['(«)

[\

ve s ’in sag Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali ise su sekilde tanimlanir:

72

elmeot(EB) =] (7 — 5y Q (1) dr (3.6)

,f n1) = [e]
(Im Q)( ) sin (%B) ['(«)

1

(Sadek, 2023).

Not 3.1 Eger $ = 1 secilirse, su sonuclar elde edilir:

sol dan Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali

7]

! )/(%1 — 1) Q (1) dr

(mnI'Q) () = o)

m
sag dan Riemann-Liouville kotanjant kesirli integrali

72
/ (1 — %1)a_1 Q(r)dr (3.7)

1

1

(') () = Ta)

doniigiir bu da , 1yi bilinen Riemann-Liouville kesirli integral operatoriine karsilik gelir.
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4. BULGULAR

4.1. Modifiye Edilmis Ustel Trigonometrik Konveks Fonksiyon Tanimu,
Baz1 Ozellikleri ve Bu Fonksiyon Yardimiyla Elde Edilen Bazi
Esitsizlikler

Bu kisimda once iistel trigonometrik konveks fonksiyon sinifinin modifiye edilmis

bir versiyonu ve bu sinifin bazi1 6zellikleri tanitilmistir.
Tanim 4.1 Q : [ C R — Ry fonksiyonu her n,n, € I ve T € [0, 1] igin

Q(rm + (1 —7)n2) <sin %e(l’T)Q (m1) + cos %eTQ (m2) . 4.1)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona modifiye edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyon
denir. I kiimesi iizerinde modifiye edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyon sinifini

METC(1) ile gosterilir.

Not 4.1

h (1) = sin %6(1_T) + cos %67—

fonksiyonu verilsin. Her 7 € [0,1] icin h (1) > 1 oldugu aciknr. Modifiye edilmis iistel

trigonometrik konveks fonksiyon
Q(m) = Qrm+ 1 —7)m)
< sin %6(1_7)9 (m1) + cos geTQ (m)
= Q(m) <sin %6(1_7) + cos EJ)

2
= Q(m)h(r)

bulunur. Dolayisiyla

(1 =h(7))2(m) <0

Bu durum €2 fonksiyonunun negatif olmayan fonksiyon olmasini gerektirir.
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2.0

1.5

—— h(t)=sin (Z)e~Y + cos (X)e*

h(t)

1.0f

0.5

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.1. Modifiye edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyonun katsayilar toplam

Onerme 4.1 Reel sayilarin bir I alt kiimesinde tanmimli, negatif olmayan her konveks fonksiyon
trigonometrik konveks fonksiyondur. Ayrica her trigonometrik konveks fonksiyon da modifiye

edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyondur. Ciinkii

Qrm+1—7)n) < 7Q(m)+ (1 —7)Q(n) (4.2)
< sin %Q (m) + cos %Q (n2)

< sin 7;—76(1’T)Q (m1) + cos %eTQ (m2)
esitsizligi gecerlidir.
20— Y=%
— y=sin(%)
L5
1.0f

0.5f

-0.51

-1.0p

—1.5F

-2.01

20 -15 -10 05 00 05 10 15 20

Sekil 4.2. Konveks ve trigonometrik konveks fonksiyon smiflarmin katsayilarmin

karsilastirilmasi
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— y=sin(3)

— y=sin(Z)e®-9

—2.00 —l.5 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 4.3. Trigonometrik ve modifiye edilmis trigonometrik konveks fonksiyon
siiflarmin katsayilarimin karsilastirilmasi
Teorem 4.1 Qo : I C R — R] fonksiyonlart verilsin. Q, 0 EMETC(I) ise:

(i) ¢ € R (¢ > 0) i¢in €2 fonksiyonu METC(/) sinifinin elemanidir,
(17) €2 + o onksiyonu METC(/) sinifinin elemanidur.

Ispat (i) Q EMETC(I) ve ¢ € R(c > 0) oldugundan

cAN)(tm + (1 —=71)ne) < clsin TLeig m) + cos e M2 (4.3)
2 2

= sin %6(1_7-) (c€2) (1) + cos 7;—TeT () (n2)

yazilabilir. Bu durum c{2 eMETC(J) oldugunu gosterir.
(17) Q2,0 EMETC(J) oldugundan

Q+o)m+ A =7)n2) = Qrm+ (L—7)n2) +o(rm + (1 —7)n2)

sin %6(1_7)9 (m) + cos W—QTGTQ (12)

IN

T . T,
+sin el o (1) + cos —-€7e (1)

. TT (1—r TT .
= sin 76(1 (4 o) (m) + cos - (Q+ 0) (12)
elde edilir. Bu durum €2 + o eMETC(/) oldugunu gosterir.

Teoremd4.2 ) : [ C R — J konveks fonksiyonu ve ¢ : J — R{ azalmayan, modifiye
edilmiy iistel trigonometrik konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda po€) : I — R bileske

fonksiyonu da modifiye edilmiy iistel trigonometrik konveks fonksiyon olur.

21



Ispat 7,1, € I ve T € [0,1] igin

(o N(rm + (A —=7)n2) = o(Q(rm + (1 —7)n2)) (4.4)
o (T2 (m) + (1 —7)Q(n2))

. TT _r T .
< sin 76(1 )Q(Q (m)) + cos 76 0(§2 (m2))

IN

yazilabilir. Bu durum g o 2 eMETC(/) oldugunu gosterir.

Teorem 4.3 2 : [n1,7m2] — R modifiye edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyon ol-
sun. my < 1y ve Q€ Llni,n2] olmak iizere asagidaki Hermite-Hadamard tipli esitsizlik

gecerlidir:

72
n 4+ 12 1 2me — 4
w—a( )gm_m/homdmg7ﬂ+4mmu+ﬂmm.
m

Ispat ilk olarak Q2 fonksiyonunun modifiye edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyon

olusu yardimuyla,

e e LN EL AR (R TR )
V2e

< gQ(Tm—i—(l—T)ng)—i—TQ((l—7)7]1+T772)

yazilabilir. Son esitsizligin 7 € [0, 1] tizerinden integrali alinirsa

_|_
Q(%) < \/_/ (T + (1 —7) m2) dT+—/ (L—=7)m + o) dr

1
= \/2—6 /Q (%1) d%l
N2 — T
it
bulunur. Ardindan v = 71 + (1 — 7) 72 degisken degisimi ve tekrar {2 fonksiyonunun

modifiye edilmis tistel trigonometrik konveks fonksiyon olusu kullanilarak

n2 1
1
/Q(u)du = /Q(TT]1+(1—T)T]2)dT
M2 —m /
m

1
< / [sin %6(1_7)9 (n1) + cos %GTQ (12) | dr

0

2me — 4

= i [Q(m1) + Q(m2)] -

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.
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Teoremd4.4 Q) : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. ny,my € I° ve ny < 1y icin Q € L [ny,n2] ve ‘Q" EMETC(I) ise

72

2 2 — M
m
2me (w2 — 12) + 4 (=12 + 8v/2e + 8v2er + (1 — 2v/2¢) 7?)
< (m—m) T 82+ 16

xnu (19" ()] 192" (m2)])

esitsizligi saglanir. Burada 7 ( , ) aritmetik ortalamadir.

Ispat Lemma 2.1, mutlak deger fonksiyonu ozellikleri ve |Q/| fonksiyonunun modifiye
edilmis iistel trigonometrik konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

n2

2 M2 — M
it
1
< B [ or o+ (1= 7))l dr
0
<

1
4 / 1= 27| (sin THe7) |9 (1) + cos -7 9 ()] ) dr
0

. 1
_ e ; Ui 1 ()] / 11— 27| (sin %6(14)> dr + | (n2)] / |1 — 27| cos %erT
9 0

= (n2—m)

omde + 32v/2e2 — 24me + 472 + 321/21er — 8v/2n%ez — 48
™ £ 872+ 16

xau (1 (m)], 19 (n2)])

bulunur. Burada

1 1
/ |1 — 27| sin 7;—7-6(1_7-)617' = / |1 — 27| cos 7;—T€Td7'
0 0

2m3e + 32\/56% — 247me + 4m? + 32\/§7re% — 8\/571'26% — 48
(72 4 4)°

sonucundan yararlanilir. Boylece ispat tamamlanur.
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Teoremd4.5 ) : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. ny,my € I° ve ny < 1y icin Q € L [ny,n2] ve ‘Q"q EMETC(I) ise 113 + % = 1icin

72
Hn) 2] / Q (501) dsay 4.7)
2 2 — 7T
1
Ne — 1M 1 v 1 [ 2me — 4 F 1 . ¢ i .
< ¢ [/ —

esitsizligi saglanir.
Ispat Lemma 2.1, mutlak deger fonksiyonu 6zellikleri ve Holder esitsizligi kullanilirsa

2
Qm)+Qmp) 1 /Q(%l)dm (4.8)
2 M2 — T |

m

1

< w/ﬂ—%ﬂ 1Y (71 + (1 — 7)) mo) | dT

1 1
P

0
1 1
e — M p / q
< & |1 — 27| dr Q" (1 + (1 —71)m)|" dr
0 0

Y eMETC(J) olusu yardimiyla

bulunur. ’ Q
2

Q) +Q(mp) 1 2e) dae
2 772—771/Q( 1) doa

m
1
LN\ ‘
Bt (p+ : / (sin G177 16 ()| + cos o™ | ()" dr
0
1\ .1 (2me— 4\ !
12— 1 P (2me—4ANT Lo o v
24 Q Q
2 (p+1) <7T2—|—4> h (‘ (771)| 7| (772>’)

IN

elde edilir. Burada
1
1
/|1—27‘|pd7‘:—
p+1
0

ve ) )
2me — 4

/sin Ee(l_T)dT = /cos ﬂerT _ ez =

2 2 w2 +4

0 0

sonuglarindan yararlanilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teoremd4.6 2 : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. ny,my € I° ve ny < 1y icin Q € L [ny,n2] ve ‘Q"q EMETC(I) ise q > 1 icin
n2

m

1
na —m | 2me (72 —12) +4 (=124 8v/2e 4+ 8v/2em + (1 — 2v/2¢) 7?) | *
223 7t + 872 + 16

Q) +Q(mp) 1
2 N2 — T

< (12 (m)|*, 19 (n2)]")
esitsizligi gecerlidir.

Ispat Lemma 2.1, mutlak deger fonksiyonu 6zellikleri ve power mean esitsizligi yardimiyla

72

m

Q(p) +Q(m) 1
2 T2 —7Th

1
< B2 [ or|g (o + (1= 7)) dr

1—1
q

0
1 1
< 772;771 /|1—27|d7 /|1—27||Q'(T771+(1—T)772)|qd7
0 0

elde edilir. |'|* EMETC(J) oldugundan

72

/Q (221) dory

m

Q(p) +Qm2) 1
2 T2 —7Th

Q=

1
1

1
_ 1\ a

2 — M <§> / ’1 _ 27.| (sin %e(lf‘r) ‘Q/ (771)|q -+ cos %QT ‘Q/ (772)|q> dr
0

1
omde + 32v/2e2 — 24me + 472 + 32/2mer — 8v/2m2er — 48| °
74 4 872 4+ 16

IN

M2 — T
92273

st (19 (m)[7 122 (m2)]")

yazilabilir. Bu sonug ile ispat tamamlanir.

Teorem 4.7 2 : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. ny,my € I° ve ny < nyicin Q' € Ly, ny] ve |Q"q EMETC(I) ise p > 1 ve 213 —i—é =1
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icin

72

Q Q 1
m) + 8 (m) _ /Q<%1)d%1 4.11)
2 2 —"m
m
_ 1 2
< 2 — ™ 2%
- 2 2(p+1)
me — dme — 272 + 8 8me — 16 i
Q I T q
: [( Arseris 1 Il e 9 () )

1
8e (m — 2e1) e — 4me — 27% + 8 a
Q/ q Q/ q
" (7r4—|—87r2+16’ )l e [ ()

esitsizligi gecerlidir.

Ispat Lemma 2.1, mutlak deger fonksiyonu 6zellikleri ve Holder-Iscan esitsizligi kullanilirsa

72

m

Q) +Q(m) 1
2 e —Mmn

1

B [ 29 (e (1= Pyl dr
0

IN

1 1
1 » 1 3
e —1 P / q
5 /(1—7’)|1—27| dr /(1—7’)|Q (tm + (L —=7)m)|" dr
0 0

IN

1 » o/ .
+_n2g771 /T|1—2T|pd7 /T|Q,(T771+(1_7)772)|qd7
, 0

1
_ 772—771( 1 )”
2 2(p+1)

< /(1—7)\9'(Tm+(1—7)772)|da

1 7
+ /7’ 1 (tm + (1 = 7)mp)|* dT
0
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bulunur. || EMETC(J) oldugundan

n2
Q Q 1
(m) + () / Q (300) doy (4.13)
2 M2 —
m
< T2 — M ( 1 )p
- 2 2(p+1)
. 7

|| @) (sin Tt )+ cos eI ) dr

0

S

1
T /T(sm T ()| 4 cos T 9 () ) dr
0

2
- (2<p1+1>)

T —4 o q e — 2 / q
. [(z( re=2) T I ()l + 16 5 19 ()

B =

1

1
e — 2 2 —4 e
+ (16— |V T4+ 92(re—2) — |V q)
(165 197 )+ 2 re = 2) T 42 )
bulunur ki burada

. 1
2
—4
/(1 — 7)sin T e-Dgr = /TCOS Zlerdr =2 (me —2) 7T_2
0 2 2 (Wz +4)

1
/TSID Ke(l Ddr = / (1 —7)cos —erT = 16—€ —2
2 / (m2 4+ 4)

islemlerinden yararlanilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.8 2 : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. ny,my € I° ve ny < 1y icin Q € L [ny,n2] ve ‘Q"q EMETC(I) ise q > 1 icin
n2

2m)+Q0m) 1 / Q (501) do (4.14)
2 N2 —

m
1
< N2 — 1T ( e ) K
=90 \(m2+4)°

160e~! — 9672e~ ! + 11271 — e !

Qe

—96v/2e72 — 70 — 327 — 160y/2me 2
196121277 — 244/27m3e¢73 — 2427t 2
) <1 ()

40m%e™1 — 128e~! — 807 + 2mie!
+2 +80v2e72 + 127 + 112y/27e 2
482123 — 421%™ — \/27de 3
<19 ()"

Q|

407%e! — 128e~! — 807 + 27te?
2 +80v/2e2 + 127% + 112/2me 2
—48\/57‘(’26_% — 4\/571’36_% — \/577'46_%
N X | (m)[*
160e~! — 967%e~t + 1127 — et
+  —96v2e7z — 70 — 327% — 160v/2me 2
+96\/§7T26_% — 24\/57‘(‘36_% — 2\/§7r4e_%
<1 ()"

Ispat Lemma 2.1, mutlak deger fonksiyonu ozellikleri ve genellestirilmis power-mean esit-
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sizligi yardimiyla

2
Q) £20) 1 /Q(%l)dxl (4.15)
2 M2 —
m
1
< B2 a0 (e (L= D))l dr
0
1 1-3
< Bm /(1—T)|1—2T|d7
0
1 ‘
X /(1—7’)|1—27| 1 (rm + (1 — 7)) | dr
0
1 1-7
+ /T|1—27’|d7’
0
1 ‘
X /7’|1—27| 1V (tm + (1 = 7)mp)|* dT
0

bulunur. |©'| EMETC(]) oldugundan

72

Q Q 1
(m) +Q(n2) /Q(%1>d%1
2 N2 — M
m
1 -4
< —772;771 /(1—7)\1—27’]617’
0
1
. 7
| a2 (sin e |0 )+ cos e | () )
0
1 -7
+ /7’ |1 —27|dr
0

1

X /7’ 11— 27 (sin %6(1_7) 1Y (n1)|* + cos %67— [94 (772)|q>
0

=

yazilabilir. Basit hesaplamalarla

Q(mp) +Qm) 1




160e~1 — 96721 + 11271 — et
—96v/2e73 — 710 — 3273 — 160/ 2me ">
196v2r2e"2 — 244/2713e73 — 24/2r1te 3

y x Q' (m)|*
407%e! — 128e71 — 807 + 27te?
+2 +80v2e73 4 127 4 1124/27e 2
—48\/§7r2€_% — 4\/571’36_% — \/§7r4e_%
_ < 19 ()]
 RONC)
2 4 (w2 +4)
| 40726 — 128¢! — 807 + 27te ™!
2 +80v/2e2 + 127% + 112/2me 2
—48\/57‘(’26_% — 4\/§7r36_§ — \/§7T4e_%
) < |9 ()|
160e~t — 96m2e! + 1127 — wie™?
+ —96\/56_% — 0 — 3273 — 160\/57‘(‘6_%
—|—96\/§7T26_% — 24\/57‘(‘36_% — 2\/§7r4e_%
_ < 19 ()

elde edilir. Burada
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1 1

1
/(1—7’)‘1—2T|d7’2/T|1—2T’d7':Z,

0 0

1
/(1 —7) |1 —27|sin %6(1_T)d7'

0
1

= /7‘ |1 — 27| cos %erT

0

. e
(r2 +4)°
96m2e! — 160e! — 1127 + wle~! 4+ 96/2e 2 +
X 3273 — 7% + 160v/2me"2 — 9612122

242732 + 2/2nte 2

veE

7|1 — 27| sin 7;—7—6(1_T)d7'

(1 —7)|1—27|cos %67-(17'

|
/\Hk O\H O\H

B e
72 4 4)°
4072t — 128¢~! — 807 4+ 27te~! + 80v/2e "2 +
X 1273 + 1124/271e ™2 — 48y/2712e~ 2

—4\/571‘36_% — \/571’46_%

islemlerinden faydalanilir. Boylece ispat tamamlanir.

Not4.2 h : [0,00) = R, h(se1) = 3¢ fonksiyonu 0 < s < 1 icin konkav oldugundan her

u,v > 0icin
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yazilabilir. Bu esitsizlik yardimiyla

T2 — T 1 , 1
2¢ 4.16
2 (2(p+1)) (4.16)
me — dme — 2% + 8 8me — 16 i
(94 q o q
% [( 7T4+87T2+16 | (Th)’ +7T4+87T2+]_6| (772)| )

74+ 872 4+ 16 74+ 872 4+ 16

n <2(p1+ 1>>;2 {QZZE <|Q’ (m)|";|9’ (nz)|q>r]

- o 1);Pf‘ﬂlfuwmmqm<>U-

2 p+1) |m2+4

_2—1 3_4 _22 %
Belm =267 1oy (e 4 1O AT ”*“wmmw)]

IN

bulunur. Bu esitsizlik, (4.11) esitsizliginin (4.7) esitsizliginden daha iyi bir yaklagim

sergiledigini gostermektedir.
Not 4.3 (4.14) esitsizligi, (4.9) esitsizliginden daha iyi bir yaklasim sunar.

Ispat Ispat niimerik olarak yapilacaktir.

1 1
/ (1—-7)|1—27|sin %e( dr = /7' |1 — 27| cos %erT = 0,152,
0 0
1 1
/7‘ |1 — 27|sin %e(l_T)dT = /(1 —7)|1 — 27| cos %BTCZT =0,263
0 0

oldugundan (4.14) esitsizligi

72

m

1\ g
< 7722771 <_> [(0, 152 [ ()| 40,263 Q' (12)]7) *

|-

Q(m) + Q) 1
2 e — M

Q|-

+ (0,263 1€ (m)[* +0,15219 (n2)[)

olarak yazilabilir. Benzer sekilde
1
/ |1 — 27| sin %G(I_T)d’r = / |1 — 27| cos %erT 20,415

oldugundan (4.9) esitsizligi

Q(m) +Q ()
2

2
1 LG ' !
- [0 da| < B2 0,019 ] (1 )19 ()
M2 — 1T 225
n

(4.18)
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olarak yazilabilir. (4.37) ve (4.18) esitsizliklerinden (4.16) esitsizliginin elde edilisindeki

methoda benzer yolla

Q=

_ 1\ e
BI(5) {151 ol + 0,263 ()
+ (0,263 19 ()| + 0,152 19 (1)) 7
2 — M 1 1_% 1 % / q / q
— |1 2(0,415)a ny (1 (m)|*, 19 (12)]%)
— B (0,415)7 g (19 (m)]*, € (n)]%)

2
2274

Qe

IN

bulunur. Bu esitsizlik (4.14) esitsizliginin (4.9) esitsizliginden daha iyi bir yaklagim sun-

dugunu gosterir.

4.2. Riemann-Liouville Kotanjant Kesirli Integrallari icin Chebyshev

Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.9 2 : | C R — R bir modifiye edilmis iistel trigonometrik fonksiyon olsun.
m,n2 € I, B € (0,1] ve Re(a) > 0 olacak sekilde o € C olsun. Bu durumda her T € [0, 1]

icin

(4 179) () o
(72 —m)”

sin (28)° I ()
1

y /6[—cot(’gﬁ)(nz—m)(1—7)] (1—7)" [sin %GI_TQ (m1) + cos %GTQ (m2) | dT

0

esitsizligi gecerlidir.

2

Ispat (,,1°°Q) (12) = m Ik el=cot(58) (m—w] (72 — u)*~" Q (u) du olarak bilinen
m
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kesirli integral operatoriinde u = 71y + (1 — 7) 1 degisken degisikligi yapilirsa

(771 IQ’BQ) (772)

= ! (4.20)

sin (28)° I ()

y /e[—cot<gﬂ)(ﬁ2—m)(1—7)] (e =) A=) " Qe+ (1 = 7)my) (g2 — 1) dr

0
(n2 —m)”
— i 421
sin (gﬁ) I'(a) ( )

1
" /6[cot(72‘6)(7727]1)(17)] (1= *"Q(rne+ (1 —7)m)dr

0

elde edilir. ) fonksiyonu modifiye edilmis tistel trigonometrik konveks oldugundan

(1 127Q) (n2) (4.22)

(172 — 771)Cy
sin (gﬁ)a I'(«)
1
X /e[‘f"t(gﬁ)(mm)(lf)] (1—7)*"" |sin 7 e1-mQ) (m) + cos geTQ (o) | dT

2
0

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanr.

Lemma 4.1 Qve o, I = [n1,72] C R araliginda integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon

olsun. Ayrica u,v : I — [0, 00) iki fonksiyon olmak iizere 1 € I, > 0ve 5 € (0, 1] icin

(17 (u20)) (1) (i I*P0) (31) (4.23)
+ (nI*70) (3a) (1™ (vQ0)) (321)

> (17 (u) Ga) (5 147 (v0)) (321)
+ (147 (u0)) (31) (i, 1™ (162)) (521)

esitsizligi yazilabilir. Burada vQo(s¢1) = v(3¢1)Q(5¢1) 0(5¢1) ifadesi gegerlidir.

Ispat Qve o, I = [11,7,] C R araliginda senkronize iki fonksiyon oldugundan her 7, s, € I
i¢in

(1) = Q0=)) (o(1) — 0(522)) 2 0 (4.24)

esitsizligi saglanir. Buradan

Q1) 0 (1) + Q%) 0 (32) 2 Q(7) 0 (52) + 2 (32) 0 (7). (4.25)
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esitsizligi yazilabilir.

1
sin (28)° T ()

fonksiyonunu goz oniine alalim. Her 7 € I, 55y > 7, a > 0, § € (0,1] igin z(s¢1, 7)u(7)

2 (s0,T) = e[_ cot(56)Ga—7)] (50 — T)ail (4.26)

fonksiyonu pozitif oldugundan (4.25) esitliginin her yan1 (4.26) ve u(7) ile ¢carpilir ve daha

sonra elde edilen esitsizligin 7’ye gore 7, ’dan s¢;’e integrali alinirsa,

%le[_wt(gﬁ)(’“_ﬂ] s — 1) Q) o (T)u (1) dr
o/ G =7 Q) () u(r)d

m

1
sin (gﬁ)a

1 %le[_“t(%ﬁ)("l_ﬂ] s — 7)1 (52 o) u (7)dT
s/ Ga =7 Q) 0 () u () d

m
i

1 e[_COt(gﬁ)(”l_T)] s — ) Q(r o) u (T)dr
> B“F(a)/ (=) Q(F) 0 Ga)u(r)dr  (427)

: s
S1n (5

+ s

sin (

[\

m
1

1 e[*cot(gﬁ)(’ﬂ”)] w —T a-l o) o (T)u(T)dr
@) Ga =7 Q) (7 u(r)d

m

+

™

sin (2

bulunur. Sonug olarak,

(mla’ﬁ (qu)) (5e1) + Q (52) 0 (522) (mfa’ﬂu) (501) (4.28)

> 0(%) (I (u)) (1) + Q (562) (5, 1% (ug)) (5a1)

elde edilir. Diger yandan

1
sin (28)° T ()

fonksiyonu da her se5 € I, 3¢9 > 7, > 0, § € (0, 1] i¢in pozitiftir. (4.28) esitisizligin

z (501, 502) = el eot(35) Ca—s)] (51 — 50) 7"

iki tarafi z(s¢1, 265)v(252) garpilir ve daha sonra elde edilen esitligin »;’ye gore n;’dan ;e
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integrali alinirsa

(e 17 (u20)) (521)

]

1 e[—cot(gﬁ)(m—m)] 3 — 3 a—lv 305) dres
Xsin(gﬁ)af(a)m/ ( ) () d
+ (i I%u) (501)

1 7 .

- e[_COt(Eﬂ)(’“_}‘?)] n — My el My 29) U (329) doty

T ”%[ (e — 5)" " QL (5) 0 (522) v (50)
> (I (u) () (4.29)
1 7 .
e[ COt(ﬁﬁ)(%lf}Q)] | — Mo a M9 ) U () Q1o

Xsm@wr(a)n/ (er — 522)° 0 (52) v () d

[Feot(38)Ca=2] 50— 50)* 71 Q () v (5) doeo

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.10 Qve o, I = [n1,72] C R araliginda integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon

olsun. Ayricar,p,q : I — [0,00) fonksiyonlar verilsin. Her 3¢, > 1, « > 0 ve 8 € (0, 1]

icin

v

(nIPp) (1) (17 (¢20)) (521)
+ (i IPq) Ga) (1P (pQ0)) (1)
+2 (5, 1%7p) (521) (1 1*Pq) (21) (i 17 (1Q0)) (301)

(
(i 1%°r) (er) [(n 1P (02)) (321) (1 I (q0)) (321) (4.30)
+ (177 (49)) Ga1) (17 (po)) (501)]

+ (nI%p) Gar) [(n 17 (rQ)) (a1) (1% (q0)) (51)

(17 (@) Gar) (I (ro)) (3a1)]

(%) (21) [( 17 (r2)) (321) (17 (D0)) (341)

(17 (02)) (321) (I (r0)) (301)]

2 (771 Ia’ﬂr) (%1)

+
+
_|_

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat Lemma 4.1 denkleminde u = p ve v = ¢ degisken degisimini yapilirsa

(mI%°p) Ga) (17 (4Q0)) (521)
+ (i 1%q) (=) (147 (P20)) (501)

> (17 (02)) (a) (17 (g0)) (301) (4.31)
+ (17 (49)) Ga1) (17 (pe)) (521) -

bulunur. $imdi denklem (4.31) esitsizliginin her iki tarafi (,71 I 7’) (521) ile carpilirsa,

(i 12Pr) (1) [( 1) (521) (i 17 (420)) (501)
+ (%) (1) (5 147 (120)) (521)]
> (o I™r) Ga) [(n 17 (02)) (1) (1™ (g0)) (341)
+ (177 (¢9)) GGar) (17 (p0)) (321)] -
4.32)

elde edilir. Tekrar (4.23) denkleminde u = r ve v = ¢ degigken degisimi yapilirsa,

(1) (1) (i 177 (420)) (1) + (1P q) (21) (5, 147 (rQ0)) (541)
> (771]&75 (TQ)) (%1) (mla’ﬂ (qg)) (%1) + (mlaﬂ (qQ)) (%1) (m]a,ﬁ (TQ)) (%164'33)

bulunur. (4.33) esitsizliginin her iki yami (,,, I*”p) (5¢;) ile carpilirsa,

(m I%%p) () [(n 1) (1) (17 (920)) (301)
+ (i I%7q) (21) (5 17 (rQ0)) (301)]
> (o I""p) (o) [(n ™7 (v ) 1) (177 (q0)) (a1) (4.34)
+ (17 (42)) (521) (17 (r0)) (521)] -

elde edilir. (4.34) ifadesinde yapilacak degisken degisikligi ile

(n1%7r) (a1) (17 (P20)) (521)
B

(n1*7q) (321) ]

_+( I1%7p) (3a1) (17 (rQ0)) (5¢
[ (I (1) (a1 (3 I (p0)) (51)
> (pI*7q) (3) | -
(1) + (17 (0) (1) (17 (r0)) W]

elde edilir. (4.32), (4.34) ve (4.35) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak ispat tamamlanir.
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Lemma 4.2 Qve o, [ = [n1, 2] C R araliginda integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon
olsun. u,v : [n1,00) — [0, 00) fonksiyonlari verilsin. Her >, > ny, o, B € (0,1] ve a, f > 0

icin

(mjaﬁu) <%1) (771 [5,<p (UQQ)) (%1)
+ (i I7%0) (1) (17 (u€20)) (321)
> (1% (uQ)) (3a) (177 (v0)) (501) (4.36)

+ (771]6’SD (UQ)) (%1) (m[a,ﬁ (UQ)) (%1) .

esitsizligi gecerlidir.

ispat
1

sin (26)° T (¢)
fonksiyonunu goz Oniine alalim. 3¢, > 1 ve s € (my,211) igin 0, > 0 olmak iizere

e[fcot(%ts)(%l*’@)] (%1 _ %2)<P—1 (437)

T (501, 709) =

T (511, 363) v (522) ifadesi pozitiftir. (4.28) ifadesinin her iki yani 7 (5¢1, 255) v (5¢2) ile ¢arpilir
ve elde edilen esitsizligin sz’ ye gore 1;’dan s, e integrali alinirsa,

(mlaﬂu) (521)
sin (35)90 I'(p)

2

/e[cot(gé)(m%z)] (%1 _ %2)90*1 0 (%2) 0 (%2) v (%2) de

m

5)(a—22)] (301 — 56)° 7" 0 (355 dst

~
S
~
Q
™
—~
I
)
s
~—
SN—
—~
X
~—
T
o
o)
-+
—
(ME]

71

(nlj'a,ﬁ (UQ)) (%1) 6[—cot(%§)(%1—%2)] P p—1 26) v (3¢ 2

= sin (35)¢F(S0) m/ G 2 ol i) d
(5 17 (u0)) (301) ’{16[_Cot(ga)(%1—%2)] L ) 0 (30 doe
sin (20)7 T () / (b1 = 50)" " Q(502) v (502) dota.

m
esitsizligi elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 4.11 ), o, ve h fonksiyonlart [, 00) araliginda pozitif ve siirekli fonksiyonlar

olsun. Ote yandan bu fonksiyonlar,

(o) — o(>22)) (2((:;) — 28 ) >0 (4.38)
sartit saglasin. Bu durumda her 2y > 1, m1 > 0ve [ € (0,1] icin
(u17°) (1) _ (1" (02) (o)
(i LPR) (Ger) = (17 (0h)) (501)

(4.39)
esitsizligini elde ederiz.
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Ispat Q, o, ve h fonksiyonlar: (1, 00) araliginda pozitif ve siirekli fonksiyonlar oldugun-
dan, (4.38) yardimiyla

Q(5r2) Q(r)
e ) T A ) )

esitsizligini elde ederiz. (4.38) esitsizliinin her iki tarafi h(s¢2)h(7) ile garpilirsa,

+ 0(52) >0 (4.40)
o(1) (322) 1 (1) = o(T)Q(T) h (322) = 0(522)Q(502) (T) + 0(32)AT)R(522) 2 0 (4.41)

ifadesini elde ederiz. (4.41) esitsizligi (4.26) ile tanimlanan z (3¢, 7) ile carpilir ve elde edilen

esitsizligin 7’ye gore 7, ’dan sz ’e integrali alinirsa

Q(%Q) %le[—cot(%ﬁ)(kliﬁr)] w — T a—1 T h T dT
$n(gﬁ)ar(a>%/ G = 7" e(h()
. h<%2) %16[7C0t(g[8)(%17T)} - T a—1 T Q T dT
ﬁn(gﬁyﬁjngf G =7 er)0A7)
. Q<%2)Q(%2) %le[fcot(gﬂ)(%lfr)} o a—1 Vdr
I ) / (e — 1) h(r)d (4.42)

Q<%2)h(%2> —cot( 58)(ea—1 g a—1 dr
+Sjn (%ﬁ)af(a) /6[ (58)( )] (511 ) Q(r)d

> 0

m

bulunur. (4.42) esitsizliginden

Q(e) (147 (0h)) (521) = h(522) (5 17 (02)) (521)
—0(50)Q50) (5 I¥Ph) (30) + 0(522)h(36) (5, 1%7Q) (501) (4.43)

> 0

yazilabilir. (4.43) esitisizliginin iki tarafi, her se; € (11, 211), (31 > 1), a, f > 0 i¢in pozitif
olan z(s¢1, 755) ifadesi ile carpilir ve elde edilen esitliin s,’ye gore 1;’dan s e integrali

alinirsa

(177 (1) (1 17 (0h)) (321) = (i IPR) (1) (i 17 (0€0)) (321)
— (17 (6)) (321) (i I7R) (321) + (L7 (0h)) (321) (1, 1*7Q) (521) (4.44)

> 0
elde edilir. Son esitsizlik yeniden diizenlenirse
(mla’BQ) (%1) (mlaﬁ (Qh)) (%1) > (mlaﬂh) (%1) (mlaﬁ (QQ)) (%1)‘ (4.45)

bulunur. Bu, teoremin ispatin1 tamamlar.
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Teorem 4.12 (2, o, ve h fonksiyonlart [1, 00) araliginda pozitif ve siirekli fonksiyonlar olsun.

Bunula birlikte

(o(7) = o) (% _ %) >0 (4.46)

sarti saglansin. Bu durumda her ¢, > 1, o, B € (0, 1], ve 9, > 0icin asagidaki esitsizligi

elde ederiz

(w179 (1) (11 (90)) (1) + (1 179) (1) (17 (0h)) (1)

(o T°h) r) (3 17 (920)) (1) + (i 172) (522) (e I8 () ) = 47

Ispat 3¢, € (11, 71) ve 6, > 0 igin 7 (321, 755 ) her zaman pozitiftir. (4.43) ifadesinin her iki
yanti (4.37) ile carpilir ve sonra elde edilen esitligin sz, ye gore 7;’dan s¢; e integrali alinirsa

asagidaki ifade elde edilir

kil

(’Wl‘la B (Qh)) (%1> — cot % (%17%2) . ")
sin (36)° T () m/e[ (E0n7) G = ) Qo
(m]a i <QQ>) (%1) 7 — cot, % (501 —522) P

" sin (36)°T (¢) 7!6[ ) | Q.

(4.48)

/e[—cot(g5)(%1—%2)] (%1 _ %2)4/’*1 Q(%z)g(%z)d%g

m

@B (54, ”liti B B
s(i:i](ﬂ(ﬂ%)lE (80)) /6[ o 3) e (301 = 502)" h(502) 0(502) does

2

> 0.
Bu ifade su esitsizligi otaya koyar:

(17 (0h)) (1) (1, 17%92) (501)
- (m]a,ﬁ (QQ)> (%1) (mlémh) (%1>
— (i I*"h) () (%% (Q0)) (1) (4.49)

+ (n1779) (21) (7% (0h)) (1)
0.

>
(4.49) esitsizliginden

(17 (0h)) (ar) (5 1792) (51) + (i 1¥7Q) (51) (1% (0h)) (521)
> (177 (Q0)) (3a1) (i I79h) (3a1) + (i I*°R) (3a1) (;n 1% (Q0)) (3a1) . (4.50)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.
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Teorem 4.13 ) ve h fonkiyonlari [n;,00) araliginda Q0 < h sartim saglayan iki pozitif
siirekli fonksiyon olsun. [n,, 00) iizerinde % azalan ve ) artan fonksiyonlar olsun. Bu du-
rumda, herhangi bir p > 1, 31 > n, o > O ve g € (0,1] icin asagidaki esitsizligi elde
edilir

(771]a”BQ) (%1> > (mlaWBQp) (%1)

> . (4.51)
(n I*PR) (ar) = (p I*PhP) (501)
Ispat (4.39) esitsizliginde o = QP! alarak asagidaki esitsizligi elde ederiz

(mlaﬁg) (%1) > (mlaﬁQQp_l) (%1> (4.52)

(nI*Ph) Ga) = (uI*PREW=1) (3a1) '

[, 00) araliginda 2 < h oldugunda
-t < Rt (4.53)
ROPTL < WP

yazilabilir. (4.53) esitsizligini (4.26) tanimlanan z(s¢;, 7) ifadesi ile garpilir ve sonra elde
edilen esitigin 7’ye gore 7;’dan ¢, ’e integrali alinirsa asagidaki ifade elde edilir.

]

1 x
el cot(58)Ga-7)] s — 7)) QP () dT )
ﬁ)o‘p(a)/ ( ) QP h(r)d (4.54)

sin (%
m
1
1 / —cot(= _ _
< . el (390l (3 — 7)*~ (),
sin (23) I’(oz)77
ki bu esitsizlik
(i IPRP™Y) (5e1) < (i IPRP) (541) (4.55)

esitsizligini verir. Buradan

1 1
> 4.56
(o TP () = ( 12P0) (5m) (20
yazilabilir. (4.56) esitsizligi (,, /") (3¢) ifadesiyle arpilirsa
[8Q0P1 Jle%
(Th ) (%1) > (771 ) (%1) (457)

(p TR =Y) (31) = ( I*PRP) (521)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.14 2 ve h fonkiyonlart [, 00) araliginda 2 < h sartim saglayan iki pozitif
siirekli fonksiyon olsun. [n,,00) iizerinde % azalan ve () artan fonksiyonlar olsun. Bu du-
rumda, herhangi bir p > 1, 3e1 > 1, 5,9 € (0,1], a,d > 0 icin asagidaki esitsizligi elde
edilir

(?71 ]aﬁQ) (”1) (?71 ](Mohp) (%I) + (771 ]5,<pQ) (%1) (mlaﬂhp) (%I)

(o TPh) () (3 T520) (520) + (3 T) (1) (o TP0) 1) (4.58)

Ispat (4.47) esitsizliginde o = QP! doniisiimii yapilarak asagidaki ifadeyi elde edilir

(171[04,59) (%1) (mIé,thp_l) <%1> + (771[57@9) (%1) (mlaﬁﬂp) <%1)
(i I1PR) (321) (o 129E0) (3e1) + (5 I7%h) (521) (5, TPEP) (321)

> 1. (4.59)

(1, 00) araliginda 2 < h oldugundan (4.53) esitsizligi yazilabilir. Pozitif oldugu bi-

linen (4.37) ifadesi (4.53) ile carpilir ve elde edilen esitligin sz’ ye gore 7, ’dan s¢;’e integrali

alinirsa
1 7 [f cot(£6)(% — )] p—1 -1
. e 20) 7] (501 — 309) YT WP (520)dotg
sin (55)¢ T (v) ;
1 7
_ / el=e0(30)Ca=)] (30— 50)P B2 (5ey) ey (4.60)
sin (%5)4,0 [ (p)

m

ki bu ifade asagidaki esitsizligi verir.
(17271 (3a1) < (i I2¥RP) (541) . 4.61)
(4.61) esitsizliginin her iki yan (,;, /) (5¢) ¢arpilirsa
(i IPQ) Ger) (17RO 1Y) (301) < (o IPQ) (521) (1 I7¥RP) (521) (4.62)
elde edilir. (4.55) esitsizliginin her iki yam (;,, 1) (5¢1) carpilirsa
(n17%Q) Gar) (nI*7hQ) (a) < (u17Q) Gar) (uI*707) (321) (4.63)
bulunur. (4.62) ve (4.63) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

(i I1PQ) (1) (i I72hPY) () + (3 1799) (5er) (i I*PRP™Y) (301) (4.64)
< (W I%PQ) (5a1) (I°9hP) () + (1 17¥9) Gar) (s IFHP) (521)

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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5. SONUC

Bu ¢alismada, modifiye edilmis yeni bir konveks fonksiyonlar sinifi tantmlanmis ve
bu sinif iizerinden kesirli integral operatorleri kullanilarak Hadamard tipi bazi integral esitsi-
zlikleri elde edilmistir. Tanimlanan bu konveks fonksiyon sinifi, belirli sartlar altinda ¢esitli
kesirli integral operatorlerine doniistiiriilebilir bir yapiya sahiptir. Bu doniisiim 6zelligi, elde
edilen esitsizliklerin kapsamini ve gegerliligini 6nemli dl¢iide artirmakta, dolayisiyla daha
genis bir aragtirma alani i¢in temel olusturma potansiyeline sahip olmaktadir.

Modifiye edilmis yeni konveks fonksiyon sinifinin 6zellikleri, 6zellikle matematik-
sel analiz ve optimizasyon alaninda 6nemli sonuclar dogurabilir. Elde edilen Hadamard tipi
integral esitsizlikleri, daha onceki calismalarla kiyaslandiginda, mevcut literatiirdeki ben-
zerlerinden farklilhik gostererek yeni perspektifier sunmaktadir. Bu esitsizlikler, konveks
fonksiyonlarin analizinde yeni yontemler gelistirilmesine olanak tanidig1 gibi, mevcut teo-
rilere de katkida bulunmaktadir.

Arastirmacilar, tezde sunulan bulgular1 kullanarak farkli tipte esitsizlikler ile yeni
sonuclar elde edebilirler. Bu, sadece mevcut esitsizliklerin genisletilmesiyle kalmayip, ayni
zamanda farklt matematiksel yaklasimlar ve tekniklerin gelistirilmesine de kapi aralayacak-
tir. Ayrica, elde edilen sonuclar 15181nda, ¢esitli alanlarda yeni genellestirmeler yapma firsati
dogacaktir. Ayrica tezin ikinci kisminda ise modifiye edilmis konveks fonksiyonlar sinifiyla
Riemann—Liouville cotangent kesirli integrali yardimiyla Chebyshev tipli esitsizlikler elde
edilmistir.

Sonug¢ olarak , bu tez calismasinda ortaya konan modifiye edilmis yeni konveks
fonksiyon sinifi ve Riemann—Liouville cotangent kesirli integraliyle elde edilen Chebyshev
tipli esitsizlikler bilim diinyasina katki saglamaktadir. Arastirmacilarin bu yeni sinift kullan-
malarikonveks analiz , matematiksel optimizasyon ve ilgili alanlarda daha 6nce kesfedilmemis
baglantilarin ve sonuclarin ortaya ¢ikmasina yardimci olabilir. Bu baglamda , konveks
fonksiyonlar ve kesirli integral operatorleri arasindaki iligkiler tizerine daha fazla calisma
yapilmasi, matematiksel teorinin derinligini ve uygulama alanlarin1 genisletebilir. Boylece,

yeni bir arastirma alani olusabilir ve matematiksel literatiirde 6nemli bir yer edinebilir.
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