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OZET

PARAMETRIK BUYUME EGRILERININ MODELLEMESI UZERINE BiR
CALISMA

MUSTAFA SIMSEK
ORDU UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LISANS TEZI, (58) SAYFA

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. MEHMET KORKMAZ)

Mevcut arastirmada, farkli biiyiime modelleri iizerinde durulmustur.
Biiyiimenin matematiksel bir taniminin verim miktarindaki eksilmeleri agiklamada,
bliylime hizlarmin kiyaslanmasinda, farkli tiirler ve tiir i¢i karsilagtirmalarda ve
gelecekteki artmalar hakkinda ongoriide bulunmada nasil kullanilabilecegi ortaya
koyulmustur. Canli organizmalardaki biiylime stratejilerinin tiirleri, bu siireglerin basit
egrilerle aciklanmasini zorlastirmaktadir. Bundan dolay1 farkli biiyiime modelleri
ayritilt olarak ele alinmis ve derinlemesine irdelenmistir. Arastirmada, bilyiimenin
kendine has kaliplari, deneysel biiyiime egrileri, biiylime kuramlar1 ve mekanistik
modellemeleri {izerinde yogunlasilmis, uygun biiyiime modelinin se¢imindeki bazi
Oonemli dlgiitler tartigilmistr.

Anahtar Kelimeler: Parametrik Biiyiime, Deneysel Modelleme, Dogrusal Biiyiime
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ABSTRACT
A STUDY ON MODELLING PARAMETRIC GROWTH CURVES
MUSTAFA SIMSEK
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, (58) PAGES

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. MEHMET KORKMAZ)

The present study focuses on different growth models. It is demonstrated how
a mathematical definition of growth can be used to explain decreases in yield, to
compare growth rates, to make comparisons between different species and within
species, and to predict future increases. The types of growth strategies in living
organisms make it difficult to explain these processes with simple curves. Therefore,
different growth models are discussed in detail and examined in depth. The study
focuses on the specific patterns of growth, experimental growth curves, growth
theories and mechanistic models, and some important criteria in choosing the
appropriate growth model are discussed.

Keywords: Parametric Growth, Experimental Modeling, Linear Growth
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1. GIRIS

Biiylime, canlilarda goriilen en etkin biyolojik degisimlerden birisidir.
Biiylimenin farkli zamanlarda birgok mubhtelif biiyiikliik tanimi yapilmistir. Ancak
ortak bir tanima ulasilamamakla birlikte, biiylime bir toplumun veya bir organizmanin
biiyiikliigiinde zamanla goriilen gelismedir (Yildizbakan, 2005). Iki sekilde
modelleme olusturulabilir; bunlar biiylime egrilerinin tanimlanmasi1 ve biiyiime
teorilerine dayali modeller olarak sOylenebilir ki bu yaklagimlar genelleme yapilirsa
terminolojik olarak ayirt edilmesi zordur. Bu sebeple ikisine birden biiylime modelleri
ad1 verilir. Fakat bu iki modelleme arasinda farkliliklar bulunmaktadir. (France ve
Thornley 1984), bu iki tanim1 deneysel modeller olarak tanimlamislar ve Mekanistik
modellerin daha kolay ve anlasilabilir olmasini saglamislardir. Deneysel modeller
olarak biiylime egrileri parametrik fonksiyonlardir. Organizmanin yasinin dl¢timleri ve
biiytikligi ile ilgili bazi parametrelere sahiptir. Cogu biiyiime egrisinin matematiksel
fonksiyonu, canlinin yasamsal siirecteki biiylimesini tam olarak ifade edemez. Bu
modeller olusturulurken biliylime egrileri gézlemlenir ve elde edilen parametrelerle
tahminde bulunulur. Devaminda organizmalarin biiyiimeleriyle iliskili bir¢ok sorunun
¢Oziimiine cevap olabilecek sonuclara ulasilabilir. Biiyiime egrilerinin ilerlemesinde
karsilasilan en 6nemli problemler, insanin yasam siireci igerisindeki ilk evrelerdeki
sira dis1 biiylime ve yasami boyunca karsilastig1 hastaliklarin sonucundaki ilerlemenin
etkisiyle, ekonomik degeri olan ¢ogalabilen canlilardan (koyun, ke¢i vb.) elde edilen
irliin verimini yiikseltmeye dayali biiylimenin karsilagtirilmasi ve tahminindeki
farkliliklardir. Bunun yani sira baska bir sorunda popiilasyon artisinin biiyiime ile
baglantisinin ve tilirlerin bir arada bulunmasmnin iligkisi baglaminda biiylime
modellerinin gelistirilmesine katki saglayacaktir. Biiyiime egrilerinin ortak bir
uygulamasi1 da asimptotik biiyiikliigiin olusturulmasina dayalidir. Canli yapilarda
gozlemlenen biliylime stratejilerinin ¢esitliligi bunlarin birkag basit egri ile
tanimlanmast agisindan zordur. Biiylime faktorlerinin modellenmesine yapisal
yaklagiminin hedefleri; biliylime ol¢iimlerinin bulunmasi, bir fonksiyona uygun bir
bliylime  parametrelerinin  tahmin  edilmesi, uygunlugunun derecesinin
degerlendirilmesi ve meydana gelecek biiylimenin tahminidir (Karkach, 2006).

Mekanik model veya biiylime teorisi ikinci farkli bir yaklasgim sunar. Bu yaklagim



veriyi modele uygun sekilde uyarlamak i¢in degil de belli bir organizma sistemi
icerisinde yer alan biiytime degerlerinin gelisimi i¢in kullanilmasidir. Biiyiime modeli
olarak basit ve 0zet bir sekilde olabilen ve bliyiime siire¢lerinin ylizeysel ilgisinin
ortaya kondugu (Bertalanffy, 1957) organizma yapilarinin ve dokularinin tahrif oldugu
veya insa edildigi basit tanimlar1 icerir. Veya enerji deposu ve bilesik dengesi,
stireclerin tiiketimi, depolanmasi ve farkli sistemler tarafindan enerjinin kullanimi gibi
bazi tanimlar1 igerir. Biiylime; ormancilik, tarim, miihendislik, biyoloji, kimya, tip,
ziraat, ekonomi, vb. alanlarda gozlemlenmektedir. Biiylimeye daha genel bir
yaklagimla bakilacak olursa boyuttaki degisiklikler, birikme ve bedenin yikimi

arasindaki dinamik dengenin sonucu olarak organizmanin boyutu ile alakali olabilir.



2. GENEL BiLGILER

Mekanistik modellerin ve teorilerin hedefi, farkl tiirler arasindaki biiyiimedeki
benzerlikleri ve farkliliklar1 anlamak ve bir mekanistik bakis acgisiyla farkliliklart
ortaya ¢ikarmaktir. Bir mekanistik modellemede ¢ogunlukla biiyiime orani (dy/dt) ile
ilgili diferansiyel denklemden biiyiiklik (y) tiiretilir. Bu matematiksel baglanti
bliylime siireclerini yoneten mekanizmay1 gostermektedir. Bu yaklasim bedensel
bliylime i¢in detay olarak kullanilabilir. Dogrusal veya iistel biiyiime bazen uygun
olabilirken, c¢alismada genellikle sigmoidal (S seklinde) biiylime egrilerine
deginecegiz. Bu baglamda, burada ele alinan daha yaygin parametrik biiyiime

modellerinden bazilar1 sunlardir: (Panik,M. 2009)

Dogrusal Janoschek

Logaritmik karsilikli Lundqvist-Korf

Lojistik Hossfeld

Gompertz Stannard

Weibull Schnute

Negatif iistel Morgan—Mercer—Flodin (M-M-F)
von Bertalanftfy McDill-Amateis
Chapman—Richards (C—R) Levakovic (I, IIT)

Log Logistik Yoshida (I)

Brody Sloboda

Bu liste kesinlikle kapsamli olmasa da yakin ge¢miste popiiler hale gelen ana

akim biiylime modelleri hakkinda ¢ok iyi bir agiklama sunmaktadir.

Yukarida bahsi gegen biiylime modellerini dogas: geregi “parametrik™ olarak
adlandirdik. Bunun nedeni, bu fonksiyonlarin (ve 6zelliklerinin) temel 6zelliklerini
(ayr1 ayr1 veya bir arada) tanimlayan bir dizi parametre agisindan tanimlanmig
olmasidir. Bu tiir parametreler, bir asimptotu, Y eksenindeki bir kesigimi, yanit

degiskeni Y'nin baslangic veya ilk degerinden ug veya son degerine degisme hizini ve



modellemede uygun esneklik i¢in gereken ek parametreleri temsil eder veya bunlarla

iliskilidir.

2.1 Dogrusal Biiyiime Modeli

Y degerleri serisinin dogrusal model tarafindan iiretildigini varsayalim

Y, =Y ,+B.t=12,.,n, @1

burada Yo periyot 1'in baglangicindaki Y degeri ve B(=sabit) egimdir (Sekil 2.1). Daha
sonra Y degerlerinin dizisi ve t — 1 ve t periyotlar1 arasindaki Y'deki degisimin goreli

oranlar1 (R¢ 'ler) sekil 2.1'de verilmistir.

(@) (b)

p<0

=0

t t

Sekil 2.1  Dogrusal modeller: (a) Pozitif egim; (b) Negatif egim.



Tablo 2.1 Y'deki Goreceli Biiyiime Oranlart

Donem t Y, R,
Y,-Y, B
1 Y =Y. =1 0_7
1 0+IB Rl YO YO
Y, -V, Vi
2 Y. =Y. +2 R =-2_1_
, =Yy +28 2 Y, Y0+ﬂ
Y. Y. B
Y.=Y +3 R =2 _2_
3 2 =Yot38 TN, Y, 128
Y -Y
n Y, =Y, +np R, =—"—"= b

Y, Y, +(n-1)B

2.2 Logaritmik Karsihikl Model

Bir degisken olan Y'nin deger serisinin logaritmik karsiliklt model tarafindan

tretildigini varsayalim Y nin

Y,

t

—e* ! t£0, (2.2)

veya logaritmalara doniistiiriildiigiinde,

InYt=a—€,t¢0, (2.2.1)
Burada t —+0, Y, > Oiken Y (yani, bu ifade orijinde sag-siireklidir) dyle ki bu
fonksiyon t = 0 i¢in sifir olarak tanimlanir.

Logaritmik ters fonksiyonun genel sekli hakkinda ne diisiiniiyorsunuz?

Denklem 2.2 verildiginde kolayca gosterilebilir k



% :(tﬁz)Yt, (2.3a)

dt
d?y
dt; = g(g— 2)\4. (2.3b)

d2Y, /dt* =0, i¢in t= /2 oldugundan, (2.2) denkleminde t_ = 4/2'de bir déniim
noktasina sahip oldugu sonucu ¢ikar (D6niim noktasi, bir egrinin teget ¢izgisini gectigi
ve i¢biikeyliginin yoniinii yukaridan asagiya veya tam tersine degistirdigi noktadir. Bu
baglamda, Y = f(t) icin, eger f'(t,)=0 ve f'(t,)#0 ise 0 zaman f 'nin t=t,'da bir
doniim noktasi vardir (yeterli bir kosul).). (2.2) denkleminde t = /2'yi ikame etmek
Y,

. —e*?=e%?=0.1353¢" (Sekil 2.2) sonucunu verir. Ayrica, t < B/2 igin,

d?Y, /dt®> <0 (egim t ile artar ve bdylece egri yukar: dogru i¢biikey olur); ve t > (/2

i¢in, d?Y, /dt> >0 (egim t arttikga azalir ve bdylece egri asag1 dogru i¢biikey olur).

0.1353e"

pI2
Sekil 2.2 Logaritmik karsilikli model.

Bu nedenle, (2.2) denklemi biiyiimeye S seklinde bir desen saglar. Ek olarak,

lime* " =e* =Y

0
t—o

boylece €°, Y, i¢in yatay (iist) bir asimptottur ve Y 'deki biiylime i¢in bir doyma

noktasini temsil eder.



Sonra, Y, 'nin t zamanindaki anlik biiylime orani

dy,/dt g
== (2.4)
Y, ¢t
t—1 ve t donemleri arasindaki Y 'deki degisimin gdreceli orani ise
Y, pit(-1)
R=g—-1=e"""-1 (2.5)

t-1

seklindedir.

(B bu nedenle bir biiylime orani parametresidir). Bu biiylime oranlarinin higbirinin
sabit olmadigint ve her ikisinin de t arttik¢a azaldigin1i unutmaym. Aslinda, her

biiylime orani t'nin ¢ok kii¢iik degerlerinin 6tesinde aniden diiger.
2.3 Lojistik Model

Degisken Y 'nin zaman i¢indeki deger serisinin lojistik model tarafindan

belirlendigini varsayalim (Verhulst, 1838)

‘=—1+;weﬁ“ t>0, (2.6)
YT
Ym
Y, /2
Y_ /(1 +a)
t

(1/8)In «
Sekil 2.3 Lojistik model.

burada parametreler @, (bir biiyiime orani parametresi) ve Y, hepsi pozitiftir. t =0

'da, bu egri Y, =Y, /(1+a) ile baslar vet —coiken Y, =Y, (Y, lojistik fonksiyonun



(iist) yatay asimptotudur—doygunluk veya biiylime smir1 parametresi olarak

adlandirilir.)

Lojistik fonksiyonun seklini incelemek i¢in dncelikle sunu bulalim:

dy

A f_Yt Y, -Y), (2.72)
d?y, dy
—dtzt - —Yﬂ (Y, -2Y,) —dtt . (2.7b)

Denklem 2.7b'den kolayca goriilebilecegi gibid?Y, / dt* =0 i¢inY, =Y, /2 (doygunluk
seviyesinin yaris1). Daha sonra bu Y degerinin Denklem 2.6'ya ikame edilmesi

t=Ina/ fsonucunu verir, burada o > 1 oldugu ve Ina > 0 oldugu varsayilr.
Dolayisiyla, lojistik fonksiyonun bir déniim noktasi (tinf 2 ) = (In alpy, |/ 2) 'dir ve
bu nokta etrafinda simetriktir (Sekil 2.3). Ayrica t<Ina/ g igin, d?Y,/dt* > 0(egri
yukart dogru igbiikeydir); ve t>Ina/f igin d?Y,/dt? <0(egri asag1 dogru

icblikeydir). Burada da Denklem 2.6 biiylimeye yonelik S seklinde bir desen

sergilemektedir.
Sonra, Denklem 2.7a ve 2.7b'den,

dy, / dt
Y,

t

B
=y (%) 28)

olusur. Boylece Y,'nin t zamanindaki anlik biiylime orani, Y,'nin Y biiylimesine
iligkin doygunluk parametresi tavaninin (Y, —Y,) altinda kaldig1 miktarla orantilidir.

Ayrica, t —1ve t donemleri arasindaki Y 'deki degisimin goreli orant

t e’
Rt:——le—(Yw—Yt) . (2.9)

t-1 )

Burada da bu biiyiime oran1 Y_ —Y, ile orantilidir.



Lojistik fonksiyonun daha detayli bir tartigsmasi (tiiretilmesi ve iistel veya yar1

logaritmik fonksiyonla karsilastiritlmasi) 3.1.1'de sunulmaktadir.
2.4 Gompertz Modeli

Degisken Y'nin zaman profilinin Gompertz (1825) modeli tarafindan

belirlendigini varsayalim
_qe
Y,=Ye* | t>0, (2.10)

burada o, B (biiyiime orani parametresi) ve Y, parametrelerinin hepsi pozitiftir. (Bu
ifadenin elde edilisi 3.1.2'de verilmistir.) t=0 i¢in Y 'nin baslangi¢ degeriY, =Y e™
'dir ve t—+ooiken Y, =Y, (biiylimenin iist smr1 (yatay asimptot)). Lojistik

fonksiyonda oldugu gibi Y, biiyiime parametresinin sinir1 olarak adlandirilir.

Gompertz fonksiyonunun seklini belirlemeye yardimci olmak i¢in oncelikle

suna bakiyoruz:

% = ape ", (2.11a)
dZYt 20t -pt
e =apfe” (ae™” -1, (2.11b)

2.11b denkleminden,d?Y, /dt? =0"'n t=Ina/f oldugu kolayca gériilebilir. Daha
sonra bu t degerinin 2.10’a denkleminden yerlestirilmesi Y, =0.36788Y  'yi verir. Bu
nedenle, Gompertz fonksiyonunun (t,,Y,.)=(Ina/,0.36788Y,) noktasinda bir

doniim noktas1 vardir (bkz. Sekil 2.4) ve bu nedenle grafik S seklinde veya

sigmoidaldir.

Daha sonra 2.11a denkleminden su sonug ¢ikar:



=ape” 2.12)

In e/

Sekil 2.4 Gompertz modeli.

Bu nedenle Y, 'nin t anindaki anlik biiylime orani, zamanin {iissel olarak azalan bir

fonksiyonudur. 2.12 denklemi verildiginde, 2.10 Denklemi araciligiyla kolayca

gosterilebilir ki

dv, /dt

=p(InY, —InY)) (2.13)

t

(anlik biiylime orani ile InY, arasinda dogrusal bir iliskimiz var, s6z konusu biiylime
orant InY,'nin InY_'dan ne kadar diisiik kaldigina orantilidir.), burada (yine Denklem

2.12'y1 kullanarak)

n (M) _In(af) - pt (2.14)

t

(Anlik bliylime oraninin logaritmasi ile t arasinda dogrusal bir iligki vardir). Ayrica, t

ve t —1periyotlar1 arasindaki Y 'deki degisimin bagil oranm

Yt L L e”—l_
R =t 1_(\(] 1. (2.15)

t-1 )

seklinde ifade edilir.

10



2.5 Weibull Modeli

Degisken Y 'nin zaman icindeki deger serilerinin Weibull (1951) modeli

tarafindan {iretildigini varsayalim
Y =Y, —ae ' t>0 (2.16)

burada Y_, a, B (sabit bir y i¢in biliylime orani parametresi) ve y (bir sekil parametresi)

parametrelerinin hepsi pozitiftir. Bu ifadenin kaynagi Weibull kiimiilatif dagilim

fonksiyonunun bir genellemesidir (uzantisi)
F(t;a,0)=1—e @’

olarak verilir, burada a ve 0 parametrelerdir. Ek parametrelerin eklenmesiyle birlikte,

"I" bliyime icin daha az kisitlayict bir Ust sinir olarak Y, ile degistirilir; yani,

!ith =Y, . Bu nedenle, Y, biiyiime parametresinin sinir1 olarak adlandirilir. t=0
—®©

icin, Y 'nin baslangi¢ degeri Y, =Y, —a .

Denklem 2.16'n1n birinci ve ikincti tiirevlerine baktigimizda, sirasiyla;

S LY (2.17a)
d?y, 3 ) dy
Ll g 1{(7/—1)t Y, —Yt)—d—t‘} (2.17b)

elde edilir.
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Sekil 2.5 Weibull modeli.

Denklem 1.17b'yi kullanarak d?Y,/dt* =01 t=t, = [(}/—l)/ [3’7]1/7 i¢in
kolayca belirleyebiliriz. Bu t degerini Denklem 2.16'ya koydugumuzda
Yo=Y, =Y, - aexp[—( y —1) / ]/] . Boylece, Weibull bliylime denkleminin  (t;,Y;. )

noktasinda bir doniim noktas1 vardir ve dolayisiyla S seklindedir (Sekil 2.5).

2.17a 'dan su sonug ¢ikar:

dy, / dt (Y
= Bt7 | == _1]. 2.18
Sl gy [Y j (2.18)

t t

Bu nedenle, Y,'deki anlik biiyiime orani t zamaninda t — +oo(veya Y, =Y ) sifira

yaklagir ve Denklem 2.18'den sunu yazabiliriz:

Y t

t

In(dY‘mtj—ln(%—l}:In(ﬂy)+(7/—1)t : (2.19)
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(Anlik biliylime oraninin logaritmasi ile bir tiir "geri bildirim teriminin logaritmasi

(In((Y,. /Y,)—-1) vet)arasinda dogrusal bir iligkimiz var). (Geri bildirim teriminin rolii

hakkinda biraz bilgi edinmek i¢in Denklem 3.1.4'e bakin).
2.6 Negatif Ustel Model

Bir degiskenin Y degerlerinin zaman profilinin negatif iistel modelin isleyisini

yansittigini varsayalim

0

Y=Y, (1-e7), t>0, (2.20)

burada Y,ve [ parametrelerinin her ikisi de pozitiftir. (Denklem 2.20'nin tiiretilmesi

3.1.3'de verilmistir.) Burada Y, biiylime parametresinin smiridir (!ith = Yw) P ise
—®

biiylime oran1 parametresidir. t =0 i¢in Y 'nin baslangi¢ degeriY, =0 'dir.

Sekil 2.6 Negatif iistel model.

(2.20)'nin birinci ve ikinci tlirevlerinin hesaplanmasi

dy,

dtt =B(Y. %) : (2.213)
d?y dy,
dtzt =-p dtt = (YOO _Yt) _ (2.21b)

13



Denklem 2.21a ve 2.21b'nin gosterdigi gibi, t — oo iken negatif {istel fonksiyonun

egimi pozitiftir ve Y, = Y_ iken azalir (Sekil 2.6).

Denklem 2.21a'y1 kullanarak bunu kolayca gorebiliriz

dy, / dt Y
=Bl =_11. 2.22
S (%) )

t

Boylece, Y, 'deki anlik biiylime orani t aninda t — oo (veya Y, =Y, ) oldugunda sifira

yaklagir. Bu biiytime oraninin "geri bildirim terimi" Y ile orantili oldugunu unutmayin

2.7 Von Bertalanffy Modeli

Pozitif bir net biiylime siirecini (uzunluk, agirlik veya boyuta iliskin)
tanimlamak i¢in von Bertalanffy (1957), anabolik oranin katabolik orani agmasi
gerektigini ileri slirmiistiir. (Anabolizmay1 yapict metabolizma (esas olarak organik
bilesiklerin oksidasyonundan elde edilen enerjiyi gerektirir) olarak gorebiliriz,

katabolizmay1 ise yikic1 metabolizmay1 yansitir (canli doku atik maddeye parcalanir).)

tin

Sekil 2.7 Von Bertalanffy modeli.
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Eger anabolik oran Y, 'nin k 'inci kuvvetinin bir kati ise ve katabolik oran basitce Y,

ile orantilidir, o zaman von Bertalanffy (1957) biiyiime yasas1 su sekilde yazilabilir

% =Y - AY,, (2.23)

burada n ve A sabitlerdir. Bu ifade entegre edildiginde (bkz. 3.1.4),von Bertalanfty

bliylime modeli su bi¢imdedir

/(1K)

Y, =Y, [1-pe ] , (2.24)

Burada

1/(1-k)

Y, =limY, =(n/2)

biiyiime parametresinin smiridir, S=a/n (a bir entegrasyon sabitidir), A bir

biiylime orani parametresidir, 1—k bir sekil parametresidir ve Y 'nin baslangi¢ degeri

o /(1K)
Yoz(ﬁ——j dir,
A A

Eger k >1 ve hem n hem de A negatifse, Denklem 2.24, alt asimptot Y,, {ist asimptot
Y, ve d?Y,/dt* =0 (Sekil 2.7) oldugu bir déniim noktasi ile sigmoidaldir. Eger k <1

ve hem n hem de A pozitifse, alt asimptot yoktur. (Denklem 2.24'{in 6nemli bir
varyasyonu, 3.1.4'de de ele alinan Chapman-Richards (C-R) biiytime modelidir.) von
Bertalanffy, cok ¢esitli hayvanlar i¢cin k =2/3 oldugunu deneysel olarak belirledi
(6rnegin, balik¢ilik aragtirmalari bu sonucu destekleme egilimindedir). Genel olarak,

listel biiylime olasihi@mi kargilamak igin von Bertalanfy k e[2/3,1] degerine izin

verdi. Denklem 2.24 verildiginde,

1-k
% = BAY ke A0t — gy HYY—wJ —1} (2.25a)
t

kolayca bulabiliriz.
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d?y,
dt?

1-k
= BAY ke Aoy [/I(k ~1)+kY, %} =1 d;(tt {k [%) _1}. (2.25b)

elde edilir. d?,/dt*=0 aliirsa donim noktasmin surada meydana geldigi

gosterilebilir:

(tinnyinf)z( 1 In(l—kj,kall(l—k)J.
A(k-1) Yij

Sonra, Denklem 2.25a'dan, Y, 'deki anlik biiylime orani t zamaninda su sekildedir:

dy, /dt

t

1-k
= PAY e N = (YR 1) = 2 H%j —1}; (2.26)

t

K .
yani, bu biiyiime oran1 "geri bildirim terimi" (Yw 1Y, )1 ~1 ile orantilidur. Ilgingtir ki
Y,'deki anlik biiylime oram1 doéniim noktasinda maksimumdur ve bu noktada suna
esittir

dy,/dt _ A(1-k)
Y kO

t

2.8 Log-Lojistik Model

Lojistik fonksiyon Denklem 2.6'da t'yi Int ile degistirirsek o zaman log lojistik

model elde ederiz

Yo=Y, /(14 pe™") > 0. 2.27)
Denklem 2.27'den
dY BKY.?
& v a2

boylece t anindaki anlik biiylime orani su sekilde yazilabilir:
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dy, /dt  pk

) 229

(k , sabit bir f icin bir biiyiime oran1 parametresidir)

. dY, /dt
lim =
t—ow Y’[

0

d?Y, /dt* =0 olarak ayarladigimizda, doniim noktasinin koordinatlarini su sekilde

elde etmemizi saglar:

corla w65

Log-lojistik fonksiyonunun popiiler bir uygulamas: doz-tepki egrilerinin
uydurulmasidir. Ozellikle, yeni bir “agonistin” (bir tepkiye neden olan bir ilacin)
etkinligini veya bazi toksinlerin (6rnegin, bir yabanci ot kontrol maddesi) etkisini
belirleyebiliriz. Bu amagla, sadece kii¢iik dozlan kiiciik artiglarla uygulamak yeterli
degildir. Arastirmacilar, 6rnegin bir toksinin etkisini degerlendirmek istediklerinde,
genellikle dozlari logaritmik olarak artirirlar, ¢linkii bu durumda doz konsantrasyonlari

log dl¢eginde esit araliklidur.

Ornegin, doz konsantrasyonu (mg/kg cinsinden) artislari su sekilde

goriintiileniyorsa:
X :1,3.1623, 10, 31.623, 100, 316.228, 1000, 3162.28, 10000,...,
daha sonra log (doz) degerleri

log,,(X):0,0.5, 1, 1.5,2,2.5, 3, 3.5,4,...

seklindedir (X =0 dozunun olmadigin1 unutmayin, gergek doz 1 mg/kg'dir ¢iinkii

10° =1'dir). Bu nedenle log(doz)-tepki fonksiyonu, tepki yiizdesinin en yiiksek

oranda arttigt en biiyiikk ilgi alanim1 vurgulamaya yarar. Aslinda, doz tepkisi
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log(dose) =log(ED,,) oldugunda %50 seviyesine ulasacaktir, burada ED,, toplam

-

tepkinin %50'sinin elde edildigi "etkili doz" veya Y, /2'dir.

Daha diisiik bir asimptot veya temel tepki seviyesi (Y, ) garanti altina alinirsa

o zaman Denklem 2.27

Yoo N X>0 2.30
) ) ) ( . )

Y=Y, +—1+ﬂe’k'”(x

seklinde parametrelendirilebilir. Simdi toplam etkinin %50'sinin elde edildigi etkili

dozaj (Y,-Y,)/2'dir

/ Hormetik bir etkinin varhg:

Hicbir hormatik etki vok

In(X)

Sekil 2.8 Hormetik etkinin varlig1.

Denklem 2.30, diisik dozajlarla iliskili “hormetik etkileri” (Sekil 2.8)
(Southman ve Ehrlich (1943) (ayrica bkz. Schultz (1988) ve Thimann (1956)) bir
toksinin subinhibitdr seviyelerinin organizmalarda uyarici etkiler liretebilecegini
gbzlemledi (6rnegin, yabani otlarda artan biiylime, bir herbisitin subinhibitor dozlar
icin meydana gelebilir). "Hormesis"in varligi, diisiik dozajlar i¢in ortalama tepkiyi bazi
kontrol degerlerinin iizerine ¢ikarabilir, yakalamak i¢in daha da degistirilebilir. (Brain

ve Cousens, 1989)



Y, -Y 47X

Y=Y + 1-|-,Be""”(x) ,

X >0, (2.31)

Burada » parametresi diisiik dozajlarda baslangi¢ artis hizin1 6lgmeye yarar.

2.9 Brody Biiyiime Modeli
Brody (1945), sigmoidal siireci iki ayr1 faza ayirir:

Faz 1. Gegici olarak sinirli bir biiylime donemine uygulanan genisleme asamasi. Bu faz

icin Y, lissel olarak artiyor veya

Y, = ae. (2.32)

seklinde tanimlanur.

Bu faz I biiylime denkleminin agik¢a sonsuz bir asimptotu vardir. Sonraki adim

su sekildedir: Faz II. Y, 'nin Ussel biiylimenin sona erdigi noktadan sonra tissel olarak

azaldig1 bir azalan faz. Bu faz igin

Y =Y, (1-pe™) . (2.33)
Y, Denklem 2.32'ye gore iissel olarak arttifindan veya iissel olarak azaldigindan

(Denklem 2.33'e gbre), Brody modeli herhangi bir doniim noktasindan yoksundur.
2.10 Janoschek Biiyiitme Modeli

Richards biiylime fonksiyonu kadar esnek bir biiyime denklemi (3.1.4)
Janoschek sigmoidal fonksiyonudur (Janoschek, 1957)

Y, =Y, (1— pe ™ ) ,o>1, (2.34)

burada b sabit bir C i¢in bir bilylime parametresidir ve ¢ bir sekil parametresidir. Bu

ifade verildiginde,
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dy,

—t— _potle ™ 2.35
dt (235)
ve boylece, t anindaki anlik biiylime orant
dy, / dt — ettt [E_lj , (2.36)
Yt Yt

burada [(Yw -1)1Y, —1] bir tiir "geri bildirim terimi" olarak hizmet eder. d?Y, /dt* =0

olarak ayarlandiginda, donlim noktasinin koordinatlarini bulmamizi saglar

lc
(tinf Ji ) = [(CC—;J') Y, — (1— (et )j . esl.

Denklem 2.34%in (Sager, 1984) sifirdan biiyiik bir baslangi¢ degeri Y, i¢in bir

modifikasyonu su sekilde yazilabilir:
Yo=Y, (Y, =Y, )e™ . (2.37)

p<1 igin, bu fonksiyon basit iistel biiyiime gosterir; ve P>1 i¢in, sigmoidal biiyiime

meydana gelir. Denklem 2.37 verildiginde,

% =kp(Y, —Y,)t* e ™’ (2.38)

t zamanindaki anlik biiyiime orani su sekilde goriintir:

Y,

t

v dt _ ot p‘l(%—lj- (2.39)

t

Burada da (Y, /Y, —1) bir "geri bildirim terimi"ni temsil eder. Bu degistirilmis

Janoschek biiylime modeli, bir doniim noktasina (istege bagli) sahiptir
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(t Vs, ) = {(p_‘ljyp Y.(Y, _Yo)e-[”;l)J psl.

kp
2.11 Lundqvist-Korf Biiyiime Modeli
Lundqvist-Korf denklemini ele alalim (Korf, 1939; Lundqvist, 1957)
Y o=Ye" (2.40)

burada d sekil parametresini ve k bir 6lcek parametresini belirtir. O zaman kolayca

gosterilebilir ki

dv, / dt

=kdt™ Y, (2.41)

t
bdylece anlik biiylime oran1 zamani tolur

dy, /dt

= kdt ™, (2.42)

t

Ve d?Y, /dt* =0 oldugunda, doniim noktasinin koordinatlarini su sekilde ¢ozebiliriz:

-1/d
(tinf’thf):([dk_Tj ,Ywe—(m)/d] '

Denklem 2.40 aslinda Schumacher (1939) biiylime modelinin genellestirilmis halidir
Y =Y et (2.43)

2.12 Hossfeld Biiyiime Modeli

Hossfeld biiylime fonksiyonu (Hossfeld, 1822) su forma sahiptir:

Yo=Y, (Lbt™) ", b >1, (2.44)
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Buradan

% =bb,Yt ™ (1+bt™ )’1 : (2.45)

elde edilir. Bu son ifade verildiginde, t anindaki anlik biiyiime orani su sekildedir:

dYtY dt (:_tjtbzl ’ (2.46)

t ©

burada b, sabit bir parametreyi, b, ise bir biiylime orani parametresini gosterir.

Ek olarak, d?Y,/dt>=0 olarak ayarlandiginda, Denklemin 2.44"in bir déniim

noktasina sahip oldugunu nihai olarak belirlememizi saglar

14b, ) o (b-1
o)-|(5hs) (%)

2.13 Stannard Biiyiime Modeli

Stannard biiylime fonksiyonu (Stannard vd., 1985) su bi¢cimdedir:
-pP
Y =V, {1+ e‘“"‘*k‘)]"’} _ (2.47)

Verilen bu asagidaki denklemle

dYt _ —[(a+kt)/ p] | {(a+kt)/p]
=Y, {1+ e }e , (2.48)
t anindaki anlik biiylime oranm
1
p
d, /dt =k|1- Y (2.49)
Y. v,
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seklinde ifade edilir. Burada k, p verildiginde biiylime orani parametresi olarak
hizmet eder ve [1-(¥, /Y, )" | bir “geri bildirim terimi” olusturur. Ve d?Y, /dt* =0

olarak ayarlanmasi, doniim noktasinin koordinatlarini su sekilde belirlememizi saglar:

[pnp-a p Y
(tmf,vtw)_( k ,Yw(p+ljJ.

2.14 Schnute Biiyiime Modeli

Schnute (1981) c¢alismasi, bir (balik) popiilasyonunun hizlandirilmig
bliylimesini, nispi biliylime oraninin nispi biiyiime oranin1 dikkate alarak

modellemektedir. Bu amacla Schnute su varsayimlardan yola ¢ikar:

1. Bir niifusun Y, 'nin goreceli biiylime oran1 su sekildedir:

_dInY, _dY,/dt
¢ Y,

t

k

(2.50)

2. Goreceli biiylime oran1 k ile dogrusal olarak degisir ve su sekilde goriintir:

dink dk/dt
dt k

+bk) (2.51)

Burada a sabit bir bliylime oranidir ve b biiylimenin baslangictaki ivmesinin daha

yavas bir bliylime hizina gecis noktasini belirleyen bir sekil parametresidir.
Simdi Schnute biiylime denkleminin iki bi¢imini ele alacagiz.
Birincisi:
Y=Y, (1-se®)”, (2.52)

a biiyiime oran1 parametresini ve b sekil parametresini temsil eder.
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Sonra:

dy, ao —at —at) L
d_{:(Fthe (1-0e%) @59

ve boylece, t anindaki anlik biiylime orant

dv, /dt _ [@j (e - 5)‘1 (2.54)

Y, b

t

seklindedir. Ayrica, d?Y,/dt*>=0 olarak ayarlandiginda, déniim noktasinin

koordinatlarini su sekilde ¢ozmemizi saglar:

(tmf,YtM):&In(é/b),vw (1—b)”bj .

Denklem 2.52'ye alternatif, evrimsel hesaplamalar i¢in yararli olan Denklem 2.50 ve

2.51'1 baglangi¢ ve son kosullarla birlestirerek elde edilir:
Y, =Y() ve Y, =Y(t,) ,

burada t, ve t, sirasiyla baslangic ve son zamanlar ve Y, ve Y, sirasiyla baslangic ve

son popiilasyon yogunluklaridir. Daha sonra sistemin

ay, dk

—t = , —=—k bk),
dt ! dt (a-+bk)

Yl :Y(t1) , Y :Y(tz)

¢Ozimii vardir ve

1/b

1— e—a(t—tl)

_|yb b_yb
Yo=Y+ (Y)Y, )—1_e_a(t2_t1)

(2.55)
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seklindedir. t — +ooiken, Denklem 2.55, a > Ooldugunda iist asimptota yaklasir.

(Denklem 2.52 ve 2.55"in tiiretilmesiyle ilgili ayrintilar i¢in 3.1.5'e bakiniz.)

Denklem 2.55 i¢in t anindaki anlik biiyiime oran1 sudur:

dY /dt al, (V) |( e Y
R C ] Gl 236)

ve d?Y,/dt* =0olarak ayarlandiginda, bir déniim noktasinin su noktada meydana

geldigini belirleyebiliriz:

1/b
.1 Yo _yperelt) Y2 -yt
(%)= Ha'”HW Gl e B
burada, a>0,b>1"dir.

Denklem 2.52 ve 2.55 oldukga geneldir ve yapilarinda bazi diger iyi bilinen biiyiime
modelleri bulunur. Ornegin, & ve b parametrelerinin segili degerleri i¢in asagidaki

0zel durumlar ortaya ¢ikar:

von Bertalanfty (a>0,b=1)
Richards (a>0,b<0)
Lojistik (a>0,b=-1)
Gompertz(a >0,b =0)

Ustel (a<0,b=1)

Bu alt vakalarin ilk doérdiiniin sigmoidal oldugu unutulmamalidir ¢iinkii a > 0 dir.

2.15 Morgan—Mercer—Flodin (M-M-F) Biiyiime Modeli

Biyolojik kinetikle ilgili iki eski model Michaelis ve Menten (1913) ve Hill
(1910, 1913) tarafindan gelistirilmistir. Enzim katalizli bir kimyasal reaksiyonda
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reaksiyon hizini (Y )substrat konsantrasyonuna (X )baglayan Michaelis-Menten

denklemi su sekildedir:
__IX_ XX o (2.57)
d k+X

Burada Denklem 2.57, viicudun bir ilaci isleme hizin1 yoneten bir yasay1 agiklar ve

yapisal olarak hiperbolik bir doygunluk egrisini temsil eder, ¢iinkii

dy kY,
—=—"2=2—>0
dX (K+X)
Ve d2Y2 r —2ka3 <0 dir.
dX®  (k+X)

(Michaelis-Menten denkleminin genellestirilmis hali 3.1.8'de sunulmaktadir.)

Solunum fizyolojisinde oksijenin hemoglobine baglanmasinin kinetigini tanimlamak

icin kullanilan Hill denklemi su sekilde goriiniir:

Y X"
Y=—2 k>0 .
k+ X" (2.58)

ve k,X =k'" oldugunda Y =Y_/2 ozelligine sahip bir sabit olan ve N (Hill

katsayis1) seklini tanimlayan doyma fonksiyonunun kinetik mertebesi olan bir

sigmoidal doyma fonksiyonunu tasvir eder.

Denklemler 2.57 ve 2.58 baslangigta bir biiylime baglaminda uygulanmamis
olsa da birka¢ ¢alisma (Mercer ve digerleri, 1978; Morgan ve digerleri, 1975) bu
denklemleri, biyolojik verimliligi modellemek veya bir besinin insanlarda veya
hayvanlarda bir tepki iiretme yetenegini tanimlamak i¢in yararli olan genel bir
doygunluk denklemi tliretmenin temeli olarak kullanmistir. Denklem 2.57 ve 2.58'in
onemli bir 6zelligi orijinden ge¢meleridir. Ancak, tahmin edilen besin-tepki egrilerinin
cogunun bu 6zelligi gostermedigi (bu tiir egriler yiiksek besin alim seviyelerinde iist

asimptota egilim gosterir ve asimptota yaklasildiginda hiperbolik veya sigmoida
imp gilim go i imp yaklasildiginda hiperbolik veya sigmoidal
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davranisi yansitan bir egrilik gosterir) i¢cin, M—M—F besin tepkilerini modellemek i¢in
genel bir doygunluk fonksiyonu tarafindan karsilanmasi gereken iki kriteri
benimsemistir: (i) denklem hem hiperbolik hem de sigmoidal davranisi
gosterebilmelidir ve (ii) denklem, verilerin belirledigi herhangi bir noktada ordinat
eksenini kesebilecek sekilde serbest olmalidir. A¢ik¢a sigmoidal Hill denklemi (2.58)
ilk gereksinimi karsilar, ¢linkii n=1i¢in Michaelis-Menten hiperbolik denklemine

(2.57) indirgenir. Ancak ikinci kriter karsilanmaz.

Morgan-Mercer-Flodin, Denklem 2.58', koordinat ekseninin basit bir
cevirisiyle degistirir, yani genel doygunluk fonksiyonlart (ki artik yukarida belirtilen

kriterlerin her ikisini de karsilar) su formu alir:

Y_ab+YwX” ) 59
b+X" (2:59)

burada a, X =0oldugunda ordinat kesisimidir, N bir sekil parametresidir (n=1i¢in,
Denklem 2.59 dikdortgen bir hiperboldiir; a = 0oldugunda Hill denklemini (2.58)

elde ederiz; ve a=0ve n=1i¢in Michaelis-Menten denklemi (2.57) elde edilir) ve
b= (X0_50 )n , burada X,., Y maksimum tepkinin yaris1 oldugundaki X degeridir,

yani (Y, +a)/2'ye esit bir besin tepki seviyesidir.

Biiytime siireci modellemesi amagclart i¢in, Denklem 2.59° un uygun bir

alternatif bigimi sudur:

Y _
Y =Y, Pl 2 (2.60)

[1+(kt)q’

Denklem 2.60" su sekilde yeniden yazabiliriz:

Y 2+ [~ =B) proav it apivtd
b [1+(kt)5} kT at®

burada o =K’ dur. Agikea bu ifade Denklem 2.59 ile ortiismektedir.)
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Burada f,t=0'daki boyutu veya verimi tasvir eder, k bilyiime oranidir ve & déniim

noktasini kontrol eden bir parametredir. Denklem 2.60 verildiginde,

dy, Skoto

—L=(Y,-Y,)———— (2.61)
a t)[1+(kt)§]
elde edilir ve t zamanindaki anlik biiyiime oran1 su sekilde belirlenir:
540-1
dYt/dtz(Yi_lJSK—tg’ (2.62)
Y, Yo )1 (k)|

burada (Y, /Y,—1) bir "geri bildirim terimi" olusturur. d®Y,/dt?=0 olarak

ayarlandiginda, doniim noktasini ¢6zmemizi saglar:

v (e (5] ()

2.16 Mcdill-Amateis Biiyiime Modeli

McDill ve Amateis (1992), bir (¢am) ormani, alan kalitesinin biiylime modelini
gelistirir; bu model, alan kalitesinin bir 6lgiisii olarak bir stand yiiksekligi-bliyiime
denkleminin alana 6zgii parametrelerinin degerlerini kullanir; burada gézlenen “en
yiiksek biiytime”, “alan kalitesini” degerlendirmek icin secilen belirli bir stand
bileseninin yiikseklik biiylimesini ifade eder. Goriintiste yiikseklik artisi, saha
kalitesinin 1y1 bir gostergesidir; saha kalitesi ise bir sahanin odun lifi/iiriinleri tiretme

potansiyelini yansitir.

McDill-Amateis boy-biiyiime fonksiyonu biyolojik olarak anlamli iki
parametre icerir: bir hiz parametresi ve bir maksimum boy parametresi. Ustelik, bu
ifade ayrica baslangi¢ kosullarini (yani, 6nceden belirlenmis bir baslangi¢ yasindaki
baslangi¢ yiiksekligi) da igerir; bunlar ya tahmin edilecek ek (ii¢iincii) bir parametre
olarak ele alinabilir ya da verilerden belirlenebilir. Boy uzamasi denkleminde goriinen

temel degiskenler boy (H), yas ( A), boy uzamasi (dH /dA) ve belirli bir alandaki
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agaclarin ulagabilecegi asimptotik maksimum boydur (H_ ). Bu baglamda, McDill-

Amateis stand-ylikseklik-biiyiime fonksiyonu su sekildedir:

H= Z (2.63)

burada H;ve A, baslangi¢ kosullari olarak hizmet eder. (Bu ifadenin tiiretilmesiyle
ilgili ayrintilar 3.1.6'da yer almaktadir.) Agac biiylime tahmini i¢in H_ > H, >0ve

a > 0'1 gerektirir. Burada yas A — 0, boyH — 0 iken, A—+ove H — H_'dur.

Denklem 2.63'ten,

el a(%j [1—Hij (2.64)

0

elde edilir. Ayasindaki anlik biiyiime orani ise asagidaki gibidir.

dH/dAzg[l_i] (2.65)
h Al” H

00

1-H/H_'un bir "geri bildirim terimi" olarak hizmet ettigi bir durumda

d’H /dA®> =0" olarak ayarlandiginda, doniim noktasinin koordinatlarmni asagidaki

gibi elde etmemizi saglar:

O I N e

a<1 icin biiyiime denklemi ig¢biikeydir. McDill ve Amateis, modellerinin kalici
grafiklerden alinan yeniden 6l¢tim verileri veya genel olarak olduk¢a uzun bir zaman
dilimini kapsayan veriler i¢in iyi calistigini ileri siiriiyorlar. Baslangi¢c kosullart s6z
konusu oldugunda, yazarlar baslangic kosullarmi belirlemek igin verilerin

kullanilmasini ve 6l¢iim araliklarinin gozlemler olarak ele alinmasini 6nermektedir
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(yani her gozlem bir baslangi¢ dlglimiinden (A, H,)ve bir son dlgiimden (A, H)

olusmaktadir). Dolayisiyla ilk ve sonuncusu harig tiim dl¢iimler iki gozleme aittir: Bir

gozlemde baslangi¢ ol¢iimii, digerinde ise bitis 6l¢limii mevcuttur.
2.17 Ek Biiyiime Modellerinin Cesitliligi

Asagidaki li¢ bliylime fonksiyonunun (2.44 Hossfeld denkleminin tiim

degisiklikleri) pratikte olduk¢a dogru oldugu bulunmustur:

1. Levakovic I biiylime modeli: Levakovic'in I biliylime denklemi (1935) su

formu alir:
Y, =Y, (1+bt) ", (2.66)

Daha sonra

dy, 4\ 1, da
—L =chdY, (1+bt t 2.67
- L (1+bt ) (2.67)

elde edilir ve boylece, Y, 'deki anlik degisim orani tzamaninda asagidaki gibidir:

dv, / dt

lc

=chdt (Y, /Y,) . (2.68)

t

d?Y, / dt* =0 olarak ayarlandiginda, doniim noktas1 agagidaki gibi bulunur.

S ey

2. Levakovic III biliyiime modeli: Levakovic III biliylime denklemi (1935),

Denklem 2.66'nin 6zel bir durumudur ve su sekilde goriiniir:

Y, =Y, (1+bt7) " (2.69)
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Daha sonra dY, /dt, (dY,/dt)/Y, , ve doniim noktas1 i¢in ifadeler, sirasiyla Denklem

2.66'da, Denklem 2.67'de ve (tinf ,Ytinf ) 'de d =2 olarak ayarlanarak elde edilebilir.

3. Yoshida I biiylime modeli: Yoshida'nin I biiyiime denklemi (1981) su sekilde

yapilandirilmistir:
Y, =Y, (L+bt) e (2.70)

burada ¢ baslangic boyutunu gosteren bir parametredir. Burada t zamanindaki biiytime

orani asagidaki gibidir.

i Y —
M pay, (bt Pret 2 P00 2.71)
dt (1+bt™)
t zamanindaki anlik biiyiime orani ise asagidaki gibidir.
dY 7dt _ g (1-£j(1+ bt * )t . (2.72)
Yt Yt

Denklem 2.70'in bir doniim noktast vardir:

(ti » Yiior ) = ((b(;_j]”" Y, (dz_ijlj + c] .

2.17.1 Sloboda Biiyiime Modeli

Gompertz denklemine (2.10) benzer bir biiylime fonksiyonu Sloboda biiyiime

fonksiyonudur (1971a, b)

_pt?
—age Pt

Y, =Y e ,t=0 (2.73)

o0

(bu ifadenin Gompertz denkleminden ek parametre j 'nin varligiyla farkli oldugu

unutulmamali). Sonra ¢ zamanindaki biiyliimenin degisim oran1 asagidaki gibidir.
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% — Y e 2.74)

ve boylece, ¢ zamaninda Y, 'deki anlik degisim oran1 asagidaki gibi olur.

dv, /dt

t

= afpt e, (2.75)
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Bilyiime Modellerinin Tiiretilmis Halleri
3.1.1 Tiiretilen Lojistik Model

Basit iistel biiyiime modeli i¢in, degisken Y 'nin anlik bliylime oraninin sabit

bir £ oldugu varsayilir,

dv, /dt
Y

t

dy,
=p, ve d—t=ﬂYt; (3.1.1.1)
t

yani Y 'deki degisim orani, t zamanindaki Y 'nin mevcut biiyiikliigiine, yani Y,'ye

orantilidir. Daha sonra

J=lp

t
veya
InY, =pt+InC  (InC sabiti)
ve boylece
Y, = Ce”. (3.1.1.2)
t=0 icin, Y, = C oldugundan Denklem 3.1.1.2 su sekilde yeniden yazilabilir:
Y, =Y. (3.1.1.3)

Denklem 3.1.3"lin gosterdigi gibi, bliylimenin bir sinir1 yoktur; t — +oo oldugundan

Y, = +oo (Sekil 3.1.1.1a) ¢ikar. Biiylimenin lojistik yasasi olarak adlandirilan yasa,

esasen bir sistem veya niifus Y 'deki biiyiime oraninin sinirl olabilecegini belirtir.

Daha spesifik olarak Y su sekilde iissel olarak biiyiir:
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(b)
Ustel

Lojistik

Yo N\, Y

Sekil 3.1.1.1(a) Ustel biiyiimeye kars1 lojistik biiyiime; (b) Geri bildirim bagimlilig:.

diyelim ki sistemin biiyiime kapasitesinin iist sinirina (doygunluk parametresi Y, )

yaklagilana kadar g orani, bu noktada biiytime hiz1 yavaslar ve karakteristik S seklinde
veya sigmoidal egri ortaya ¢ikar. Bu baglamda, biiyiime orani g' nin t zamanindakiyY

yogunluguna bagl oldugunu varsayalim (Y, /Y, )veya

Yt
g =ﬂ(1—Y—J, (3.1.1.4)

[°¢)

burada 1-(Y,/Y,) bir geri besleme terimi olarak adlandirilir ve bu terimin roli,
Y, = Y_ oldugunda biiyliime oraninin sifira diismesini hesaba katmaktir. Yani dusiik

yogunluklarda(Y,,Y, *dan ¢ok daha kiigiiktiir), g maksimumdur ve ['ye yakindir

(Sekil 3.1.1.1b) ve bu nedenle lojistik egrinin davranisi {istel bir biiylime egrisinin

davranigina benzer; ancak yiiksek yogunluklarda (Y,,Y,’ya yakindir) geri besleme
terimi doygunluga ulagilana kadar bilyiimeyi yavaslatir (Y, =Y_), bu noktada biiyiime

orani g = 0 olur. (Eger Y, >Y_ise, Y 'deki biiyliime oran1 negatife doner.)

Bunu soyledikten sonra, lojistik fonksiyonu su sekilde tiiretebiliriz. Ustel

biiylime denklemiyle baslayalim:

dy,

dt gt
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Daha sonra Denklem 3.1.4' ten Y biiylimesinin dinamikleri artik lojistik

diferansiyel denklemle karakterize edilir

dy, Y,
dt 'BY{ Y]

X =Y, /Y, olarak ayarlayalim. O zaman

ax_1dY
dt Y, dt

ve boylece Denklem 3.1.1.5 su sekilde yeniden yazilabilir:

dv,/dt _ oY () Y
Y vy

o0 o0
veya

dx

i Bx(1-x)

olur. O zaman Denklem 3.1.1.6'y1 ¢c6zmek i¢in adimlarin siras1 su sekildedir:

dx
-[x(l— X) :jﬂdt’

_In1=X 2 g4 InC, (In C sabiti)
X

ni=X__pt_inc,
X

1_—Xzoce’ﬁt,(oczC’l).

Daha sonra X i¢in ¢6ziim elde edilir
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. 1
1+ ae™

Ve x=Y, /Y, oldugundan sonugta sunu elde ederiz:

Y
Y=—=" t>0 3.1.1.7
Yl ae™ ( )

(veya Denklem 2.6). t=0 i¢in, Y, =Y, /(1+«) boylece a=(Y,/Y,)—1. (Denklem

3.1.1.7'nin ayrik bir versiyonunun su sekilde oldugunu unutmayin:

Y
Y, =—= 1.1

Biiyiime siiresini ( At olarak gosterilir) Y 'nin kapasite sinir1 Y, 'nin %10'undan

%090"na ilerledigi zaman araliginin uzunlugu olarak tanimlayalim. At 'yi bulmak i¢in

once sunu belirleyelim:

Y
Y, =)0.90Y = —>=—.
(=) T ltae™”
Daha sonra t i¢in ¢oziim elde edilir
219723 Ina
(t=)tye = +—.
p p
Sonra biz
Y
0.10Y, = ——=—,
7 l+ae™”
_ 219722 Ina

o =
' p p

olarak buluruz. Buradan,
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M=yt = 4.39ﬂ445 . In(ﬂ81)

olur. Ek olarak, orta nokta t, zamamdir burada Y, =Y, /2—Y 'deki en hizli artigin

zamanidir ve t. =Ina / f olacak sekilde doniim noktasinda meydana gelir (bkz. Sekil

2.3).

Lojistik model degisken degisikligi ile dogrusallagtirilabilir. Bu amagcla, tekrar

X =Y, /Y, . olarak ayarlayalim. Daha sonra Denklem 3.1.7'den,

1 ae ™

X=—— l-X=—n—
1+ ae™ 1+ ae™

ulasiriz ve bdylece

X y
— =g’
1

olur. Buradan,

Inm =In(a?)+pt

=a+ ft. (3.1.1.9)

olarak buluruz.

3.1.2 Tiiretilen Gompertz Model

Gompertz diferansiyel denklemi

av, Y
= [ G.121)

seklinde ifade edilir.

(Denklem 2.13 ve yorumlanmasina bakiniz). Burada Y 'deki anlik biiylime orani
InY, —InY, ile orantilidir. Eger X =Y, /Y, olarak ayarlarsak, o zaman
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dx_1dY,
dt v, dt

olur ve bdylece Denklem 3.1.2.1 su sekilde yeniden yazilabilir:

dv,/dt _ Y (Y.
Y vy,

) 9]

veya

dx

E:ﬂxln(%). (3.1.2.2)

olur. Daha sonra Denklem (3.1.2.2)'nin ¢6ziimii su sekilde ilerler:

Inlnlj:—ﬂLJnC,
X

X'l ¢6zmek sunu verir:

—_qe A

X=e€
Ancak x=Y, /Y, oldugundan sonugta sunu elde ederiz
—ae Pt
Y =Y., t=0 (3.1.2.3)

(veya Denklem 2.10). t=0 igin, Y,=Y,e“ bdylece a=In(Y,/Y,). (Denklem

3.1.2.3n ayrik versiyonu sudur:
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Y =Y, a". (3.1.2.4)
3.1.3 Tiiretilen Negatif Ustel Model

Diyelim ki dY, /dt, Y, nin dogrusal bir fonksiyonudur veya

dY, .
=AY, (3.1.3.1)

burada £ sabittir ve Y, , Y, i¢in degeridir dY, /dt =0 igin, yani t — oo iken Y, =Y,

t

dY, /dt — 0. Yani 6rnegin, dY, /dt'yi Y,'ye gore ¢izersek o zaman Denklem 3.1.3.1

dy,/dt

BY

Sekil 3.1.3.1 dY, /dt, Y, nin dogrusal bir fonksiyonudur.

ortaya koyar ki, egimi —f olan dogrusal bir fonksiyonumuz var; bu fonksiyon Y, —
eksenini Y, noktasinda keser ve Y'nin bu noktadan sonra biiylimeyecegi anlamina

gelir. Bu nedenle, Y,, t — oo iken Y, 'nin asimptotudur (Sekil 3.1.3.1).

Denklem 3.1.3.1'1 su sekilde yeniden yazalim:

dv,
= Bt
vy, P

) t
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Buradan

Y, (g
IYw—Yt [ pet,

—In(Y,-Y,)=pt—InC, (In C sabiti)
In(Y,—-Y,)=—pt—InC,
Y, -Y, = ae’ﬂt,(a = C’l)
olur ve bdylece :
Y, =Y, —ae . (3.1.3.2)
t=01i¢in, Y, =Y_ —a =0 veya a =Y_. Bunedenle, Denklem 3.3.2 su hale gelir:

Y =Y, (1-¢7). (3.13.3)

0

Y, =Y, —a olarak ayarladigimizda, o =Y, —Y,. Bu degeri & i¢in denklem 3.1.3.2'ye

koydugumuzda sunu elde ederiz:

Yo=Y, - (Y, =Y, )e” =Y, {1—[1—;(—0}&} =Y, (l—&e"’ﬁ),t >0, (3.1.3.4)

0

monomolekiiler biiyiime fonksiyonudur. Bu biiylime denklemi igin,

dy, x Y, P0
—L=Y, Boe ===
dt P m

e

limdY, /dt =0 oldugundan monomolekiiler fonksiyon siirekli olarak azalmaktadir;

t>w

d?, /dt, =-Y@p% "™ <0 oldugundan tiim t i¢in bir déniim noktasi yoktur. Ayrica

anlik biiylime orani
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dv,/dt B0
Y, ¢&"-0

ile

. dY, /dt
lim

t—o

=0 dir.

3.1.4 Tiiretilen Von Bertalanffy Ve Richards Modeller
Von Bertalanfty biiylime yasasi goz oniine alindiginda

%mvt =Y (3.1.4.1)

(bkz. Denklem 2.23), (Denklem 3.1.4.1, (Jakob) Bernoulli diferansiyel denklemi
y'+pt)y=q(t)y",n sabittir (mutlaka tam say1 degildir), p ve q'nun t'nin
fonksiyonlar1 verildigi bir 6zel durumdur. Eger n=0 veya 1 ise, X=y"" ikamesi
(Leibniz'in 1696'daki 6nerisi) Bernoulli denklemini dogrusallagtirir.) x = Y,** olarak

ayarlayalim boylece

dy _ dy,
L= (1-k)Y, T —
dt (1=k)Y. dt
veya
1 dx dY,

olur. Denklem 3.1.4.1'in Denklem 3.1.4.2'ye ikame edilmesi sunu verir:

1 dx

LA ax,
1—kdt !

| dx = [(1-K)at,

n—AX
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_A (=A%) = A—K)t+InC, (In C sabiti)
In(n —Ax) =—A(1-k)t-AInC,
n—Ax=o0e """ (a=C™)

_h_ @

=1L (3.1.4.3)

X

Daha sonra Denklem 3.1.4.3'te X yerine Y,"*'i ikame etmek, sunu yazmamizi saglar:

o 1/(1-K)
Y =[ﬁ——emk>t} . (3.1.4.4)

t =0 igin,

olur. Boylece

olur. Bu nedenle, Denklem 3.1.4.4 su hale gelir, von Bertalanffy biiylime denklemi:

" 1/(1-k)
Y, = b_[% —ylH je—w—kﬁ} (3.1.4.5)

Ve

1(1-K)
limY, =Y, =(ﬁj ,
t—w /1

oldugundan denklem 3.1.4.5 su sekilde yeniden yazilabilir:

42



1/(1-k)

Yo=[Yr (v v )ere ]

=Y, [1-ae™] 120, (3.1.4.6)

Bu fonksiyonun bir modifiyesi Chapman (1961) ve Richards (1959) (C-R)
tarafindan Onerilmistir. Ozellikle, C—R dort parametreli C-R fonksiyonu olarak

Denklem 3.1.4.6'y1 su sekilde yeniden yazilabilir:
Y, =Y, [1-ae™]" 120, (3.1.4.7)
Burada:

Y, bir iist asimptottur (t — oo oldugundaki doygunluk seviyesi).

o esasen bir konum parametresidir (egriyi t ekseninde konumlandirir).

A, sabit bir M degeri i¢in biiylime oranini diizenler. Olgunluk endeksi gorevi

gorir- daha kiigiik (daha biiyiik) 2, ge¢ (erken) olgunlagsmay: gosterir.

M egri sekliyle ilgilidir—Y, 'nin "sabit" bir oran1 olmayan degisken veya istege bagh
bir doniim noktasina izin verir. m>0 i¢in bilylime egrisi S seklindedir ve doniim

noktasi (tinf Y, ) = (/11 In(am), Y, (m_—l) m]. Eger m>1 ise baslangi¢ biiylime fazi
inf m

isteldir. Ek olarak (3.1.4.7)'den su gosterilebilir:

1/m
I mav |[Ye ] 1) (3.1.4.82)
dt Y,
dy /d vy )"
t t=ml[[;‘°} —1}. (3.1.4.8b)
Yt Yt

43



Denklem 3.1.4.8b'nin gosterdigi gibi, t zamaninda Y, 'deki anlik biiyiime orani

"geri bildirim terimi" (Y, /Y, )l/m -1. ile orantilidir.

C—R biiyiime fonksiyonunun aslinda bazi iyi bilinen biiyiime egrilerinin bir
genellemesi oldugunu belirtmek ilgingtir, 6rnegin m = —1 i¢in lojistik fonksiyonu elde
ederiz;, M + oo'a yakinsa Gompertz fonksiyonu ortaya ¢ikar, m=3 i¢in von
Bertalanffy denklemi sonuglanir (bkz. von Bertalanfty (1957)); ve m =1 i¢in (ikinci)
Brody fonksiyonu elde edilir.

Orijinal Richards (1959) biiyiime denkleminin lojistik bilylime fonksiyonunun
(Denklem 3.1.1.7) bir genellemesini temsil ettigini belirtmek 6énemlidir. Yani Richards,
degistirilmis biiylime denklemini (yasasini) dikkate alarak lojistik biiyiime yasasini

(Denklem 3.1.5)

o0

dy, (Y
E_Igyt {1 {Y J} (3.1.4.9)

genellestirmistir. (Bilylime oran1 Y, ile orantilidir bir "geri bildirim terimi" ile ¢arpilir)

veya

% =AY Y (3.1.4.10)

Denklem 3.1.4.10 bir Bernoulli diferansiyel denklemi oldugundan, Richards

biiyiime fonksiyonuna (veya genellestirilmis lojistik denkleme) entegre olur

Y= t>0, (.14.11)
t (1+aeﬁ”)ﬂ

burada a = (Y, /YO)r ~1 ve her ikisi de S, >0.

Lojistik denklem 3.1.1.7 ile ilgili olarak Denklem 3.1.4.11'in sigmoidal

seklinin degistirilmesine izin veren ek bir sekil parametresi [' ye sahip oldugunu
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unutmayin. Aslinda I'' yi degistirmek, egrinin doniim noktasinin alt ve {ist asimptotlar
arasindaki herhangi bir degerde bulunmasina olanak tanir. Burada da diger biiylime
egrileri Denklem 3.1.4.11 altinda, 6rnegin r =1oldugunda standart lojistik modelini
elde ederiz; r — 0 oldugunda Richards egrisi Gompertz egrisine dogru egilim gosterir;
r =—1 oldugunda monomolekiiler (veya ikinci Brody) durum ortaya c¢ikar ve

r =—1/3oldugunda von Bertalanffy fonksiyonu elde edilir.

Von Bertalanffy biiylime denkleminin 6nceki tiiretilmesi tamamen mekanik bir
bicimde gergeklestirilmistir. Bu yaklasima bir alternatif olarak bu biiylime modelinin
fizyolojik kavramlara dayali bir tiirevini sunmak 6gretici olacaktir (Beverton ve Holt,
1957; von Bertalanffy, 1957). Bu amagla, von Bertalanffy bireysel bir organizmay1
kiitle eylem yasasina uyan tepkime veren bir kimyasal sisteme benzetir (Bu yasa
(kinetik hakkinda bir iddia), belirli bir kimyasal reaksiyonun hizinin, tepkimeye giren
maddelerin aktivitelerinin (veya molekiiler konsantrasyonlarinin) ¢arpimina orantili
oldugunu belirtir. (Guldberg ve Waage, 1879) ) ve sonug olarak bir organizmanin t
zamanindaki kiitlesinden sorumlu fizyolojik siiregleri anabolizma (veya sentez) ve
katabolizma (pargalanma) olarak smiflandirir; yani bir organizmanin viicut
agirligindaki (W) degisim oran su sekilde yazilabilir

Ocli—\ivzhw”—kwm, (3.1.4.12)

burada h ve k sirasiyla anabolizma ve katabolizma katsayilaridir ve N ve M {sleri
fizyolojik bir temele sahiptir. Bu baglamda bu parametreler nasil segilmelidir?
Anabolizma hizinin besinlerin emilim hizina (bir "yapimin" yeniden sekillendigi hiz)
veya emilen ylizeylerin biiylikliigline orantili olarak alindigin1 ve katabolizma hizinin
parcalanan toplam kiitleye orantili olarak belirlendigini ve birim zaman basina viicut
materyalinin sabit bir yiizdesinin atitk maddeye doniistiiriildiigiinii varsayalim. Bu
hususlar goz 6niine alindiginda, Denklem 3.1.4.12

d—W=hS—kW, (3.1.4.13)
dt

sekilde yeniden yazilabilir. Burada:
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h = emilen ylizey birimi basina kiitle sentez orani
S = organizmanin etkili emilen ylizeyi
k = birim kiitle bagina kiitlenin parcalanma orani olarak ifade edilir.

Organizmanin izometrik olarak biiyiidiigii ve sabit bir 6zgiil agirliga sahip

oldugu varsayilirsa § ve W'yi organizmanin dogrusal boyutu | agisindan s= pl? ve

w=ql® (pve q sabitlerdir) olarak ifade edebiliriz. Bundan dolay1, su sonug ¢ikar:

dw d /3
E_dt( ®)

di
—3qi2
T

ve boylece, Denklem 3.1.4.12'den,

2 3
d_ hp|2 _kal” _hp K (3.1.4.14)
dt 3gl° 3g 3q 3

olur. Buradan; hp/30=E ve k/3=K olarak ayarlandiginda, Denklem 3.1.4.14 su

hale gelir:
a_ E-KI
dt
veya
d_ dt
E-KI
olur. Denklem 3.1.4.15 ‘i ¢oziimleyelim
E (E
|, =——|—=I, |[e™, 3.1.4.15
~E(E) siars

burada |, organizmanmn t=0 anindaki uzunlugudur. t—+0,l > E/K=L,

organizmanin (normal kosullar altinda) miimkiin olan maksimum uzunluguna dikkat
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edin. Yani organizma yaslandik¢a uzunlugu asimptotik olarak L 'a kadar artar. Bu

tartisma altinda Denklem 3.1.4.15 su hale gelir

L =L, —(L, - L )e™. (3.1.4.16)

Denklem 3.1.4.16 verildiginde, agirlik (W) igin iliskili denklem, w=gl*’ ten

su sekilde olur:
3
W= (W2 — (W2 Wy )e | (3.1.4.17)

burada W, ve W, sirasiyla L ve L,’ a karsilik gelen agirliklardir. Simdi Denklem

3.1.4.17° de W, =0 olarak belirlersek ve t =t, kabul edersek, su sonug ¢ikar:
W, =W, (1€ )",
Daha sonra bu ifadenin Denklem 3.1.4.17’ ye ikame edilmesiyle su elde edilir:
w, =W, (1—e’K(“°))3 .

3.1.5 Tiiretilen Schnute Model
Sirastyla Denklemler 2.50 ve 2.51 veya

1 dy, 1 dk
k==l ve =
Y, dt Kk dt

verilsin, dY, /dt =KY,'yi t'ye gore farklilastiralim ve boylece

=Y —+k—
dt2 ' dt dt

d>y, y gk aY,

=Y, [_k(a_bk)}?lt(%jz
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=Y, _1dv a+blﬂ +— (de
Y, dt Y, dt dt

_dy, 1dy,) 1 (d\(t T
= a+tbh——= [+ —
dt Y, dt ) Y\ dt

1 dy, |dY,
—a+(1-b)—— |—. 3.1.5.1
|eni Sl e
elde ederiz. Denklem 3.1.5.1'1 su sekilde yeniden yazalim:
1 d?, 1 dy,
-b)———— 3.15.2
dY /dt dt? { +a ) . dt } ( )

Daha sonra bu ifadenin entegre edilmesi sunu verir:

In (%j =—at+(1-b)InY, +InC,, (In C sabiti)

dYt — Coefathlfb’

dt

VoY, = C,e “dt,
t

lye_c, (—le-“tj+c1 (C, sabit)
(24

veya

Y = —%Coe"’“ +bC,

:bCl[l— S e“tJ (3.1.5.3)
aC,

olur ve daha sonra
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1 C 1/b
Y, =(bC, ) [1——%‘“] (3.1.5.4)

aC,

elde edilir. O zamandan sonra

limY, =(bC, )" =Y

!
tow

Denklem 3.1.5.4 su sekilde yeniden yazilabilir:
_at 1/b
Y, =Y, (-5 ), (3.1.5.5)
ve burada § =C,/aC, dir.

Schnute'yi (Denklem 2.55) elde etmek i¢cin Denklem 3.1.5.3'i kullanarak sunu

elde edelim:

Y =bC, - y C,e ™,
(04

Y, =bC, - b C,e ™
(04

Boylece
b b _ b —at, —at
Y=Y =—=Cye —e )
a

olur. Daha sonra

(Yzb _Ylb ) eat1 _ gco (1_ e—a(tz—tl) )

ve Denklem 3.1.5.3 araciligiyla,

(Ytb -Y) )e”‘tl - BCO (1_ e-a(t—tl))
a
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olur. Son iki denklemden EC0 "1 ortadan kaldirmak, sunu elde etmemizi saglar:
a

1_e_a(t_tl)
b b b b
Y=Y+ (Y =Y, )—1_e—a<tz—n>
veya
1/b
1_e—a(t—t1)
b b b
Yo=Y (Y)Y, )m (3.1.5.6)

dir.

3.1.6 Tiiretilen Mcdill-Amateis Model

McDill ve Amateis, boyutsal olarak uyumlu bir denklemin her iki tarafindaki
argiimanlarla iligkili boyutlarin birbirini iptal etmesini saglayan boyut analizini
kullanarak biiylime denklemlerini tiiretirler. Siire¢ ilk once modele dahil edilecek ilgili

degiskenleri belirler.

Tablo 3.1.6.1 Degiskenler ve Boyutlar

Degisken H A dH/dA H,

Boyut I t I/t I

Daha sonra bu degiskenler boyutsuz tirtinler [[,,[L,,......, I, olarak gruplandirilir ve
ortiik fonksiyon f (I1;,I1,,...,IT, ) =0, ilgili degiskenler kiimesini i¢eren tiim boyutsal

olarak uyumlu denklemleri tasvir eder.

Ilgili degiskenlerin kiimesi ve bunlarla iligkili boyutlar Tablo 3.6.1'de
goriilmektedir. Burada | = uzunluk ve t= zamandir. Daha sonra ikinci adim, iki

boyutsuz iiriin olusturmamizi saglar:
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ve bu iki boyutsuz iiriiniin genel fonksiyonu

dH A HJ

f(I1,.11,) = f(d—Aﬁ,H—w

seklindedir. Kapali fonksiyon teoreminin altinda yatan kosullar geregi, su sekilde bir

¢ fonksiyon vardir:

dA H

o0

dH A H
___¢(H_j, (3.1.6.1)

¢ nasil belirtilmelidir? Biiylime denklemine H_ degiskeninin dahil edilmesi, agaglarin
tahmini boy biliylimesinin aga¢ yiiksekligi H,H_ 'a ulastiginda sifira yaklasmasini

zorunlu kilar. Bu 6zelligi gosteren ¢ nin en basit fonksiyonel bigimi sudur:

H H )
a{H—J = Kl—H—J, (3.1.6.2)

yani, ¢ — 0 ¢linkii H/H_ —1.Denklem 3.1.6.2'yi Denklem 3.1.6.2'ye ikame etmek

bize sunu elde etmemizi saglar

aH _ a(ﬂj[l_i], (3.1.6.3)
A LA)T H

o0

Acgikca H — H_ oldugunda ytiikseklik artis1 sifira gider. Denklem 3.1.6.3'l su sekilde

yeniden yazilirsa;

elde edilir. Daha sonra
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—iln(Hw —H j:[ijm A+InC, (InC sabiti)
H H

0

(Hm—H):CHﬂAa,
H

H
= e (3.1.6.4)

olur. Denklem 3.1.6.4'iin (A;, H,)'da degerlendirilmesi

H

0

olur. Buradan

-, _[He 1) ac
(B 1)y

elde edilir. Daha sonra bu ifadenin Denklem 3.1.6.4'e ikame edilmesi McDill-Amateis

boy-biiyiime denkleminin son bi¢imini verir veya

olur.
3.1.7 Tiiretilen Sloboda Model

Asagidaki diferansiyel denklemden baglayarak

LU A bY,t™", (3.1.7.1)
dt Y,

Denklem 3.1.7.1'1 su sekilde yeniden yazilirsa;

dy,

— L —_pht Tt 3.1.7.2
A A G-17:2)
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olur.

Daha sonra

olur ve bdylece,

veya

In| In A :it‘bﬁlﬂnc
Y, —b, +1

|n(LJ=ce<w<bz—l>>~2“

0

Y, ety 2t
Lt —pe ’
Y.

_ celtni(op) 2+
Y, =Ye

-pt7
—ae
=Y,e ,

burada —a =C,—f=b, /(b,-1) ve y=-b, +1 ulagilir.

(InC sabiti)

(3.1.7.3)

3.1.8 Genellestirilmis Bir Michaelis—Menten Biiyiime Denklemi

Bu bdliimde, (hayvan) biiylimesini tanimlamak i¢in esnek bir fonksiyonel form

sergileyen ve degisken bir doniim noktasina sahip olmasi nedeniyle sigmoidal ve

azalan getiri davranisi iiretebilen genellestirilmis bir Michaelis-Menten tipi denklemi

ele aliyoruz (Lopez ve digerleri, 2000). Kapali bir sistem (girdi veya ¢ikt1 yok)

varsayildiginda, birim zaman basina (6rnegin hafta cinsinden) biyokiitledeki (Y , kg)

artis, orant1 faktorii p (hafta ™) ile substrat seviyesi S (kg) ile orantilidir veya

dy

L
a “
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e

seklindedir. & 'nin zamanla asagidakilere gore degistigi varsayilirsa:

CtC7l
=) 3.1.8.2
H= e p ( )

ve burada C (boyutsuz) ve k (wk) pozitif sabitlerdir. (¢ >0 vek >0 kosullari, k 'nin

yari-maksimum biiyimenin elde edildigi zamani temsil ettigi £ >0'"1 garanti eder.)
Denklem 3.1.8.2'de, x c<1 icin siirekli olarak azalabilir; ¢>1 oldugunda

maksimuma ulasmak i¢in artabilir ve sonra tekrar azalabilir.

Denklem 3.1.8.2'nin Denklem 3.1.8.1'e ikamesi sunu verir:

dy ct™
S s Y, -Y),
a (k°+t°J( -Y)

burada S=Y_—Y. O zaman bu ifadeden,

dy (S
IYY Y Y kaf +t° jdt

ve entegre edildiginde,

~In(Y, —Y)]Y =In(k° +t°)];,

Yo

—In(Y, =Y)+In(Y, =Y,) =In(Kk°+t°) - Ink*,

Y, =Y, KO+t

Y -Y S

y = Yok YU (3.1.8.3)
k®+t

genellestirilmis Michaelis-Menten biiylime fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun bir

doniim noktasi (t* Y *> vardir ve bu nokta d°Y /dt* =0 oldugunda meydana gelir
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(d® /dt® =0 olmasi kosuluyla)

C—l 1c
t'=k| —| ,c>1, (3.1.8.4)
c+1

Ve

Y* ZKHEHYO +(1—1)Yw /2 (3.1.8.5)
C C

olur. Ek olarak:

1. c =1 oldugunda, x=1/(t+k) elde ederiz, burada k , s, 'mn tersidir. Sonra

v Yok +Y, t

3.1.8.6
k+t ( )

elde edilir. Burada Denklem 3.1.8.6 dikddrtgen bir hiperboldiir ve Denklem 3.1.8.6'da
Y, =0 ise Denklem 2.57 bigiminde bir ifade elde ederiz; Michaelis-Menten denklemi,

slibstrat konsantrasyonunun zamanla degistirilmesiyle biiyiime hiz siirekli azaliyor ve

denklemde bir doniim noktas1 yoktur.

2. Eger p =sabit ise o zaman Denklem (1.H.1) (S=Y_-Y ile) su sekilde

entegre olur:
Y=Y, (Y, -Y)e™,

mono molekiiler biiyiime fonksiyonu siirekli olarak azalan ve doniim noktas1 olmayan

bir fonksiyondur.
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4. SONUC ve ONERILER

Biiyiime fonksiyonlarinin matematiksel bir limiti vardir. Bu ¢aligmamizda
bliyiime egrilerinin tanitimina ve bunlarin nerelerde kullanilabilecegi hakkinda bilgiler
vermeye ¢alistik. Egrilerin bazilarinin nasil tiiredikleri ile ilgili baz1 eksiklikler olabilir.
Bu calismada matematiksel esitliklerden ¢cok bu egrilerin nerelerde kullanilabilecegini
arastirmak temel noktamizdi. Uygun bir biiylime modeli se¢ebilmek i¢in bu modelleri
tanimak onemlidir. Hangi veriler hangi modellerde kullanilabilir? Hangi biliyiime tipi
hangi canl ile ilgilidir? Bunlarin bilinmesi ve belirlenen denklemler yardimi ile
uygulanmasi 6nemlidir. Yorum yapabilmek bir matematikg¢i i¢in problem ¢ozebilmek
kadar 6nemlidir. Belli bir biiyiime egrisi bazen basit bir sekilde verilerin uyumuna
bakilarak da secilir. Bazen bu se¢im i¢in rasgele tercih yapilabilir ya da baska bir
model de kullanilabilir. Boylelikle farkli disiplinlerde farkli sonuclarin ¢iktigi da
gozlenebilir. Farkll bilimlerde hi¢ kullanilmamis modelleri denemek ayri1 bir ¢alisma
konusu olabilir, bu daha sonraki caligmalar ic¢in yol gosterici olabilir. Biiylime
modellemelerinde anlamli parametreler vardir. Bu fonksiyonel iliski biiylime
modelinde biiyiime oranindaki farkli denklem ¢6ziimlerinden gelen bilgidir. En uygun
model se¢imi esneklik ve karmasiklik arasinda bir iliskidir; buna, Lojistik model ve
Gompertz egrileri kisa serilerde karmasik yapidadir ve birgok parametresi drnek
verilebilir. Baz1 deneylerde anlamsiz parametre tahminleri iiretmenin ortak bir sonuca
varmada miimkiin olmadig1 diisiincesi olusabilir. En diisiik diizeyde parametreler ile
parametrik fonksiyonlar olusturmaya calismak kesintisiz bir siirectir. Ve biiylime
bilgilerine en uygun olan organizma ve biiylime periyodudur. Bu ¢alisma, baz1 biiytime
modellerinin 6zellikle kendine has konularda islemesinin belki de temel nedenin sirf
yapilan ¢aligmalar1 rahatlatmak amaciyla tiiretildigini gosterdi bize. Mesela canli
agirhiginda sinirhi biiylimenin sik sik Bertalanffy biiylime egrisine uymasi gibidir.
Bunun yani sira en ¢cok kullanilan biiyiime egrisi Gompertz (1825)’1n sigmoidal lojistik
egrisinin bilimsel caligsmalardaki egri tiplerine uydugu da gézlemlenebilir. Genellikle
Brody’nin islii bliylime egrisi kullanilir. Biiylime egrisi olarak iislii egri digindaki
biiylime egrilerine bakarsak tek diize bir gidis olmasi, biiylime modeli se¢imi yaparken

bizi net sonuglara ulastirmayabilir.
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