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g-LINEERLIK ve g-LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLER
OZET

Fen bilimleri ve miihendislikte birgok olayin agiklanmasina yardimei olmak iizere
matematiksel formiiller veya matematiksel modeller gelistirilir. Bu modeller, bir
bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun bazi tiirevlerini i¢eren bir denklem olarak
ortaya cikar. Bu tiir denklemlere diferansiyel denklemler denmektedir.Diferansiyel
denklemler; matematik, dogal bilimler, tip ve miihendislikte yaygin bir kullanima
sahip analizin temel bir dalidir. Diferansiyel denklemler vasitasiyla bu uygulamalar
kolayca ¢oziime kavusabilmektedir. Ayrica giinlimiizde diferansiyel denklemler ve
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢Ozlimleri, bilgisayar ortaminda, degisik
programlar yardimi ile bulunabilmektedir. Burada hedeflenen aslinda analitik ¢6ziim
ile bilgisayar ortamindaki ¢oziim arasinda karsilastirma yapma imkani
sunulmaktadir.Diferansiyel denklemlerin en 6nemli alt kollarindan biri olan lineer
diferansiyel denklemler, diferansiyel denklemlerin uygulamasi ve ¢oziimiinde ¢ok
Oonemli bir paya sahiptir. Ayrica ¢oziimlerin 6zellikleri, ¢oziimlerin elde edilmesi icin
gerekli tanim ve teoremler 6nemli rol oynamaktadir.Lineer diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin bulunmasinda Oncelikle sistematik bir diizen seklinde ¢6ziim
aranmalidir. Verilen lineer diferansiyel denklemde ilk olarak homojen olup olmadig:
gozlemlenir. Sonrasinda eger diferansiyel denklem homojen ise homojen kisim
¢Ooziimii bulunur. Bu asamada diferansiyel denklemin katsayilart bize yol
gostermektedir. Burada diferansiyel denklemin sabit katsayili ve degisken katsayili
olma durumu goz 6niine alinmaktadir. Belirtilen denklemin birinci mertebeden lineer
diferansiyel denklem olmasi halinde ¢6ziim metodlart uygulanmaktadir.
Degiskenlerine ayrilabilir denklemler,tam diferansiyel denklemler, integral carpan
metodu bu yontemlerden bazilaridir. ikinci mertebeden veya daha yiiksek mertebeden
lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ise katsayilar bazinda incelendiginde bize
biiyiikk bir kolaylik saglamaktadir. Verilen denklem sabit katsayili ve homojen
oldugunda pratik ¢6ziim yontemi olan karakteristik forma doniistiiriip
bulunabilmektedir. Fakat degisken katsayili oldugunda bu durum bize ayni kolaylig1
saglamayabilir. Yani bu denklemler birka¢ 6zel denklem smifi disinda, cebirsel
yontemlerle ¢ozililemez ve ¢oziimleri elementer fonksiyonlar cinsinden ifade edilemez.
Bu denklemleri ¢6zmek i¢in genel bir yontem olan kuvvet serileri yontemi ile ¢6ziim
aranmaktadir. Bu yontem ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemler
i¢cin verilmektedir. Bu ¢aligmada buraya kadar olan kismin kuantum analize benzer
notasyonu incelenecektir.

Quantum calculus genellikle limit notasyonu olmaksizin tiirev olarak bilinmektedir.
Quantum calculus’un ge¢misi 1400 lii yillara Leonhard Euler'e kadar uzanmaktadir.
Quantum calculus g-benzeri ve h-benzeri olmak iizere iki ana kola sahiptir. Bu ¢alisma
da g-benzer ifadesiyle ilgilenilecektir. Quantum calculus da elde edilen formiiller
18.yy’da ortaya ¢ikmistir. Modern anlamda g-analizinin baglangici ise 1910 yilinda
Jackson tarafindan yayimlanmis olan g-Jackson integrali sayilabilir.Sonrasinda ise
Victor Kac ve Pokmen Cheung tarafindan q-gama ve g-beta fonksiyonlarinin integral
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temsilleri ele alinmistir. Giiniimiizde uygulamali matematigin 6zel fonksiyonlar1 g-
calculus’un yeni bir uygulama alanidir. Ozellikle Sturm-Liouville problemleri bu
alanda pek ¢ok uygulamasi olan bir konu oldugu gériilmektedir. Analizdeki bazi temel
ifadelerin  diferansiyel, tiirev, integral gibi tanimlarin quantum calculus da g-
diferansiyel,g-tiirev,q-integral oldugu ortaya konmustur. Benzer sekilde klasik
analizde tlirev tanimdan karsit tlirev elde edildigi gibi quantum analizde de g-tiirevden
g-antitiirev,g-integralden g-belirli integral elde edilmistir. Ayrica bu ¢alismada sikca
yer verilen exponansiyel  fonksiyonun g-benzeri ifadesinin de quantum calculusda
pratik ¢oziimler ortaya koydugu goriilmiistir. Bu tezde Klasik diferansiyel
denklemlerin bir alt kolu olan lineer diferansiyel denklemlerin lineerlik sarti, yeni bir
paradigma gercevesinde g-Analiz baglaminda incelenmistir.

Oncelikle bu calismamiz bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde bu tez igin
gerekli olan analiz, diferansiyel denklemler ve g-analizin tarihgesinden bahsedilmis,
gecmisten glinimiize kadar nasil ilerledigi ve birbirleri arasinda nasil kopriiler
kuruldugu ele alinmistir.

Ikinci boliimde ise analiz ve g-analiz icin gerekli tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Daha sonra ii¢iincii boliimde g-lineerlik sartlar tespit edilmis; g-lineer diferansiyel
denklemlerin n. mertebeden en genel hali;

ao(x)DFy(x) + a, (x)DF~ y(x) + an (X)y(x) = Q(x)

seklinde ifade edilmistir. Burada ag, a4, ay,..,a, fonksiyonlar1 denklemin
katsayilarini ifade etmektedir.

Yukarida bahsedilen denklemin 6nce birinci mertebeden ve Q(x) = 0 olmasi halinde,
yani sabit katsayili1 ve degisken katsayili homojen g-lineer diferansiyel denkleminin
genel ifadelerinden bahsedilmistir. Ayrica ¢éziim yontemleri degerlendirilmis, bu
cercevede hangi yontemlerin islevsel olup olmadigi incelenmistir. Buna gore
katsayilar bazinda ele aldigimizda; degisken katsayili homojen g-lineer diferansiyel
denklemlerden bazi tiplerin g-tam diferansiyel denklem vasitasiyla ¢ozimi
incelenmistir. Benzer sekilde Klasik lineer diferansiyel denklemin ¢6ziim
yontemlerinden biri olan integral ¢arpani yontemi g-analizde g-integral ¢arpan1 olarak
kullanilirken; bu yontemin g-lineer diferansiyel denklemin ¢oziimiinde karsiliginin
olup olmadig arastirilmistir. Ugiincii yontem olarak diferansiyel denklemlerde kuvvet
serileri ile ¢6ziim yonteminin g-Analizde g-kuvvet serileri ile ¢oziim yontemi tespit
incelenmistir. Sonrasinda Q(x) # 0 olmas1 durumunda yani homojen olmayan g-
lineer diferansiyel denkleminin ¢6ziimii, klasik lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziim
yontemlerinden biri olan parametrelerin degisimi metodu yani g-Analizde Q-
parametrelerin degisimi yontemi ile incelenmistir.

Dérdiincii boliimde yiiksek mertebeden sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel
denklemlerin ¢oziim yontemleri arastirilmigtir. Bu yontemlerden biri ise klasik
diferansiyel denklemlerden; yiiksek mertebeden sabit katsayli lineer diferansiyel
denklemlerin  homojen kisminin ¢6ziim yontemi olan Kkarakteristik polinoma
doniistiirme metodudur. Diger yontem ise yukarida belirtilen en genel n. mertebeden
g-lineer diferansiyel denklemin n=2 olmas1 halinde, bir 6nceki boliimde incelenen g-
kuvvet serileri ile ¢6ziim aranmistir. Son boliim olan besinci yani sonug kisminda ise

yapilan aragtirmalar ve incelemeler sonucunda hangi yontemin daha islevsel oldugu
tespit edilmis ve Oneriler sunulmustur.
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g-LINEARTY AND g-LINEAR DIFFERANTIAL EQUATIONS
SUMMARY

In science and engineering, mathematical formulas or mathematical models are
developed to help explain many events. These models emerge as an equation
containing an unknown function and some derivatives of this function. Such equations
are called differential equations. Differential equations are a basic branch of analysis
that is widely used in mathematics, natural sciences, medicine and engineering.
Differential equations are a basic branch of analysis that is widely used in mathematics,
natural sciences, medicine and engineering. In addition today, solutions of differential
equations and differential equation systems can be found in a computer environment
with the help of different programs. The aim here is to make a comparison between
the analytical solution and the solution in the computer environment. Linear
differential equations, one of the most important sub-branches of differential
equations, have a very important share in the application and solution of differential
equations. In addition, the properties of the solutions, the definitions and theorems
required to obtain the solutions play an important role. In finding the solutions of linear
differential equations, a systematic order solution should be sought first. In the given
linear differential equation, firstly it is observed whether it is homogeneous or not.
Afterwards, if the differential equation is homogeneous, the homogeneous part
solution is found. At this stage, the coefficients of the differential equation guide us.
Here, the situation of the differential equation being constant coefficient and variable
coefficient is taken into consideration. If the specified equation is a first order linear
differential equation, solution methods are applied. Separable equations, complete
differential equations, integral multiplier method are some of these methods. The
solution of linear differential equations of second order or higher order provides us
with great convenience when examined on the basis of coefficients. When the given
equation is constant coefficient and homogeneous, it can be found by converting it to
the characteristic form, which is a practical solution method. However, when there are
variable coefficients, this situation may not provide us with the same convenience.
That 1is, these equations cannot be solved by algebraic methods, except for a few
special equation classes, and their solutions cannot be expressed in terms of elementary
functions. A solution is sought with the power series method, which is a general
method for solving these equations. This method is given for second order
homogeneous linear differential equations. In this study, the notation similar to
quantum analysis will be examined up to this point.

Quantum calculus is generally known as derivative without limit notation. The history
of quantum calculus dates back to the 1400s, when Leonhard Euler began his studies.
Quantum calculus has two main branches: g-like and h-like. This study will also deal
with the g-similar expression. The formulas obtained in quantum calculus emerged in
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the 18th century. The beginning of g-analysis in the modern sense can be considered
as the g-Jackson integral published by Jackson in 1910. Afterwards, the integral
representations of q-gamma and g-beta functions were discussed by Victor Kac and
Pokmen Cheung. Nowadays, special functions of applied mathematics are a new
application area of g-calculus. Especially Sturm-Liouville problems are seen to be a
subject with many applications in this field. It has been shown that some basic
expressions in analysis such as differential, derivative, integral are q-differential, q-
derivative, g-integral in quantum calculus. Similarly, just as the antiderivative is
obtained from the derivative definition in classical analysis, the g-antiderivative is
obtained from the g-derivative and the g-definite integral is obtained from the g-
integral in quantum analysis. In addition, it has been seen that the g-like expression of
the exponential function, which is frequently used in this study, also provides practical
solutions in quantum calculus.

In this thesis, the linearity condition of linear differential equations, which is a sub-
branch of classical differential equations, is examined within the context of a new
paradigm, q-Analysis.

First of all, this study consists of five sections. In the first section, the history of
analysis, differential equations and g-analysis required for this thesis is mentioned,
how it has progressed from the past to the present and how bridges have been
established between them are discussed.

In the second section, the necessary definitions and theorems for analysis and g-
analysis are given. Then, in the third section, g-linearity conditions were determined,
The most general equation of g-linear differential equations of nth order was expressed
as;

aoDiy +a;Df 'y + a,y = Q
Here, ay, a4, a,, .., a, functions represent the coefficients of the equation.

The general expressions of the equation mentioned above, first of order and Q(x) =
0, namely, the homogeneous g-linear differential equation with constant coefficients
and variable coefficients, are mentioned. In addition, solution methods were evaluated,
and within this framework, it was examined which methods were functional or not.
Accordingly, when we consider it based on coefficients; The solution of some types of
homogeneous g-linear differential equations with variable coefficients by means of g-
exact differential equations has been investigated. Similarly, while the integral
multiplier method, which is one of the solution methods of classical linear differential
equations, is used as a g-integral multiplier in g-analysis; it has been investigated
whether this method has an equivalent in the solution of g-linear differential equations.
As the third method, the solution method with power series in differential equations
and the solution method with g-power series in g-Analysis were determined.
Afterwards, in the case of Q(x) = 0, that is, the solution of the non-homogeneous g-
linear differential equation was examined with the parameter change method, which is
one of the solution methods of classical linear differential equations, namely the g-
parameter change method in g-Analysis. In the fourth section, the solution methods of
higher order constant coefficient homogeneous g-linear differential equations are
investigated. One of these methods is the characteristic polynomial conversion
method, which is the solution method of the homogeneous part of the linear differential
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equations with constant coefficients of higher order from classical differential
equations. The other method is the most general nth order g-linear differential equation
mentioned above, in case n=2, the solution is sought with the g-power series examined
in the previous section. In the fifth section, which is the last section, the conclusion, it
is determined which method is more functional as a result of the researches and
examinations and suggestions are presented
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1. GIRIS

Analiz, hesaplamanin esas oldugu matematigin en énemli kolu olmakla beraber limit
kavramu tizerine kurulmustur. Egri, yiizey ve fizik problemlerini biinyesine alarak
geligmistir. Bu tiir konular, 6zel veya farkli deger kiimeleriyle mesgul olan cebir ve
aritmetigin digindaki problemlerdir. Bununla beraber, sonsuz kiimelerin limit
degerlerini kural haline getirme islemlerini ihtiva ederler. Analizin temel kavrami bir
sonsuz dizinin limitidir. Pratikte bir fonksiyonun limiti, 6zellikle tiirev, integral ve

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii seklindeki problemlerde goriiliir.

Modern matematigin etkin bir alan1 olan analiz, matematik kuvvetlerin disiincesi
tizerine kurulmustur. Temel konularindan biri, diferansiyel ve integral hesaptir. Gergel
say1 sistemlerinin en iyi kullanildig1 sonsuz dizi ve seriler, analizin ayrintili caligma

formiillerini ihtiva eder.

Modern matematigin temellerinin Avrupa’da Newton ve Leibniz tarafindan insa
edildigi bilinmesine ragmen bilim adamlarina gore analizin (Calculus) ve diferansiyel
denklemlerin baglangic1 12.yy’a kadar dayanmaktadir. Diferansiyel hesabin kurucusu
Ingiliz matematik¢i Newton 1671 yilinda bazi birinci mertebeden diferansiyel

denklemleri
y' =1-3x+y+x%+xy;
3ax + ay + 3x2 + 3yy' =0

olarak tanimlamistir. Birgcok matematik tarihgesine gore de diferansiyel denklemler
1675°de Gottfried Wilhelm von Leibnitz (1646-1716) yapmis oldugu

1
fxdx = Exz

esitligini yazmasiyla baglamistir. Yaklasik 5 yil sonra 1676 da Leibnitz tarafindan
bagimsiz olarak diferansiyel denklem x ve ynin diferansiyelleri dx ve dy yardimiyla

tanimlamigtir. 1691 yilinda Leibnitz;

dy
Y = XY ()



formundaki bir diferansiyel denklemi dort asamali bir probleme indirgenebilecegini
gostermek icin degiskenlerine ayrilabilme metodunu kullanmistir. Bir yil sonra da

homojen birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini kapali formda vermistir.

Tarihsel siiregte Quantum Calculus baska bir deyisle g —Analiz, soyut ve uygulamali
matematigin bir¢ok alani ile iligskilendirilen ve temeli Euler’e kadar uzanan oldukga

kapsamli bir konudur.

g- Analiz kisaca limitsiz kalkiiliis anlamina gelmektedir.

f () = f(xo) v

Xo
x_xO

ifadesi eger x, x, a yaklasirken (x — x,) limit varsa, bu ifade f(x) fonksiyonunun
x = x, noktasindaki

af

0x
tirevi seklinde tanimlanmistir. Yukaridaki ifade de x = qx, alinir. Burada q #

1 olmalidur.
Jackson’a gore g-tiirev;

f(axo) — f (%)

qXxo — Xo

Dqf(x) =

elde edilir. Bu ifadeye f(x) in g- tiirevi veya f (x) in tiirevinin g- benzeri denir. Dikkat

edilecek olursa,

: _ o flaxe) —f(xo) _0f _
lim Dqf (x) = lim pr— =55 - /®

yani klasik analizdeki tiirevin g-analizde de ayni oldugu goériilmektedir.

Son zamanlarda g-analizin uygulamali matematikle iliskisine olan ¢alismalar bir hayli
artmaktadir. Uygulamali matematigin bir alt dali olan diferansiyel denklemlerin
incelenmesinde de biiyiik rol oynamaktadir. Dolayisiyla bu tezde ozellikle lineer
diferansiyel denklemlerin g-benzeri olan g-lineer diferansiyel denklemleri

incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Analiz ve g-Analiz i¢in Temel Tanimlar

Tamm 2.1. (Diferansiyel):

y = f(x)
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Yani;
dy ,
=1 (21)

olduguna gore, dy diferansiyeli dy = f'(x)dx olarak tanimlanir. Burada dy daima
bagimli degiskendir ve hem x ve hem de dx’e baglidir; x ve dx bagimsiz degiskendir.
Eger f(x) fonksiyonunun tanim araliginda dx e 6zel bir deger verilirse ve x bir 6zel

say1 ise 0 zaman dy nin sayisal degeri tayin edilebilir.
Tamm 2.2. (g-Diferansiyel):

I c R aralig1 xel iken gx € I kosulunu saglamak iizere f, [ araligi iizerinde taniml

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun g-diferansiyeli

def ) = f(gx) — f(x) (2.2)
seklinde tanimlanir (Kac ve Cheung, 2002).
Ornegin; I(x) = x birim fonksiyonunun diferansiyeli;

dgx =qx—x=(q— Dx
olur.
Tamim 2.2.1. (ki Fonksiyonun Carpimnin g-diferansiyeli):
f(x)ve g(x) herhangi iki fonksiyon olmak tizere;

dq(f()g(x)) = f(gx)g(qx) — f(x)g(x) (2.3)

Burada (2.2) ifadesine f(x)g(qx) ifadesini ekleyip ¢ikaralim;

dq(f()g(0)) = flax)glax) — F()g(x) + f(x)g(qx) — f(x)g(qx)



dy(f(x)g(x)) = f(gx)g(gx) — fF(x)g(gx) + fF(x)g(x) + £ (x)g(qx)
dy(f(x)g(x)) = [f(gx) — F()]g(gx) + f(x)[g(gx) — g(x)]
dg(f)g(X) = daf () g(qx) + f(x)dgg (x) (2.4)

elde edilecegi gibi benzer sekilde (2.2) ifadesine f(gx)g(x) ifadesini ekleyip

gikaralim;
dq(f()g(x)) = f(gx)g(qx) — fF(x)g(x) + f(gx)g(x) — f(qx)g(x)
dq(f()g(x)) = f(gx)g(qx) — f(gx)g(x) + f(x)g(x) + f(qx) g (x)
dq(f()g () = [g(gx) — g(If (gx) + g(O[f (gx) — f(x)]
dg(f()9(0) = dgg(Of (@x) + g(x)dgf () (2.5)

sonucuna da ulasabiliriz. Buradan da anlasilacagi gibi iki fonksiyonun ¢arpiminin g-

diferansiyeli klasik analizdeki gibi simetrik degildir.
Tamm 2.3. (Tiirev):

A c R bir aralik, a € A ve f: A = R olarak tanimlanmis bir y = f(x) fonksiyonunu
g0z Oniine alalim. x = a dan itibaren x degiskeninin A x artmasina karsilik y = f(x)
fonksiyonuda A y = f(a +A x) — f(a) artmasini alir. A y ve A x arasindaki

Ay fla+Ax)—f(a)
Ax A x

oraninin, A x — 0 igin bir limiti varsa, bu limite y = f(x) fonksiyonunun x = a

noktasindaki tiirevi denir. Buna gore

F(@) = lim Y =y L0320 /(@
T AXS0A X AXS0 Ax

olur.Eger a +A x = x dersek, buradan A x = x — a; A x = 0 iken x - a olur.

Boylece x = a noktasindaki tiirevi,

f&) - f(@)
T x—a

f'(a) = lim " (2.6)

biciminde de ifade edilebilir.



Tamm 2.4. (q-Tiirev):

I c R araligi xel iken gx € I kosulunu saglamak tizere f, [ araligi tizerinde tanimli

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun g-tiirevi

dqf(x) _ f(gx) — f(x)

dgx qx —x

D,f(x) = x#0 (2.7)

seklinde tanimlanir (Kac ve Cheung, 2002).
f'(0) var ise
D,f(0) = £'(0)
ile tanimlanir. Eger f(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

df (x)
dx

}}E} Dyf(x) =
olur.
Tamm 2.4.1. (iki fonksiyonun Carpiminin g-Tiirevi):

f(x)ve g(x) herhangi iki fonksiyon olmak iizere;

dg[f (1) g(x)]

dgx

Dqlf(x)g(x)] =

Burada (2.5) esitliginden yararlanirsak;

dqf () g(qx) + f(x)dgg(x)
dgx

Dqlf(x)g(x)] =

daf (x)g(qx) + f(x)dqg(x)

Dg[f(x)g(x)] =

(q—Dx
_dgf(x)g(gx)  f(x)dgg(x)
Dglf(x)g(x)] = @ = Dx + = Dx
Dglf(x)g(x)] = Dgf (x)g(qx) + f(x)Dgg(x) (2.8)

elde edilir. Benzer sekilde (2.5) esitliginden yararlanilarak;

dqg(x)f(qx) + g(x)dyf (x)
dgx

Dqlf(x)g(x)] =

dag(x)f(qx) + g(x)dgf (x)
(q—Dx

Dg[f(x)g(x)] =



dag()f(qx) g(x)dgf(x)
(g —Dx (g —Dx

Dylf (x)g ()] = Dag(x)f (gx) + g(x)Dyf (x) (2.9)

Dqlf(x)g(x)] =

elde edilmis olur.
Tamm 2.4.2. (ki Fonksiyonun Béliimiiniin g-Tiirevi):

f(x)ve g(x) herhangi iki fonksiyon olmak iizere;

fx) =f(x)
esitligini ele alalim ve sol tarafi g(x) fonksiyonu ile ¢arpip bolelim.
g)f(x) _
o fx)
her iki tarafin g-tiirevini alalim.
g)f(x).
Dq( g(x) ) - qu(X)
(2.5) esitligini kullanirsak;
fax) fGO\
Dyg(x) (@0 +9(x)D, (ﬁ) = Dqf (x)

bulunur ve buradan;

9(qx)
g(x)

e Dof () = L8 p g o)
g™

f)\  9(qx)D,f (x) — f(gx)Dyg(x)
P (g(x)) - 96)9(qx) (210

elde edilir. Benzer sekilde (2.9) esitligini kullanirsak;

f@) f@)
D, <g(—’;)) 9(ax) + 75049 () = Dyf ()

bulunur ve buradan;

f(x)
5 (f(x)) Dqf (x) — meg(x)
a

90) "~ 9(q%)




D (f(x)> ~9()Dgf (x) = f(x)Dgg(x)
q

90) " 9009(a0) (2.11)

elde edilir.

Burada iki fonksiyonun g-diferansiyeli simetrik olmadigindan fonksiyonlarin ¢arpimi
veya boliimiiniinde g-tiirevleri simetrik degildir. Dolayisiyla hem iki fonksiyonun

carpiminin g-tiirevi hemde boliimiiniin g-tiirevi iki farkli sekilde ifade edilir.
Ormnegin; f(x) = x%, a € Z* ifadesinin g-tiirevini bulalim.

o _ (@0 —x*

Pax = " = Dx
_ x*(q*—1)
(g —Dx
. @-1)
qu = —(q ) X

dir.Boylece yukarida verilen tanima gore;

e aq _

=D [a]x®1 (2.12)

olacaktir.

Dolayisiyla bu ifade x* nin klasik tiirevine benzemektedir. Eger g — 1 igin esitligin

her iki tarafinin limiti alinirsa,

lim Dgx® = lim[a]x*™* a-1

g-1 g-1

= ax

elde edilir.

lim[a] =lim[1+q + ¢+ + - +q¥ ] =a
q~ -

olup,yani [a] Klasik analizde oldugu gibi g-tiirevde de ayni1 rolii oynamaktadir.

Tamm 2.5. :n € Z* olmak {izere

1_ 2 3 n—-1
=1+q+q°+q°+--+q (2.13)



seklinde de ifade edilebilir .

Tamm 2.6. (q-Faktoriyel): n! , - benzeri ise;

1 n =
n! = {[n]. [n—1].[n—2]...[1] n=123,.. } (2.14)
seklindedir(Kac ve Cheung, 2002).
Tanim 2.7. (q-Euler):

e* exponansiyel fonksiyonun g-benzeri

2 )
ef = Zx]—q| (2.15)

i i J 2.1
a — []-]q! x (2.16)
j=0
seklindedir(Kac ve Cheung, 2002).
Ozellik:
e;Ef =1ve ejn = E (2.17)

Tamim 2.8. (g-Trigonometrik Fonksiyonlar):

sinx ve cosx trigonometrik fonksiyonlarin g-benzeri

eix _ e—ix eix + e—ix
singx = 1 57 T ve COSgx = % (2.18)
seklindedir(Kac ve Cheung, 2002). Ayrica
® x2n
Z(—l)” 2nl.] = CoSgX (2.19)
n=0 a
® x2n+1
AN
Z( 1) Zn+ il Singx (2.20)
n=0 a

bi¢ciminde de ifade edilebilmektedir.

Tamim 2.9. (Lineer Operator): (X, [|. [|,) ve (Y, [l |l,) normlu lineer uzaylar1 ayn1 FF

cismi lizerinde verilsinler. T: X — Y operatdrii her x, yeX ve her a, fe F igin



T(ax + By) = aT(x) + BT (y) (2.21)
kosulunu sagliyorsa lineer operator denir.

Tamm 2.10. (g-Taylor): Mertebesi N olan herhangi bir f(x) polinomu ve ¢ herhangi

bir say1 olmak tizere,

c)]

(2.22)

fx) = Z(D’f)( )

g-Taylor formiilii denir(Kac ve Cheung, 2002).
Dof (x) = [n]x™*
D2f(x) = [n][n — 1]x"2
D)f(x) = [nlln—1] ..[n— j + 1]x™/
D}f(1) =[nlln—1] ..[n—j + 1]

olur. Buna gore f(x) in x = 1 noktasina goére g-Taylor formiilii

£ =Z n—1 [n— ]+1](x—1)£

flx) = Zn: m (x— 1) (2.23)
=0

seklindedir.
Tamm.2.11. (Antitiirev):

ftAc R - BcR,y= f(x) fonksiyonu verilsin. Eger her x € A i¢in F’'(x) = f(x)
olacak sekilde bir F = A € R — R fonksiyonu vars F fonksiyonuna f fonksiyonunun

bir antittirevidir denir. Bu tanima gore f fonksiyonun antitiirevi F ise,

ff(x)dx =F(x)+C (2.24)

olacaktir.
Tamim 2.12. (g-Antitiirev):

DgF(x) = f(x) ise F(x)'e f(x)'in q —antitiirevi denir ve



F(x) =J.f(x)dqx (2.25)

bi¢iminde tanimlanir(Kac ve Cheung, 2002).

Tamm 2.13. (integral): [a, b] araliginda bir f (x) fonksiyonu tanimlansin. Verilen her
€ > 0 sayist i¢in ||P|| < § kosulunu saglayan [a,b]’nin her P =

X1, X2, X3, .. , Xn, DOlUNisl Ve ¢, "min[x;_q, x| araligindaki her se¢imi i¢in

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 mevcuttur. J sayisi f’nin [a, b] aralig1 tizerindeki belirli

integrali ve
n
> e,
=1
Riemann toplamlarmin limitidir.
b n
1= [ feodx = lim > fleax, (226)
a k=1

Tamm 2.14. (Jackson Integrali): f(x) herhangi bir keyfi fonksiyon olsun. f(x)’in
g-antitiirevini  elde etmek i¢in M, (F(x)) =F(qx) seklinde tammlanan
M, operatdriinii ele alalim.

F(gx) = F(x)

— 1) (M I)F( ) = ( — Dx

G=Dx =f(x)

Bu sira 6nemlidir. Ciinkii operatorler degismeli degildirler. Buradan g-antitiirevi ;

(1+ My + M+ )
(g —Dx

—F(x)
(@ —Dx

(My —DF(x) = 1+ Mg+ M +--)f(x)

=1+ My +M>+)f(x)

F(x)=(q—-Dx(1+M, + qu + ) f(x)

bi¢imindedir. Sonug olarak,
[ redex =P = (1 = G + axf @0 + axf @0 + )
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[ r@dp=a-ax Y o (o) (2.27)
j=0

bu seriye f(x)’in Jackson integrali denir (Kac ve Cheung, 2002).
Teorem 2.1. (Analizin Temel Teoremi):

Eger f fonksiyonuna [a, b] araligindaki her noktada siirekli ve F, fnin [a, b]

uzerinde ters tiirevi ise,

b
ff(X)dx =F(b) — F(a) (2.28)

dir.
Teorem 2.2. (g-Analizin Temel Teoremi):

Eger DoF (x) = f(x) ve F(x) fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli ise,
b
ff(x)dqx =F(b) — F(a) 0<a<b<on. (2.29)
a

Onerme: Eger x = 0 ‘i bir komsulugunda f’(x) var ve x siirekli ise (f’(x), f(x) ‘in

bilinen tiirevi olmak {izere),

b
[ FPggGIdgx = 18 - (@)

dir.

Ispat: L’Hospital kuralindan yararlanarak,

_ _ flg0) - f(x)
limDqf () = lim =2 =1,
_ i 0@ — 1)
-0 (q—1)
_(q-1)
BCEDR
=£'(0)

dir.

11



Sonug olarak , eger
limD, f (x) = f'(0) = Dqf(0)
x—0
olarak alirsak g-analizin temel teoreminden 6nermenin dogru oldugu goriiliir.

g-integral ve klasik integral arasindaki en biiyiik fark, herhangi bir aralikta
fonksiyonun g-integralini aldigimiz zaman, fonksiyonun x = 0 noktasindaki
durumunu ele almak zorundayiz. Ciinkii Jackson integrali yakinsamasi

icin F (x)’in x = 0 noktasindan stirekli ve

DyF() = f(x)
olmasi1 gerekmektedir.
Tamim 2.15. (Par¢ah g-integrasyon):

f(x)ve g(x) herhangi iki fonksiyon ve bilinen tiirevleri x = 0 noktasinin

komsulugunda tanimli ve x = 0 noktasinda siirekli olsun.

Do(f()g(x)) = £(x) (Dag(x)) + g(q2) (D f(x))
dir.
Klasik  analizde  diferansiyellenebilen  iki  fonksiyonun  ¢arpimi  da
diferansiyellenebilirdir.

Dolayisiyla

Dy(f(x)g(x)),x =0
noktasinin komgulugunda tanimli ve bu noktada siirekli olacaktir. Yukaridaki
onermeden yararlanarak,

b

b
| Pa(r 9@ dgx = [ 1D @dgx + [ 9@0)(Df )dgn

a

b

a

b

b
fb)g) — fla)g(a) = f fx)dqg(x) + f g(qx)dqf (x)

a

b b
[ F@dg@ = r6)90) - F@9(@ - [ g@@0)dr @) (2:30)
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elde edilir. Bu formiile pargali g-integrasyon denir(Kac ve Cheung, 2002).
Tamim 2.16. (gQ-Geometrik Kiime):
Eger A c R kiimesinde her x igin
XEA=>qgx €A
ise A kiimesine g-geometrik kiime denir (Mansour, 2001).

Tamm 2.17. (Kuvvet Serileri):

[00]

Z x—a)f=co+cx—a)+c(x—a)’+ -+ c,(x —a)* + - (2.31)
k=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Burada c; sayilarina serinin katsayilart adi

verilir.
Tamim 2.18. (Lineer Diferansiyel Denklem):

ag,aq,0ay,...,a, Ve fbirA S R kimesinde tanimli ve siirekli fonksiyonlar , 6yle Ki

ao, # 0 olmak iizere n. mertebeden en genel lineer diferansiyel denklem
ao(X)y™(x) + a; ()Y V(%) + -+ ap_1 ()Y’ (x) + ap()y(x) = Q(x) (2.32)
bigimindedir.

Tanmm 2.19. (Lineer Bagimhhik ve Lineer Bagimsizhk):

flffZ'fB' ""fn

fonksiyonlar1 bir A araliginda tanimli herhangi n tane fonksiyon ve ¢y, ¢,, c3, ..., ¢, ler

keyfi sabitler olsun. Eger her xeA igin

c1f1(x) + cof2(x) + -+ cpfa(x) =0 (2.31)

denklemi keyfi sabitlerin en az biri sifirdan farkli oldugunda gercekleniyorsa

fi, f2, f3, -, [ fonksiyonlarina A kiimesi izerinde lineer bagimlidir denir.

Eger  denklem sadece ¢, =c¢c;=c3=:-=c, =0 olmast halinde
saglaniyorsa, fi, f5, f3, ..., fn fonksiyonlarina A kiimesi iizerinde lineer bagimsizdir

denir.

13



Tamm 2.20. (Wronskian): fi, f2, f3, ..., f, fonksiyonlar1 A kiimesi iizerinde taniml

fonksiyonlar olsun.

fix)  falx) fu(x)
Who fo foo f)0) = dec| S 200 B 5
700 7@ AT

ile tanimlanan fonksiyona fi, f5, f5, ..., f fonksiyonlarmin A kiimesi tizerindeki

wronskiani denir.
Tamm 2.21. (g-Tam Diferansiyel Denklem):
M(x,y)dgx + N(x,y)dzy = 0 (2.33)

g-diferansiyel denklemi bir f(x,y) = c¢ fonksiyonunun g-tam diferansiyelini ifade

ediyorsa bu denkleme g-tam diferansiyel denklem denir (Maisir, 2020).
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3. q-LINEERLIK VE ¢-LINEER DiFERANSIYEL DENKLEM

Yq(x) bagiml degisken X bagimsiz degisken olmak iizere n. mertebeden en genel
g-diferansiyel denklemin kapali formu
F(D}y, D} 'y, ... ,D3y,D,y,y) = 0 (3.1)

biciminde yazilabilir. Burada F;  y,D,y,Diy,..,Dfy  argiimanlarimn bir

fonksiyonudur.

D,y,Dly, ..,Dly
esitlikleri;

(3.2)

- dqx) qy: dqxz,---ﬂ qy:dqxn
seklindedir.

Eger bir g-diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve bilinmeyen fonksiyonun var
olan g-tiirevlerine gore birinci dereceden ise bu g-diferansiyel denkleme lineerdir
denir. (2.7) esitliginde verilen ifade, baska bir deyisle;

dqf(x)
dgx

qu(x) =

D, (g-tiirev) operatdrii lineer bir operatdrdiir.
Yani, keyfi a, f € R sabitleri ve f ve g fonksiyonlari igin;

af(gx) + Bg(gx) — af (x) — fg(x)

Dglaf(x) + Bg(x)] = @ = Dx
_af(gx) —af () N Bg(gx) — Bg(x)
(g —Dx (g —1x
_ 4 flgx) —f (x)l 8 lg(qx) —gf(x)
(q—Dx (g —Dx

= aqu(x) + ,BDqg(x)

bigimindedir. Benzer sekilde;



DZf (x) = Dg(Dyf (x))
D3 f(x) = Dg(Dgf (x))
ve genel olarak

dqf (%)

n
dqx

Dgf(x) =
dir. D, gibi DZ, DZ, ... operatérleri de lineerdir. Yukarida verilen (3.1) esitliginin yani;

F(Dg‘y, D3y, ..., Dgy, qu,y) =0

her bagimli degisken ve her n. mertebeden tiirevler birinci dereceden olup aym
zamanda bagimli degiskenler ve tiirevler ¢arpim halinde yer almiyor ise g — lineerlik

sart1 saglanmis olur.

Bu baglamda n. mertebeden en genel g-lineer diferansiyel denklem;
ao()Dgy(x) + a; (x)DG =1y (x) + -+ + a, )y (x) = Q(x) (3.3)

bi¢imindedir.Gorlilmektedir ki denklem yveD,y, Déy, ...,Dc(ln)y tiirevlerine gore
birinci derecedendir. (3.3) denkleminde a; ler ve Q, J S R (J agik, kapali, yar1 agik
olabilir.) araliginda tanimli reel fonksiyonlardir. a;(i = 0,1,2, ..., n) fonksiyonlarina
(3.3) g-lineer diferansiyel denkleminin katsayilar: denir. Bu katsayilarin bazilar1 veya

timi sabit olabilir.
Eger;
i.Q(x) = 0ise bu g-lineer diferansiyel denkleme homojen

ii. Q(x) # 0ise bu g-lineer diferansiyel denkleme homojen olmayan denir.

3.1. Birinci Mertebeden g-Lineer Diferansiyel Denklem
Bu boliimde birinci mertebeden g-lineer diferansiyel denklemlerin sabit katsayili ve

degisken katsayili olmasi durumundaki ¢oztimleri incelenecektir.

3.1.1. Sabit Katsayih Homojen g-Lineer Diferansiyel Denklem
ao(x)Dgy(x) + a;()DG 1y (x) + =+ + an(x)y(x) = Q(x)

g-lineer diferansiyel denklemini ele alalim. Burada a, a4, ..., a,, reel sabit ve Q(x) =

0 olarak alinirsa n.mertebeden homojen sabit katsayili g-lineer diferansiyel denklem
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aoDFy(x) + a;DF 'y(x) + -+ any(x) = 0 (3.4)
bigimindedir.
Birinci mertebeden homojen sabit katsayil1 g-lineer diferansiyel denklem ise
agDgy(x) + a;y(x) =0 (3.5)
bi¢imindedir.
3.1.2. Degisken Katsayih Homojen g-Lineer Diferansiyel Denklem
ao(x)Dgy(x) + a;()DG 1y (x) + =+ + an(x)y(x) = Q(x)

g-lineer diferansiyel denklemini ele alalim. Burada a,, a4, ..., a,, lerden en az biri x’e
bagl degisken ve Q(x) = 0 olarak alinirsa n.mertebeden homojen degisken katsayili

g-lineer diferansiyel denklem
ag(x)DFy(x) + a; ()DG ™y (x) + - + an ()y(x) = 0 (3.6)

bigimindedir. Birinci mertebeden homojen degisken katsayili g-lineer diferansiyel

denklem;
ao(x)Dgy(x) + a(x)y(x) =0 (3.7)

bi¢imindedir.

3.2. Coziim Yontemleri
3.2.1. Homojen Olan g-Lineer Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

3.2.1.1. g-Kuvvet Serileri fle Céziim Yéntemi
Birinci mertebeden g-lineer diferansiyel denklemi standart formda yazalim. Yani ;

Day(x) + P(x)y(x) = Q(x) (3.8)

seklinde de ifade edilebilir. Bu g-lineer diferansiyel denkleminin ¢oziimiini

inceleyelim.
Dgy(x) tiirev operatorii yerine;

y(gx) —y(x)
(@ —Dx

ifadesi yazilirsa;

17



y(gx) — y(x)

@ = Dx + P(x)y(x) =0

gerekli diizenlemeler yapilip,

y(gx) —y(x) + P(x)y(x)(q—Dx =0

bulunur.Buradan

y(gx) = y(x)[1 —p(q — Dx]

esitligi elde edilir.

y() = ) cpx”
n=0

Kuvvet serisini ele alalim. Benzer sekilde g-kuvvet serisi;

o

y(@) = ) e (qx)"

n=0

elde edilir.

y(x) ve y(qx)
Bu iki ifade (3.8) g-lineer diferansiyel denklemde yerine yazilirsa;

b

[o9] o

z cn (g0 = Z cn x"[1—p(q — Dx]

n=0 n=0
elde edilir.
(o]
> e
n=0

ifadesi dagitilirsa;

z cn (@)™ = Z cnx"—pl@g—1) Z cp X"
n=0 n=0 n=0

elde edilmis olur.
S et = et —plg =Y Gt
n=0 n=0 n=0

x™*1 ifadesi x™ yapilmak istenirse;
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(o8] (o)

Z Cn qnxn = z Cn x™ — p(q -1) Z Cn-1 x"
n=1

n=0 n=0

olup, ifadeyi bir terim agtigimiz zaman;

Co +z crnq"x™ = cy +chx" —p(q — 1)2cn_1x"
n=1 n=1 n=1

bulunup gerekli diizenlemeler yapilarak;

Z Cn qnxn = Z xn[cn - Cn—lp(q - 1)]

n=1 n=1

elde edilir.Genel terimleri esit olup ifadeler esitlenirse;

Cnq™ = cp — Cp_1p(q@ — 1)

buradan
__r@-1_
n qn -1 n-1
elde edilir.
Burada n i¢in degerler verirsek;
_ p@—-1)
Ch = —chq
n =1 igin,
oo _Pla-D
1 q-1 0
1
€1 = —PECO
.1
¢1 = (—p) mco
q
n =2 igin,
oo _Pla-1

p(@q—Dplg—1)
-1 qg-1

C = Co
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) = p? (g —1)7° .
? (q—1)(g>—1)°

_ L,@-1D(@-1)
LI P E

2= (P
[T, 2l

n = 3 i¢in,

e _Pla-1)
3 q3_1 2

oo Pla-D p-1°
T (@-1D(@@-D(@-1)"°

(q—1)° .
(a—D(@-1D(g-1)°

(-1 @-1) (q—l)c
(@a-Dg2-1D(¢*-1) °

¢z = (-p)°

¢z = (-p)°

¢z = (-p)° LLLCo
[1]q [2]q [3]q

n =4 igin,

oo _Pa-1

.- _Pla-Dplg-D pa-1D*
@ -D@-D@-D@E@-n"°

¢, = (-p)* (4 — 1) Co
@-D@*-D@-D@*-1)

(-1 (@-1 (g-1) (q—l)c
(@a-D@-D(@-D@*-1"°

¢y = (—p)*

4 1
=P 0y 21, 31, T,

Co

n = 5 i¢in,

oo Pla-1

20



oo _Pa-Dpla-Dplg-1 p*@-1)*
-1 (@ -D@-D@-D@-1"°

(g —-1)° .
(q—1D(g®>—1D(g®—D(g*—-1) °

(@-1)@-1 (-1 (q—1) (q—l)c
(@-D@-D(@-D(*-1)(@-1)"°

s = (—=p)°

¢cs = (—p)°

oo L L 11
[1]q [2]4 [3]4 [4]q [S]q

Co

s = (—p)° L
[114 [2]q [3]q [4]4 [5]q

Co

elde edilir. Devam edilip genellestirirsek,

1
Ch = (_p)n [1]

olur.

¢oztimiinde ¢, yerine yazilirsa;

[0e]

1 o1
Y0 = ) colp) e = ) om (<)
n=0 a n=0 '

olup,buradan ¢6ziim
Ve(X) = Co€yq
seklinde elde edilir.
Ornek 3.1.
Dyy(x) +3y(x) =0

Sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel denkleminde g-tiirev operatorii yerine

yazilirsa ;
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y(gx) — y(x) _
@ = Dx +3y(x) =0
y(gx) —y(x) +3y(x)(@—Dx =0

bulunur.Buradan
y(qx) = y(x)[1—-3(q — Dx]
esitligi elde edilir.
y(x) yerine
Z Cpx™
n=0

seklinde kuvvet serisini ele alalim. Benzer sekilde y(gx) yerine de

[0e]

> en@nn

n=0

g-kuvvet serisini alalim.

y(x) ve y(gx)

Bu iki ifade g-diferansiyel denklemde yerine yazilirsa;

(o] [0e]

D en @)™ = cux™1-3(q— D3]

n=0 n=0

elde edilir.

©o

n=0
ifadesi dagitilirsa;
z Cn (@)™ = Z cnx"—3(q—1) Z Cn X"
n=0 n=0 n=0
elde edilmis olur.
Z c, q"x"™ = Z ¢, x™ —3(q — 1)2 ¢, x™t1
n=0 n=0 n=0

x"™*1 ifadesi x™ yapilmak istenirse;
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(o) (o8]

z Cpq"x™ = Z cpx™—3(q — 1)2 Cpoq X"
n=1

n=0 n=0

olup, ifadeyi bir terim agtigimiz zaman;

Co +chq”x" = Cp +2cnx" —3(q — 1)2cn_1x"
n=1 n=1 n=1

bulunup gerekli diizenlemeler yapilarak;

Z Cnq"x" = z x"[cn — cp-13(q — 1)]

elde edilir.
Genel terimleri esit olup ifadeler esitlenirse;

nq" = Cn — Cn-13(q — 1)
buradan

_ 3(q-1)
Cn = _qn——lcn_l

elde edilir. Burada n i¢in degerler verirsek;

_ 3(g-1)
Cn__qn—_lcn—l
n =1 igin,
oo 3@
1 g—1
1
C1=_3ECO
;1
c1=(=3) mco
q
n =2 igin,
oo 3=

3(—-1D3(@—-1
-1 q-1

Cy = Co
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. 32 (g —1)7 .
2 (q—1(g>—-1)°

(@q-D@-1

=32
2 @-1)q2—1°°

=(—3)%2 ——
SRR TRIR

n = 3 i¢in,

oo 3a-1)
3 q3_1 2

poo 3D 3@-1)*
T @-D(@-D(@-1)"°

(g —1)° .
(a—-D(@-D(@-1)"°

(g—1)(@-1) (q—l)c
@-Dg*-1D(@-1)"°

c3 = (—3)°

c3 = (—3)*

cz = (-3)° LLLCo
[1]q [2]q [3]4

n =4 igin,

oo 3a-1

oo 3-D3@-1D 3F@G-D°
@ -D(@-1D(@@-D(@-1)"°

(g —1)* .
(@a—D(@-1D(@-D(*-1)°

@-1)@-1 (q—1) (g—1) c
(@a—-D(@-D(@@-1(q*-1)"°

¢y = (=3)*

¢y = (—3)*

4 1
= 21, 31, 14,

n = 5 i¢in,

N (C itV
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o 3@-D3@-D3@-D 3(¢-1D*
° ®*-1 (@*-D@-D@-D(@*-1"°

(q—-1)° .
(q—1)(@®>—1)(®—1)(g*—1) °

(-1 (@-1 (gq—1) (g—1) (q—l)c
@-D@-D(@-D(*-1)(@-1)"°

Cs = (_3)5

cs = (=3)°

ool 111
[11q [2]q [314 [414 5] °

o = (38 1 1 1 .
° [1]4 [21q [3]q [4]q [5]4 °
elde edilir.
o = (—3yn 111 1
P [1]q 214 [3]4 4] [5]q  [nlq °
= 1
cn=;(—3x) B
Yq (%) = coeg®*
bulunur.

3.2.1.2. g-integral Carpan Ile Céziim Yoéntemi
Birinci mertebeden g-lineer diferansiyel denklemini (3.8) esitligini yani;

Dgy(x) + P(x)y(x) = Q(x)
bigiminde ifade etmistik. Bu g-lineer diferansiyel denklemini

fp(x)dqx
eq

g-integral carpan1 metodu ile incelemek istersek oncelikle

J p(x)dg,x

integralini hesaplayip (3.8) esitliginde yerine yazilip integral ¢carpani hesaplanir.

Ornek 3.2



Degisken katsayilt homojen g-lineer diferansiyel denklemini ele alalim.
D,y + L. 0
¥y TV =
bi¢imindeki g-lineer diferansiyel denklemi verilsin.

1
e f;dqx
q

biciminde integral ¢arpani ifade edilir.
Buradan;
[
x fa*

ifadesinin g-jackson integralini alirsak;

f%dqx =(1- q)xi q'f(q'x)
i=0
=(1- q)qu"q%c
=(1- q)i 1=
i=0

[
—_ = 0
x da*

oldugu goriilmektedir ve bize herhangi bir sonu¢ sunmamaktadir.

3.2.1.3. g-Tam Diferansiyel Denklem ile Céziim Yéntemi

2.Boliimde (2.33) esitligiyle verilen g-tam diferansiyel denklemi
M(x,y)dgx + N(x,y)dsy = 0

g-diferansiyel denklemi bir f(x,y) = c¢ fonksiyonunun g-tam diferansiyelini ifade
etmeliydi.

O halde f fonksiyonunun g-tam diferansiyeli:

dof (,¥) = M(x,y)dgx + N(x,y)dqy
seklinde olmalidir.
Buradan;
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M(x,y) dox
X,
N(x,y) of (. ¥)
dqy
esitlikleri ortaya ¢ikmaktadir.
g-tam diferansiyel olmasi igin
dzf B dzf

dgxdgy  dgydgx
yani;

Mg, (x,y) = N, (x,¥)
sartlarinin gergeklesmesi gerekir. Sartlar saglandigi takdirde genel ¢oziimii bulmak
i¢in

def (x,y) = M(x,y)dqx
esitliginin her iki tarafinin x’e gore g-jackson integrali
jdqf(x,y) — jM(x,y)dqx =c
ve benzer sekilde
dqf (x,y) = N(x,y)dgy
ifadesinin de her iki tarafinin y’ye gore g-jackson integrali
[aufn = [ MGy =c

alinmalidir.
Bir 6nceki 6rnek 3.2 yi ele alalim. g-tam diferansiyel denklem ile ¢6ziimii inceleyelim.

Verilen g-lineer diferansiyel denklemi;

bi¢ciminde de ifade edilebilir.

Buradan denklem;
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ydgx+xdgy =0

seklinde yazilabilmektedir. Bu denklemin g-tam diferansiyel olup olmadigin1 kontrol
edelim. g-tam diferansiyel denklemi;

M(x,y) =y
N(x,y) =x
olup, buradan;

M(x, — M(x,
My ) = M) MG

_ -y
(@q— 1Dy
_(@—-Dy
(q— Dy

1

[1],

elde edilir. Benzer sekilde;

_N(gx,y) —N(x,y)

Nax (6 ¥) = =0 %
_qx—X
- (q—Dx
_(@-Dx 1
“(q—-Dx [1],

elde edilir. Dolayistiyla esitliklerinden;

1
qu(x,)’) = qu(x,)’) = ﬁ
q

bulunur. Boylelikle g- tam diferansiyel denklem sart1 saglanmaktadir.Simdi ise
ydgx+xdgy =0
g-lineer diferansiyel denkleminin ¢oziimii g-tam diferansiyel ¢6ziim yonteminden elde

edilecektir.

M(x.y)=ﬂ

dqx
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seklinde ifade edilsin. Burada f (x,y) = ¢ bigiminde ¢6ziim arastirilacaktir.
dof (x,y) = M(x,y)dgx

Her iki tarafin x’e gore g-integrali alinirsa ;

[ dorGuyy = [ MGoyddg =

fOuy) = [ydgr =

Jackson integral tanimindan;

flo,y)=01- q)xz q'(q'y)
i=0
fle,y)=(1- q)xz q*ly
i=0

fl,y)=0- q)xyz q?
i=0

f,y)=0A-xy(@® +q*+q*+-)

F@) = (- =]

1-9)
1-—qg?

fx,y) =xyl

1
f(x,y) =X}’W=C
a

elde edilir. Benzer sekilde;

dqf (x,¥) = N(x,y)dqy

Her iki tarafin y’e gore g-integrali alinirsa ;

[ auf) = [ NGuydagy =

ﬂmw=fx%y=c

Jackson integral tanimindan;
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feuy)=Qa- q)yz q'(q'x)
i=0
Fy) ==y ) ¢lx

Fy) = (1= xy ) g

fl,y) =0 -xy(@®+q*+q*+-)

flo,y) =0 -q@xy [1 _1q2]

1—
Fxy) = xy [(1 = ;)]
() =2y o =
fx,y —xy[z]q—c

bulunur. Boylece g-lineer diferansiyel denklemin ¢oziimii:

1
f(x,y) =x3’m=c

seklinde tespit edilmektedir.
Ornek 3.3
Dgy(x) — 2xy(x) =0
Degisken katsayili g-lineer diferansiyel denklemini g-kuvvet serisi ile ¢ozelim.

y(gx) —y(x)
(g —Dx

y(gx) —y(x) —2xy(x)(q — 1x =0

—2xy(x) =0

bulunur.Buradan

y(qx) = y()[1 + 2(q — 1)x?]
esitligi elde edilir.

Kuvvet serisini ele alalim.
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y() = )
n=0

Benzer sekilde;

(0]

y(@) = ) e (@0

n=0
yazilirsa
y(gx) = z Cn (@)™
n=0
elde edilir.

y(x) ve y(qx)

Bu iki ifade denklemde yerine yazilirsa;

(@)™ = ) cux"[1+2(q — Dx?]

elde edilir.

(o]

n=0

Ifadesi dagitilirsa;

Z cn (g™ = Z Cpx"+2(g—1) Z Cp, x™F2
n=0 n=0 n=0

elde edilmis olur.
Z Chq"x" = z chx"+2(g—1) Z Cp x™H2
n=0 n=0 n=0

x™*2 ifadesi x™ yapilmak istenirse;

o o] (o 9]

Z C,q"x™ = Z cnx™+2(q — 1)2 Cp_p X"

n=0 n=0 n=2

olup, ifadeyi bir terim agtigimiz zaman;
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oo ©o co
co+cigqx + Z Chq"x™ =co+cix + Z cpnx™ +2(q — 1)2 Cp_px"
n=2 n=2 n=2

0<g<1
olup ¢; = 0 dur.

Gerekli diizenlemeler yapilarak;

Z Cn qnxn = Z x" [Cn + 2Cn_2(q - 1)]

elde edilir.
Genel terimleri esit olup ifadeler esitlenirse;

cnq" = cn+ 2 2(@— 1)
buradan

_2(¢-1

CTl qn _ 1 CTl—Z
elde edilir.

Burada n i¢in degerler verirsek;

n =2 igin,
_2(q—-1)
1
Cy ZECO
1 1
c;=(2) ﬁco
q
n =3 igin,
_2(q—-1)
C1=O

oldugundan c; = 0 dir.

n =4 igin,
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@-1
¢ =1

C4:2

_2(q-12(g-1)
“T@ D -1 °

(g —1)?
= (2)?
“= O G- D=
(q—1) (@-1)
— 2
“=@ G DD
_ (2)2 1 1
“= 2, T,
n =75 igin,
_2(q-1)
C1 = O
oldugundan
C5 = 0
olur.
n =6 igin,
.= 2(q—-1) c
6 q6 _ 1 4

_2(q-1)2(q-1)2(q—-1)

TE-1@ D o1
_ (q—1)°
o= O D D@D
.3 @1 (@-1) (g—-1)
“= O D D@D
Cr = (2)3LLLC
° [2]q [4], [6]¢ °
1 1 1 1
e = @)

21, (4, 161, [2nl, °
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_(1-4»

[2]4

S (1-9
1-— 4 1-— 2
o= g = g )

[4]4 = [2]4(1 + ¢%)

_(1-q¢9 _(1-9%
1l-¢9 Q-9

[6]; = [2],(1 + q* + q%)

(1+q*+4q%

[6]q

olup,
[2]4[414[6]q -+ [2n]q = [2][2],(1 + @®)[2]4(1 + q* + q*)

seklinde bulunur.

[nlg!=A+A+q+q)~A+q+q*++q")
g-faktoriyel ifadesi olup g? ifadesinin g-benzer faktoriyeli de

[nlgz! =1 +q)A+q*+ gD A +q°+q* + ¢
seklinde elde edilir.Buradan,

[2]4[4]4[6]q -+ [2n]q = [2]g[n] 42!

bulunur. O halde ¢6ziimde yerine yazildiginda

elde edilir. (Diaz ve Teruel, 2005; akt. Aktiirk, 2019)’e gore;

olup y, (x) ¢dziimii



Ya(®) = cele

seklinde bulunur.

3.2.2. Homojen Olmayan g-Lineer Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri
Simdiye kadar birinci mertebeden homojen g-lineer diferansiyel denklemi yani;

ao(x)Dgy(x) + a;(x)y(x) =0
ifadesini ele almistik. Simdi ise homojen olmayan g-lineer diferansiyel denkleminin
yani;
ao(x)Dgy(x) + a1 (x)y(x) = b(x)
ifadesinin ¢oziim yontemini ele alacagiz.

3.2.2.1. g-Parametrelerin Degisimi Metodu
Birinci mertebeden homojen olmayan

Dqay(x) + py(x) = b(x)

g-lineer diferansiyel denklemini ele alalim. Bu g-lineer diferansiyel denklemin
homojen kismin ¢oziimiinii bir onceki kisimda cesitli ¢oziim yontemleri ile ele
almigtik. Burada ise homojen kismin ¢éziimiinden yararlanarak 6zel ¢6ziim bulmaya
calisacagiz.Oncelikle bir onceki yontemlerden biliyoruz ki verilen g-lineer
diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢6ziimii;

Vo (X) = ceg"

seklinde elde edilmisti. Burada
th (x)

homojen kismin ¢6ziimiinii ifade etmektedir. Homojen olmayan kismin ¢éziimiini

yani 6zel ¢6ziimii ise
Va5 (%)
seklinde ifade edilecektir.
Vg, (X) = c(x)e, ™"

seklinde ¢6ziim arayalim.
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Dqy(x) + py(x) = b(x)
Sabit katsayili homojen olmayan g-lineer diferansiyel denkleminde
Yo, (¥) = c(x)eg™”
ifadesi yerine yazilirsa;
Do(c(e™) + p(c()e;™) = b(x)
c(x)Dge, " + e P Dyc(x) + pe(x)e,” = b(x)
—pc(xX)Dges P + e, P Dyc(x) + pe(x)e,” = b(x)
eg" Dyc(x) = b(x)
olarak bulunur. Burada (2.17) esitligi kullanilirsa yani:
ejEf =1ve e = Ef
Yani efe, % = 1 esitligi elde edilir.
Dyc(x) = bef;?f
buradan her iki tarafin 0 dan x’e g-integrali alinirsa;

X

X
Jch(u)dqu = jbequdqu
0

p
0
seklinde olup

q-

X
c(x)=c(0)=b j ePdd,u
0

1 1
c(x) —c(0) = b(; e;’fl - 563—1)
1 1
c(x) = c(0) + b(ge;’i = 5)
verilen esitligi
Vo, (1) = c(x)eg™”

yerine yazarsak;
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Vs () = [C(O) +b (% el — 5)] e;P*

1
— —px -px
y%(x) = c(O)eq +£—56’q

seklinde ¢6ziim bulunmus olur.
Ornek 3.4:
Dyy—4y =28
Homojen olmayan g-lineer diferansiyel denklemin ¢6ztiimiinii arastiralim.
Burada 6ncelikle homojen kismin ¢éziimiinii;
D,y—4y =20
Yq(x) = coeq”

Seklinde oldugu bir 6nceki esitlikteki ¢oziim yonteminden Kolayca goriiliir.Simdi
homojen olmayan kismin ¢6ziimiinii bulalim. g-Parametrelerin degisimi metodu

kullanilirsa;
Dy(co(x)ed*) — 4co(x)ed* =

co(x)Dgeg* + egqx Dyco(x) — 4co(x)eg* =

4eo(x)eg* — 4co(x)eg™ + egquqco (x)=8
e Dyco(x) =8
Dgco(x) = Seq_iqx
0 dan x’e integral alalim.

X X

fcho(u)dqu = 8fe;flqudqu
0 0
X
co(x) = c(0) + 8 f e;ffudq t
0

_ 1 _squp*
co(x) = c(0) + 8(_Zeq—1 0)

co(x) = ¢o(0) — 2(9;f1clx - 93—1)
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Yq(x) = co(x)eg”
denklemde tekrar yerine yazarsak;

¥q(x) = ¢o(0)eg* — Ze{;xe;_‘lfx + 2e3*
Vg(X) = co(0)eg* + 2e5* — 2

seklinde ¢6ztim bulunur.
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4. YUKSEK MERTEBEDEN q-LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM

Bu boliimde sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel denklemlerin genel teorisi ve

uygulamalar1 incelenecektir.

4.1. Ikinci Mertebeden Sabit Katsayih Homojen g-Lineer Diferansiyel Denklem
agDgy () + a; D~ y(x) + - + any(x) = Q(x)

Sabit katsayili n.mertebeden g-lineer diferansiyel denklemini ele alalim.
Buradan n = 2 i¢in
2.mertebeden sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel denklem;

aoDZy + a1Dgy + a;y =0 (4.1)
bi¢cimindedir. Benzer sekilde n = 3 i¢in
3. mertebeden sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel denklem;

aoD}y + a,Dly + a;Dgy + azy = 0

seklinde ifade edilebilmektedir.
Burada oncelikle bazi tanim ve teoremlere yer verecegiz.

Tamim 4.1. (g-Wronskian): y;, v, Vs, ...,y fonksiyonlar1 A g-geometrik kiimesi

tizerinde taniml1 fonksiyonlar olsun.

Y1) y2(x) ™ \
%(yl,yz,yg,...,yn)(x)=det qul(X) quZ(x) qun(x)
DI Py (x) DI Vyy(x) o+ DI Vya(x)

ile tanimlanan fonksiyona y,,y,,ys, ..., ¥, fonksiyonlarinin A g-geometrik kiimesi

tizerindeki g-wronskiani denir.

Teorem4.1: y;,v,,¥s, ..., ¥ fonksiyonlart homojen g-lineer diferansiyel denkleminin
n tane ¢oztiimii olsun. Bu durumda y,,y,, y3, ..., ¥, fonksiyonlarinin lineer bagimsiz

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x igin



Wa(r1, Y2, Y35 s Yn) # 0 (4.3)
olmasidir.

Teorem4.2: y,,v,, Vs, ..., ¥y fonksiyonlart homojen g-lineer diferansiyel denkleminin
lineer bagimsiz n tane ¢oziimleri olsun. Bu durumda ¢4, ¢y, c3, ..., ¢, keyfi sabitler

olmak iizere
V(X)) = c1y1 + ¥z + C3y3 + -+ (4.4)
fonksiyonu n. mertebeden g-lineer difernasiyel denklemin genel ¢6ziimiidiir.

n =2 ve daha yiiksek mertebeli sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimiinii Klasik diferansiyel denklemlerde oldugu gibi arayalim.
Yani A bir parametre olmak iizere y, (x) = e, (Ax) olacak sekilde bir ¢6ziim 6nerirsek;

Dyy(x) = Aeq(Ax)

Diy(x) = A%e,4(Ax)

Diy(x) = A"eq(Ax)
elde edilir.Burada e* = e, (Ax). Bu degerler denklemde yerlerine yazalirsa;

apAeq(Ax) + -+ + an_1deq(Ax) + aze,(Ax) = 0
Dolayisiyla
eq(Ax)[apA™ + -+ an_1A+ay] =0
elde ederiz. e, (Ax) # 0 oldugundan
l[ag+ - +a,_1A+a,] =0

olmalidir. Bunun anlami denklemin bir kokii 4 ise y,(x) = e;(4x) fonksiyonu

denkleminin bir ¢oztimiidiir.
Tanim 4.2:
[agA™ + -+ a1+ a,] =0 (4.5)

A bilinmeyenli n. dereceden cebirsel denklemine karsilik gelen karakteristik denklem

denir.

Sonug olarak;
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aoDy(x) + a;DF~ly(x) + -+ any(x) =0

n.mertebeden sabit katsayili homojen g-lineer diferansiyel denkleminin karakteristik

denklemi;
[agA™ + -+ a,_1A+a,] =0
biciminde ifade edilir.
Eger
aoDFy(x) + a; D3~ ly(x) + -+ any(x) =0

denklemin genel ¢oziimiine ulagmak istiyorsak, n tane lineer bagimsiz ¢oziimiine

ulagmaliy1z.
Bunun i¢in asagida verilen karakteristik denklemin kokleri incelenmelidir.
[apA™ + -+ ap_1A+a,] =0
Bu denklemin kokleri igin asagidakiler sdylenebilir.
I.  Koklerin hepsi birbirinden farkli olabilir.
ii.  Koklerin bir kismi1 ya da tamami1 karmagik olabilir.
iii. Koklerin bir kismi ya da tamamu esit olabilir.

Bu calismada i. ve ii. durumlar1 incelenecektir. Oncelikle kdklerin hepsinin birbirinden

farkli olmas1 durumunda;
aoDFy(x) + a; Dy~ ty(x) + -+ any(x) =0

1, Cy, ..., C, kKeyfi sabitler olmak tizere denkleminin genel ¢oziimii,

Vq(x) = c1e4(Ax) + cze4(Ax) + -+ + cpeq(Ax)
seklindedir.
Ornek 4.1:

Diy —4Dgy + 3y =0
2.mertebeden homojen sabit katsayili g-lineer diferansiyel denkleminin ¢oziimiini
bulalim.
Verilen denklemin karakteristik denklemini y = e, (4x) olacak sekilde ;
eq(Ax)[A> =42 +3] =0
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[A2—42+3]=0
bulunur. Buradan koklerin; A, = 1 ve 1, = 3 oldugu kolayca goriilmektedir.

denkleminin coziimleri ise; y,,(x) = eq(x) ve y,,(x) = e;(3x) seklindedir. Bu

¢oziimler;

eq(x) eq(3x)
eq(x) 3eq(x)

a= = e4(x)3eq(x) — eq(x)e,(3x) # 0

olup lineer bagimsizdir.
O halde genel ¢6ziim

Vq(x) = creq(x) + c2e4(3x)
dir.
Ornek 4.2:

Diy+y=0

2.mertebeden homojen sabit katsayili g-lineer diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii
bulalim.

Burada verilen denklemin ¢6ziimiinii bir 6énceki boliim olan birinci mertebeden g-
lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemlerinden biri olan kuvvet serilerinden
yararlanarak ¢ézelim. Oncelikle g-tiirev operatoriinden yararlanarak D7y nin esitligini

bulalim.

D2y = y(g*x) + qy(x) — (1 + @)y (gx)
! q(q — 1)%x?

seklindedir. Denklemde yerine yazilirsa;

y(@*x) + qy(x) — (1 + @)y (qx)
q(q — 1)%x?

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

+y(x)=0

y(q*x) + qy(x) — (1 + @)y(gx) + q(g — D*x*y(x) = 0

dir.
YO0 = D enx"y(@n) = ) 6 (@)@ = ) 6 (@)
n=0 n=0 n=0
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ifadeleri denklemde yerine yazilirsa

N N (q — 1)
n _— n
;C”x ) ;C"‘Zx (@ = D@D

g—1 qg-1
Cn—zqn__l'qn—l__l

Cp =
esitlikleri elde edilir. Burada c, # Ovec; #0 olmak {izere n > 2 degerleri
verildiginde goriilecektir ki

x2n

Con = Co ;(—1)71 [Zn]q!

ve
i x2n+1
Con+1 = €1 z =" Znt 1],
n=0
esitlikleri bulunur. g-trigonometrik fonksiyonlardan da bildigimiz tizere bu ifadeler

x2n

;(—1)” Zn],] = COSyX

2n+1

X
(- ———— = sin x
; [2n +1],! a

esittir. Buradan verilen denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri cos,x ve singx seklide

olup genel ¢6ziim
Vq(x) = cocosgx + cysingx
bigimindedir. Ayni1 6rnegi bagka yontem olan karakteristik denklem ile ¢ozersek eger;
Diy+y=0
denkleminin karakteristik polinomu
[22+1]=0
bulunur. Buradan koklerin; A, =i ve 4, = —i oldugu kolayca goriilmektedir.

Denkleminin ¢oziimleri ise; y, 1 (x) = cosq(x) Ve y,,(x) = sing(x) seklindedir.
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Ornek 4.3:
Diy+ Dy —4D,y —4y =0

3.mertebeden homojen sabit katsayili g-lineer diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii

bulalim.
Verilen denklemin karakteristik denklemini y = e, (4x) olacak sekilde ;
eq(A0)[A> + 2> —421—-4] =0
ABP+212—-41—-4]=0

bulunur. Buradan koklerin, A, =—1, 4, =2, 13 =—-2 oldugu Kkolayca

goriilmektedir.
Denkleminin ¢oziimleri ise;
Va1(x) = eq(=x) ve y,,(x) = e4(2x) y,3(x) = eq(—2x)eklindedir.
Bu ¢oziimler;
W, #0

olup lineer bagimsizdir.
O halde genel ¢6ziim

Vq(x) = creq(—x) + ce4(2x) + c3e4(—2x)

dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismamizda lineer diferansiyel denklemleri g-analiz baglaminda g-lineer
diferansiyel denklemler seklinde ele aldik. Burada g-lineerlik sartlar1 belirlenmis ve

saglanmis olup g-lineer diferansiyel denklemin genel ifadesi tanimlanmaistir.

Oncelikle birinci mertebeden sabit katsayili ve degisken katsayili homojen g-lineer
diferansiyel denklemler incelenmistir. Verilen érneklerde de goriildiigi tizere Klasik
diferansiyel denklemlerin alt basligi olan birinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerin bir ¢6ziim yontemi olan integral ¢arpani metodu bize pratik ¢6ziim
sundugu gorilmiistir. Ancak bu metodu birinci mertebeden g-lineer diferansiyel
denklemlerde g-integral ¢arpani yontemi ile uyguladigimizda bize sonug vermedigi
goriilmistiir. Fakat bir baska yontem olan g-tam diferansiyel denklem ile ¢6ziim
arandiginda ve gerekli baslangi¢ deger kosullar1 verildiginde istenilen ¢éziim elde

edilmistir.

Yine ayni sekilde 3.yontem olan ve genel ¢6ziim yontemi olan g-kuvvet serileri ile
¢oziim yapildiginda Klasik lineer diferansiyel denklem ile ¢oziimiin ortiistigi

gorilmiistiir.

Benzer sekilde iki ve daha yiiksek mertebeden sabit katsayili g-lineer diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii incelenmis olup normal lineer diferansiyel denklemlerin
¢ozimiinde uygulanan Kkarakteristik polinoma doniistiriiliip bulunan ¢éztimlerin g-

lineer diferansiyel denklemlerde de incelenmis ve saglandigi goriilmiistiir.

Bu yontemin sabit katsayili g-lineer diferansiyel denklemin yiiksek mertebeden

homojen kisminin ¢6ziimiiniin bulunmasinda pratik bir yontem oldugu asikardir.
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