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OZET

GL;,,-(111) Siiper Grubunun Diferansiyel Geometrisi
[lknur TEMLI

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danigsman: Prof. Dr. Salih CELIK

Bu calismada, iki rankli ikisi ¢ift ve ikisi tek elemandan olusan 2 x 2 siiper
matrislerin bir grubu olan GL(1|1) matris siiper grubunun iki parametreli standart

olmayan deformasyonu iizerine degismeli olmayan bir geometri kurulacaktir.

Bir cebirsel veya geometrik yapinin bir parametreyle siirekli bozulmasi iglemine
yapinin deformasyonu denilmektedir. Ortaya cikan yeni yapilara "kuantum yapilar"
diyoruz. Kuantum diferansiyel geometri, klasik diferansiyel geometrideki bir¢ok
yapiy1 cebirsel olarak degerlendirip onlarin deforme edilmesini amaglar. Burada
amag, deformasyon parametresinin bazi 6zel deger(ler)i i¢in klasige donmektir.
Bu baglamda kuantum yapilarin, klasik yapilarin bir genellestirilmesi oldugu
diisiiniilebilir. Dolayisiyla, klasige gore cok daha karigik yapilar meydana gelir.
Durum, siiper yapilar klasik yapilara bazi eklemelerle elde edildiginden -ki deforme

edilmemis halde bile- siiphesiz daha karmagik hale gelmektedir.

GL(1]1) matris siiper grubunun GLpj (1]1) ile gosterilen standart olmayan
(h, h')-deformasyonunun koordinat cebiri olan O(GLy,/(1]1)) cebiri bir Hopf
siper cebiridir. Bu tez iki kisimdan olusmaktadir. 1k kisimda, O(GLj 5 (1]1))
Hopf siiper cebiri iizerine bir ikili-kovaryant diferansiyel hesap kurulacaktir. Tkinci
kisimda ise bu diferansiyel hesaba, siiper i¢ tiirevler ve siiper Lie tiirevler eklenerek
cok daha genis bir diferansiyel hesap elde edilecektir. Bu hesaba Cartan hesab1
denilmektedir.

Standart deformasyonda, birinci mertebe diferansiyel hesap icin cebirin

jeneratorlerine etki eden bir ¢ cebir homomorfizmi mevcuttur.  Bu tezde,
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standart olmayan (h,h')-deformasyonda da cebirin jeneratorlerine etki eden
Zo-dereceli bir o : O(GLpun(1]1)) — M4(O(GLp(1]1))) meveut oldugu
gosterilmektedir. Bu siiper cebir homomorfizmi, siiper cebirin jeneratorlerinin
4 x 4-tipindeki temsillerinin bulunmasini ve ortaya c¢ikan biitiin komutasyon
bagintilarinin kompakt formda ifade edilmesini saglamasi agisindan oldukc¢a
onemlidir. Ayrica O(GLy, s (1]1)) cebiri iizerine yiiksek mertebe diferansiyel hesap
kurulurken ortaya ¢ikacak olan Cartan-Maurer 1-formlarimi iceren bagintilarda
mevcuttur. Bu bagintilar ise cebirin jeneratorleri iizerine etki eden bir o cebir
homomorfizmi ile kompakt formda ifade edilebilecektir. Bu i cebir homomorfizmi
de son derece onemli olup, genisletilmis diferansiyel hesabin bilesenleri ile olan

bagintilar1 kompakt formda ifade edebilmemize imkan taniyacaktir.

Anahtar Kelimeler: Ah-deforme siiper uzaylar, ikili-kovaryant diferansiyel hesap,
Cartan-Maurer 1-formlar, hA-deforme Lie siiper cebirleri, siiper Cartan hesabi.
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ABSTRACT

The Differential Geometry of The Supergroup
GL - (111)

[lknur TEMLI

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Salih CELIK

In this study, a non-commutative geometry will be constructed on the two-parameter
non-standard deformation of the matrix supergroup GL(1|1), which is a group of

2 % 2 supermatrices of rank two, two even and two odd elements.

The process of continuous distorting an algebraic or geometric structure with a
parameter is called deformation of the structure. In this case, we call the new
structures that emerge "quantum structures”. Quantum differential geometry aims
to algebraically evaluate and deform many structures from classical differential
geometry. The aim here is to return to classical for certain special value(s) of the
deformation parameter. In this context, quantum structures can be considered as a
generalization of classical structures. Therefore, much more complicated structures
are formed compared to classical ones. Since superstructures are formed by adding
to classical structures, the situation inevitably becomes much more complex, even

in the undeformed state.

The coordinate algebra of the non-standart (h,h')-deformation GLy 4 (1]1) the
matrix supergroup GL(1|1), denoted by O(GLy, ;/(1|1)), is a Hopf superalgebra.
This thesis consists of two parts. In the first part, a bicovariant differential calculus
will be constructed on the Hopf superalgebra O(GLy, 5/(1]1)). In the second part,
super inner derivatives and super Lie derivatives will be added to this differential
calculus to obtain a extended differential calculus. This calculus is called the Cartan

calculus.
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In the standard deformation, there exists an algebra homomorphism ¢ acting on the
generators of the algebra for first-order differential calculus. In this thesis, we show
that there exists a Zy-degree o : O(GLy 1/ (1|1)) — My(O(GLp 4 (1]1))) acting
on the generators of the algebra in the non-standard (h, h')-deformation as well.
This superalgebra homomorphism is extremely important in that it allows finding
4 x 4-type representations of the generators of the superalgebra and expressing
all the resulting commutation relations in compact form. There are also relations
containing Cartan-Maurer 1-forms that will arise when higher-order differential
calculus is constructed on the algebra O(GLy/(1|1)). These relations can be
expressed in compact form by an algebra homomorphism p acting on the generators
of the algebra. This algebra homomorphism p is also extremely important and will
allow us to express the relations with the components of the extended differential

calculus in compact form.

Keywords: h-deformed superspaces, bicovariant differential calculus,

Cartan-Maurer 1-forms, h-deformed Lie superalgebra, super Cartan calculus.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Deformasyon teori, genellikle degismeli cebirsel ve geometrik yapilari ele alarak bir
parametre yardimiyla degismeli olmayan hale getirmeyi amaclamaktadir. Kuantum
diferansiyel geometri, klasik diferansiyel geometride ki bir¢ok yapiy1 cebirsel
olarak yorumlamakta ve o yapilar1 deforme ederek daha genel geometrik yapilara
doniigtiirmektedir. Bu gercek, matematikte ve matematiksel fizikte cok Onemli
uygulama alanlar1 bulmaktadir. Kuantum siiper geometri ise siiper manifoldlar
genellestirerek, ozellikle siiper simetri, kuantum siiper alan teori ve yiiksek siiper
simetrik cebirsel yapilar gibi bir¢ok sistemler i¢in son derece énemlidir. Ayrica,
siiper simetrik genislemelerin teorisi ve genellestirilmis kuantum mekanik gibi

alanlarda da kullanigh olabilir.

Degismeli olmayan geometriyi sekillendiren temel yapi, bir asosyatif cebir iizerine
kurulan diferansiyel hesaptir. Degismeli olmayan geometri [1], klasik gruplarin
ve degismeli cebirlerin, degismeli olmayan geometrisi icin somut Srnekler teskil

etmektedir.

Klasik yapilarin iki tiirlii deformasyonu mevcuttur: Bulardan birincisi, standart
deformasyon veya g-deformasyon, ve ikincisi, standart olmayan deformasyon veya
h-deformasyondur. h-deformasyona bazen Jordanian deformasyon denilmektedir.
Bu iki deformasyon tiirii arasinda bir baglilik s6z konusudur. Daha da ilging¢ olani,
genellikle standart deformasyonda ¢ = 1 limitinde klasige doniiliirken, standart
olmayan deformasyonda ise, A = 0 limitinde klasige doniiliir. Ancak vurgulanmasi
gereken bir nokta sudur ki, cogunlukla siiper yapilarin h-deformasyonunda A nin
karesi sifirdir. Dolayisiyla standart deformasyonda ¢ sifirdan farkli bir kompleks
say1 iken standart olmayan deformasyonda cogunlukla h, bir Grassmann say1
gibi davrandi@indan siiper yapilarin tekabiil eden jeneratorleri ile anti-komutasyon

iligkilerine girerek sanki yapinin bir elemaniymis gibi davranabilmektedir.



Normal yapilarda (Z,-dereceli yapilarda) jeneratorlerin derecesi sifir oldugundan,
onlara cift jeneratorler denilmektedir ve klasik durumda komutatiftirler. Siiper
yapilarda ise, iki tiir jenerator bulunmaktadir. Bunlar "tek" ve "cift" jeneratorler
olarak adlandirilir (6rnegin, fizikte cift jeneratorlere bozonlar ve tek jeneratorlere

fermiyonlar denilmektedir).

n-boyutlu bir uzay iizerindeki fonksiyonlarin cebirinin bir g-deformasyonu ve
dolayisiyla bu uzaya etki eden genel lineer grubun g-deformasyonu [2]] de ve
(m~+n)-boyutlu bir siiper uzayin g-deformasyonu ve bu siiper uzaya etki eden genel
lineer siiper grubun da g-deformasyonu [3] de Manin tarafindan takdim edilmistir.
Bunlar ve daha genel deforme edilmis cebirsel yapilar i¢in iki tiir diferansiyel hesap

gelistirilmistir:

(1) Wess-Zumino yaklasimi: Matematiksel acidan kuantum (siiper) gruplara, Lie
(stiper) gruplarinin deformasyonu olarak bakilmaktadir. Wess ve Zumino [4], bir
kuantum uzay [2] tizerine degismeli olmayan bir diferansiyel hesap olustururlarken,
uzay iizerine grubun etkisini kullanmiglardir. Daha sonra kuantum (siiper) uzaylar

tizerine baz1 diferansiyel hesaplar, bircok yazar tarafindan gelistirilmistir [} 6]].

(2) Woronowicz yaklasimi: Woronowicz [7, 8], kuantum matris gruplari iizerine
degismeli olmayan bir diferansiyel hesap kurmak icin, onun Hopf cebir yapisindan
faydalanarak, sag-, sol- ve ikili-kovaryanthik tanimlarim gelistirmigstir. Bu teknik
kullanilarak, hem kuantum uzaylar [9] ve onlara etki eden kuantum gruplar [10] ve
hem de kuantum siiper uzaylar [11-13] ve onlara etki eden kuantum siiper gruplar

[14,|15]] tizerine bir ¢ok caligma yapilmigtir.

Standart olmayan deformasyonlar (h-deformasyon) iizerine yapilmis cok fazla
caligma bulunmamaktadir. GL(n) nin standart olmayan deformasyonu Demidov
ve arkadaglar1 tarafindan verilmistir [16]. Aghamuhammadi ve arkadaglar1 [[17]]
g-deforme diizleminden h-deforme diizleme ge¢mek i¢in ¢ — 1 limitinde mevcut
olmayan bir g matrisi kullanmiglar ve elde ettikleri bu h-deforme diizlem iizerine bir
diferansiyel hesab1 Wess-Zumino yaklasimini kullanarak gelistirmiglerdir. Burada

ortaya ¢ikan yeni h-deformasyon parametresi sifirdan farkli bir kompleks sayidir.

Siiper diizleminin tek parametreli standart olmayan deformasyonu ve dolayisiyla
GL(1]1) stiper grubunun tek parametreli standart olmayan deformasyonu, [17] de
verilen biiziilme tasvirinin siiper versiyonu kullanilarak Dabrowski ve Parashar
[18] tarafindan yapilmistir. Burada ortaya cikan yeni deformasyon parametresi
(yani h) bir tek elemandir. Dolayisiyla, bu yeni deformasyon parametresinin
hem karesi sifirdir ve hem de cebirin "tek" jeneratorleriyle anti-komutatiftir.

GL(1]1) siiper grubunun iki parametreli standart olmayan deformasyonu, uygun bir
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biiziilme tasviri tanimlanarak Celik [[19] tarafindan yapilmistir. Bu yeni kuantum
siper grup GLj v (1|1) ile gosterilmisti. Bu siiper grubun O(GLy 5 (1]1)) ile
gosterilen koordinat cebiri bir Hopf siiper cebiridir. Celik bu ¢alismada, standart
olmayan kuantum siiper diizlem {iizerine bir de iki parametreli diferansiyel hesap
gelistirmisti.  Daha sonra, bu calismadan bagimsiz bir calismada, Celik ve
arkadaglar1 [20]], h-deforme siiper diizlem iizerine bir biiziilme kullanarak bir
hesap gelistirmistir. Bu hesabin iki parametreli versiyonu Celik S. ve Celik
S.A [21] tarafindan yapilmigtir. (2 + 1)- ve (1 + 2)- boyutlu uzaylarin iki
parametreli standart olmayan deformasyonlar1 Celik [22] tarafindan tanimlanmis
ve bu uzaylarin simetri gruplart da bulunmustur. Cok ilginctir ki, iki parametreli
standart olmayan deformasyonda da her iki deformasyon parametresi tek elemanlar

gibi davranmaktadir.

Kuantum Cartan hesabi iizerine literatiirde cok az sayida caligma bulunmaktadir.
Kuantum Lie cebirleri iizerine Cartan hesap [23] de ve quantum gruplar iizerine
Cartan hesap ise [24] de verilmistir. Bu ¢alisma kullanilarak kuantum uzay iizerine
Cartan hesab1 [25] de gelistirilmistir. Kuantum siiper Cartan hesab1 ise Celik
tarafindan [26] da takdim edilmisgtir. Cg'l cebiri lizerine kurulan Cartan hesabi [27]],
literatiirdeki son ¢alismadir. h-deforme yapilar iizerine genisletilmis diferansiyel
hesabin yapildig1 tek calisma Celik tarafindan [28]] de verilmistir. Bu ¢alismada
gosterilmistir ki, g-deformasyondan h-deformasyona biiziilme yoluyla gecgilmesi

nedeniyle, h-deformasyonda Lie tiirevleri ile kismi tiirevler ¢akigmaktadir.

1.2 Hipotez ve Tezin Yapisi

GLj, 1 (1]1) kuantum siiper grubu tizerindeki fonksiyonlarin cebiri bir Hopf stiper
cebir yapisina sahiptir. Dolayisiyla, O(GLy, 5/(1|1)) Hopf stiper cebiri iizerine, bir
genigletilmis diferansiyel hesap gelistirilebilir. Bu tez, O(GLy, /(1|1)) Hopf siiper
cebiri lizerine bir diferansiyel hesap kurduktan sonra, bu diferansiyel hesaba siiper
i¢ tiirevler ve siiper Lie tiirevlerini ekleyerek bir genisletilmis diferansiyel hesap

kurmay1 amag¢lamaktadir.

Bu tez, altt bolimden olugmaktadir. Boliim 2’de konu biitiinliigiinii saglamak
adina siiper yapilar hakkinda temel bilgilerden bahsedilecektir. Bolim 3’de ise
O(GLp, 4 (1]1)) Hopf siiper cebiri tanitilacaktir. Tezin orjinal kisimlar1 B6liim 4’ten
baglamaktadir.

Boluim 4’te, O(GLj/(1]1)) Hopf siiper cebiri iizerine bir ikili-kovaryant

diferansiyel hesap kurulacaktir. Bu, asagidaki adimlar ile gerceklestirilecektir:



* Ilk adim olarak, O(GLy, v (1|1)) Hopf siiper cebiri iizerine birinci mertebeden
diferansiyel hesabi kurumakla bashyoruz. Bu diferasniyel hesap cebirin
jeneratorlerinin onlarin birinci mertebeden diferansiyelleri (1-formlari) ile
arasindaki komutasyon bagintilarini bulmay1 hedefler. Bunu gerceklestirmek

icin O(GLy, 5 (1]1)) Hopf siiper cebiri tizerindeki ko-¢carpmayi kullaniyoruz.

e Ikinci adim olarak, O(GLy 4/ (1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorleri ve
onlarin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagmtilarim1 kapali formda
ifade edebilmemize imkan veren bir o lineer tasviri tanimliyoruz. Ve
bu tasvirin bir cebir homomorfizmi oldugunu gdésteriyoruz. Bu tasvir,
O(GLy, 4 (1]1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorlerinin 4 x 4-tipindeki matris

temsillerini bulmamizi saglar.

« Ugiincii adimda, O(GLy, 4/ (1]1)) Hopf siiper cebiri iizerine ikinci mertebeden

bir diferansiyel hesap kuruyoruz. Bu hesab1 birinci adimdan elde ediyoruz.

* Sonraki adim, cebirin jeneratorlerine tekabiil eden kismi tiirevlerle ilgili
bagintilarin bulunmasini talep eder. O(GLy, /(1]1)) Hopf siiper cebirinin
jeneratorleri ile onlara tekabul eden kismi tiirevleri arasindaki komutasyon
bagintilarin1 bulup, daha 6nce tanimlanan o lineer tasviri yardimiyla ifade
ediyoruz. Sonrasinda, kismi tiirevlerin kendi arasindaki bagintilarim1 da dig

tiirevin karesinin sifir olmasi gercegiyle elde ediyoruz.

* O(GLp/(1]1)) Hopf siiper cebiri iizerinde tanimlanan vektor alanlarmin
Lie cebir yapis1 Cartan-Maurer 1-formlarini talep etmektedir. Bunun icin
once, Q(O(GLp 4/ (1]1))) diferansiyel cebiri iizerinde sag- ve sol-invaryant
Cartan-Maurer 1-formlarin1 tammmliyoruz ve ilgili komutasyon bagintilarini
elde ediyoruz. Bu bagmntilart O(GLy, 5/(1]|1)) Hopf stiper cebiri iizerinde
tanimlanan bir g cebir homomorfizmi ile kompakt formda yaziyoruz. Bu
tasvir de O(GLy, »/(1]1)) Hopf siiper cebirinin jeneratdrlerinin 4 x 4-tipindeki

matris temsillerini bulmamiza imkan verir.

* Onceki adimda elde edilen bazi1 yapilari kullamlarak, O(GLy, /(1[1)) Hopf
stiper cebirinin Lie siiper vektor alanlarinin bir Lie cebir yapisina sahip

oldugunu gosteriyoruz ve yapi sabitlerini buluyoruz.

Boliim 5’te, onceki boliimde kurulan diferansiyel hesab, siiper i¢ tiirevler ve siiper
Lie tiirevleri ekleyerek genisletiyoruz. Bu hesap literatiirde Cartan hesab1 olarak

bilinmektedir. Islem adimlar1 asagida siralanmistir:

« Ik olarak, siiper dis tiirev tanitryoruz.
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* Siiper i¢ tiirevin tanitimi yapildiktan sonra i¢ tiirevlerin O(GLy, s (1]1))
Hopf siiper cebrinin jeneratorleri, onlarin diferansiyelleri ve Cartan-Maurer
1-formlar1 ile arasindaki komutasyon bagintilarini ve i¢ tiirevlerin kendi

aralarindaki komutasyon bagintilarin1 buluyoruz.

* Siiper Lie tiirevi tanitimi yapildiktan sonra Lie tiirevlerinin O(GLy, 5/ (1]1))
Hopf siiper cebrinin jeneratorleri, onlarin diferansiyelleri, Cartan-Maurer
1-formlart ile arasindaki komutasyon bagintilarin1 ve Lie tiirevlerinin kendi

aralarindaki komutasyon bagintilarin1 buluyoruz.

Bolim 6°da, yapilan calisma sonucunda elde edilen bilgileri kisaca Ozetleyip,

calismanin 6nemi hakkinda bir degerlendirme yapiyoruz.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ilerleyen boliimler igin ihtiyac duyacagimiz temel kavramlardan
bahsedecegiz. Bu ve sonraki boliimlerde, aksini sdylemedigimiz siirece cisim
olarak C kompleks sayilar kiimesini kullanacagiz. Ancak bu calismada farkli
bir cisme de ihtiyacimiz olacak. G6z oniine alacagimiz biitiin vektor uzaylarinin
ve cebirlerin C cismi iizerinde oldugunu kabul edecegiz. Dolayisiyla, asagidaki
tanimlar ve bazi teoremlerde vektor uzayr ya da bir cebir sz konusu oldugunda

onlarin cismi ile ilgili ayrica bir vurgu yapmayacagiz.

Bu boliim temel kavramlari icerdiginden, buradaki bilgiler i¢in bir¢ok farkl

kaynaktan yararlanilabilir. Ornek olarak [29, 30] incelenebilir.

2.1 Siiper Cebirler

Klasik durumda bir cebirin jeneratorleri derecelendirilmemistir (aslinda hepsinin
derecesinin sifir oldugu kabul edilmektedir). Bu tip cebirlere Z,-dereceli cebirler
denilmektedir. Bununla birlikte jeneratorlerinin dereceleri O ve 1 olan cebirlerde
vardir. Bu tiir cebirlere Z,-dereceli (veya siiper) cebirler denilmektedir ve iizerinde
calisirken cok daha dikkatli olmak gerekmektedir. Siiper yapilar iizerinde ¢aligilan
indeks kiimesi Zy = {0, 1} dir.

Tanim 2.1. Eger Vj ve V; bir V' vektor uzayinin iki alt uzay1 olmak iizere
V=WweW

yazilabiliyorsa, V' vektor uzayina Z,-dereceli vektor uzay1 veya siiper vektor uzay1

denir.

Tamm 2.2. Bir V siiper vektor uzayinin elemanlarina homojen elemanlar olarak
adlandirilir. Bir v € V icin v € V) ise v elemaninin bir ¢ift eleman, v € V] ise v

elemaninin bir tek eleman oldugu sdylenir.



V siiper vektor uzayindaki bir eleman dereceye sahip olup, bu elemanin derecesini

v € V;icin p(v) =i € Z ile gosteririz.

Ornek 1.1 V := C'" bir siiper vektor uzay1 olmak iizere
x ccll v\ _ (= n 0
0 0 0 0

Tamm 2.3. V' ve W siiper vektor uzaylart igin L : V; — Wiy, 1,k € Zy, tasviri

yazariz.

bir dereceli lineer tasvir olarak adlandirilir ve L tasvirinin derecesi p(L) = k ile

gosterilir. Bu durumda L(v) € W elemaninin derecesi
p(L(v)) = p(L) + p(v) = k+i  (mod?) 2.1
esitligi ile elde edilir.

Siiper vektor uzaylarinin tensor ¢arpimi miimkiindiir. Eger V' ve W, iki siiper vektor

uzayi ise V' ® W carpim

(VW)= Vo W) ® (Vi @ W),
VeoW)=WVweW)ae (Ve W)

seklindeki dogal Z,-derecelendirmeye sahip bir siiper vektor uzayidir:
VW)=V eaW)yd (Ve W),.

Tamim 2.4. Bir A vektor uzayma, A x A — A carpma tasviri mevcut ise bir siiper
cebir denir. Bu durumda Ay ve A;, A nin alt cebirleri olmak iizere

A=Ay A

yazariz.
Sonuc 2.1. Yukarida A = Ay & A, seklinde ifade edilen A siiper cebiri derece-
lendirme ile su sekilde de ifade edilebilir: Her i,k = 0,1 icin A; - A C Ay, ve
her a,b € Aicin

pla-b) = p(a) + p(b)

dir.

Siiper cebirlerin siiper tensor carpimi izerindeki ¢arpim kuralin1 da asagidaki tanim

ile verelim:



Tamm 2.5. A ve A’ iKi siiper cebir, a, b ve a’, b’ sirasiyla A ve A’ siiper cebirlerinin

homojen elemanlari olsun. A ® A’ uzayi
(a®d)- (b)) =(-1)PPOq. b d -V (2.2)

carpim kurali ile bir siiper cebirdir.

Tamim 2.6. A, bir siiper cebir olmak iizere A tizerinde bir carpma tasviri olarak
adlandirilan m : 4 ® A — A ve bir birim tasviri olarak adlandirllan  : K — A

lineer tasvirleri

mo (id®m) =mo (m®id) (Asosyatiflik Aksiyomu)
mo (id®n) =id =mo (n®id) (Birim Aksiyomu)

aksiyomlarini saglayacak sekilde mevcut ise (A, m, n) tigliisiine bir birim elemanl

asosyatif siiper cebir denir.

Tanim 2.7. A siiper cebiri,
m(a®b):=a-b, VYa,be A

ile tamimhi m : A ® A — A lineer tasvirine sahiptir. Bu tasvire bir carpma tasviri

denir.

Tamim 2.8. Bir A siiper cebirinin a ve b homojen elemanlarinin ¢arpimi
a-b=(=1)Prbp.q (2.3)

kuralin1 gergekliyorsa A siiper cebirinin siiper komutatif oldugu soylenir.

Yukaridaki tanim geregi, bir Zy-dereceli A cebirinin bir tek elemaninin karesi
sifirdir. Yani, 6 € A, ise

0-0=—0-0=0*=0.

olur.

Tamim 2.9. Bir L : A — A’ siiper cebirlerin dereceli lineer tasviri her a, b € A i¢in
L(a - b) = (—1)P@PEOI L (g) . L(b) (2.4)

kuralin1 gergekliyorsa, L tasvirine bir siiper cebir homomorfizmi denir.



2.2 Siiper Modiil

Bir siiper cebir tizerindeki bir modiil, cebirin etkisiyle uyusabilen dereceli bir vektor

uzayidir.

Tamim 2.10. A, bir siiper cebir ve V, bir siiper vektor uzay1 olsun.

1. Bir ¢y, : A® V — V lineer tasviri, p(a ® v) = a - v ¢arpimiyla
pro(id®yr) =pro(m®id) ve ¢po(n®id)=id

ozdesliklerini ger¢ekleyecek sekilde mevcut ise o, tasvirine A cebirinin V' tizerine
sol-etkisi denir. Bu durumda V' vektor uzayina bir sol .4-modiil diyoruz.

2. Bir g : V ® A — V cebir homomorfizmi, p(v ® a) = v - a ¢arpimiyla
pro (pr®id) = pro(ld®@m) ve ppro(id®n)=id

ozdesliklerini gercekleyecek sekilde mevcut ise g tasvirine A cebirinin V' iizerine
sag-etkisi denir. Bu durumda V' vektor uzayina bir sag .A-modiil diyoruz.
3. Egerv € Vvea,b e Aigin,

a-(v-b)=(a-v)-b

uyusabilirlik sart1 ile V', hem bir sol .A-modiil ve hem de bir sag .4-modiil ise V'

stiper vektor uzayina bir A-ikili-modiil denir.

Tanmm 2.11. X = {z; : ¢ € [}, jeneratorlerin indekslenmis bir kiimesi olsun.
I°, I kiimesinde bulunmayan sadece bir elemandan olusan bir kiime olmak iizere
1°° = U,en, I diyelim. C(X) vektor uzayi k,n € Ng igin i = (i1, s, ..., ix) € I¥,
J = (41,72, Jn) € 1" iken (i,7) = (1,42, -y ik, 15 J2, -+, Jn) V€ 0 € I° olmak

lizere
Xj =Ty Ty Ty, T X X(g), Ve Lo =1, T(io) = T(oy) i= T
carpimlari ile bir cebir yapisina sahip olur. Taban1 X = {z; : i € I*°} olan C(X)

vektor uzay, ; - x; := x(; ;) carpimiyla bir serbest cebir olarak adlandirilir.

Tanmm 2.12. A, bir siiper cebir ve Z, A nin bir alt siiper cebiri olsun. Eger her
a € Avex € T olmak tizere a - x € Z oluyorsa Z ya bir sol ideal « - @ € Z oluyorsa
7 ya bir sag ideal denir. Eger Z, A nin hem sol ve hem de sag ideali ise Z ya A

cebirinin bir iki-yanli ideali denir.

Herhangi bir A siiper cebiri, bir cebirsel yapmin elemanlarinin bazi denklik

bagintilar1 kullanilarak boliinmesi sonucunda elde edilebilir:
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Tanim 2.13. C(X) bir serbest cebir ve Z, bu serbest cebirin bir iki-yanli ideal olsun.
C(X) cebirinin Z ideali ile boliimiiyle elde edilen A := C(X)/Z cebirine blim

cebiri denir.

2.3 Hopf Siiper Cebiri

Bir siiper cebir, carpma ve 0zdeslik tasvirlerine sahiptir. Bu iki tasvire dual olan
tasvirlerin eklenmesiyle yeni bir siiper cebir tanimlanabilir. Ilginc olan su ki, yeni
tasvirler cebirin carpmasini koruyan lineer tasvirleridir. Bu yeni cebire Hopf siiper

cebir denilmektedir:

Tamim 2.14. Bir A stiper vektor uzayi tizerindeki bir ko-carpma tasviri denilen
A: A— A® A ve bir ko-birim tasviri denilen € : A — C lineer tasvirleri

(A®id)oc A= (id® A)o A,
mo(e®id)oA=id=mo (id®e¢)o A

aksiyomlarini saglayacak sekilde mevcut ise, (A, A, €) ticliistine bir siiper ko-cebir

denir.

Tanmmm 2.15. Eger A, hem bir siiper cebir ve hem de bir siiper ko-cebir ise

(A, m,n, A, €) beslisine bir siiper ikili-cebir denir.

Teorem 2.1. Eger A, bir siiper ikili-cebiri ise asagidaki aksiyomlar denktir:
1. A ve € birer cebir homomorfizmidir.

2. m ve n birer ko-cebir homomorfizmidir.

Tanim 2.16. H, bir siiper ikili-cebir ve S : H — H , bir lineer anti-homomorfizm

olsun. Eger S
mo(S®id)joA=noe=mo(id® S)oA

ozdesliklerini gerceklerse, (A, m,n, A, ¢, S) altilisina bir Hopf siiper cebir denir.

Burada S tasviri, "antipot” veya "ko-ters" olarak adlandirilir. A, € ve S tasvirlerinin

1 € H birim elemanina etkisi
A1)=101, €1)=1 ve S1)=1

dir.
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Bir Hopf siiper cebirinin bir jeneratorii, cebirin jeneratorlerinin bir ¢carpimi olarak

ifade edilebilir. Bu carpimin ko-tersi, cebir anti-homomorfizmi olma 6zelligi ile
S(a-b) = (=1)PDPOS(b) . S(a),  Va,beH. (2.5)

olarak verilir.

2.4 Siiper Ko-modiil Cebiri

Yukarida ifade edildigi gibi bir Hopf siiper cebiri i¢inde modiil tanim1 verilebilir:

Tamim 2.17. X, bir siiper cebir ve H, bir Hopf siiper cebir olsun.
1. Bir ¢, : X — H ® X cebir homomorfizmi

(d®pr)opr=(A®id)op, ve (e®id)oyr=1id

ozdesliklerini gercekleyecek sekilde mevcut ise ¢y, tasvirine H cebirinin X {izerine
sol-ko-etkisi denir. Bu durumda X siiper cebirine bir sol H-ko-modiil cebiri (veya
sol kuantum uzayt) denir.

2. Bir o : X = X ® H cebir homomorfizmi
(pr@id)opr=(ldR@A)opr ve ([d®e€)opr=Iid

ozdesliklerini gercekleyecek sekilde mevcut ise g tasvirine H cebirinin X {izerine
sag-ko-etkisi denir. Bu durumda X siiper cebirine bir sag H-ko-modiil cebiri (veya
sag kuantum uzayt) denir.

3. X siiper cebiri hem sag H-ko-modiil cebiri hem de sol H-ko-modiil cebiri ise bir

H-ko-ikili-modiil cebiri olarak adlandirilir.

Tamim 2.18. H, bir Hopf siiper cebiri olsun.

1. Eger X bir sol kuantum uzay olmak iizere, bir f € H i¢in

er(f)=1®f

oluyorsa f nin bir sol invaryant oldugu soylenir.
2. Eger X bir sag kuantum uzay olmak iizere, bir f € H icin

er(f)=f®1

oluyorsa f nin bir sag invaryant oldugu soylenir.
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3

GLj,(111) SUPER GRUBU

Bu ¢alismada, GL(1|1) siiper matris grubunun iki parametreli standart olmayan

deformasyonu iizerine genisletilmis bir diferansiyel hesap kurulacaktir.

Bu boliimde ise, orjinal kistmda kullanacagimiz O(GLy, / (1|1)) Hopf siiper cebirini
kisaca tamitacagiz. Ilk once, GL(1]1) siiper matris grubundan bahsedecegiz.
Sonrasinda, bu siiper grubun (A, h')-deformasyonunun etki ettidi siiper uzaylarin
tanimlarini vererek, (h,h')-deforme GLj, 5/ (1|1) siiper grubunu elde edecegiz ve

O(GLy, 4/ (1]1)) siiper cebirinin Hopf siiper cebir oldugunu gosterecegiz.

3.1 GL(1I1) Genel Lineer Siiper Matris Grubu

A = C{a, B, 7, d), bir serbest siiper cebir olsun. Bu siiper cebirin jeneratorlerinden,
a ve d elemanlarinin ¢ift yani p(a) = 0 ve p(d) = 0, 5 ve v elemanlarinin tek yani
p(8) = 1 ve p(y) = 1 olduklarin1 kabul edelim. C{(a, 3, ~,d) siiper cebirinin bir

(a, B, 7, d) noktasin1 matris formunda

A
T = (7 d)—(u;) (3.1)

seklinde yazalim. Boyle matrislere siiper matrisler denir. Elemanlar1 bu sekildeki
matrislerden olusan uzayr M(1|1) := M(1]1,.A4) ile gosterelim. M(1|1) stiper matris
uzayinin grup yapisina sahip bir alt uzayim belirlemek icin 7" matrisindeki a ve d
elemanlarinin formal terslerinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu durumda T’

sliper matrisinin siiper determinanti
sdet(T)=a-d*—B-d*-v-d* (3.2)

olarak tanimlanir. Boyle matrisler, sdet(7") # 0 oldugunda bir siiper grup olusturur.

Bu siiper grup literatiirde GL(1|1) ile gosterilmektedir [31].
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3.2 h-deforme ve h’-deforme Siiper Diizlemleri Uzerindeki

Fonksiyonlarin Cebirleri

Bu kisimda Ornek 1 de tamtilan C'' siiper diizlemi iizerindeki fonksiyonlarin
stiper cebirinin standart olmayan deformasyonu tanitilacaktir [21]] Ayrica bu siiper

diizlemin "dig" siiper diizleminin tanim1 da burada verilecektir [21].

Tanmm 3.1. [21] C(z, §), birim elemana sahip bir asosyatif serbest cebir ve Z,, bu
serbest cebirin z- 0 — 0 - x — ha? ve 0 + hf - x elemanlari ile olusturulmus iki yanl
ideali olsun.

o(C") = Clz, 0) /T,

boliim cebiri ile C,llu uzayima h-deforme Z,-dereceli diizlem veya kuantum siiper

diizlem denir.

.. 11 . x . . . ..
Bu tanima gore, (Ch| kuantum siiper uzayi tizerindeki fonksiyonlarin cebiri olan

O(C}Jl) stiper cebirinin jeneratorleri arasindaki kuadratik komutasyon bagintilar
r-0=60-z4+hs? 6*=—-h0-z, h*=0. (3.3)
ile verilir. A ve € nin 6zelliklerinden
0> =0

kiibik bagintisini elde etmek kolaydir.

Tamim 3.2. [21]] Jeneratorleri ¢ ve y olan ve
=Ny, ey=y-o+hy’, (W)?=0 (3.4)

bagmtilarini saglayan cebiri Ay (Ci'l) ile gosterelim. Bu cebire O(C}LH) siiper

cebirinin h-deforme diizleminin dig cebiri olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanima gore, h’ ve o nin 6zelliklerinden
P’ =0

oldugu da kolayca goriilebilir.

Yorum 3.1. Yukarida sozii edilen h ve h' deformasyon parametrelerinin her ikisi
de tektir. Ustelik bunlar cebirin ¢ift elemanlar1 ile degismeli ancak tek elemanlart
ile (—) isareti ile degismelidir. Bu durum bu iki parametrenin kendi arasindaki

komutasyonu i¢in de gecerlidir. Dolayisiyla bu parametreler Grassmann sayilari
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olarak adlandirilmaktadir. Yani, X € {z,y}, © € {6,¢} ve h"” € {h,h'} olmak

izere ¢esitli komutasyon bagintilar
X' =n"X, ©n =-n"e, hh+hh=0

seklindedir.

Gosterim.  Yukarida verilen i ve h' deformasyon parametreleri O(Ci'l) ve
Ay ((Ci'l) stiper cebirlerinin jeneratorleriyle etkilesime girmektedir. Dolayisiyla biz,
caligtigimiz cismi Grassmann sayilar ve C kopmleks sayilarin birlesimi olarak ele

aliyoruz. Bu cismi K’ ile gosterecegiz ve buradan sonra K’ tizerinde calisacagiz.

3.3 GLg; (111) Kuantum Matris Siiper Grubu

Genel siiper gruplarda oldugu gibi siiper gruplarda da bir lineer transformasyon
siiper uzaya etki eder. Her lineer transformasyon bir matris temsiline sahip
oldugundan klasik siiper gruplarda oldugu gibi kuantum siiper gruplarinda da

diizleme etki eden 2 x 2-tipindeki matrisler mevcuttur.

Kabul edelim ki, 7" stiper matrisinin matris elemanlari ile O(Ci'l) ve Ah/(C}LH)
siiper cebirlerinin jeneratorleri siiper komutatiftir. Bu durumda, z; € O(C,ll‘l) ve

yi € Ay ((C,llll) icin xy = x, 29 = 0 ve y; = ¢, yo = y olmak iizere
2
0 O(C") = OM(1) @ O(C,"), Sulws) =Y tar @y,
k=1
2
0p A (T = OM(11) @ Aw(C),  3(ys) = Yt @ i
k=1

cebir homomorfizmleri, M(1|1) siiper matris uzaymimn (h,h’)-deformasyonunu

verir. Bu (h, h')-deforme yapiy1 M, ;s (1]1) ile gosterecegiz:

Teorem 3.1. [19] T € My, ;/(1|1) siiper matrisinin matris elemanlar: arasindaki

(h, h')-deforme komutasyon bagintilart

@ B=Fra—W@-Py—a-d), d-B=F d+Hd+57-d a),
a-y=v-a+h@®+y-B—a-d), d-y=v-d—h{d®—-~-8-d-a),

a-d=d-a+hB-(a—d)+h(a—d)-v, B =HnB(a—d), (3.5)
Boy=—7 B+ (hB—h7)(d-a), V=l (d—a).
seklindedir.
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Tanmim 3.3. [[19] C(a, 3, v, d) stiper serbest cebir olmak iizere 7}, /, bu siiper cebirin

(3.5) komutasyon bagintilartyla olusturulmus iki yanl ideali olsun.
OMy, v (111)) := Cla, B,7,d) | Tnw

boliim cebirine My, 5/ (1|1) kuantum matris uzayinin koordinat cebiri denir.

Teorem 3.2. [19] O(M,, 5 (1|1)) siiper cebiri, asagida verilen ko-tasvirler ile bir
siiper ikili-cebirdir:
(i) A : OMpp(1]1)) = O(Mpp(1]1)) @ O(My v (1|1)) ko-carpma tasviri

Altiy) =)t ® by
k

ile veilir.
(ii) € : O(My, 1y (1|1)) — C ko-birim tasviri

e(ti;) = 0i

ile verilir.

Biliyoruz ki, determinanti sifirdan farkli olan matrislerin tersi mevcut olup, bu
matrisler bir grup olusturur. (h, h')-deforme GLj, ;/(1]1) stiper grubunu tanimlamak

icin, T" € My, ;»(1|1) siiper matrisinin stiper determinantina ve tersine ihtiyag vardir.

T € My, (1]1) stiper matrisinin (h, h’)-deforme siiper determinanti, a ve d matris

elemanlarinin formal terslerinin mevcut olmast durumunda
sdet(T)=a-d ' —p-d'-vy-d! (3.6)

olarak bulunur. Buna gore, sdet(7") stiper determinanti hakkinda asagidaki bilgiler
verilebilir [[19]:

(i) sdet(T), h ve h' deformasyon parametrelerini igermez.

(ii) sdet(T"), O(My, 1/ (1|1)) siiper cebirinin merkezi elemanidir, yani cebirin biitiin
jeneratorleriyle komutatiftir.

(iii) sdet(T') # 0 ise T siiper matrisinin tersi 7" ile gosterilmek iizere

e at+a?t-g-dtyat —a t-p-d! 3.7)
_dfl.fy.a/fl dil_i_d*l.fy.a/*l.ﬁ.d*l )

ey
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olarak bulunur. Burada, sonraki boliimlerde kullanilmak iizere yazim kolayligi

agisindan 7'~ matrisi kapali bir sekilde ifade edilmistir .

Tanim 3.4. Kuantum siiper determinant: sifirdan farkli olan 7" € My, ;,(1|1) siiper
matrisi bir (h, h')— deforme siiper grup olusturur, bu siiper grubu GLj, /(1|1) ile

gosteriyoruz.

Tamm 3.5. [[19] T € My (1]1) stiper matrisinin sdet(7") siiper determinanti

kullanilarak tanimlanan
O(GLy e (1]1)) 1= O(My o (1]1))/{t - sdet(T) — 1)

bolim cebirine, GLy, 5(1]1) siiper grubunun koordinat cebiri denir. Bu koordinat
cebiri O(GLy, ;/(1]1)) ile gosterilir.

O(GLy, 4 (1]1)) stiper cebiri, bir ikili-cebir olup bu cebir tizerinde tanimlanacak olan
S ko-ters tasviri ile birlikte bir Hopf siiper cebir yapisina sahip olacaktir. Bu durum

daha acik bir sekilde asagidaki teorem ile ifade edilebilir:

Teorem 3.3. [19] O(GLy, 1/ (1]1)) siiper cebiri, asagida verilen ko-tasvirler ile bir
Hopf siiper cebirdir:
(i) A : O(GLp 4 (1]1)) = O(GLp i (1]1)) ® O(GLp, 4 (1]1)) ko-¢arpma tasviri

A(tyy) = Ztik & try, (3.8)
k

ile verilir.
(ii) € : O(GLy 1 (1|1)) — C ko-birim tasviri

ile verilir.

(iii) S : O(GLpp (1|1)) = O(GL_p, _p/(1|1)) ko-ters tasviri

ile verilir.
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4

O(GL,,,> (111)) HOPF SUPER CEBIRI UZERINE
IKILI-KOVARYANT DIFERANSIYEL HESAP

Bu boliimde, GL(1]1) siiper grubunun iki parametreli standart olmayan (Jordanian)

deformasyonu iizerine bir diferansiyel hesap kurulacaktir.

O(GLp 4 (1]1)) Hopf siiper cebiri iizerine kurulacak hesap i¢in oncelikle, birinci
mertebeden ve yiiksek mertebeden diferansiyel hesap kurulacaktir. Sonrasinda,

Cartan-Maurer 1-formlar: ve ilgili vektor alanlarini iceren hesap yapilacaktir.

Birinci mertebeden bir diferansiyel hesabin bilesenleri, cebirin jeneratorleri ve
onlarin birinci mertebeden diferansiyelleridir. Cebir komutatif bile olsa, jeneratorler
ile onlarin diferansiyelleri komutatif olmak zorunda degildir. Yiiksek mertebeden
diferansiyel hesapta ise, cebirin jeneratorleri, onlarin birinci ve daha yiiksek
mertebeden diferansiyelleri ve bu biitiin bilesenler arasindaki bagintilar1 bulmay1

gerektirir.

Genel olarak, bir uzay iizerindeki fonksiyonlarin cebiri lizerine birinci mertebeden
bir diferansiyel hesap, ilgili bir Hopf cebirine ihtiyac¢ duyar dyle ki, ortaya ¢ikacak

hesabin bu Hopf cebirine gore sol- ve/veya sag-kovaryant olmasi gerekir.

Siiphesiz, iizerine birinci mertebeden diferansiyel hesap kurulacak cebir bir Hopf
cebiri ise, netice diferansiyel hesap otomatik olarak sol- ve/veya sag-kovaryant

olacaktir.

4.1 Giris

O(GLy, 4 (1]1)) Hopf siiper cebiri iizerine degismeli olmayan birinci mertebeden
bir diferansiyel hesap kurarken, cebire etki eden bir d diferansiyel operatoriine
ihtiya¢ duyulur. Bu d diferansiyel operatorii ile birlikte O(GLy, 5/ (1]1)) Hopf
siiper cebirinin jeneratorlerine etki eden A ko-carpmasi kullanilarak sag- ve

sol-kovaryantlik tantmlanmaktadar.
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Asagida, genel bir asosyatif siiper cebir lizerine birinci mertebeden bir Z,-dereceli

diferansiyel hesabin tanimi1 verilmistir:

Tamm 4.1. A, birim elemanli asosyatif bir siiper cebir ve !, bir A-ikili-modiil
olsun. Eger bird : A — Q! lineer tasviri, fi, fo € A igin

d(fi- fo) = (df1) - fo+ (=1)PUI f; - (dfs) 4.1)

seklindeki Z,-dereceli Leibniz kuralin1 sagliyor ve

Q' =Lin{f1-dfa- fs: f1, fo, f3 € A}

ise, (d, Q1) ciftine A iizerine birinci mertebeden bir Z,-dereceli diferansiyel hesap

denir.

Bu durumda, A siiper cebirinin jeneratorlerine O-form ve ' siiper cebirinin

jeneratorlerine de diferansiyel 1-form denilmektedir.

Bir cebirin jeneratorleri ile onlarin diferansiyelleri arasindaki deforme komutasyon

bagintilarini elde etmenin iki yolu vardir:

* Wess ve Zumino’nun yaptig1 gibi uzaya, grubun sol etkisini kullanmak.
Bu durumda grubun 6zelliklerinden faydalanilarak, jeneratorler ile onlarin
diferansiyelleri arasindaki bagintilar, diferansiyel hesabin tutarliligi da goz

Oniine alinarak elde edilmektedir.

* Woronowicz tarafindan takdim edilen sag- ve sol-kovaryantligi kullanmak.

Asagida verilen tanim, Woronowicz [7|] tarafindan verilen tanimin Zo-dereceli

versiyonudur:

Tamim 4.2. H, bir Hopf siiper cebiri ve (Ql, d), H tizerine bir birinci mertebe
Zo-dereceli diferansiyel hesap olsun.
1. Eger u,v € Hicin Ar : Q' — H @ Q! cebir homomorfizmi

Ap(u-dv) = Au)(p® d)A(v) (4.2)

olacak sekilde mevcut ise, (!, d) birinci mertebeden diferansiyel hesabinin H ye

gore sol-kovaryant oldugu sdylenir. Burada p tasviri asagidaki gibi tanimlanmustir:

piH—H, pla)=(-1""a.
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2. Egeru,v € Hicin Agr : Q' — Q! ® H cebir homomorfizmi
Ag(u-dv) = A(u)(d ® id)A(v) 4.3)

olacak sekilde sekilde mevcut ise, (', d) birinci mertebeden diferansiyel hesabinin
‘H ye gore sag-kovaryant oldugu sdylenir.
3. Eger birinci mertebeden (', d) diferansiyel hesabi H ya gore hem sag- hem de

sol-kovaryant ise, onun ikili-kovaryant oldugu sdylenir.

Bu tamimdaki A; ve Ay operatorlerine, sirastyla, % Hopf cebirinin Q! iizerine

sol-ko-etkisi ve sag-ko-etkisi denir.

4.2 O(GLy(111)) Hopf Siiper Cebiri Uzerine Birinci Mertebe-

den Diferansiyel Hesap

Bu kisim, O(GLy, 5 (1]1)) Hopf stiper cebiri iizerine bir ikili-kovaryant diferansiyel

hesap kurulacaktir.

Kisim [3.3|de ifade edildigi tizere O(GLy, ;/(1]1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorleri
a, 3,7, d1idi. Simdi bu jeneratorlerin birinci mertebeden diferansiyellerini, sirasiyla,
da,df,dvy,dd ile gosterelim. Q! bir O(GLy, s/ (1]1))-ikili-modiil olsun. Q!
diferansiyel siiper cebirinin serbest sag O(GLy, ;/(1]1))-modiil yapisint diigiinerek,
jeneratorler ve onlarin birinci mertebeden diferansiyelleri arasinda saglanmasi
muhtemel (h, h’)-deforme komutasyon bagmtilarini, f; = a, fo = (, f3 = v ve

f1 = d olmak iizere
4

fi-dfy =Y Bidfi- fi 4.4)

k=1
seklinde ifade edebiliriz. Burada toplamda 256 tane bulunmasi gereken ijl sabiti
vardir. Bu sabitler bulundugunda O(GLy, 5/ (1|1)) Hopf siiper cebiri iizerine birinci

mertebeden diferansiyel hesap kurulmusg olacaktir.

Kisim [3.3| Teorem [3.1] de O(GLy, 5 (1|1)) cebirinin jeneratdrleri arasinda saglanan
(h, h')-deforme bagintilar1 verilmisti. Netice itibariyle, O(GLy, 5 (1]1)) siiper cebiri
lizerine diferansiyel hesap kurulacagindan, siiphesiz ijl sabitlerinin bazilar1 h, b’/

ve hh' parametrelerine bagh olacaktir.

Ayrica not edelim ki, bu parametrelerin her ikisi de Grassmann parametreler oldugu
icin hem cebirin "tek" jeneratorleri ve hem de onlarin diferansiyellerinden "tek"

olanlarla anti-komutatif olacaktir.
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Simdi, Tanim de verilen A; ve Ap operatorlerini (#.4) bagintilarinin her
iki tarafina uygulayarak ijl sabitlerini belirleyebiliriz. Bu, asagida sol- ve

sag-kovaryantlik icin iki lemmada verilmistir.

Lemma 4.1. (Q', d) diferansiyel hesabt sol-kovartyanttir.

Ispat Birinci mertebeden Z-dereceli (2!, d) diferansiyel hesabinin sol kovaryant
oldugunu gostermek, O(GLy, 5/(1]1)) Hopf siiper cebirinin jeneratdrleri ve onlarin
birinci mertebeden diferansiyelleri arasinda saglanan (h, h')-deforme komutasyon
bagintilarinin bir sol-ko-etki altinda invaryant oldugunu gostermektir. Bunun icin
Tanim@.2]verilen A, cebir homomorfizmini (4.4) ile verilen muhtemel komutasyon
bagintilarma soldan etki ettirecegiz. Oyleyse 6nce Ay, nin diferansiyellere etkisini

bulmaliyiz. Bu ise Tanim {.2] den kolayca elde edilebilir:

AL(da):CL@da_ﬁ@d% AL(dﬁ):a(gdﬁ_B@dd’
Ap(dy) = —y@da+dody, Andd) =—®df+dedd

Yukarida (4.4) ile verilen muhtemel komutasyon bagitilari 16 adettir. Dolayistyla
her birine Ay, yi etki ettirerek Bi’“jl sabitlerini bulmaya calisacagiz. Simdi, bir 6rnek

olmasi1 bakimindan

4
y-da= > Bidf- fi

k=1

bagintisini ele alalim. Bu bagintiya soldan A tasviri uygulandiginda esitligin sol

tarafi

Ap(y-da)=A(y)-Ap(de) = (y®a+d®7) (a®@da— B @dy)
=v-a®a-da—7vy-fRa-dy+d-a®vy-da+d-S®v-dy

4 4
=y-a® Y Bidfi-fi-v-8® > Biidfi- fi

k=1 k=1

4 4
+d-a® Y BYdfi-fi+d-B® Y Bidfi-f,
k=1 k=1

4
=Y (v-a®Bf—v B@B{+d-a® Bfj +d-B® B ) dfs- fi
k=1

seklinde ifade edilebilir. Esitligin sag tarafi i¢in 16 adet df; - f; carpimlarina Ay,
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tasviri uygulanarak

Ap(da-a)=a-a®da-a—a-fRda-y—F-a®@dy-a—F-fRdy- 7,
Ap(da-p)=a-a®da-f—a-fRda-d—p-ax@dy-f—-F-&dy-d,

Ap(dd-y)=—y-7®dB-a—v-d®dB - vy—d-y®dd-a+d-d®dd -,
Ap(dd-d)=—-v®dB-B—7-dodB-d—d-y®dd-B+d-d®dd-d

ifadeleri elde edilir. Bu esitlikler gerektigi sekilde B5! bilinmeyen katsayilariyla
carpilip toplanarak esitligin sol tarafi ile eslenir. Bu durumda esitligin sol tarafinda
bulunan BY, B, Bil, BEL bilinmeyen katsayilart B3 katsayilari cinsinden
¢oziiliir. Ornek olarak esitligin sol tarafinda goriinen da ifadesi igin esitligin sag

tarafin1 olusturalim:

4
da® ) Biydfi- fi=da®[Bjidy-a+ Biidy-f+ Bsidd - a+ Bsidd - f]

k=1
+ad ® [Byida -y + Byida - d + B3idS -y + B3idj - d|
+af ® [Bijda -~y — Biida - d + B3idB - v — B3idj - d|
+ay® [Biyida - a — Biida- B+ BdB-a— B3dS -
— Bd® [Bsidy -y — Byjdy - d — Biidd -y + Bjidd - d]
—vd® [Bsjda -y — Bjjda - d — Bsjdf -y + Byjdp - d]

olup, esitligin sag tarafinda kapali sekilde bulunan da ifadesini acgik hale getirmek
icin (3.5) komutasyon bagintilar1 kullanilarak

4
da® Y dfy- fi=da® [Bjldy-a+ Bfidy- 8+ Bjidd-a+ Bijdd - f|

k=1
[da +---]® [Bi¥da -+ Bilda - d + B3dj3 -+ Bildg - d]
[Ba+H(da+---)]®[Bsida v — Bijida-d+ B3 dS -y — B3idj - d]
[ya + h(—da+---)] ® [B3ida - a — Bijda - B+ B3idB - a — B3idg3 - 3]
[dB + W (da+ )] ® [-Bsidy - v+ Byidy - d+ B3;dd - v — B3ldd - d]
[dy + h(—da+ )] @ [-Biida - v+ Bijda - d + Bs;dB - v — Byidg - d]

esitligi elde edilir. Bu esitlikten B%! sabitleri ile ilgili bir takim bilgilere ulagabiliriz.
Ornegin, W'Bll = —hB3} gibi. Ancak buradan ne Bl ne de B3} sabitini
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cozemeyiz. Daha kesin sonug veren ifadelere odaklanacagiz:
11 _ 13 12 14 21 __ 23 22 24
B31 _hB?)l? BBl __hB?;l? B31 _hB317 B31 __hB317
33 __ /' 13 34 _ 1/ pl4d 43 _ 1/ 23 44 ! 24
BSI__hBSI’ B31_hB317 BSl_hB317 B31__hB31‘

Aym sekilde, vya,v3,dp ifadeleri ele alarak devam edildiginde, B, B, BEl
bilinmeyen sabitleri B! sabitleri cinsinden ifade edilir. Boylece 56 adet Bikjl

bilinmeyen sabiti bulunmus olur.

Sonra, benzer iglemleri

4
§:l3dﬁ;ﬁ,d<h~—§:£?dﬁ-ﬁ,dww:=§:Bﬁdﬁ~ﬁ

k=1 k=1 k=1

bagintilari i¢in yapariz. Yani, bu bagintilara da soldan A, operatorii uygulanir:
Ap(y-dB)=va®a-df —vy8®a-dd+da®~y-dB +d3 @~ -dd

= (va® Bfj — y8® Bf} + da ® B, + d8 ® B)dfs - f,
k=1

= ZB Ap(dfy - fi),

=1
AL(d~da):7a®ﬁ'da—i-vﬁ@ﬁ-d7+da®d~da—dﬁ®d'd7

—Z’ya@B + 48 ® B + da® B — dB ® B¥)df; - f,

kl=1
= ZB Ap(dfi - fi),
fd=1

Ap(d-df)=~va®p-df+v@ [ -dd+da®d-df —df®@d-dd

4
= Y (va® BY +v8® B + da® B} —dB @ Bij)dfy - fi

ki=1
4
= > BEAL(dfi- f):
ki1

Buradaki esitlikler sonucunda BY,, BYl B B sabitleri B%, sabitleri cinsinden,
Bi BY. BY. B sabitleri BS! sabitleri cinsinden, B5,, B, By Brl sabitleri
de Bl sabitleri cinsinden yazilabilir. Bu islemlerin sonucunda bagintilarinda
32 adet B;! bilinmeyen sabiti kalir. Geri kalan 12 bagmtiya Ay tasviri etki
ettirildiginde, yeni bir sey gelmez. U
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Simdi, bir sonraki lemmada Ap operatoriinii kullanmak iizere yukarida sozii
edilen heniiz belirlenememis 32 adet Bi’“jl sabitini kullanarak, 1i komutasyon
bagmularinin diizenlenmis halini verecegiz. Bunlar, (Q',d) birinci mertebeden
diferansiyel hesabinin O(GLy,;/(1|1)) Hopf siiper cebirine gore sol-kovaryant

olmasi neticesi ortaya ¢ikmistir:

a-da=—(B3} + Bi)da-a+ (B3} + Bi{)da - 8+ (B3 — B3})dB-a (4.5)
+ (B3t = B3)dB - B+ W' Bsi(dy-a —da-v) + h'Bsi(dy - f — da - d)
— WBZ(dB-y+dd-a)— WB2(dB-d+dd-B),
a-dB = (Bj; — Byp)dB - a — (By; + Bi)da - B+ (By; + Byp)da - a
+ (By; — B3y)dS - f+ W' Bgj(dy -a — da-v) + h'Bgy(dy - f — da - d)
— W'B3(dB -y +dd-a) — WB3(dB-d+dd - p),
a-dy=—B3idy-a— Bilda-v— Bjldy B+ B3dd-a
+ B3ldd- B+ ByidB -y + B3idB - d — Bida - d
+ h(Bjida - a — Bijda- B+ B3;dB -a — B3{dj - )
+ W (Bsjdy -y — Byidy -d — Biidd -y + B3dd - d),
a-dd = B3dd-a — B¥da-d — Bdlda - v+ Bdj -y
+ B3dB - d — Byydy - a+ Bjdd - f — Bydy - f
+ h(—Bjida - a + Biyda - B — B3dj3 - a + BaydB - B)
+ W (—Bssdy - v+ Byydy - d + Biadd - v — Biydd - d),
B-da=—(By + Bji)da- p+ (Bji — Byy)d -a+ (Bif + Bjy)da - a
+(Bif = Bi)dB - B+ W' Bii(dy-a—da-v) + ' Bii(dy- f —da-d)
— WBE(dB-y+dd-a)— WBX(dB-d+dd-j),
B-dB = (Bi; — Bi3)dB - B — (By; + Biy)da - a+ (B, + Bi)da- §
+(Biy — Bi3)dB-a+ By (dy-a—da-v) + By(dy- f —da-d)
— W'BZ(dB-y+dd-a) — WB3(dB-d+dd- p),
-dy=Bjjdy- 8~ Bydf -y~ Bjida- v+ Bifda - d
— BjidB-d+ Bjidy-a— Bildd- 3 — Bfidd - a
+ h(Bjida-a — Bjjda- B+ B}jidB - a — B}{dj3 - B)
+ W (Bjjdy -y = Bijdy - d — Bifdd -y + Bjjdd - d),
B-dd = —B3dd- 3 — Bi;dB3-d+ Blda -~ + Biida - d
— Bpdf -y + Bizdy-a— Bijdd - a+ Bjdy - 3
+ h(=Bjida - a+ Bjyda - B — B3d3 - a + B3dB - B)
+ B (=Bjsdy -y + Byydy - d + Bisdd - v — Bi,dd - d),

23



v-da = Bz}da -~y + Bidy-a+ Bijda-d+ B3dB -y
+ B3ldB - d+ Biidy - B+ Byidd - B+ Byidd - a
+ h(Bjida - a — Bijda- B+ B3;dB -a — B3}dj3 - )
+ B (—=Bzidy -y + Bildy-d + Bidd -y — B3{dd - d),
v-dB = BadfS - v+ Bidy - B+ Bzsda - v+ Bida - d
+ B3ydB-d+ Bidy-a+ Bydd - 8+ Biyydd - a
+h(—Bidda-a+ Bijda- B — B3dj3 - a+ B3dj - )
+ 1 (Bs3dy -y — Bypdy - d — Bidd -y + Bj,dd - d),
v+ dy = (Bsi — By))dy -y + (Bgy — Bii)dy - d + (B3} + Byy)dd -y
— (B3} + B3})dd - d + hB3}(da -y +dv - a) + hBsi(da - d +dvy - B)
+hB2(dB -y —dd-a) + hB3(dB -d —dd - ),
7v-dd = —(B3; + Byy)dd -y + (B3, + B33)dd - d + (B; — B)dy -
+ (B2 — B3)dy-d+hBi(da- v +dy-a)+ hBsy(da-d+dy-B)
+ hB33(dB -y —dd-a) + hB3y(dB -d—dd- j),
d-da = Bjlda-d+ Bildd-a+ Blida - v+ B2dS - v
+ BjjdB-d+ Bjidy-a+ Bfidd - 8 + Biidy - 3
+ h(=Bjida-a+ Bjjda- B — B3dj3 - a + BiidB - B)
+1(Biidy -y — Bijdy - d — Bfidd - v + Bijdd - d),
d-dB = BjdB-d+ Bizdd -+ Bisda -y + Bjyda - d
+ B%dB - v+ Bhdy-a+ Biidd-a+ BEdy - B
+ h(Bjsda-a — Bjyda- B+ BjdB - a — Bjdj3 - )
+ R (=Bjsdy -y + Bdy - d + Bisdd - v — Bi,dd - d),
d-dy = (Bjj — Bif)dy - d+ (B + Byy)dd - v + (Bj) — Byj)dy -y
— (B} +B?)dd-d — hBi3(da -y +dvy-a) — hBji(da-d +dvy- j3)
+hBi(dd-a—dB-v)+ hBi(dd- 3 —dp-d),
d-dd = (Bj; + Bi3)dd - d + (Bj; — Bi)dy - v+ (Bj; — Biy)dy - d
— (B3 + Bip)dd -y — hBj3(da -y + dy - a) — hBj;(da - d + dy - §)
+hBi(dd-a—dB-v) + hBiy(dd- 3 —d-d).

Lemma 4.2. (' d) diferansiyel hesabt sag-kovartyanttir.

Ispat Birinci mertebeden Z,-dereceli (2!, d) diferansiyel hesabinin sag-kovaryant
oldugunu gostermek, O(GLy, ;/(1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorleri ve onlarin
birinci mertebeden diferansiyelleri arasinda saglanan (h, h’)-deforme komutasyon

bagintilarinin bir sag-ko-etki altinda invaryant oldugunu gostermektir. Bunun
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icin, Tanim verilen Ap cebir homomorfizmini @.5)) ile verilen komutasyon
bagintilarina soldan etki ettiririz. Oyleyse 6nce Ay nin diferansiyellere etkisini

bulmaliy1z. Bu ise Tanim #.2] den kolayca elde edilebilir:

Ap(da)=da@a+dB @y, Ap(df)=dawB+dBed,
Ap(dy) =dy®a+dd®y, Ap(dd) =dy®B+dd®d.

Ay, tasvirini etki ettirmek icin bir 6rnek olarak, (4.5]) deki

B-dy=Bldy-B3—Bilds-v— Bilda-~v+ B2da-d
~ B2dg-d+ Bljdy-a - Bidd-a - Bidd-
+h(BBda-a— Blida- B+ BXdS-a— BXdj - p)
+ W (Bjidy -y — Bijidy - d - Bi{dd - v + Bjldd - d)

bagintisini ele alalim. Bu bagintiya soldan Ay operatoriinii uyguladigimizda ve
(3.5) bagintilarin1 kullanildigimizda, esitligin sol tarafi

Ar(f-dy)=a-dy®fa—a-dd@pPy+ p-dy®@da+ - -dd® dy
=a-dy®fa—a-dd®[—yB + h(df — Ba) + h(ya — dv)]
+0-dy®da+ f-dd® dy

seklinde ve sag tarafi
hB?Ag(da-a) =da-a®ad* +da-fRay+dB-a®@va—d3-B® 5%
—hBjtAg(da-p) =da-a®af +da-fRad+dB-a®~y3 —df-B® d,
~HWBEAg(dd-v) = —dy-y®pa+dy-d® pfy+dd-y®@da+dd-d® dy,
WB3Ag(dd-d) = —dy-y®@ 2 +dy-d® pd+dd-d®df+dd-d® d*
seklindeki ifadeler toplanarak elde edilir. Sol ve sag tarafta ortaya cikan ifadeler
esitlendiginde, sol tarafinda bulunan BS!, B5L B B bilinmeyen sabitleri BX!
sabitleri cinsinden ¢oziiliir. Ornegin, her iki taraftaki da ifadesi dikkate alindiginda,
Bii =IW'Bji, —Bii=hBy, Bi=WBj, Bii=hBj

olarak elde edilir. Bu sekilde devam edilerek, (4.5) komutasyon bagintilarindaki

bilinmeyen diger B}/ sabitleri B;{, B}}, B}, Bj| sabitleri cinsinden ¢oziiliir. Sonug

25



olarak

a-da= (Bjf —BE+ B2+ Bil)da-a+h(da-3—dpB-a) (4.6)
+h'(da-v—dy-a)+hh/(da-d+dd-a+ds-v—dy-B),

a-df = (By + Bji)df - a+ (By — Bij)da- 5 — hdB - 5
+h(da-a—dB-y—dd-a)+hh(dd- B +dB - d),

a-dy= (B} —B)dvy-a+ (B} + Bj)da-vy+h(dd-a—da-a—dy-B)
—hWdy-v+hh'(dd-v+dy-d),

a-dd = Bjidd-a — Bilda-d — B®dy -8 — B3dB -y +h(dd- 3 —dj-a)
+h'(dd-vy—dy-a)+hh'(dd-d—da-a),

B-da=—(Bjj + Bif)da- 5+ (Bf = Bi)dB - a+ hdj - 3
+h(da-a—da-d+dy-3)—hh(dB-d+dd-B),

B-dB = (By + By + B} — Bi))dB -+ hlda- S +dS - (a —d) —dd - f],

B-dy=Bjidy-B—BiidB-v— B#dd-a+ Bda-d+ h(dd- 5 —da - j)
+ K (dy-a—dy-d)+ hh'(da-a+dd-d),

B-dd=—(Byj + Bi)dd - f + (B} — Byy)dB -d + hdj3 - 3
+h(dd-a+dy-B—dd-d)+hh'(da- B +dS-a),

v-da=—(By} + Bi})da -y + (B + Bij)dy-a+h(da-d+dB-v—da-a)
+h'dy -y —hh/(dy-d+dd-7),

v-dB = BjidB -~y — Biidy B+ Bida-d— Bidd-a+ h(dB-d—dB - a)
+h(da-vy—dd-v)— hh'(da-a+dd-d),

v-dy=(By — BY = Bif = Bij)dy -y + h[~da -y +dy - (d—a) +dd -],

v-dd=—(Bjj — Bjj)dd -y — (B + Byj)dy - d
+h(dB-v—dd-a+dd-d)+ h'dy-v+ hh'(da-v+dvy-a),

d-da= Bilda-d+ Bildd-a+ BXdB - v+ B2dy- B+ h(da- B —dj - d)
+h'(da-v—dy-d)+hh'(dd-d—da-a),

d-df = (By + Bi{)d3 -d+ (By — Bif)dd - § — hdf -
+h(da-d—dB-y—dd-d) —hh(dB-a+da-B),

d-dy= (B — B)dy-d+ (B}, + Bi{)dd - v+ h(dd -d — da - d — dv - )
—h'dy -y —hh'(dy-a+da-7),

d-dd = (By} + B — Bj{ + By})dd -d + h(dd - § —dj - d)
+h'(dd-~v—dy-d)+hh'(df-v—dy-f—da-d—dd-a)

komutasyon bagintilarina sahibiz. 0
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Simdi, Lemma sonucunda bulunmasi gereken 4 adet B, B3, B3 Bil

bilinmeyen sabitlerinin uygun bir secimi ile agsagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1. Kendisine gore ikili-kovaryant olan O(GLy, 1,/ (1|1)) Hopf siiper cebiri
lizerine bir tek birinci mertebeden diferansiyel hesap mevcuttur. {da,ds,dy,dd}
kiimesi Q' (GLy, 1/ (1]1)) icin bir serbest O(GLy, 1 (1|1))-modiil tabanidir ve ikili-

modiil yapisi

a-da=(1-2hh)da-a+h(da-B—df-a)+h(da-v—dy-a) (4.7)
+hh'(da-d+dd-a+df-v—dy-f),
a-df=(1—-hh)dp-a—hdf-S+h(da-a—dB-~v—dd-a)
+hK(dd-B+dB-d—da- ),
a-dy=(1-hh")dy-a+h(dd-a—da-a—dy-B)—h'dy-~y
+hh/(dd -y +dy-d—da-7),
¢-dd=dd-a+h(dd-B—dB-a)+ K(dd -y —dy - a)
+hh'(dd-d—da-a+df-v—dy-p)
f-da=(—1+4+hh)da-S+hdB -+ N (da-a—da-d+dvy-f)
L hH(AB-a—dB-d—dd- B),
8-d8=dB-B+H(da-B+dB-a—dB-d—dd-B),
B-dy=dy-B+h(dd-B8—da-pB)+h(dy -a—dy-d)
+hi(da-a—da-d—dd-a+dd-d),
B-dd=—(1+hh)dd-B+hdB-B+ K (dd-a+dy- 5 —dd-d)
+hh'(da-B+dB-a—dp-d)
v-da=(—1+hh')da-v+h(da-d+dB-v—da-a)+ h'dy-~v
+hh'(dy-a—dy-d—dd-~),
v-dB=df-y+h(dB-d—dp-a)+h(da-vy—dd-~)
+hh'(da-d+dd-a—da-a—dd-d),
v-dy=dy-y+h(dy-d+dd-v—da-vy—dy-a),
v-dd=—(1+hh)dd-v+h(dB-v—dd-a+dd-d)+ h'dy-~
+hh'(da-v+dy-a—dy-d),
d-da=da-d+h(da-B—dp-d)+h'(da-~v—dy-d)
Fhi(dd-d—da-a+df -y —dy-f),
d-dB =1+ hi')df-d—hdf- B+ (da-d—dB -~ —dd - d)
Fh(dd-B—dB-a—da-B),
d-dy=(1+hh')dy-d+h(dd-d—da-d—dvy-B)—h'dy-~
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+hh/(dd -y +dy-a—da-7),
d-dd =(1+2hh)dd -d + h(dd - B — dB - d) + K'(dd -y — dry - d)
+hh(df-y—dy-B—da-d—dd-a).

bagintilari ile belirlenmistir

Ispat Cebirin siiper yapisindan dolay: (4.6) bagmtilarinda gériinen B} sabitlerinden
bazilarinin tek ve bazilarinin da ¢ift olmasi gerekiyor. Dolayisi ile bu 4 bilinmeyen

sabit icin su yorumu yapabiliriz:
Byl ={1,1+hn'}, By, Bf, Byl ={0,£hh'}.

Bu sabitler i¢in uygun segimler, Bj} = 1 ve B¥ = hh/ ile B = —hh', Bjj = 0
dir. Bu yapilirken, bir sonraki baslikta ortaya konulacak olan yiiksek mertebeden
diferansiyel hesabmn tutarhligi gz 6niine alinmustir. Yani, (4.6) bagintilarinin
yiiksek mertebeden diferansiyel hesab1 saglanmasi beklenerek, bulunmasi gereken
bilinmeyen sabitler uygun islemler sonucunda elde edilmistir. Dolayisiyla (4.7)

bagintilarina sahibiz. 0

Degismeli olmayan diferansiyel hesapta, jeneratorler ile onlarin birinci mertebeden
diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilar1 bir o operatorii ile kompakt
bigimde yazilabilir [32, 33]. Teorem geregince, {da,df,dv,dd} kiimesi
Q' (GLypp(1]1)) in bir serbest sag O(GLy, 5/ (1]1))-modiil tabani idi. Ayni zamanda,
Q' (GLy 4 (1]1)) diferansiyel hesabi bir O(GLy, v/ (1]1))-ikili-modiil oldugundan sol
modiil yapisini da diigiinebiliriz. Sol dv — u - dv ¢arpimu, Q'(GLj, 4 (1|1)) sag
modiiliiniin bir endomorfizmidir. Ranki 4 olan herhangi bir sag modiiliin tiim
endomorfizmlerinin halkasi, biitiin 4 x 4-tipindeki matrislerin halkasina izomorftur.
Dolayisiyla, {da,df3, d, dd} kiimesi Q' (GLj, v (1]1)) uzayimin homojen bir tabani
oldugundan, bir o tasviri mevcuttur. Bu durumda, komutasyon bagintilarini

asagidaki teoremle yeniden ifade edebiliriz:

Teorem 4.2. O(GLy, 1 (1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratirleri ile onlarin diferan-

siyelleri arasindaki (h, h')-deforme komutasyon bagintilart

4
fodfy = (=1PIPADN A oy(f), € OGLup(1]1)  (4.8)
i=1

formiilleri ile tanimli o : O(GLyp, 1 (1|1)) — My(O(GLp 1/ (1|1))) tasviri ile ifade
edilebilir. Burada A1 = —hf3 —h'v+hh'd, Ay =d—ave A3 = —hf3—h'v—hh'a
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olmak iizere o (-) matrisleri agsagidaki gibidir:

(1-2H)a+ A, —ha—hhp ha — hh'y —hh'a
B —ha+hh'y (1 —H)a+ A, 0 —h(a+ h'y)
ola) = —ha— hi' S 0 (1—H)a+ A, —W(a+hp)|’
hh'a ha+ hh'p —ha + hh'y a+ A
(1—hi)B— WAy —WB  hf— hi'A, —hHB
_ —hB+hWAy [ —h A, 0 —hB 4+ hh' Ay
o(8) = W8 0 8 — ' A, —WB ’
i B WB  —hB+hWAs (14 hE)G — WA
4.9)
(1= By + hAs —hy+ Bl Ay By —hh'y
B —hy v+ hAs 0 —hy
=1 s awa, 0 v+ hAy Wy +hi Ay, |
hh'~ W~ — hh'A,y —hy  (1+hh)y+ hA,y
d+ As —h'd— hh'( hd — hh'~ —hh'd
) | A (1 ) A 0 —hd + hh'y
_Wd— hi'y 0 1+ H)d+A; —hd— hi'p
hh'd hd+ hh'p —hd+ hh'y  (1+2H)d+ As

(Burada diger kisaltma ifadelerine ek olarak, sayfa diizeni icin bazi matris girdi-
lerinde hh' := H olarak ifade edilmistir.)

o(-) matrisleri, O(GLj/(1|1)) Hopf siiper cebirininin jeneratorlerinin matris
temsilleridir. Bu, asagidaki teoremle ifade edilmistir:
Teorem 4.3. o tasviri, her f,g € O(GLy i (1|1)) igin
4
oii(f - g) = Y (=1 Ile (£) - 05(g) (4.10)
k=1

ile bir K'-lineer Zy-dereceli homomorfizimdir ve o tasviri bagintilarint korur.

Ayrica, (4.7) bagintilarini bagka bir 7 operatorii ile de ifade edebiliriz:

Teorem 4.4. O(GLy, 1y (1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratirleri ile onlarin diferan-

siyelleri arasindaki (h, h')-deforme komutasyon bagintilar

4
df,- f = (=1rdiz,(f)-df;,  f € O(GLyw(1]1) (4.11)

k=1
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formiilleri ile tamumly T : O(GLy, 3 (1]1)) = My(O(GLy 1 (1|1))) tasviri ile ifade
edilebilir. Burada By = h + W'~y + hh/d, Ay = d — ave B3 = hf3 + h'y — hh'a

olmak iizere 7(-) matrisleri asagidaki gibidir:

(1-2H)a+ By  ha+hh'y h'a — hi 3 hh'a
| —Wa+hiB  (1-H)a+ B 0 Wa— hi'3
"= 0 (1—H)a+ By —ha—hi'y |’
—hh'a ha + hh'~y ha— hh'B a+ By
(1—hi)B+HAs hB+hhA, KB FhIB
- —WB B4+ WA, 0 13
D=1 s A, 0 B+ WAy,  —hB—hhA, |
_hh'B hB+hh Ay KB (1+hH)B+ WA,
4.12)
(1 — hh')y — hA,y h~y h'~y + hh' Ay hh'~y
h —h~y—hhAy ~v—hA, 0 R~y + hh'Ag
) = hry 0 v —hA, —hy 7
—hh'y hy R~y +hh'As (14 hh')y + hAy
d + Bs hd + hh'~y h'd— hh'S hh'd
@y | A (B By 0 Wd— hi'3
hd + hh'y 0 (1+ H)d+ By  —hd— hi'~y
_hhd hd+hi'y  Wd—hES  (1+2H)d+ Bs

(Burada diger kisaltma ifadelerine ek olarak, sayfa diizeni icin bazi matris girdi-
lerinde hh' := H olarak ifade edilmistir.)

Teorem 4.5. 7 tasviri, her f,g € O(GLy, 4 (1]1)) igin

4
7ii(f - g) = Z 1)POPUE) PR (F) i (9) (4.13)

k=1

ile bir K'-lineer Zy-dereceli homomorfizimdir ve T tasviri bagintilarin korur.

4.3 O(GLy(111)) Hopf Siiper Cebiri Uzerine Yiiksek Mertebe-
den Diferansiyel Hesap

Birinci mertebeden diferansiyel hesap jeneratorler ile onlarin birinci mertebeden
diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilarimi igerir. Birinci mertebeden
diferansiyeller arasindaki komutasyon bagintilari ise ikinci mertebeden diferansiyel
hesapta yer alir ve boyle devam eder. Asagida yiiksek mertebeden diferansiyel

hesabin tanimi verilmistir:
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Tamm 4.3. #, bir Hopf siiper cebiri ve Q<% = 0, Q° := H olmak iizere Q =
D,,~o ", bir siiper cebir olsun. Eger bir derecesi 1 olan d : Q@ —  lineer
tasviri Zy-dereceli Leibniz kuralini sagliyor ve her f € H igin d?f = 0 ise, (2,d)
ciftine H Hopf siiper cebiri lizerine bir Z,-dereceli diferansiyel hesap denir. Burada
QM = Lin{ag -day A --- Aday, : ag,ay,...,a, € A, n € N} dir

Woronowicz’in Oncii ¢aligmasi [[7] geregince biliyoruz ki, her birinci mertebeden
diferansiyel hesap yiiksek mertebeye genisletilebilmelidir. Dolayisiyla Teorem {.1]
deki bagintilarin sol ve sag taraflarina d diferansiyel operatoriinii uyguladigimizda

tutarli sonuclarin ortaya ¢ikmasi gerekir.

O(GLyp, 4 (1]1)) stiper cebiri iizerinde tanimlanan o tasvirini biitiin diferansiyel
cebir iizerine genisletmek miimkiindiir: o : Q@ — M,(Q) tasvirini, her f €
O(GLy (1]1)) igin 0} (f) := 04;(f) olmak iizere

o (df) = doy(f) (4.14)

seklinde tanimlariz.

Teorem 4.6. O(GLy, - (1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratérlerinin diferansiyelleri

arasindaki (h, h')-deforme komutasyon bagintilar

da Ada = (hdB + h'dy — hi/dd) A da

daAdB =dBA[(1—hk)da — hdB + F'dy] — K'dd A da

da A dy = dy[(1 — hh')da + hd + h'dy] + hdd A da

da Add = —dd A (da + hdS + K'dy) + (hdS + h'dy) A da (4.15)
df Ady = dy A [dS + 1(dd — da)] + h(dd — da) A dB

df Add = dd A [(1+ kRS — W'da] — (hdf + K'dy) AdJ

dy Add = dd A [(1+ hi')dy + hda] — (hdB + H'dY) A dy

dd A dd = (hdB + W'y + hi'da) A dd.

seklindedir. Bu bagintilar kapali formda f € O(GLy, 5/ (1]1)) igin

'S

df Adf; = AN (1P f; Ao (df), (4.16)

=1
SJormiiliiyle ifade edilir.
Ispat O(GLy, s (1]1)) Hopf siiper cebiri iizerine olusturdugumuz (2, d) diferansiyel
hesabinin, yliksek mertebe diferansiyel hesabi saglamasi1 gerekmektedir. d lineer

31



tasvirini komutasyon bagintilarina etki ettiririz. Elde ettigimiz bagintilar

arasinda kargsilastirma yaparak diizenledigimizde, istenilen bagintilara ulagiriz. [

Teorem 4.7. [28] o* tasviri, her f,g € O(G Ly (1]1)) icin

'

df Adg) = Z p(df)[p(dfj)‘f‘p(dfk)}O-z%(df) A Ul?j(dg) 4.17)

k=1

ile bir K'-lineer Zo-dereceli homomorfizimdir ve o tasviri bagintilarini korur.

o tasvirinin siiper cebirin jeneratorleri ve onlarin diferansiyellerinin ¢arpimlari

tizerine etkisi

] =

U?j(»f -dg) = (_1)p(fi)+p(fk)+p(f)[P(fj)ﬂo(fk)}Uik(f) A O"?j(dg),

1

(_1)[1+p(df)][p(fj)+p(fk)]al§]2€(df) A oki(g)

M-

o (df - g) =

x>
Il
—_

ozellikleriyle verilir [28]].

4.4 Siiper Kismi Tiirevler
Bu kisimda, O(GLy, /(1]1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorleri ile tekabul eden

kismi tiirevler arasindaki bagintilarin yani sira, kismi tiirevlerin kendi aralarindaki
(h, h')-deforme komutasyon bagintilarini elde edecegiz. Bunun i¢in dnce cebirin

jeneratorlerinin kismi tiirevlerini tanitalim.
(Q,d) bir ikili-kovaryant diferansiyel hesap oldugundan, her f € O(GLy 1/ (1|1))
icin

df =da-0,(f) +dF - 95(f) +dvy - 9,(f) + dd - 9u(f) (4.18)

esitligi ile tek olarak belirlenmis Oy, (f) € O(GLp/(1]1)) elemanlart mevcuttur.
Burada 0y = 0/0y sembolii kullanilmigtir. Tutarlilik geregi

p(9.) =p(0a) =0 ve p(Js) =p(0,) =1

olmalidir. Buna gore asagidaki tanimu verebiliriz:

Tammm 4.4. Her f € O(GLy, 5/(1]1)) icin (4.18) ile taniml
Da, 03, 0y, Og : O(GLy 1 (1]1)) = O(GLy i (111))

vektor alanlarina (2", d) diferansiyel hesabinin kismi tiirevleri denir.
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Teorem 4.8. O(GLy, 1/(1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorleri ile kismi tiirevleri
arasindaki (h, h')-deforme komutasyon bagintilart ¥ f; € O(GLy, 5 (1]1))

4

afi : fj = 5ij + Z(_Dp(fj)p(afk)aik(fj) ’ 8fk 4.19)
k=1

Sformiilii ile ifade edilir.

Ispat Istenilen bagmtilari elde etmek igin (4.18) gercegi kullanilarak, her f; €
O(GLp, 4 (1]1) igin d lineer tasviri f; - f carpimina etki ettirilir ve esitligin sol tarafi
icin (4.18)) goz oniine alinir. Ornegin i = 1 iken f; = a olup,

dla-f)=da-f+a-df
=da-f+a-(da-0,+df-05+dy-0,+dd-0,)f
=da-f+{(1—-2hrA")da-a+--) 0o+ (---+h---da-a+---)0s
+(--—hda-a+---)0y+(---—hh'da-a+---)04} f

d(a-f)=(da-0,+dp -0 +dvy-0,+dd-9y)(a- f)
yazilir. Yukaridaki iki esitlik sonucunda, 4 adet

By, ca=---

(3

seklindeki komutasyon bagintilar1 elde edilir. Islem, i = 2, 3, 4 igin tekrarlanir. Elde
edilen biitiin komutasyon bagintilar1 o(-) matrisleri kullanilarak, kompakt formda
(4.19) formiilii ile ifade edilebilir. O

Teorem 4.9. Kismi tiirevierin arasindaki (h, h')-deforme komutasyon bagintilari

asagidaki sekildedir:

0005 =03 0 — h(Oa - Oy + Dy Da + 0., - D),
0a+ 0y = (1= hl)Dy - Dy — W (O - O + Oy O + 0., - D) — WDy - 0,
Oy 04 =04+ 00 — h(Dg- 0y + 0y - D) + W (Dg - O + Oy - D)
4 BB (0 - 0y — Dy - D + 20, - Ds), (4.20)
Dg -0y = —0. -0+ (D - Do + Dy 0,) + 1 (g Da + Dy - Ds),
Qs 0= (1+hh)y- s+ h(Dy - Og+ 4~ O — -, - g) + WDy - s,
Oy 0= 040y + W (0g- g+ 0q- 00— 0., - ),
0305 =h(Ds 00+ 0q-05), 0y-0y=h(0y 0y+ 0y 0,).

33



Ispat Diferansiyellenebilen bir f fonksiyonu igin, (4.18) esitligi goz Oniinde

bulundurarak d?f = 0 olmasi gergegi kullanilir:

d’f = (—da Add, +dB Adds +dy Addy — dd A dd,) f
=[-daA(da-0,+df-0s+dvy-0,+dd-0,)0,
+dfA(da-0,+df -0z +dy-0,+dd-04)05
+dyA(da-0, +dp -0z +dy-0,+dd-0,)0,
—dd A (da- 8, +dB-9s+dy- 0, +dd-0,)04f

olup, burada ({#.15)) bagintilar: kullanilarak

0

(—daAnda-90, —dandf-0s —dandy-0,—daAdd-0y4) 0y +---|f
{—[hdB Ada+ Wdy Ada — hh'dd Ada] - 0,
—[(1=hh)dBAda+hdB AdS + R (dB A dy —dd A da)] - g

—[(1 = hh')dy Ada + h(dd Ada + dy AdS) + h'dy Ady] - D,

+[dd Ada—h(ddANdB+dB Ada) — W (dd Ady +dy Ada)]da}duf + - -
—dBAda- [0, 05— g - 0+ hdy - 8y + hdg - Oa + hO, - Dg] + - - -

yazilir. Son esitlikteki parantez icinden,
8a~85:85-8a—h(8a-8a+8d-8a+8w-8g)

olarak bulunur. Islem agik bir sekilde yapildiginda diger komutasyon bagimtilar1 da
elde edilir. U

4.5 Siiper Cartan-Maurer 1-Formlari

Cartan-Maurer 1-formlari, O(GLy, s (1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratdrlerinin ve
1-formlarin belirli bir kombinasyonundan olusur. Bu bélimde, O(GLy, 4 (1]1))
Hopf siiper cebirinin jeneratorleri ve onlarin diferansiyelleri ile Cartan-Maurer
1-formlar1 arasindaki, Cartan-Maurer 1-formlarinin kendi aralarindaki komutasyon

bagintilarini bulacagiz.

4.5.1 Sag-Invaryant Cartan-Maurer 1-Formlar
Bu kisimda, O(GLy 4 (1]1)) Hopf siiper cebirine gore (£2*,d) sag-kovaryant
diferansiyel hesabi1 goz Oniine alarak sag-invaryant Cartan-Maurer 1-formlariyla

calisacagiz.
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Tanim 4.5. Bir w Cartan-Maurer 1-formu
Arw)=w®1

ozelligine sahip ise w ya sag-invaryant Cartan-Maurer 1-formu denir.

O(GLp, 4/ (1]1)) cebirinin jeneratorlerine tekabiil eden sag-invaryant Cartan-Maurer
1-formlar her f, € O(GLj, 1/ (1]1)) icin

wﬁ = wl(fi) =Wl =mo(d® S)A(fi). (4.21)

formiilleri ile w® : O(GL,, 1/ (1|1)) — Qg seklindeki lineer tasvirlerdir. Bunlar acik
k , $ ¢

olarak
wl=da-A+dB-C,
wi =da-B+dj3-E, (4.22)
wl =dy-A+4dd-C,
wl=dy-B+dd E,
seklinde yazilabilir.

Yukarida verilen 1-formlarin sag invaryant oladugunu gostermek zor degildir. Bir
ornek olarak w!® nin sag-invaryant oldugunu Tanim 1 kullanarak su sekilde

gosterebiliriz:

Ag(wl) = Ag(da-A+dB-C)
= Ar(da) - A(A) + Ag(dB) - A(C)
=(de®a+df®y) - (A®A—-C®B)
+(da®@pB+dBRd)- (ARC+C®E)
=da-A®(a-A+p5-C)+da-C(—a-B—-p3-E)
+df-a®(y-A+d-C)+df-CR(y-B+d-E)
=da-A®1+d3-C®1
=(da-A+dpf-C)®1
=wl®l.

Simdi, O(GLy, ;s (1]1)) stiper cebirinin jeneratorleri ile sag-invaryant Cartan-Maurer
I-formlart arasindaki (h, h')-deforme komutasyon bagintilarini bulmak istiyoruz.

Bu nedenle, once asagidaki lemmaya ihtiyacimiz olacak:
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Lemma 4.3. T ve T~ matrislerinin elemanlart arasindaki (h, I')-deforme komu-

tasyon bagintilart

ca=a-A+(d—a)- (hB+NC)+hl'[(Dyp —1)+ (D — 1)),  (4.23)
ca=a-B+hM(1-=Dyy), C-a=a-C+h(Dppy—1), E-a=a-FE,
B=B-A+NWN(1-D;}), B-B=—B-B, E-=0-E+N(Dyy—1),
B=—B-C+(d—a) (hB+NC)+hl'[(Dyp — 1) + (Dyy — 1],
y=7-A+hD;;, —1), C-v=—-C, E-y=v-E+h(l—Dyy),
v =—v-B+(a—d)(hB+HWC)+ hk'[(1 = Dpw)+ (1= D; )],
d=d-A, B-d=d-B+N(D;;, —1), C-d=d-C+h(1-D}),
-d=d-E+ (a—d)(hB+hC)+hb[(1 = Dyw)+ (1— Dy}l

H o T > Q= T

seklindedir. Burada Dy, j, := sdet(T) dir.

Ispat Istenilen bagmtilar, T7~' matrisinin elemanlarin acik ifadeleri yazilarak
T matrisinin elemanlartyla ¢arpiminda (3.3) bagintilar1 kullanilarak komutasyon

islemi uygulanmasiyla elde edilir. U

Teorem 4.10. Kabul edelim ki (2, Ag), O(GLy, 1/ (1|1)) Hopf siiper cebiri iizerinde
sag-kovaryant ikili-modiilii ve {w}}}_,, Q min biitiin sag-invaryant elemanlarindan

olusan vektor uzayimn bir tabanidrr.
Bu taktirde bir i : O(GLyp, p(1]1)) — M4(O(GLy 1 (1|1))) lineer tasviri ile

4
Wit f, = (—1)PURpel) Zﬂij(fk) wh k=1,2,3,4 (4.24)
j=1

bagintilart belirlenir. Burada i tasvirinin O(GLy, 1/ (1|1)) cebirinin jeneratirlerine
etkisi fi = a, fo = B, fs = v, fr» = d € O(GLy(1|1)) olmak iizere asagidaki
gibidir:

1—hh h R hh'
—h 1 0 h
(L = , 425
A fr.a) h 0 h fia (4.25)
—hh' h K 1+ hh
1—hh —h —H hh'
R h' 1 0 —h'
fi(fa3) = T 01 n fa3

—hh'  —h —h'" 14 hK
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Ispat Sag-invaryant Cartan-Maurer 1-formlari ile O(GLj,(1|1)) siiper cebirinin
jeneratorleri arasindaki komutasyon bagintilarini (3.5)), (4.7) ve (4.23]) bagintilarini
kullanarak, uzun islemler sonucunda buluruz. Bu sekilde elde edilen komutasyon

bagintilarini, fi(-) matrisleriyle (4.24) de oldugu gibi ifade ediyoruz. O

Teorem 4.11. (i) ji tasviri her f,g € O(GLy 1/ (1|1)) igin

'

g (f - g) = D _(=1)PORIIPIN G (£) - fir (g) (4.26)

k=1

ile Zo-dereceli K'-lineer homomorfizmidir
(ii) i tasviri, O(GLyp, 4/ (1|1)) cebirinin bir temsilidir.

Lemma 4.4. T~ matrisinin elemanlart ile O(GLy, 1/(1|1)) cebirinin jenerator-

lerinin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilary, her G € T~ icin

dfj — p(df;) dez Uz] G , f] c O(GLh,h’<1‘1)) (427)

Sformiilleri ile tamimli o tasviri ile Ay = —hB — h'C' + hW'E, As; = E — A ve
Ag = —hB — h' B — hh' A olmak iizere asagidaki o (-) matrisleri ile ifade edilebilir:

(1-2H)A+ A3 WA+HWWB  —hA—hWC  —hWA
o(4) = hA+hh'C (1 — H)A+ Aj 0 hA — hh'C
Wa+ hh'B 0 (1-H)A+A; WA+LB |’
hh' A ~hWa—hWB  hA+hhC a+ A;
(1-H)B—NWAs WB  —hB—hhAs hh'B
o(B) = hB —hWAs B+ hAs 0 hB — hh'As
+h'B 0 B+ H As W B ’
hh'B ~hWB  hB+hhAs (1+H)B—hAs
(4.28)
(1+H)C —hAs RWC+hWA;  —hC hh'C
hC C + hA; 0 ~hC
o(C) = )
WC — hh As 0 C+hAs —h'C — hh'As
hh'~ —hy+hhAy  hy (1 —H)C —hA;
E + Ag WE+hh'B  —hE+hh'C —hW'E
o(E) = hE —hh'C (14 H)E + Ag 0 hE — hh'C
WE + hh'C 0 (1+H)E+As HWE+hh'B
hh'E ~WE—hh'B  hE—hWC  (1+2H)E + Ag

Sayfa diizeni icin bazi matris girdilerinde hh' == H olarak ifade edilmigtir.
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Ispat Istenilen bagmtilari elde etmek i¢in G - df; ifadesinde, her G € T!

elamaninin acik ifadesi yazilarak komutasyon islemi yapilir. Ornegin,
A-da=(a'+a'Bd 'y - da

ifadesinin komutasyon iglemi (4.7) ve (3.5) bagintilar1 kullanilir. Elde edilen
bagintilar o(G) matrisleri ile ifade edilebilir. Ayrica o(G) matrisleri, (4.9) ile
verilen o( f;) matrislerinin kullanilmasiyla da elde edilebilir. U

Sag-invaryant Cartan-Maurer formlart ile O(GLy /(1|1)) Hopf siiper cebirinin
jeneratorlerinin arasindaki komutasyon bagintilarini bir i lineer tasviri kullanarak
formiilii ile kompakt bir sekilde ifade ettik. Simdi, O(GLj, 5/(1|1)) cebirinin
jeneratorlerinin diferansiyelleri ile ilgili komutasyon bagmtilarim1 da bu sekilde

ifade etmek istedigimizde asagidaki sekilde diisiiniiriiz:

O(GLyp, 4 (1]1)) stiper cebiri iizerinde tanimlanan fi tasvirini biitiin diferansiyel
cebir iizerine genisletmek miimkiindiir: g : © — My(Q) tasvirini, her f €
O(GLpw (1]1)) igin 53 (f) := fig;(f) olmak iizere

fy(df) = diiy(f) (4.29)

seklinde tanimlariz.

Teorem 4.12. O(GLy, ;/(1|1)) siiper cebirinin jeneratorelerinin diferansiyelleri ve

sag-invaryant Cartan-Maurer 1-formlart arasindaki komutasyon bagintilart
4
wi Adf = Fp(df) Z (df) A w;. (4.30)
formiilleriyle verilir.

Ispat Sag-invaryant Cartan-Maurer 1-formlari ile O(GLy, 4/ (1|1)) siiper cebirinin
jeneratorlerinin diferansiyelleri arasindaki bagintilar komutasyon islemi ile elde

edilir. Ornegin,
wl-da=(da-A+dp-C)-da

ifadesinde, elemanlarin komutasyon islemi i¢in (@#.27) ve (4.15) bagintilarina

ihtiyac oldugu goriilmektedir. Uzun islemler sonucunda elde edilen komutasyon
bagintilari, O(GLy, 5/ (1]1)) stiper cebirinin jeneratdrlerinin temsilleri olan (4.25)) ile
verilen j; matrislerine d tasvirinin uygulanmasiyla elde edilen matrisler kullanilarak
formiilii ile ifade edilebilir. O
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Lemma 4.5. Cartan-Maurer I-formlar ile T~ matrisinin matris elemanlari

arasindaki komutasyon bagintilari
4
Wit Gy = (~1)POPEDN " (G wh, k=1,2,3,4 (4.31)
j=1

bagintilar ile belirlenir. Burada [i tasvirinin O(GLy, 1/ (1|1)) cebirinin jenerator-
lerine etkisi G = A,Gy = B,G5 = C,Gy = E € O(GLy 1 (1|1)) olmak iizere
asagidaki gibidir:

1—hh h K hh'
—h' 1 h'
oG = G4, 4.32
f(Gra) h 0 1 A 1,4 (4.32)
—hh'  h R 1+ hH
1—hh —h —=h —hh'
—h' 1 0 h
0(G = G
AlGas) heooo1 o —h |

—hW  —h - —1—hk

Ispat Istenilen bagintilar1 elde etmek icin komutasyon islemi uygulanir. Ornegin
wl-A=wl (@t +a'pd ya ™)

esitliginde (4.24) ve (3.5) bagintilart kullanilarak istenilen bagimntilar elde edilir.
Elde edilen bagintilar (4.31)) formiilii ile ifade edilebilir. O

Teorem 4.13. Sag-invaryant Cartan-Maurer I-formlart arasindaki komutasyon

bagintilart asagidaki gibidir:

Wl AWl = (—1)PEOPEDGE A WR (1 < 4,5 < 4). (4.33)

Ispat Sag-invaryant Cartan-Maurer 1-formlarimin kendi aralarindaki komutasyon
bagintilarini bulmak i¢in, 6rnegin

wlt-wlf =wl. (da-B+dB-E)

seklinde yazariz. Burada ifade edilen esitlikteki elemanlarin komutasyon islemi i¢in
(@.30) ve (@.31)) bagintilarini kullaniriz. O
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4.5.2 Sol-invaryant Cartan-Maurer 1-Formlar:
Bu kisimda, O(GLj,/(1|1)) Hopf siiper cebirine gore (92", d) sol-kovaryant
diferansiyel hesab1 goz Oniine alarak sol-invaryant Cartan-Maurer 1-formlariyla

calisacagiz.

Tanim 4.6. Bir Cartan-Maurer w 1-formu
AL(w)=1Q®w.
ozelligine sahip ise w ya sol-invaryant Cartan-Maurer 1-form denir.

O(GLp 4 (1]1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorlerine tekabiil eden sol-invaryant
Cartan-Maurer 1-formlari her f, € O(GLy v (1|1)) igin S'(fi) = (—1)PU0S(f)

olmak tizere

wfk = wL(fk) = w,f =mo (S ®d)A(fr), (4.34)
formiilleri ile wi : O(GLy 4 (1|1)) — €, seklindeki lineer tasvirlerdir. Bunlar agik
olarak,

wk=A.da— B-dy, whk=A.d3 - B-dd, (4.35)
wi=FE-dy—C-da, whk=F-dd-C-ds,
seklinde yazilabilir.

O(GLy, 4 (1]1)) Hopf stiper cebirini temsil eden bir matris elde etmek miimkiindiir:
[7] den biliyoruz ki, .4 bir Hopf cebiri ise

AR(UJJL) = ZO)ZL & Mji
olacak sekilde bir M adjoint temsili vardir. Ve bu M adjoint temsili

A(Myp) =Y My @ My, e(My) = by
k

ozelliklerine sahiptir. Bu durum, O(GLjp 4 (1]|1)) Hopf siiper cebiri igin de
dogrudur. Bu taktirde, O(GLy, ;/(1]1)) Hopf stiper cebirinin adjoint temsili

Ao A3 Ca CB
Av  Ad 0 —Cd

M= (4.36)
—Ba 0 FEa EpB

By Bd Evy FEd
seklindedir.
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Ayrica, onceki kisimda oldugu gibi O(GLj, 5/(1]1)) stiper cebirinin jeneratorlerinin
ve onlarin diferansiyellerinin matris temsilleri elde edilebilir. Bu matris temsilleri

asagida verilmistir.

Sol-invaryant Cartan-Maurer 1-formlart ile O(GLjy 5/(1|1)) Hopf siiper cebirinin
jeneratorleri ve onlarin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilari, dnceki

kisimdakine benzer sekilde elde edileceginden benzer ispata yer vermeyecegiz.

Bu kisimda, sonraki boliimde sol yapilardan ilerleyecegimiz icin p lineer tasviri
ve onun tanimli oldugu kiimenin genisletilmesine odaklanacagiz. Buna, p lineer

tasvirini ifade ederek baglayalim:

Teorem 4.14. Kabul edelim ki (2, A), O(GLy, 1/ (1]1)) Hopf siiper cebiri iizerinde
sol-kovaryant ikili-modiilii ve {wt}i_,, Q mn biitiin sol-invaryant elemanlarin-

dan olusan vektor uzayin bir tabamdir. Bu taktirde bir v : O(GLj, 1/ (1]1)) —
My(O(GLy 1/ (1|1))) lineer tasviri ile

frwp =3 (1Pt (1) (4.37)
bagintilart belirlenir. Burada p tasvirinin O(GLy, s (1|1)) cebirinin jeneratirlerine
etkisi f1 = a, f2 = 5, f3 =, f4 =de O(GLh’h/(Hl)) lgli’l

1—hh —h" h  —hHK
—h 1 0 —h
)= f; . 4.38
wf =5l L Ly (4.38)
hh' R —h 14 hK

seklindedir.

Tanim 4.7. [34] Bir p( f) stiper matrisinin sifirdan farkli her bir elemaninin derecesi

p(ii(f)) = p(f) — p(fi) +p(f;)

dir.

Teorem 4.15. (i) p : O(GLyw(11)) — My(O(GLyw(1]1))) tasviri her f,g €

p(g [p(fx)— (fz)]'u (Fni(g), (4.39)

M’“

p(f-g)=

k:l

ile Zy-dereceli K'-lineer homomorfizmidir.

(ii) p tasviri, O(GLy, v (1|1)) cebirinin bir temsilidir.
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O(GLyp, 4 (1]1)) stiper cebiri iizerinde tanimlanan p tasvirini biitiin diferansiyel
cebir iizerine genisletmek miimkiindiir: p* : Q@ — M,(Q) tasvirini, her f €
O(GLpp (1]1)) igin g3 (f) := pj(f) olmak iizere

pis(df) = dug(f) (4.40)

seklinde tanimlariz.

Teorem 4.16. O(GLy, 1/ (1|1)) siiper cebirinin jeneratirlerinin diferansiyelleri ve

sol-invaryant Cartan-Maurer I-formlari arasindaki komutasyon bagintilart
4
df Awk =" (=1)PEAPEOGE A p(df) (4.41)
j=1
Jormiilleriyle verilir.

Teorem 4.17. (i) u* tasviri her f,g € O(GLy, 1/ (1]1)) igin

4
L p(df Adg) =D (=1)PEADREAR=P@RLE (d f) A iy (dg),

k=1

4
k=1
4

3. p(df-g) =) (-1 ILEAS) - juy(9)

k=1

ile Zy-dereceli K'-lineer homomorfizmidir.
(ii) 1St tasviri Q(O(GLy, w (1]1))) cebirinin bir temsilidir.

Ispat (i1) Q(O(GLy, 1 (1|1))) diferansiyel cebirinin asosyatif olmasi geregi
(df Adg) /\wf =df A (dg/\ij)

esitligin gergeklenmelidir. Burada (4.41) kullanilarak, esitliin sol tarafi ve sag

tarafi, sirasiyla

4
(df Adg) Awf =Y (=L)AL A L2 (df A dg)
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seklinde yazilir. Iki tarafin esitlenmesi durumunda istenilen sonuca ulasilir.
Diger ozellikler de benzer diisiince yapisi ile gosterilir.
i) ¢ (d f;) matrisler, (4.15) bagintilarini korur. O

Ayrica, f,g € O(GLp 4 (1]1)) igin bagka bir matris temsil kiimesi bulmak da
miimkiindiir. Oyle ki, A bir Hopf cebiri ise [7] den biliyoruz ki, u(T) = T - F(T)
olacak sekilde bir F' : A — M, (C) tasviri mevcuttur. Bu durum Hopf siiper cebiri
icin de dogrudur:

O(GLy, ¢ (1]1)) Hopf siiper cebiri igin p(T) = (—1)*V)T . F(T) olacak sekilde bir
F : O(GLpw(1]1)) — My(K') lineer tasviri mevcuttur. Burada, O(GLj, 5/ (1]1))

cebirinin jeneratorlerine etkisi

1—hh —K h  —hl
—h 1 0 h
Fo=| T o | = @0 FE) =0 =Fo.

hh' R —h 14+ hh

seklindeki matrislerle belirlenen bu F' lineer tasviri

4

Fy(f-g9) = (=1)PYPO N " Fo(f) - Fiy(g)

k=1

carpimu ile (3.5) bagmtilarini saglar.

4.6 Vektor Alanlarmin Lie Siiper Cebiri

Klasik diferansiyel geometride bir Lie grubu, hem bir grup yapisina ve hem de bir
manifold yapisina sahiptir. Bu durum Lie siiper gruplari icin ise, siiper grup ve

stiper manifold yapisiyla gerceklesir.

Lie grubunun teget uzayi, bir Lie siiper parantezi ile bir Lie siiper cebiridir. Durum,

komutatif olmayan geometri de ¢ok farkli degildir.
Bu boliimde, GLy, 5(1]1) stiper grubunun Lie siiper cebirini elde edecegiz.

GLpp(1]1) stuper grubunun Q(7 GLy 4 (1]1)) ile gosterilen teget uzayi, siiper
grubun 6zdeglikteki teget vektorlerinden olusan bir siiper vektor uzayidir. Bu siiper
vektdr uzayinin tabam {9,, 93, 9., 95} kiimesidir. Q(7TGLy, 5/ (1]1)) uzayi,
bagintilartyla bu taban ile gerilen O(GLy, s (1]1))-ikili-modiildiir. Aymi sekilde,
Q(T*GLy i (1]1)) kotanjant uzayi (ki bu teget uzaya dualdir), bagntilartyla
{da,dp, dv, dd} taban ile gerilen bir O(GLy, 5, (1]1))-ikili-modiildiir. Dolayzst ile
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adi manifoldlar teorisinin tekabiil eden nesnelerine benzer sekilde bir i¢ carpim
tanimlayabiliriz: (7 GLy 1 (1]1)) ve Q(T*GLy 5 (1]1)) arasindaki genel i¢ carpim

8Z(dfj) =< 0, df] >= 61.7 (4.42)
seklindedir.

Ayrica sol-invaryant Cartan-Maurer 1-formlarini,

w = Z(—l)p(fi)s(fi) -df;,  fi € O(GLpw(1]1))

seklinde yazabiliriz.

T € GLpp(1]1) icin kistm (3.3) de verilen A tasvirinin etkisini Sweeddler
gosterimi ile bir f; € O(GLj/(1]1)) igin

A =D o ® feo

seklinde ifade edebiliriz. Bu miikemmel gosterimi asagidaki teoremin ispantinda

kullanacagiz.

Teorem 4.18. ifadesine denk olarak, O(G Ly, (1|1)) Hopf siiper cebirinin

Jeneratorlerinin diferansiyellerini vektor alanlart cinsinden, x;(f;) = 6;; olmak
lizere
4
df = Z(_l)p(Xi)p(f(l))wi[m o (id ® x;)A(f) (4.43)
i=1

seklinde ifade edilebilen x; : O(GLy, 1/ (1]1)) — K’ lineer fonksiyonelleri vardur.

Ispat Istenileni iki adimda gerceklestirecegiz:
Ik adimda, ; lerin O(G Ly (1]1)) deki jeneratorlerindeki degerini buluyoruz.
Ornegin, (4.43) formiiliinii f = a igin

4
da = Z(—l)p(Xi)p(ﬂl))wi[m o (id ® x;)]A(a)

= wifaxi(a) + Bx1(7)] + walaxa(a) — Bxa(v)]
wslaxs(a) — Bxs ()] + wilaxa(a) + Bxa(7)]

[(1 = hh')wy + hwy + h'ws 4 hh'wy]x1(a)

[(hh/ — Dwy — hwy — Pws — hh/W4]X1(”Y)

wy + h'(wy — wi)]x2(a) — Blws + A (ws — wi)]x2(7)
w3 + h(wi — wi)]xs(a) — Blws + h(wr — wi)]x3(7)

+

a
B
a

~ + -

[
[

a
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+ a[(1 + hh')ws + hws + B'ws — hh'wi]x4(a)

+ B[—(1 4+ hh')ws — hwy — W'wz + hh'wi]xa(7)

= a-w[(1—hl')xi(a) + W'xa(a) — hxs(a) — hh'xa(a)]

+ B - wi[(hh" = 1)xa(y) = h'xa(7) + hxs(y) — bR xa(v)]

+ a-walxa(a) + h(xi(a) + xa(a)]B - wa[=x2(7) = A(x1(7) + xa(7)]
+a-wsxs(a) + h'(xi(a) + xa(a)]B - ws[=xs(7) — ' (xa(v) + xa(v)]
+a - wi[hl')x1(a) — W'x2(a) + hxs(a) — (1 + hh')xa(a)]

+ B wi[=hh'x1 () + hx2(7) = hxa(y) — (1 + 0 )xa(v)]

seklinde acabiliriz. Ayn1 zamanda (4.34)) esitliginden biliyoruz ki
da=a-w —fF-ws

seklinde yazilabilir. Bu iki esitlik karsilastirildiginda x;(a) ve x;(y) degerleri
bulunur.
Ayni iglem, O(GLy,/(1]1)) cebirinin diger jeneratorleri i¢in de yapildiginda x;

fonksiyonellerinin jeneratorlere etkisini

xi(a) =1=hh',  xi(8)=—0, xa(y)=h, xi1(d) = —hH,

x2(a) = —h, x2(8) =1, x2(7) =0, x2(d) = —h, (4.44)
xs(a) = =1, x3(8) =0, x3(7) =1, x3(d) = =1,

Xxa(a) = hl, xa(B) =W,  xa(v)=-h,  xa(d)=1+hh

olarak elde ederiz.

Ikinci adim olarak y; lineer fonksiyonellerinin, O(G Ly, s (1|1)) cebirinin temsilleri

oldugunu gosteriyoruz. Bunun i¢in her f, g € O(GLj 1/(1]1)) igin

Xi(f - 9) = xi(f)e(g) + (=1)PPPO) Z Fii(f)x;(9) (4.45)

esitliginin kullanarz [35]. Ornegin, f = a ve g = /3 i¢in

xi(a- B) = xla)e() + (=10 37 Fyj(a)x; (8)

= (1= hh')-0+ (1= hh')- (=) + (=h') - (1) + (k) - (0) + (hR')(K')
_—)

olarak bulunur. O
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Yukaridaki teorem sonucunda, {w;} nin dual tabani {x;} olmak iizere (4.42) ile
verilen i¢ carpimi
Xi (W) =< X, wh >= G (4.46)

seklinde ifade edebiliriz.
Klasik durumda, eger ; ler birer Lie cebir jeneratorii ise, onlarin Lie parantezleri
[Xi X3] = XiXs — XiXi

olmak tizere
D xil = > Chixes (4.47)
k

ile verilir. Buradaki C}; lar Lie yapr sabitleridir.

Degismeli olmayan siiper geometrideki durum, asagidaki teorem ile verilmistir:

Teorem 4.19. Yukarida tanimlanan x; ler bir Lie siiper cebiri olusturur.

Ispat Klasik siiper geometriden y; jeneratorlerinin Lie siiper parantezinin
[Xi, X;) = Xixs — (=1)POP0a)y oy

seklinde oldugunu biliyoruz. Degismeli olmayan siiper geometride ise, deforme

edilmis Lie siiper parantezi
i Xgla = Xixg — (= 1)PXPOD N ATy

olmak tizere
[Xiv X]]A - (_1)p(Xi)P(Xj) Z C'ZXIC?
k

k

seklinde tamimlariz. Buradaki A matrisi ve C7; yapi sabitlerini

CE = xi(S(Mj)) and A" = Fiu(S(Mj)) (4.48)

formiillerinden bulabiliriz. Gergekten, (4.36) ile verilen M = (M;;) adjoint

k

temsilini kullanarak C7; yapi sabitlerinden sifir olmayanlar

0213 = —1, 0122 = 17 0224 = 1’ C‘f’d — _1, C§4 — _1’ C;Ld _ _1’
(4.49)
Ch=-1, CL=-1 C%4=-1, C}=1 C3%=11, Ck=-1,
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ve A matrisinin sifir olmayan elemanlarini
Ai=1, 4,j=1,23/4 (4.50)

seklinde buluruz. 0

Teorem 4.20. (i) x; Lie siiper cebir jeneratirlerinin O(GLy, 5 (1|1)) siiper cebirinin

Jeneratorlerine etkisi

Xi * f = (=1)PXPU0Im(id @ y) A(f). (4.51)
Sformiilii ile verilir.
(ii) Lie siiper cebir jeneratorlerinin O(GLy, 1/ (1|1)) cebirinin jeneratérleri ile olan
(h, h')-deforme komutasyon bagintilart her f € O(G Ly 1/(1|1)) igin

Xi o f = f o (PPN ps(f) (4.52)
J

seklindedir.
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S

O(GL,,,> (111)) HOPF SUPER CEBIRI UZERINE
CARTAN HESAP

Bu boliimde, ic tiirevler ve Lie tiirevleriyle ilgili komutasyon bagintilarini elde
ederek diferansiyel hesab1 genisletecegiz. Bu nedenle Once, siiper geometrideki
i¢ tiirevler ve Lie tiirevleri kavramini kisaca tanitalim. Ikili-kovaryant ikili-modiil
yapisina sahip olan Q(7 GLjy, 5/(1]1)) diferansiyel cebirinin sol etkisini kullanmay1
tercih etti§imizden, sol-invaryant Cartan-Maurer 1-formlar1 ve bu 1-formlarin duali

olan vektor alanlariyla galisacagiz.

5.1 Dus Tiirev

Q(A), bir diferansiyel cebir olsun. Bir Zy-dereceli dis tiirev, ki onu D ile
gosterecegiz, k-formu (k+1) formuna doniistiiren bir lineer tasvir olarak tanimlanur.
Yani, Q(A) diferansiyel cebiri fo - Dfi A Dfs A - - -D f,, seklindeki elemanlarla
gerilir. D : Q(A) — Q(A) lineer tasviri Q°(A) := A olmak iizere Vf,g € A ve
u,v € Q(A) i¢cin

D(14) =0,
D(f-g)=(Df)-g+ (=1)PDf. Dg, (Leibniz kural)
D(uAv) = (Du) Av+ (=1)P y A (Dv)
du A v+ (=1)P u A (do)

sartlarini saglar (Genelde oldugu gibi, burada da Du = du oldugu kabul edilmistir).
Dolayisiyla,
Du = Zdajaaj(u), . u,a; € A

yazabiliriz. Bir u diferansiyel formu ve f € A icin asagidaki kurallar yazilir:

Du=du+ (-1)""uD,  Df=df+(-1)"VfD.
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5.2 Siiper I¢ Tiirevler

X, bir M siiper manifold iizerinde siiper vektor alan1 olsun. Bir siiper i¢ tiirev, bir
stiper vektor alaninin bir diferansiyel form ile daraltilmasi olarak tanimlanir ve ix
ile gosterilir. Yani iy, dig cebir tizerinde (kK — 1) formunu k-formunu gétiiren —1
dereceli bir ters-tiirevdir ve «; ile a5 birer diferansiyel form olmak iizere Leibniz
kurali

iX(a1 VAN ag) = (iXOél) A Q9 + (_1)p(a1)p(ix) aq A (ixag)

seklindedir. Ayrica siiper ig¢ tiirevin, diferansiyel cebirinin elemanlarina etkisi
ix(f) =0, ix(df)=X(f) and ix,(w;)= 0.
seklindedir ( Burada f, bir O-formdur).

Bu boliimde, siiper ig tiirevler ile O(GLy, ;v (1|1)) Hopf siiper cebirin jeneratorleri,
bunlarin diferansiyelleri ve Cartan-Maurer 1-formlar1 arasindaki (h, h')-deforme

komutasyon bagintilarini elde edecegiz.

Tutarlihgin geregi olarak, i, , ve iy, , i¢ tiirevlerinin derecelerinin sirasiyla 1 ve 0

olmasi1 gerekmektedir.

Teorem 5.1. O(GLy, 1 (1|1)) cebirinin jeneratirleri ile siiper i¢ tiirevler arasindaki
komutasyon bagintilary, her f € O(GLy, 4 (1]1)) igin

4
i - f = (DPIPODN () -y (5.1)
j=1
Sformiilii ile verilir.

Ispat O(GLj, 4 (1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorleri ile ig tiirevler arasindaki

muhtemel komutasyon bagintilarini

seklinde ifade edebiliriz. Dolayisiyla amacimiz, fi;(f) ile p;x tasvirleri arasindaki
iligskiyi bulmaktir. Bunun i¢in, ix, (w;) = 0,; gercegini de dikkate alarak, i¢ tiirevleri
bagintilarinin her iki tarafina uygulariz:

4

0= iy, [f w5 = Do (=P8 g ()

k
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4

4
Zﬂ Sy, (wj) Z PUPER (w) - s (f)
k

k

= i (f) = (=1)PVPED g (f).

Son esitlik istenileni verir. O

Teorem 5.2. O(GLy, ;s (1]1)) siiper cebirinin jeneratorlerinin diferansiyelleri ile i¢

tiirevler arasindaki komutasyon bagintilary her f € O(GLy, 5 (1]1)) igin

i, df =i f (5.2)
olmak iizere
4
iy, - df =y s df + (=1)PPED N R (AS) -y, (5.3)
j=1
seklinde ifade edilir.
Ispat (4.52) ile verilen
Xi- f=xi*xf+ (- ’“)Zuw

bagintilarini
Xi = IXzD - (_1)p(iXi)DiXi

esitligini goz oniinde bulundurarak ele alalim:
xiof = iD= (~1")Di ) - f

4
=i, - [df + (_1)p(f)fD] _ (_1)p(ixi)D[(_1)p(f)p(ixi) ij(f) ]

=iy, - df + (~ PO Z pij(f) b, D
4
_ (_1)p(1xl-)+p(f)p(1xi) Z[M?Z(df) S (_1)p(l‘ij(f))luij(f) i Din]
J
— (= 1)PDIHR)] Z 1155(F)liy, D — (—1)P%) Dy, ]
4
+ iy, -df — (_1)[1+p(f)]p(l><i) Z M%(df) iy, + K
J
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seklinde ifade edebiliriz. Burada, mod 2 ye gore p(i,,) = 1 + p(f;) oldugundan

K;; = [(_1)p(f)[1+p(ixi)]+p(ixj) _ (_]_)P(ixi)[1+P(f)]+P(Hij(f))]Din -0
cikar. Dolayist ile y; * f = i,, * df gercegi ile (5.3) komutasyon bagintilar1 elde
edilir. UJ

I¢ tiirevler ile sol invaryant Cartan-Maurer 1-formlar1 arasindaki komutasyon
bagintilar1 komutasyon islemi yapilarak elde edilir. Bunun igin w;’lerin #.35))
ile verilen esitlikleriyle ve bagintilarin1 birlikte kullaniriz. Elde edilen
sonuclar asagidaki teorem ile ifade edilmistir:

Teorem 5.3. I¢ tiirevler ile Cartan-Maurer I-formlart arasindaki komutasyon
bagintilari 1,7 = 1,2,3,4 icin

iy, -wj =0y + (_1)p(wj)p(ixi)wj iy,

X2

(5.4)

seklindedir.

I¢ tiirevlerin kendi aralarindaki muhtemel komutasyon bagintilarin1 yazarak, bu

bagintilara D dis tiirev operatorii uygulanir:

Teorem 5.4. I¢ tiirevier arasindaki komutasyon bagintilar: asagidaki gibidir:

i, =(— 1)p(ixi)p(i><j)i

iXi TG Xj 'iXi (5.5)

5.3 Siiper Lie Tiirevleri

A, bir siiper cebir ve X bir siiper vektor alani olsun. Siiper Lie tiirevi bir vektor alani
boyunca tiiretme iglemidir ve £ x ile gosterilir. Bir siiper Lie tiirevi, uygulandigi
formun derecesini korur. Yani, 2(.A) diferansiyel cebiri lizerinde £x Lie tiirevi
k-formunu k-formuna gotiiren olan bir lineer tasvirdir. oy ve as, diferansiyel cebir
tizerinde iki diferansiyel form olmak iizere, Lie tiirevinin formlar iizerine etkisi

stiper Leibniz kurali ile agagidaki gibi verilir:
£X(Oél A 062) = <£X041) A g + (_1)p(£x)p(a1) aq A\ (fxoég).

Ayrica, £Lx tasvirinin 0- and 1-formlar iizerine etkisi sirasiyla, bir f skaler
fonksiyonu i¢in
Lxf=X(f), £xDf=DX(f),
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seklinde verilir. Ayrica, siiper ig¢ tiirevler ve siiper Lie tiirevleri agsagidaki 6zellik ile
birbirine baglidir [26]:

£x =ix D — (=1)PiX)Diy, (5.6)
Bu esitlik, siiper Cartan formiilii olarak bilinir.

Boliim 4’de (4.20) ile verilen esitligi Cartan-Maurer 1-formular1 ve Lie tiirevlerini

kullanarak,

4
df =) wify (f), (5.7)
=1

seklinde ifade edebiliriz. Burada f nin diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugu
kabul edilmistir. Tutarlilik geregi Lie tiirevleri p(£,,,) = 0 ve p(£y,,) = 1

olmalidir.

Simdi, siiper Lie tiirevleri ile baglantili (h, h’)-deforme komutasyon bagintilarini
bulacagiz. Lie tiirevleri ile O(GLy, 5(1]1)) stiper cebirin jeneratorleri arasindaki

komutasyon bagtilari ile baglayalim.

Teorem 5.5. O(GLy, 1/(1|1)) siiper cebirinin jeneratérleri ile Lie tiirevleri arasin-

daki (h, 1)-deforme komutasyon bagintilart asagidaki gibidir:

4
"EXi ’ f = OEXi * f + (_1)p(f)p(£xi) Zuij(f)£xj' (5.8)
j=1

Ispat Bu teoremin ispat1 icin (5.6) 6zdesligini géz oniine aliriz:
£Xi ’ f = [inD - (_1>p(ixi)DiX¢] : f

4
=i, - [df + (_1)p(f)f D] — (_1)p(ixi)D[(_l)p(f)p(ixi) Zuij(f) iy,
j=1
4
= [iy, xdf + (—1)P@fpli) Z N?j (df) -iy,]
j=1

4

+ (=1)PN+p0x)] Z pii(f) i, D
j=1

4
— (PRI (A f) - iy, 4 (1P D (f) - Diy ]

J

4
= iXi * df + (_1)p(f)[1+1’(ixi)] Z ,uij(f)[inD - (_1)p(ix-7)Din] + Kz]
J
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Son esitlikte ortaya ¢ikan K;; = 0 oldugunu yukarida gormiistiikk. Burada, p(£,,) =
1+p(iy,) ve (5.6) esitlikleri kullanildiginda ve £, * f = x;* f gercegi gbz Oniiniine
alindiginda, (5.8) komutasyon bagintilar1 elde edilir. 0

Teorem 5.6. Lie tiirevieri ile O(GLy, /(1|1)) cebirinin jeneratérlerinin diferan-

siyelleri arasindaki komutasyon bagintilari
4
£y, -df = £y, xdf + (—1)PdDrE) Z M%(df) Ly, (5.9)
j=1
Sformiiliiyle verilir.

Ispat Onceki teoremde oldugu gibi, (5.6) esitligini kullaniriz:

£y, -df =[i, D= (=1)"™)Di,]-df
4

— (_1>p(df) [iy, *df + (_1)p(df)p(ixi) Zui}(df) +iy,]D
j=1
4
_ (_1)p(lXi)D[iXi «df + <_1>p(df)p(1xi) Z Mg(df) ) in]
j=1
o [IXZD - (_1>p(ixi)DiXi] * df

4
+ (1PN S (A f) - fiy, D — (1)) Di | + L.
J

Burada, p(i,,) = 1 + p(fi) (mod 2) oldugundan

Lij = [(_1)p(df)[1+p(ixi)]+p(ix]~) _ (_1)p(ixi)[1+p(df)]+p(u%(df))]Dix -0

cikar. (5.6) gercegi goz oniintine alindiginda, formiilii elde edilir.

Lie tiirevleri ile Cartan-Maurer 1-formlar1 arasindaki komutasyon bagintilarim
bulmak icin (5.8) ve (5.9) bagintilarim1 kullaniriz. Istenen komutasyon iligkileri
asagidaki teoremdeki gibi ifade edilebilir:

Teorem 5.7. Lie tiirevleri ile Cartan-Maurer I-formlari arasindaki komutasyon

bagintilar
£y xwy = (=1)POPER (M) (5.10)

k=1

olmak iizere seklinde ifade edilir:

‘£Xi TWj = £Xi *wj + (_1)p(w'j)p(£xi) Zp“z%(wj) ’ £Xk (5.11)
k=1
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Klasik geometride, Lie tiirevinin baz1 6zellikleri [x;, x| bir Lie parantezi olmak

lizere
[£xir £x;] = Loy [ il = ipaogls (5.12)

seklinde verilir. Bu esitlikler ve (4.47) esitligi dikkate alindiginda asagidaki iki

teorem ifade edilebilir.

Teorem 5.8. £, and i, arasindaki komutasyon bagintilart asagidaki gibidir:
(£ iy, ]a =D Cliy,. (5.13)
k
Teorem 5.9. Lie tiirevelerinin arasindaki komutasyon bagintilar: asagidaki gibidir:

(£ £y)la =Y ChLy,. (5.14)
k
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SONUC

Bu ¢alismada, GL(1|1) matris siiper grubunun iki parametreli standart olmayan
deformasyonu, ki o GLj/(1]1) ile gosterilmistir, gdzoniine alinarak bu grup
izerine degismeli olmayan bir diferansiyel hesap kurulmustur. Elde edilen sonuglar

asagida ozetlenmistir:

[lk olarak, GLy, ;(1|1) siiper grubunun koordinat cebiri olan O(GLy,;/(1|1)) Hopf
sliper cebiri {izerine bir ikili-kovaryant diferansiyel hesap kurulmustur. Bu hesap,
O(GLy, 4 (1]1)) Hopf siiper cebiri tizerine birinci mertebeden diferansiyel hesabi
icermektedir. Elde edilen sonuglar o(-) ve 7(-) matrisleriyle ifade edilmistir. Ve o
ve T tasvirlerinin her ikisinin de birer cebir homomorfizmi oldugu goriilmiistiir. Bu
homomorfizmler araciligi ile O(GLy, 5/(1|1)) Hopf siiper cebirinin jeneratorlerinin
ikiser adet matris temsilleri elde edilmigtir. O(GLy, ;(1]1)) stiper cebiri iizerine
ikinci mertebe diferansiyel hesaba ulagmak i¢in o tasviri O(GLj,/(1]1)) siiper
cebirinin jeneratorlerinin diferansiyellerine genisletilmistir. Ayrica bu o tasviri ile
O(GLy, 4/ (1]1)) siiper cebirin jeneratorleri ve onlara karsilik gelen kismi tiirevler

arasindaki komutasyon bagintilar1 ifade edilmistir.

Sonraki adimda Cartan-Maurer 1-formlar1 tamimlanmis ve O(GLy,;/(1|1)) Hopf
stiper cebirinin jeneratorleri ve Cartan-Maurer 1-formlart arasindaki komutasyon
bagintilar1 elde edilerek onlar, i ve p homomorfizmleri ile kapali bir formda
yazilmistir. Bu cebir homomorfizmleri aracilifiyla cebirin jeneratorelerinin ikiser
adet matris temsilleri elde edilmistir. Degismeli olmayan diferansiyel hesabin,
siiper Cartan hesabina genigletilebilmesi amaciyla, sol-invaryant Cartan-Maurer
I-formlar1 ele alinip bunlara karsilik gelen genel vektor alanlari tanimlanmustir.

Adjoint matris temsili bulunmusg ve yapi sabitleri elde edilmistir.

Son olarak, diferansiyel hesaba siiper ic tiirevleri ve Lie tiirevleri eklenerek siiper
Cartan hesab1 elde edilmistir. Bu yapilirken, genel vektor alanalari géz Oniine
alinmugtir. I¢ tiirevleri ve Lie tiirevlerini iceren komutasyon bagimntilarinin da g

tasviri ile ifade edilebildigi gosterilmistir.
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Bu calismada, standart olmayan deforme bir siiper grup iizerine siiper Cartan
hesabiin kuruldugu literetiirdeki ilk calismadir. Calismanin daha yiiksek rankli
siiper gruplara genisletilebilecegi beklenmektedir. Calismada bir ¢cok diferansiyel
hesap ve matris temsillerinin elde edilmesinin yani sira, o ve g tasvirlerinin
tanim kiimelerinin yiiksek mertebeye genisletilerek bulunan bir takim hesaplari
ifade etmesi, ayrica p tasvirinin i¢ tiirevler ve Lie tiirevlerini iceren komutasyon
bagintilarini da ifade etmesi saglamigtir. Bu ¢alismanin, benzer caligmalarin hem
standart deforme yapilar hem de farkli gruplar iizerinde yapilabilmesine ve daha
yiiksek mertebeden diferansiyel hesaplara da genisletilebilmesine olanak saglamasi

ongoriilmektedir.

Ayrica bu ¢calismada Woronowicz’in ortaya attig1 ikili-kovaryant diferansiyel hesap,
O(GLp 4 (1]1)) Hopf siiper cebiri igin gelistirilmistir. Sonrasinda, hesaba siiper
i¢c-tiirevler ve siiper Lie tiirevleri eklenerek, siiper Cartan hesaba genisletilmistir. Bu
calismada elde edilen sonuglar1 bir biiziilme tasviri kullanilmasiyla, O(GL, ,(1]1))
Hopf siiper cebirinden p ve ¢ deformasyon parametrelerinin her ikisinin de p, ¢ — 1

limet hallerinde elde etmek miimkiindiir.

Tezin orjinal kisitmlarinda yapilan ¢alismalari teyit etmek amaciyla, miimkiin ise,
farkli yontemler kullanmak bilimsel ¢alisma yapmanin dogasinda olmakla beraber,
burada kullanilacak yontemler, bagli bagina bir ¢alisma alanidir. Yapilacak yeni
calismada mevcut tezde elde ettigimiz hesaplar teyit etmek siiphesiz literatiire katki

saglayacaktir.
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