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OZET

SINIRDA VE GECIS KOSULUNDA SPEKTRAL PARAMETRE iCEREN
GEC KALAN ARGUMANLI BiR SINIR DEGER PROBLEMI

Bu tezde siireksizlik iceren ge¢ kalan argiimanli sinir deger problemi ele alinmistir. Problemin
hem sinir kosulunda hem de siireksizlik noktasindaki gegis kosulunda spektral parametre bulunmaktadir.

Ele alinan problem i¢in 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotik davranislar1 incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Geg kalan argiimanl diferansiyel denklem, 6zdeger ve 6zfonksiyon, spektral
parametre, gecis kosullari.

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ozgiir MIZRAK, Mersin Universitesi Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT

CONTAINING SPECTRAL PARAMETER ON THE BORDER AND TRANSITION
CONDITION A BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH A RETARDED ARGUMENT

In this thesis boundary value problem with retarded argument that have discontinuity is
considered. This problem contains spectral parameter both in boundary condition and the transmission
conditions in the discontinuity point. For this problem, asyptotic behaviour for eigenvalues and
eigenfunctions will be investigated.

Keywords: Differential equation with retarded argument, eigenvalues and eigenfunctions, spectral
parameter, transmission conditions.

Advisor: Asist. Prof. Dr. Ozgiir MIZRAK, Department of Mathematics, Mersin University.
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1. GIRiS

Canlilarin gereksinimlerinden dolay1 ortaya ¢ikartilarak giiniimiizde gelisimini siirdiiren biyoloji,
tip, kimya, fizik, miithendislik, ekonomi vb. bilimsel alanlardaki bir¢ok sistemlerde zaman kavrami
bulunmaktadir. Bu sistemler ekseriyetle, simdiki durum ve degisim hizlarin1 baz alan denklemlere gére
sekillendigi farz edilmektedir. Bu tiir denklemlere adi ve kismi diferansiyel denklem denilmektedir.

Adi diferansiyel denklemler araciliyla yapilan modellemelerdeki gecikmeler dikkate alinmaz.
Ancak, sistemdeki ¢ok kiiglik bir gecikme miktar1 bile modellenen bu sistemde biiyiik degisimlere neden
olmaktadir. Sistemlerin davranmiglarindaki degisim tiirlerini sadece simdiki durumlarina bagh degil ayni
zamanda ge¢misteki durumlarina da bagl olabilecegi fikrinin matematiksel olarak modellenmesiyle
kesfedilen diferansiyel denklemlere geg¢ kalan argiimanli diferansiyel denklemler denir.

Ge¢ kalan argiimanli diferansiyel denklem problemlerine miihendislikte ¢ok sik
karsilagilmaktadir. Geri bildirim kontrol igeren biitiin sistemlerde genellikle zaman gecikmesi
bulunmaktadir. Bu gecikme alinan bilgi ile o bilginin uygulamaya konulmas1 arasinda gegen sonlu bir
zaman farkindan kaynaklanmaktadir. Bu tiir zaman gecikmelerine dogadan verilebilecek onlarca
misaller bulunmaktadir. Bunlardan birkag1; hasta olan bir canliya tedavisi igin verilen ilacin etkisinin
belirli bir zaman gectikten sonra etkisini gostermesi, trafikte araglarin ani ivmelerinden kaynakli olarak
birtakim diizensizliklerin olmasi ve bu diizensizlikler sonucu istenmeyen kazalarin ortaya c¢ikmasi,
yanan bir ormanin tekrar eski goriinimiine kavusmasi igin gegen siire ge¢ kalan argiimanli diferansiyel
denklemlere birer misaldir.

Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevi sadece x gibi
bir bagimsiz degiskene bagli, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin denklemde bulunan diger bilesenleri
X’e veya X ’den kiiciik bir arglimana bagli ise bu tiir diferansiyel denklemlere ge¢ kalan arglimanl

diferansiyel denklem denir. Geg kalan argiimanl diferansiyel denklemin genel gésterimi

FOG Y, Y (s Y™ (%), Y (09, ey Y™ (X)), .00 (DL (X)), Y (D (X), .., Y™ (h, (X)) = O
(1.1)

bigiminde yazilir. Burada x bagimsiz degiskeni, h (X),...,h, (x) verilen fonksiyonlar, y“) (h.(x)) ise

y(x) fonksiyonunun j-nci mertebeden tiirevinin Z = h, (X) noktasindaki degeridir. Ozel olarak,
h(X)=x-7,(x) ve 7;(X)=0 (i=123,..,n) (1.2)

oldugunda (1.1) denklemi ge¢ kalan argimanli denkleme dondisiir. 7; (X) ‘e argiimanin gecikmesi

denir.
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y' () = f (% y(x), y(x=7,(x)), y(x = 7,(X)))
y'(x) =1-y(x—cos’x)
y"(x) = f (X, y(x), y'(%), y(x—7(x)), y'(x—7(x)))

Yukaridaki érnekler z(x) >0,7,(x) 20, 7,(x) >0 i¢in geg kalan argiimanl diferansiyel denklemlere

birer ornektir. 7,(X) herhangi bir sabite esit oldugunda bu diferansiyel denklem fark denklemine

doniisiir. Birinci mertebeden 7 > 0 icin
y'(x) = (X y(x), y(x—7)) (1.3)

denklemini dikkate alalim. Burada f,D < R bélgesinde tanimli fonksiyondur. Bir (X,,T) araliginda

tirevlenebilir #(x) fonksiyonu i¢in

a) (x.0(x),0(x—1))eD , xe(X,T)

b) O'(x)=f(x,0(x),0(x-17)), xe(X,T)

Kosullarini saglarsa, y = 9(x) fonksiyonuna (1.3) denkleminin (X,,T)araligindaki ¢oziimii denir.

Agiktir ki, X degiskeni (X,,T) (X0 +7<71 ) araliginda degistiginde, X —7 argiimenti (X0 -7,T - T)
araliginda degisir. Bu nedenle (1.3) denkleminin (X,,T) araliginda ¢6ziimii olan Yy =68(X)
fonksiyonunda (Xo -7, Xo] yart araliginda tanimli olmasi1 gerekir. Dolayisiyla, (1.3) denkleminin
( Xgs T ] araliginda bir ¢6zlimiinii bulmak i¢in ( Xo =Ty X% ] yar1 agik araliginda ek kosul verilmesi gerekir.
(Xo -7, Xo] araliginda verilen 6,(X) fonksiyonuna esit olan ve (XO,T)arahglnda (1.3) denklemini
saglayan fonksiyonun bulunmasi problemine baslangi¢ deger problemi, X, noktasina baslangi¢ noktasi

(X0 -7, Xo] yar1 araligina baslangi¢ kiimesi, ,(X) fonksiyonuna ise baglangi¢ fonksiyonu denir.

(1.2) denklemini goz oniine alalm ve E, Z{ZZZ:X—Ti(X)<XO,XO <X<T}, (i=123,..,n

n
olsun. U E; baslangig kiimesi, ayrica X = X, noktasinda
i=1

y(Xo) = Yo y!(xo) =Y y(mo_l)(xo) = ymo,l (1-4)
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Kosullar1 verilsin. Baglangi¢ kiimesinde 6, (X) fonksiyonuna esit olan, X, noktaasinda (1.4) kosullarim

ve (XO,T) araliginda (1.2) denklemi icin baslangi¢ deger problemi bu denklemin (1.4) kosullarinm

saglayan ¢oziimiinii bulmaktir. (1.2) denklemine:

1) m, > p oldugunda geg kalan argiimanli diferansiyel denklem,
2) m, = p oldugunda nétr tipli diferansiyel denklem,

3) M, < P oldugunda ilerleyen argiimanl diferansiyel denklem denir.

7(X) =17 >0 oldugunda sabit gecikmesi olan X > X, i¢in

y'(x)+a(x)y(x)+b(x)y(x—7) = f(x) (1.5)
lineer denklemi i¢in
y(X)=6,(x), xeE, =[%—-7.%] (1.6)

kosulunu géz 6niine alalim. Burada 7 >0 sabit gecikmedir. 6, (X) baslangi¢ fonksiyonu[X0 -, Xo]
araliginda a(x), b(X), f(X) fonksiyonlar1 ise [XO,OO) araliginda siireklidir. Ozel olarak (1.5)

denkleminde katsayilar reel sabitler ve f (X) =0 oldugunda

L[y]= Y (x)+ay(x)+by(x—7)=0 (1.7)

denklemine sabit katsayili ge¢ kalan argiimanli lineer denklem denir. Bu denklemin ¢dziimiinii

bigiminde arayalim. Agiktir ki, h(1) =A+a+be™ alirsak L[e’“} =h(x)e™ olur. Buradan elde

edilir ki, e fonksiyonunun (1.7) ‘nin ¢6ziimii olmast igin A ‘nin
A+a+be™ =0 (1.8)

denkleminin ¢oziim olmasi gerek ve yeterlidir. (1.8)'e karakteristik denklem, h(A) fonksiyonu ise

karakteristik kuvazi polinomu denir.
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Karakteristik denklemin bir basit A kokiine (1.7) denkleminin ™ ¢oziimii karsilik gelir. Farkli koklere

karsilik gelen ¢oziimler lineer bagimsizdir. Ayrica karakteristik denklemin A=a +if ( P+ 0)
kompleks kdkiine (1.7) nin lineer bagimsiz e™ cos PX, e™*sin SX ¢oziimleri karsilik gelir. Ote yandan
h(2)=1-bre ™, h(1) = (- ) br'e™ (k=2,3,...) oldugunda (1.8) karakteristik denkleminin
her bir kokii en fazla iki kez tekrarlanabilir. 4, sayisi karakteristik denklemin iki defa tekrarlanan kokii

olsun. Yani h(4,) =h'(4,) =0 olsun. O taktirde

L[e™ |=L(4)e™ =0, L[xe™ |=[xh(4)+h'(%)]e* =0

bagmtilarindan €**, xe®* fonksiyonlarinin (1.7) denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimleri oldugu elde

edilir. h(4,)=0, h(4,)=0esitliklerinden A, "1 yok ettigimizde br€*" =1 bulunur. Bu ise (1.8)

denkleminin koklerinin b7e*™ #loldugunda basit oldugunu gdsterir. Karakteristik denklem

transandantal denklem oldugundan, kompleks diizlemde sonsuz sayida kokii vardir. Bu nedenle, (1.7)

denkleminin sonsuz sayida lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. A, +1p, (k=12,..) sayilari

karakteristik denklemin m, (m, <2) katli kokii olsun. P, (X) ve @ (X) dereceleri (m, —1) dan

bliyiik olmayan keyfi polinomlar olsun. O halde
D e“[ p (x)cos Bx+0, (x)sin Bx] (1.9)
k=1

serisi yakinsaktir ve tiirevlenebilir oldugu araliklarda (1.7) denkleminin ¢6ziimii olur.

Ozel olarak o, <0 (k=12,..) oldugunda bu seri (0,c0)arahgnda yakinsaktir ve terim terime

tiirenlenebilir. Varsayalim ki P, (X) » Oy (X) polinomlari dyle se¢ilmistir ki, X € [Xo -7, Xo] i¢cin

=>"e*[ p,(x)cos Bx+0, (X)sin BX]
k=1

kosulu saglanir. O halde (1.9) serisi (1.7) denkleminin X €[X,—7,%,] i¢in y(X)=6,(X) kosulunu

saglayan ¢Oziimiidiir. (Cerci, 2017)
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2. KAYNAK ARASTIRMALAR

Geg kalan argiimanli diferansiyel denklemlerinin genel teorisinin temelleri ilk kez A.D.
Myskis’in ¢aligmalart ile atilmstir.

Ikinci mertebeden geg kalan argiimanli diferansiyel denklemler igin Sturm-Liouville tipli sinr
deger problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik ifadeleri ilk kez Norkin tarafindan

(1956) incelenmistir. Norkin bu ¢alismada;

y"'+ A2y (X)+a(x) y(x—A(x)) =0 (2.1)
y(0)=y(7r)=0 (2.2)
y(X=A(X)) = y(0)g(x—A(X)), Xx—-A(x)<0 (2.3)

denklemini ele almigtir. Daha sonra Norkin (1958) sinir kosullarin1 genellestirerek

cosa y(0) + sinay’'(0) =0 (2.4)
cospy(0)+singy’'(0)=0 (2.5)
sinir degerleri ic¢in (2.1) denklemini incelemistir. Bu smir kosullar1 altinda problemin ¢6ziimiiniin
varligini, 6zdegerlerin basitligini, 6zdeger ve O6zfonksiyonlarin asimptotik ifadelerini elde etmistir.

Bayramoglu, Koklii, Baykal (2002), (2.1) denklemini

4y(0)+y'(0)=0 (2.6)
A%y(m)+Y'(r)=0 2.7)

sinir kosullar1 altinda sinirda parametre iceren problemi ele almiglardir. Bu calismada 6zdegerlerin
basitligini, ¢6ziimiin varhigini, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadelerini elde etmislerdir.

Bayramov, Uslu ve Caliskan (2007),
u"(x)+q(x)u(x—A(x))+Au(x)=0
denklemini [0,72'/2)U(72’/2,72’] aralig1 iizerinde,

u(0)cosa +u'(0)sina =0
u(z)cos B+u'(z)sin f=0
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sinir kosullar ve

{3 afpe
(E‘ij(z 0] ’

gegis kosullari altinda sinir deger problemini arastirmistir. Problemin siireksiz oldugu 6 =1 durumunda
elde edilen sonuglar Sturm — Liouville tipinde, ge¢ kalan argiimanli ikinci mertebeden diferansiyel

denklem i¢in sinir deger problemi ile ilgili sonuclarla 6rtiismektedir.

Sen ve Bayramov (2011), [0, 7[/2) U (7[/2 , 7r] iizerinde

y'+Ay(X) +q(x)y(x—A(x)) =0 (2.8)

denklemini
y(0)=0 (2.9)
Ay(r)+Yy'(7)=0 (2.10)

stireksizlik igeren sinir deger problemini

m(%wj = @y(%—oj (2.11)
72y'(%+0]=52y'(%—0) (2.12)

gecis kosullart altinda incelemislerdir. Problem iki aralik i¢in ayr1 ayri ele alinmistir. Birincisinin

¢Oziimii gegis kosullari ile ele alinarak ikincisi igin baslangi¢ kosullari elde edilmistir. Sen ve Bayramov,

(2011), [0,7/2) U (7/2, 7] tizerinde (2.8) denklemini,

a,y(0)+a,y'(0)=0 (2.13)
y(z)+Ay'(x) =0 (2.14)
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simir kosullar1 ve (2.11)-(2.12) gegis kosullar1 altinda incelemistir. Bu ¢alisma Sen ve Bayramov

tarafindan daha 6nce yapilan ¢alismanin genellestirmesidir. Akgiin, Bayramov ve Bayramoglu (2012),

y'(t)+ 2%y (t)+q(t)y(t-A(t))=0

denklemini [O, r/2)u(7/2, 72'] araliginda,

0zdegere bagli olan sinir koullar1 ve

gecis kosullar altinda incelemistir. Problemin 6zdegeri ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar

icin asimptotik formiiller elde edmislerdir. Bayramov ve Sen (2012),

p(t)x"(t)+a(t)x(t-A(t))+Ax(t)=0

denklemini [0, 7/2)U(7/2, 7] iizerinde,

J2x(0)+ px'(0)=0
dAx(7)+x'(7)=0
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spektral parametreye bagli sinir kosullari ve

T T
X| ==0|=0,X| =+0
71(2 ] 1(2 j
T T
X| ==0|=0,x'| =+0
& (2 j 2(2 ]

gecis kosullar1 altinda incelemistir. Ozdeger ve 6zfonksiyonlar icin asimptotik formiiller {iretmistir.
Yang (2012), [0,72'/ Z)U(ﬂ/ 2,7[] lizerinde (2.1) denklemini (2.4)-(2.5) smir kosullar1 altinda ele

almistir. Siireksizlik noktasinda (2.11)-(2.12) gecis kosullarina denk kosullar altinda problemi
incelemistir. Ede edilen sonuglarm A =0 ve 0 =1 olarak alinmasiyla énceden elde edilen klasik

coziimler ile Ortiistiigiinii gostermistir.
Aydin Akgun, Bayramov ve Bayramoglu (2013) [O, z/ 2) v, (72'/ 2, ﬂ] tizerinde (2.1) denklemini (2.6)-

(2.7) smir kosullar1 ve (2.11)-(2.12) gecis kosullart altinda siireksizlik iceren denklemi incelemistir. Bu
calisma Bayramoglu, Koklii ve Baykal (2002) ile verilen sonuglarin siireksizlik iceren denkleme

genellestirilmesi olmustur.

Sen, Bayramov (2013), [0, 7[/2) U (7[/2 , 7[] tizerinde (2.1) denklemini (2.4)-(2.5) sinir kosullar1 ve

z[gwj—&iﬁz(%—oj:o (2.15)

z'[%+0j—5%z'(z—0]=0 (2.16)

gecis kosullar altinda siireksizlik igeren denklemi ele almislardir. Bu problemi digerlerinden ayiran en

onemli 6zellik gecis kosulunda spektral parametre igermesidir.

Sen, Acikgdz, Araci (2013),

X"(t)+(A* = 2)x(t)+M (t)x(t-A(t)) =0
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denklemini [0,71’] aralinda

x(0)cosa+x'(0)sina=0
x(7)cosb+x'(7)sinb=0

simr deger kosullari altinda incelemistir. Bu calismada, ge¢ kalan argiimanli Sturm — Liouville
probleminin asimptotik zelliklerini incelenmistir. Onceki ¢alismalarin aksine diferensiyel denklem

0zdegeri ikinci dereceden bir fonksiyon olarak icermektedir.
Sen, Seo, Araci (2013), [0, h1) U (hu h, ) ) ( h,,z ] tizerinde (2.1) denklemini (2.4)-(2.5) sinir kosullar

altinda ele almistir ve

y(h,+0)=6y(h -0) (2.17)
y'(h,+0)=5Yy'(h—-0) (2.18)
y(h,+0)=yy(h,-0) (2.19)
y'(h, +0)=yy'(h,-0) (2.20)

gegcis kosullar1 altinda iki noktada siireksizlik igeren problemi incelemistir. Elde edilen sonuglarm A =0

ve 6 =y =1 olarak alinmasiyla dnceden elde edilen klasik ¢oziimler ile Ortlistiiglinii gostermistir.

Hira (2017), [0, 7[/2) U(ﬂ/Z , 7[] iizerinde (2.1) denklemini

(Ao +a,)y(0)—(Aey +a,)y'(0)=0 (2.21)

(4B +B)y (=)~ (ABs+B,) Y (7)=0 (2.22)

sinir kosullar1 altinda ve (2.11)-(2.12) gegis kosullar ile ele almistir. Cetinkaya, Mamedov (2017),

y"+ A% p(x) +a(x)y(x~A(x)) =0 (2.23)

denklemini
cosa y(0) +sinay’(0) =0 (2.24)
cospy(x)+sinpy'(x)=0 (2.25)
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sinir kosullar1 altinda incelemistir. Burada p(X) fonksiyonu tek noktada siireksizlik iceren sabit bir

fonksiyondur.
Sen, Acikgdz ve Araci (2017),

P()y"(1)+a(t) y(t-A(1)) + 2y(t) =0

denklemini [0, 1, )U(r,,1,)U(r,, 7] araiginda

sinir kosullar1 ve

7y (rn—-0)=6y(r,+0)
7,Y' (L =0)=6,y'(r,+0)
6,y (r,—0)=ny(r,+0)
0,y'(r,—0)=n,y'(r,+0)

Gegis kosullar1 altinda spektral bir parametre i¢eren geg kalan argiimanli Sturm — Liouville problemini
ele almistir. Oncelikle, 6zdegerin basitligini aragtirmus ve sonra varlik teoremini ispatlamigtir. Ozdeger
ve Ozfonksiyonlar igin asimptotik formiiller elde etmistir. Koparan (2019), (2.1) denklemini (2-3) sinir
kosullarinda ele almistir. Coziimiin varligimi, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadelerini elde

etmistir. Sin =0 durumunda Norkin (1958) tarafindan elde edilen sonuglar elde edilmistir

10
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda ¢aligmada kullanilacak temel tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 3.1. ( Sturm- Liouville Denklemi) A bir parametre olmak iizere [a, b] araliginda

a,(X).y"(x)+a,(x).y' (x)+(a;(x)+2).y=0 (3.1)

ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemini dikkate alalim. Bu denklemde

p(x)=exp[I o 000 =22 5 v s() = 2 (32)

L:=(p(x).y'(x)) +a(x) (3.3)
operatorii ile

L(y)+A4s(x)y=0 (3.4)

denklemi yazilir. (3.4) denklemine Sturm- Liouville denklemi denir. Bu denklemde p(X) , q(x) ve
S(X) reel degerli fonksiyonlardir. [a,b] araliginda q(x) ve S(X) fonksiyonlar stirekli, p(X)
fonksiyonu tiirevlenebilir olmasi durumunda (3.4) denkleminin ¢dziimii vardir. p(X) ve S(X)
fonksiyonlari [a, b] araliginda pozitif iseler (3.1) denklemi [a, b] araliginda regiilerdir (diizgiin) denir.

Tamm 3.2. (Ozdeger ve Ozfonksiyon) L, D c c® [a, b]bélgesinde tanimlanmig bir diferensiyel

operator olsun. y = 0 asikar ¢6ziimiiniin disinda,

11
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L(y)=2y

esitligini saglayan A degerine dzdeger ve bu 6zdegere karsilik gelen fonksiyona 6zfonksiyon denir.
Tanim 3.3. (Sabitlerin Degisimi Yotemi) Bu yontem Lagrance (1736-1813) tarafindan gelistirilmis

olup homojen olmayan diferensiyel denklemlerin 6zel ¢6ztiimiinii bulmak i¢in kullanilir. P(x) ve Q(X)

y'+P(X)y' +Q(x)y = f(x) (3.5)
denkleminin ¢6ziim araliginda siirekli olmak tizere, (3.5) denkleminin homojen kismi
y'+P(X)y' +Q(x)y =0 (3.6)
bi¢imindedir. (3.6) Denkleminin homojen ¢oziimii:
Yo =i (X)+6,Y,(X) (3.7)
seklinde elde edilir. Lagrange, 6zel ¢6ziimii bulmak i¢in, madem ki (1) denkleminin 6zel ¢6ziimiiniin

Yo ye Yo
Y1 Y,

homejen kismin ¢6ziimlerinden higbiri ile ayn1 bi¢imde olmamas1 gerekiyor. Bu durumda

birer sabit olmamalidir, fikrini ortaya atmistir. O halde (3.7) esitliginde ki C, ve C, nin Xin ¢dziim

araliginda C, =C, (X) ve C, =C, (X) bigiminde siirekli fonksiyonlar oldugunu farz ederek 6zel ¢oziimii

Yo =C,(X) Y. (X)+¢,(X) Y, () (3.8)

bi¢iminde alabiliriz. (3.8) iin tiirevini alalim:
Ys :Cl’yl(x)"'cly{(x)"'céﬁ(X)"‘Czy;(x) (3.9)

olur.c, () ve ¢, (X) iizerine

Y, (X)+cyy, (x)=0 (3.10)

12
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olacak bigimde bir kosul olsun. ( bu kosul zorunlu degildir.). Simdi, Yy hesaplanmas ile
Y5 =Cy, (X)+Cyr(X)+c,y, (X)+C,Y5 (X) (3.11)
(3.9) ve (3.11) denklemlerini (3.5) denkleminde yerlerine yazilir.
G [Y7+ POy + Q)Y [+, [y5 + P(X)y;, +Q(X)Y, |+ iyl (%) +py; (x) = f(X) (3.12)

Yy, ve y, homojen kismin ¢dziimleri oldugundan, parantez igindeki terimlerin toplamu sifirdir. Bdylece

(3.12) denklemi
cy; (X)+cyys (x) = f(x) (3.13)

bigiminde olur. (3.10) ve (3.13) denklemlerini ortak ¢oziildiigiinde

() =——2T ) e gm0 ) (314)
(Y1Ys = Y2 Y1) SAAAN

bulunur. (3.14) denklemleri integre edilerek ( integre edilebiliyorsa) ¢, (X) ve ¢, () elde edilir. Ozel
¢Ozim:

ytj — yle()(),dx+ yZJL(X)dX

SAAN A/AA]

olarak yazilabilir.
Tanim 3.4. (Lineer bagimh) Bir {yl (X), Y, (X) v Y (X)} fonksiyon kiimesi, eger a<X<b

iizerinde,

.Y, (X)+C,Y, (X)+...4+¢,Y,(x)=0

saglayan ve hepsi sifir olamayan C,,C,,...,C, varsa, bu fonksiyon kiimesi &< X<b iizerinde lineer

bagimlidir denir.

13



Faruk DONMEZ, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2025

Teorem 3.1. n- yinci mertebeden, lineer homojen L(y)=0 diferensiyel denkleminin n lineer
bagimsiz ¢oziimii vardir. Eger yl(x), Y, (X),..., Y, (X) ¢oziimseler, C,C,,...,C, skaler olmak iizere,

L ( y) =07 1n genel ¢oziimii

y(X)=cY, (X)+¢,Y, (X)+..+¢,Y, (X)

ile verilir.

Tamm 3.5. (Wronskian Determinant:) {Zl(X), ZZ(X), z (X)} fonksiyonlar kiimesi a < X<b

vy b

aralig1 lizerinde tanimli olsun. Her bir fonksiyonun bu aralikta N —1 tiireve sahip olmak tizere,

Z1 ZZ Zn
yat z vl
1 2 n
W (z,2,,...2,)=| . : )
(n-1) (n-1) (n-1)
Zl Z2 Zn

determinantina wronskian determinant1 denir.

Tamm 3.6. (Asimptotik Esitsizlikler) x <[a,b], A €R olmak iizere f (x,A)fonksiyonunun
A — ooicin davranist ¢ (x, /1) fonksiyonunun 1 — o igin davranigindan yararlanilarak ifade

edilebilir. Boyle durumlarda f (X,/"L) ve @ (X,l) fonksiyonlarinin A — oo igin davranis yakinligi

incelerken "O" ve "o" simgelerinden yararlanilir.

Tanim 3.7. ("O" Asimptotik simgesi) x e[a,b], 4 €R degiskenine bagh g (x, A ) fonksiyonu

verilsin. f (X,/l) fonksiyonu i¢in 6yle M > 0 ve R > 0 sabitleri igin <M esitsizligi biitiin

g(x4)
x e[a,b] ve |/1| >R gegerli olursa, 0 halde 4 — oo igin f (X, 4) = O(g (X, /1)) bigiminde gosterilir.
X cR olmak iizere, f(x),g(x):X — R fonksiyonlar1 verilsin. X, sabit bir nokta olsun. O

notasyonunun bazi 6zellikleri agagidaki gibidir.

i) Vx e Xigin g(x)=0ise X > X, iken,

0l
olur.

ii) f,=0(g,) ve f,=0(g,) olsun.

14
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o f+f,=0(max(g,.9,))
e O(f)O(f,)=0(f.1,)
e k=0,0(k,)=0(f,)
e O(k+1,)=0(f)
i) f,(x) ve f,(x) pozitif fonksiyonlar olmak iizere ,

f
f(x)=f,(x)+ f,(x) ise lim : (%) limiti var oldugundan f (x)=0(f,(x)) olur.

o f, (X

iv) f (x)=0(g(x)) ve g(x)=0(h(x)) iseohalde f(x)=0(h(x)) olur.
V) %+O(f(x))=l+0(f(x))

vi) exp[O(f(x))}=1+O(f(x))

f(x,4)
g(xA)

Tamm 3.8. ("o" Asimptotik simgesi) Eger [a,b] araliginda diizgiin olarak lim
X—>00

‘ = Ooluyorsa

ohalde 2 — o igin f(x,2)=0(g(x,1)) bigiminde gdsterilir.

Tamm 3.9. ( Volterra integral Denklemleri) Cekirdegi Y > Xicin K (X, y) =0 sartin saglayan
jK(x, y)f(y)dy=®(x), f(x)= CD(x)+/1j K(x,y)f (y)dy

denklemlerine, sirasiyla, birinci ve ikinci tip lineer Volterra integral denklemleri denir.

K (X, ¥) =K(X,y) olmak iizere;
K., (X y)= j K(x,2)K, (x,z)dz , (n=12,3,..)

seklindeki bagimtilariyla elde edilen K, K,,K,,... ¢ekirdeklerine ardisik gekirdekler denir. Ele alinan

Volterra integral denkleminin ¢ekirdegi Yy > X iken K(x,y)=0 sartim saglayan karesi

integrallenebilen bir ¢ekirdek olsun. Buna gore ardisik ¢ekirdekler asagidaki 6zellikleri saglar:

1) y>xise K(x,y)=0 "d.
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2) jK(x, 2)K, (z,y)dz = j. K(x,2)K,(z,y)dz, (n=12,3,...)
a y
3) IK(X, 2)K, (z,y)dz = _X[ K,(X,2)K(z,y)dz, (n=1,2,3,...)
4) Kn+1(x,y):_X[K,(x,z)Ks(z,y)dz, (n=123,..,n;s+r=n+1)

5) iK,(x, 2)K,(z,y)dz = I K (X, 2)K,(z,y)dz, (n=123,...n;s+r=n+1)
6) 9 (x)=¢(x) olsun. Bu taktirde;

3, (x)= i K,(x, y)p(y)My, (n=123,..)
esitligini saglamast icin gerek ve yeter sart
3, (x)= j K y)3.(y)Hy, (n=123,..)
esitliginin saglanmasidir.
Teorem 3.2. (Rolle) f (x) fonksiyonu [a,b] arahiginda siirekli, f'(x)tiirevi (a,b) araliginda mevcut
ve f(a)= f(b)olsun. O zaman en az bir ¢ € (a,b) igin f’(c)=0olur.

Teorem 3.3. (Kismi integrasyon) u(x)ve v(x) fonksiyonlari [a,b] arahginda diferansiyellenebilir

fonksiyonlar ise

ju(x)v’(x)dx = u(b)v(b)—u(a)v(a)—j‘u'(x)v(x)dx

olur.

Teorem 3.4. (Norkin, 1972) @ = maxsup‘¢5k (t)‘ < oo olsun. O zaman,

1<k<2E,

yi (t)= 2(aj°k (t)y, (t)+a, ()y (t-A(1)), k=12 (3.15)

sistemi [ A, B) araliginda,
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Yo (t=A(t)) =@, (t-A(t)), eger t—A(t)< Aise (3.16)

baslangi¢ kosullarini saglayan tek bir ¢oziime sahiptir.

Teorem 3.5. (Norkin, 1972)

2

Vi () =" (a5 (t ) i (1) +a, (L. 2) y; (t-A(1))), (k=12A<t<C)  (317)
=t
Sisteminde a';i (t, /1) (j, k=12;i= 0,1) A parametresine gore A4, < A < A, araliginda tiirevlenebilen
siirekli katsay1 olsun. Eger y, (t,4), (3.17) ve
Y (A )=y =0, (A)

Y (t=A(t),2) =@, (t-A(t)), eger t—A(t) < A. (3.18)

sisteminin bir ¢oziimii ise 0 zaman 0y, (t, ﬂ) / 04 k=12 igin tve A ’da vardir ve siireklidir.

Teorem 3.6. (Norkin, 1972)

X"(t)+ N (t)x(t)+M (t)x(t-A(t))=0 (3.19)
X(A)=x,, X' (A+0)=X,,

X(t=A(t), 1) =x,@(t—A(t)), eger t—A(t) < Aise. (3.20)

denkleminin X, (t) ve X, (t) coziimleri [A, B) araliginda lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter

kosul,

olmasidir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu caligmada, tanim araligi iizerinde siireksizlik igeren hem sinirda hem de gecis kosulunda
spektral parametre bulunduran ge¢ kalan argiimanli denklem tanimlanmistir. Ele alinan problem i¢in
genel ¢oziim bulunduktan sonra 6zdeger ve 6zfonksiyonlar yazilarak asimptotik davraniglari incelenmis

olup problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik ifadeleri iyilestirilmistir.

4.1. Sonlu Aralikta Ge¢ Kalan Argiimanh Bir Simir Deger Problemi
[0,7/2)U(7/2, 7] aralig: iizerinde tanimlt
—y”(x)+q(x)y(x—A(x)):izy(x) (4.1)
denkleminin sinir kosullart

cosay(0)+sinay’'(0)=0

(4.2)
cos By(z)+Asin By'(7)=0 43)
ve gegis kosullari
T
(59
2 (4.4)

T T
s
/ 7 (4.5)

olmak iizere q(x), XE[O,?Z’/ 2)u(z/ Z,ﬂ]arahglnda reel degerli siirekli bir fonksiyondur.

q(z/2+£0)= lim qg(x) sonlu limitine sahiptir. Reel degerli A(Xx)=0 fonksiyonu

X—7/2+0

Xe[O,n’/Z)U(ﬂ/Z,ﬁ'] araliginda siireklidir ve A(ﬂ/2i0)= lim A(X) saglanir. Ayrica eger

X—7/2+0
xe[0,7/2) ise x—A(x)>0ve xe(7/2,7] ise x—A(x)z%’dir. A reel bir parametre, &

sifirdan farkl reel keyfi bir sayidir.
@, (x,2) (4.1) denkleminin [0,7/2)araliginda,
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w(0,4)=sina, ®'(0,1)=-cosa (4.6)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. @, (X, /1) ¢Oziimiiniin bulunmasi ile (4.1) denkleminin

(72'/ 2.7 ] araliginda,
, (Z,ﬂ.j =§a)l (z,/lj 4.7
2 2
T
E,ij (4.8)

gecis kosullarinin yardimiyla w, (X,ﬂ,) ¢Oziimiiniin elde edilmesine olanak saglar. Bu ¢oziimler

yardimiyla, (4.1) denkleminin [0, 7[/2) W/ (7[/2 , 7[] araligindaki ¢oziimii

« 1) = o (x,2),x€[0,7/2)
§ ,ﬂ)_{a’z(x’/ﬂt),XE(ﬂ/Z,ﬂ]

biciminde tanimlanir. a)(x, /1) ¢oziimii (4.2) sinir kosulunu ve (4.4)-(4.5) gegis kosullarini saglar.

Lemma 4.1.1. a)(x,ﬂ,) , (4.1) denkleminin bir ¢oziimii ve A > 0 olsun. O halde, asagidaki integral

denklemleri saglanir:

@, (%, 1) =sina.cos ﬂx—%coswsin ﬂx+j¥wl(r—A(r))sin A(x—r)dz (4.9)

@, (X, A) :éa)l(z,Ajcosﬂ(x—£)+%w{(£,zjsin ﬂ[x—z}r
A 2 2 A 2 2

Ispat: (4.1) denkleminin ¢oziimii

Wq(r)a)2 (T—A(T))dT

NJEpS—

(4.10)

@, (X, A) =U, COS AX +U, sin Ax (4.11)

olsun. (4.1) denkleminin ¢6ziimii sabitlerin degisimi metodunu kullanarak elde edilir.
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@] (X, A) =u; €S AX+ U, Sin AX — U, A5in AX + U, A COS AX

U; COSAX+u,SinAx =0

(4.12)
olsun. Buna gore,

@] (X, A) =—UAsiN AX+ U, coS AX (4.13)

@](x,A) =—ujAsin Ax —uA* cos AX +U,A COS AX —U,A” sin Ax (4.14)

elde edilir. (4.11) , (4.13) ve (4.14) esitliklerini (4.1) denkleminde yerlerine yazip diizenlendiginde

Uy A c0s AX—UyAsin Ax = —q(x) y (X —A(X)) (4.15)

bulunur. (4.12) - (4.15) denklemleri ile bir denklem sistemi olusturup U, ve U, fonksiyonlariin esitleri

elde edilir.

U; COSAX+U,SinAx=0

Uy A cos AX—uAsin Ax = —q(x) y(x—A(X))

Yukarida ki denklem sisteminde gerekli islemleri yapilarak

,_Z9()y(x=A(x))

u, = ) COS AX (4.16)

bulunur. (4.16) denklemin her iki tarafin1 sin Ax ile genisletip, U, SiN AX = —U,C0S AX esitliginden

- A
uj sin Ax = q(x)y(;( (X))cos/lx.sin}tx
-A
u, = q(x)y(; (X))sin AX (4.17)

elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.17) esitliklerinin her iki tarafinin tanim araliginda integrali alindiginda
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o - A=A G 5 g (4.8
u, =I_q(r)y(j_A(T)) cos Ardr (4.19)

bulunur. (4.18) ve (4.19) esitliklerini (4.11) de yerlerine yazip diizenlenirse (4.9) denklemini

@, (x,A)=sin a.cosﬂx—%coswsin ﬂx+j@wl(r—A(r))sinﬂ(x—r)dr

0

elde edilir. w,(X,4), (4.1) denklemini (z/2,7] arahifinda saglayan ¢dziimii olsun. Sabitlerin

degisimi metodunu uygulayarak @, (X, /1) "ya benzer bigimde

w,(x,1)=c, cosi(x—%}rcz sin ﬂ(x—%}ri q(T)a)z (z=A(7))sinA(x-7)dr  (4.20)

bulunur. (4.20) denkleminde asagidaki C, ve C, ’nin esitleri gecis kosullart yardimiyla bulunup yerlerine

yazilir.

boylece (4.10) bulunur.
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4.2 Simr Deger Probleminin Ozellikleri

Bu boliimde 4.1°de tanimlanan sinir deger probleminin 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 4.2.1. (4.1) — (4.5) sinir deger probleminin 6zdegerleri basittir.

ispat: 4, (4.1) - (4.5) denkleminin 6zdegeri olsun.

|6 (x4), xe[0,7/2)
u(x’/ﬂt): UZ((XJ:;, xe(n/2,x] @2

(4.21) A Ozdegerine Karsilik gelen 6zfonksiyon olmak {izere bu 6zfonksiyonun wronskiani

Il
|
=]
S
—
=
&
N—
(@]
o
17}
N
|
)
o~
—_—
o
&)
N—
25
=)
R

elde edilir. U, (X,/:L) =K,m, (X,/i) oldugunu gosterilmeli. Oyleki K, # K, olsun.
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K, # K, oldugundan a)l(%,ﬂjj =0 bulunur. Ayni yéntem U, (X,/i) =K,w, (X,/i) yapildiginda

w{[z,i] =0 bulunur. Gegis kosullarinda @, (z,ij =0 ve o, (E,ij =0 bulunur. Buradan ise
2 2 2

, (x, /i) =0 ve o, (x, i) =0 elde edilir. Bu ise lemma 4.1.1. ile ¢elisir. K; = K, elde edilir. Yani A

ya karsilik gelen biitiin 6zfonksiyonlar lineer bagimlidir.
4.3 Varlik Teoremi

Tanimladigimiz a)(x, ﬂ) fonksiyonu (4.1) denkleminin (4.2) sinir kosullar1 ve (4.4)-(4.5) gecis

kosullarim saglayan ¢oziimiidiir. (X, A) fonksiyonunu (4.3) kosulunda yerine yazilirsa, karakteristik

denklem
F(A)=w(z,A)cos S+ (7, A)Asin B=0 (4.22)

elde edilir. Teorem 4.2.1.’den (4.1)-(4.1.5) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin (4.22) denklemi ile
cakigik oldugunu sdylenebilir.

/2 z
q = J‘ |q(r)|dr , Q, = J |q(z')|dz'
0 /2

olsun.

Lemma4.3.1. |) A =20, olsun. Bu durumda «, (X, /1) ¢Ozlimii i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

‘a)l(x,/l)‘sql\/4qf sin® a +cos” (4.23)
1

||) A= max{2q1, 2q2} olsun. Bu durumda e, (X, ﬂ,) ¢Ozimi icin asagidaki esitsizlik saglanir.

|, (X, ) s%\/4qfsin2a+cosza (4.24)
1

ispat: (i) B, = max)|a)1(x,;t)| olsun. (4.9)’dan

Xe[O,ﬂ'/Z
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(T)I

|y (x,2)| <

O Ly X

‘601 r—-A(7)) ‘dr+\/sin2a+%cosza

B—I r)|d/1+\/sm a+icos a
i e

B . 1
<2 g+, [sina+—cos’a
i ql \/ /12

g . 1
BM( —71) < \/smz oc+?cos2 o

Busq—\/4q1 sin® a +¢os’ , XEI:O,ZJ

1

|, (%, 4)| < ql\/4q12 sin®  +cos’
1

elde edilir.

(i) B, = max_ |, (X, 2)|olsun.

0

@, (x,A)=—-Asinasin /"tX—COSaCOS/"LX+jq(T)a)l(r—A(T))COSﬂ,(X—T)dT

|/ (%, 4)|=~A%sin* & +cos® & + By, .q,

=JA%sin’ @ +cos’ & +\/4q12 sin’ a +cos’ a

2
. cos‘a 1
s\/sm2a+ I +

—\/4q2 sin’ a +cos’ o
l 1

A

2
< [sin? o+ 222 Za +i\/4q12 sin® a +cos® a
4q 29

1 1
@) (X, 1)
A

< —\/4ql2 sin® a +cos® «
G

(4.23) ve (4.26) esitsizliklerini (4.10) esitliginde kullanilarak

o° o° 1
|, (x,2)| < \/?wf (%,/1)+wa (%/’Lj + Byl

ol 1, 5’| 1
rel b — (497 sin’ & +cos’ @) + 7

(4.25)

(4.26)

. 1
e (40 sin’ & +cos’ a)} += B,
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B,, (x,)t)(l—%qz) < %\/mf sin* a +cos’

B,,(x,4) S%\qu sin® @ +cos” &

i

|, (X, 4)|< ﬂ\/4ql2 sin o +cos’ a
e

elde edilir. Boylece istenilen esitsizliklerin saglandigi goriiliir.

Teorem 4.3.1. (4.1)-(4.5) smir deger problemi sonsuz sayida pozitif 6zdegere sahiptir.

Ispat: Ozdegerlerin sonsuz sayida oldugunu gostermek icin (4.22) karakteristik denkleminden
faydalanarak

F(A)=w(z,A)cos f+a'(x,A)Asin f=0 (4.27)

denklemi ele alinir.

zsin A .
cos 8 %a)l(%,ﬁjcosft%+%w{(%,ﬂ)Sinﬂngjwq(r)wz(T_A(T))dT

z
2

+Asin B —5@1(%,ljsinl%+%w{(%,l)cosl%+Icosl(ﬁ—r)q(r)a)z(T—A(r))dr

2

NN
O v [ Ny

—cos g  cos q(f)a)l(r—A(r))sinA(zﬁjdwsinozcosﬂuz—icomsin/”LZ
A 2 2 A 2

A

T

2
+%sin/1Z Iq(r)col(r—A)cosﬂ(i—}L)d/l—/lsinoesin/lz—coswcosiZ
2 2|1 2 2 2

+IWQ(7)% (T—A(Z’))d‘[

2

2
J'OI(T)col(r—A(r))sin/1(£—r)dr+sinozcos}tf—lcosozsin/lZ
) 2 2 4 2

+}tsinﬁ{—5sini 7

NN
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T

2
+ 9 cos 22 J‘q(r)col(r—A(r))cosﬂb(z—rjdr—}tsinocsinﬂbz—cosozcos/lz—cosozcos/lZ
A 2 2 2 2 2

+]{COSﬂ(7Z'—T)C](T)a)2(T—A(T))d’[

2

N
O =N [N

=%cosﬂcos/11 q(T)col(r—A(r))sin/1(%—rjdﬂ%cos,ﬁcosi%sinacosﬁ%

N
O [ N

o T . .7 0 . T
——CO0S fCc0SA—coSsSaSInA—+—cos AsSin A —
A2 p 2 2 A2 p

CI(T)a)l(T—A(f))cosﬂ(%—}tjdr

—oAsin gsin A

jiq(r o, (7 —A( ))sinﬂ[%—fjdr

A

I\)|§

—oAsin gsin l%sinacosﬂ%+5sin £sin l%cow:cosft%

2
. T T
+osin fcosA—|q(7)m,(r—A(7))cosA| ——7 |dr
peos % fae)or(e-a(e)osd 5
—l5sinﬂcosl%sinasinﬂ%—ﬁsinﬁcosﬂ%cosacosﬁ%

+/15Sinﬂjcosl(ﬂ—r)q(r)a)z(r—A(r))dr
2
=§cosﬂ’sinoccos2 ﬂz—écosﬂsin asin? ﬂf—icos,li‘coswcos/lzsin/1z
A 2 A 2 A° 2 2

2
_%cosﬂcosasin i%cosﬂ%+%cosﬂcosi%£sin i(%—rjq(r)a)l(r—A(r))dr

V4

2 v
+%C08ﬂsin /1%_([008/1(%—/qu(r)wl(r—A(r))dr+ cosp

jsinﬁ(ﬁ—r)q(r)wz (r-A(r))de

INIE]

V T

~§sin Bsin ﬂ%isin l(%—rjq(r)wl(r—A(r))dr+§sinﬂcosﬂ%jcosﬂ(%—r}q(r)wl(r—A(r))dr
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+Asin ,Bjcos}t(ﬁ—r)q(r)oo2 (r—A(z))dz—aasin Bsin asinl%cosi%
2
+J'sin S cos a sin? 1%—/163in ﬂsinozcos/igsin/lg—(SSinﬂcoso:cos2 /1%

/4

2
=—%cos,ﬁcoswsin/M+%cosﬂsinacos/lﬂ+%cosﬂjsin}t(;r—r)a)l(r—A(r))dr
0

+%cosﬁ:[sin ﬂ(n—r)q(r)a)z(r—A(r))dr+5sinﬂ§cosﬂ(ﬂ—r)q(r)col(r—A(r))dr

2
+Asin ,Bjcos)t(;z—r)q(r)a)z(r—A(r))dr—&)tsin Bsinasin Az +8sin ﬁcosoc(sin2 ﬂ,%—COsz igj
2

2
= —%cosﬂcoswsin /17z+%cosﬂsinacosﬂﬁ+%cosﬂjsin lncosﬂrq(r)a)l(r—A(r))df
0

Va

2
—%cosﬂjsin Arcos Azq(r) e, (r-A(7))dr + Cosl
0

jsin Anzcos Arq (1) w, (z‘ —A(T))dr
2

Vi

- 2
038 inccos Az (<) (r—(2) e + 5 s 258 e e~ (1))
> 0

N

N

2 V4
+0sin ﬂjsin Arsin Azq () e, (z - A(r))dz + Asin ﬂjcos}m cos Azq ()@, (z - A(z))dr
0 V4

2

Asin B[ sin Azsin Arq(z)w, (7 - A(r))dz - d4sin Bsin asiniz — 6Asin fcosa cos Az

NN ——y

N

T

cosf :[cos/%q (r)a,(r—A(7))dr

2
=sin Az —%cosﬂcom—%cosﬁ!cosqu(r)a)l(r—A(r))dr— >

T

—osin ,Bisin /Irq(r)a)l(r—A(r))dr—/lSin ﬁjsin Atq(7)w, (T—A(T))dr—é‘/’tsin pgsina

2
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V3

cospf

2 n
+COS Az %cosﬁsinow%cosﬁjsin Arq(t)ey (r—-A(7))dr+ jsin Atq(r)w,(r—-A(r))dr
0 z
2

—5sin ,BJ% cos A7q(7) e, (7 —A(7))dz —Asin ﬁjcos/qu(r)a)2 (r—A(r))dz—5sin Bcosa

-0 (4.28)
elde edilir. (4.28)’den asagidaki gibi olas1 dort durum ortaya ¢ikmaktadir.

sina=0.sing#0
sina=0,sing#0

sina=0,sing=0

> w0 P

.sina=0,sing=0

(3) ve (4) durumlarinda smir kosulundaki parametre yok olmaktadir. Bu sebeple bu iki durum

incelenmeyecektir. 1.durumunda (sina = 0 ; Sin = 0) biiyikk A degerleri i¢in

a’l(x'/l) = 0(1)

w/(%2)=0(2)

1
w,(X,4)=0| =
elde edilir. 2. Durum (sina = 0; sin # #0) i¢in
1
a)l(x,ﬂ):O[zj

/(% 2)=0(1)

1

wz(x,i):o(?j

elde edilir. 1. durumda ayrica biiyilk A degeri i¢in (4.28) ‘den
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—-Asin Az +0(1)=0 (4.29)
bulunur ki sonsuz koke sahiptir. Ayni sekilde 2. durumda A biyiik degeri i¢in
AcosAz+0(1)=0 (4.30)

sonsuz koke sahiptir.
4.4. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar icin Asimptotik Formiiller

Bu béliimde 6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin asimptotik ozelliklerini incelenip, iyilestirilmis

asimptotik formiiller elde edilecek.

Lemma 4.4.1. Yeterince biiyiik A i¢in (4.1)-(4.5) problemi 1. durumda
o, (%, 2)=0(1)

wz(x,ﬁ):o(%j

2. durumda,

esitliklerine sahiptir.
Ispat: A yeterince biiyiik olsun. (4.28) esitliginin 1. durum (sin « = 0 ; sin 8 = 0) igin (4.9) ve (4.23)
faydalanilarak,

w (x,A)=0(1) (4.31)

(% 2)=0(2)

(4.10) ve (4.24) ‘den
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w, (X, A) = OG) (4.32)

elde edilir. (4.28) esitliginin 2. durum (sina = 0; sin g #0) i¢in (4.9) ve (4.23)’den

o (xA)= O[%j (4.33)

(4.10) ve (4.24) “den

@, (% 4) = 0(%} (4.34)

elde edilir.

Lemma 4.4.2. 1. Durumda sina =0 ; sin =0 ve A >max{2q,, 20, } i¢in

@, (% 4)=0(1)

o)

@y, (X, 2)

bi¢imindedir.

Ispat: (4.9) ifadesinin A ya gore tiirevi alimirsa

. . 1 . X
@, (X, A1) =—xsina.sin AX+—5C0s &.sin AX——C0S &z.COS AX
12 22 ﬂ«

X

~[a(e)sin d(x=e)en (7~ a(r) oz

0

+%J.q(r)cosi(x—r)dr

0

+%:|;q(r)sinﬂ(x—f)0){l (T_A(T)'/I)dr
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a)l',l(x,i)=%Eq(r)sinxl(x—r)a)l'l(r—A(z‘),ﬂ)err K, (% 2) (4.3

(JK, (% 1)< K, ) elde edilir.
CM

= max
xe[0,7/2]

a)l'i(x,ﬂ,)| olsun. [0,72'/ 2] araliginda tiirevin siirekliliginden C,, nin varligi agiktir.

(4.35) esitliginden
1
Cu = z qlcu, + Kl

elde edilir. A >2q, i¢in

), (x,4)=0(1)

elde edilir.

(4.10) denkleminin A ya gore tiirevi alinirsa

o, (X 4) = q(z')sinxl(x—r)a)z’l(T—A(r),ﬂ)dr+Kz(j’i) (436)

S|
NN ey <

(JK, (%, 2)| <K,) elde edilir. C,, = max

Xe[n’/2,7r]

@, (X, /I)| olsun. o/, (X, ﬂ,) icin yapilan islemler tekrar

edilirse

1

a);l(x,/l)=0(z]

elde edilir.

Lemma 4.4.3. 2. durumda sine =0; sin =0 ve 4 >max{20q,,2q,} i¢in
1
o, (x,4)=0]| =
L (x2)=0( %]
o, (%, 2)=0[ &
A
big¢imindedir.
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Ispat: 2. Durumda
1 . 17 )
o (%, 1)= — cosasin /1x+;_[q(r)sm A(x=7)oy(r—A(r),A)dr (4.37)
0
bi¢imindedir. (4.37) ifadesinin A ya gore tiirevi alinirsa

a)l’i(x,/i)=%_I‘q(z—)sinA(x—r)a)l’(r—A(r),ﬁ)dr+%Kl*(x,t)

(Kl* (X, t) < K1) elde edilsin. Benzer bi¢iminde A4 > 2¢, i¢in

1

a)l’ﬂ(x,ﬂ):O(z)

elde edilir. Ayn1 bi¢iminde

K, (x,2)

o (x,2) == [a(e)sin A (x=r)a), (r=A(r), A)dr+ =

N e
N[N ey <

(K, (xt)<K,) elde edilir. 4>max{2q,,2q,} igin

a);i(x,/l)zo(%)

elde edilir.

Teorem4.4.1. n bir dogal say1 olsun. Yeterince biiyiik N sayisi igin (4.1)-(4.5) sinir deger probleminin

1. durumda n civarinda 2. durumda n+1/2 civarinda yalmzca bir 6zdegeri vardr.
Ispat: 1. Durum igin (4.29) ‘da O (1) ile gosterdigimiz ifadeyi ele alinir. (4.31)-(4.32) formiillerini g6z
oniinde bulundurarak O (1) ’li bu ifadenin yeterince biiyiik A igin A ’ya gore sinirli tiirevinin oldugunu

sOylenebilir. Yeterince biiyiikk N ’ler icin, N civarinda (4.29)’un yalnizca bir kokii oldugunu gosterilir.

$(A)=-AsinAz+0(1) fonksiyonunu ele almsm. 9'(A)=-sinAz—A’zwcosiz+0O(1)

fonksiyonu yeterince biiyitk N ‘ler i¢cin 1'e yakin A degerlerinde sifir olmaz. Dolayisiyla. Rolle
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teoreminden 9(A)=—Asin Az +0O(1) fonksiyonunun yeterince biiyik N i¢in N civarinda tek bir

kokii oldugunu soylenir.

2. Durum igin, (4.30)’da O(1) ile gosterilen ifade ele alinir. (4.33)-(4.34) formiilleri g6z 6niinde
bulundurularak O(1) ’li bu ifadenin yeterince biiyiik A icin A’ya gére smrh tiirevinin oldugu
sdylenebilir. Yeterince biiyiik n’ler igin, n+1/2 civarinda (4.30)’un yalnizca bir kokii oldugu
gosterilir. F (/1) =AcosAz+0 (1) fonksiyonu ele almir. F '(/1) =COSAzr —AzxsSin Az +0O (1)
fonksiyonu yeterince biiyiik n’ler igin 1’¢ yakin A degerlerinde sifir olmaz. Dolayisiyla, Rolle
teoreminden F (l) =AC0SAz+0O (l) fonksiyonun yeterince bilyiik n igin n+1/2 civarinda tek bir

kokii oldugu sdylenebilir.

Teorem 4.4.2. n — oo igin (4.1)-(4.5) sinir deger probleminin 6zdegerleri, 1.durumda,

Ay :n+0(1)
n

An:n+1+0(1j
2 n

2. durumda,

bigimindedir.

Ispat: 1. durumda, (4.1)-(4.5) smir deger probleminin N civarinda yerlesen 6zdegerlerini icin

1
A, =N+0, alalim. (4.27) ‘den &, = O(Hj bulunur. Boylece;

A= n+0(%j (4.38)

elde edilir. 2. durumda (4.1)-(4.5) smir deger probleminin n+1/2 civarinda yerlesen zdegerleri igin

1
A=n+ % +0, alalim. (4.27)’den 0, = O(Hj olmak tizere;

A, =N +1 + O(EJ (4.39)
2 n

elde edilir.
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Teorem 4.4.3. N — oo igin (4.1)-(4.5) smur deger probleminin, 1.durumda (4.38) 6zdegerine karsilik

gelen dzfoksiyonu X € [0, 7/2) igin,

. 1
U, =SIinacosnx+0O| —
n

Xe (7[/2,7[] icin

o . 1
Uy, =—SInacosnx+0| —
n n

bi¢imindedir. 2. durumda (4.39) 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu X € [O, z/ 2) icin,

1 . 1
Uy, =——Ccosasinnx+0| —
n n

Xe (7[/2,7[] icin,

o . 1
U,, =——cosasinnx+0| —
n n

bi¢imindedir.
Ispat: (4.38) formiilii (4.1)-(4.5) simr deger probleminin 6zfonksiyonlari igin asimptotik ifadelerin elde
edilmesine olanak saglar (4.38)- (4.25)-(4.31)’den

o, (X, ) =sinacosﬂx+0(%) (4.40)

@ (X, A)=—Asinasin Ax+0(1) (4.41)

bulunur. (4.40), (4.26), (4.32)’ den
0 . 1
a)z(x,/i):zsmacos/imo ra (4.42)

bulunur. (4.38)’ i (4.40), (4.42) de yerine yazilirsa
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U, =Uu,(x,4,) =sinacos nx+o(1]
n

Uy, =U,(X,4,) :ésin @ COS nx+0(i2j
n n

(4.43)

(4.44)

bulunur. (4.39) 6zdegerine karsilik gelen [0,71'/2) ve (7[/2,72'] araliginda taniml (4.1)-(4.5) sinir

deger probleminin 6zfonksiyonlar1 i¢in asimptotik ifadeler elde edilmesine olanak saglar. (4.39)- (4.25)-

(4.31)’den

1 : 1
o (X, A)= ~— cosasin ix+0(?j

o (x,A) = —coswcosﬂx+0(%]
ve (4.45), (4.26) ve (4.32)"den

: 1
w,(X,A)= —%cowsm lx+0(?j
bulunur. (4.39)’yi (4.45) ve (4.47)’de yazildiginda sirasiyla [0, 71'/2) icin

1 . 1
Uy, =——Cc0sasinnx+0| —
n n

ve (7[/2,72’] icin

o : 1
Uy, =—— CosasInnx+0| —
n n

ozfonksiyonlar elde edilir.

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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Lemma 4.4.4. Q'(X) ve A"(X) tirevleri var, [O,7Z'/2)U(7Z'/2,72’] araliginda sl ve

q'(%iO):Iim q'(x) ile A”(%iO):Iim A"(x)  sonlu limitlere  sahip  olsun.

x—Z+0 X—>—+0
2 2

[0,7[/2)U(72’/2,72’] araliginda A'(X)<1, A(0)=0 ve lim A(X) =0 olmak iizere, 0 < X < 7 igin
x—>Z+0
2

q(r)cosﬂ(ZT—A(r))drzo(%

Oty X O ey <

q(z)sinA(2r-A(r))dr = O(%J

saglanir. (Norkin, 1972)

Ispat: Bu integrallerden ilkini ele alalim; ikincisi benzer sekilde ele almir. Degisken doniisiimii yaparak
integrasyon degiskenini & =2r—A(7) olarak aliyoruz. Bu durumda d& = ‘22’ —A'(T)‘ dr ve
dr = df/‘Z—A(t(f))‘ olur. Burada t(&)=7—-R(&) ve R(&), F(r)=2r-A(r)=¢&
fonksiyonunun tersidir. Lemmanin varsayimlart geregi F' (T) =2-A (r) > 0. Bundan dolay1 F (r)
[0, 72'] araliginda diferansiyellenebilir ve monoton fonksiyondur, dolayisiyla tiirevi pozitiftir:

F'(T) > 0. Buradan t(f ) fonksiyonunun var oldugu, diferansiyellenebilir oldugu ve tiirevinin sinirlt

oldugu sonucuna varilir. Béylece su ifadeyi elde ederiz:

—2X-A(X

q(z)cosA(2zr-A(r))dr = AI(O) )®(§)coss§d§,

O ) <

Burada

Ancak, lemmanin varsayimlari altinda @ (f ) sturhdir ve tiirevi de smnirhdir.

Teorem 4.4.4. q(x) ve A(X) fonksiyonlari lemma 4.4.4. ile verilen kosullar1 saglasin. Bu durumda

N — oo igin (4.1)-(4.5) siir deger probleminin 6zdegerleri: 1. durumda,
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1 1
A =n——/(cot B O —
o=n n”(co a+ (7:))+ (nz)

2. durumda,

bicimindedir.

Ispat: (4.40)’dan x—A(x)>0, x€[0,7/2) igin

. 1
—A(7),A)= A=A o — ,
o, (r-A(7),A)=sinacosA(r-A(r))+ (/J (4.50)
esitligi yazilabilir. (4.42)’den x—A(X) 2 % xe(7/2,7] igin
) (r—A(r),/l):ésinacosﬂ(r—A(r))+O(ij (4.51)
2 A A?

esitligi yazilabilir. (4.50)-(4.51) esitlikleri (4.28) denklemde yerlerine yazildiginda.

s

2
0=sinAr —%cosﬂcow—&sin ﬂsina—%cosﬁjcosir[sinacos/l(r—A(r))+0(%)]q(r)dr
0

_ co;,B Icosh(%sin acos/I(r—A(r))+0(%)jq(r)dr

N |

T

—§sin ﬂisin M(sin acos Az —A(r))+0(%nq(r)dr

—Asin ﬁIsin }tr(%sin acos/l(r—A(r))jLO(%Dq(r)dr

2
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+COSAx W—ésinﬂcoww écozsﬂ

isin M[sinacos/i(r—A(r))+0(%Dq(7)dT

Tﬁ S|n/lr(/15|nacosl(r A(r ))+0(%Dq(7)df

N‘Q!—.ﬁ

ya

—5sin ,Bj cosm[sin acosA(r _A(T))JFO(%DCI(T)M

T o . 1

—Asmﬂ;[cos/lr(zsmacosi(r—A(r))+O(?Dq(r)dr
2

sinx _ocosfcosa . . ocosfsina

e —SAsin fsina - e cosAzcosA(z—A(7))q(r)dr

ot—nly

T

MICOS%TCOS@(T A( ))q(z')dr —sin ﬂsin Ot‘z[Sin ﬂTCOSﬂ(T—A(T))Q(T)dT

N

~&sin Bsin ajsin ircosﬂ,(r—A(r))q(‘r)errO(%j

dcos Bsina . dcos Bsina
+CoS A L—Esmﬂcos(;ur#

12

O | Y

sinArcos (7 —-A(7))a(r)dr

T

J'smxlrcosﬂ,(r A(7))a(r)dr —5sinﬂsina_j[cos/lrcos/l(r—A(r))q(r)dr

2

+5cosﬂsma

—&sin Bsin a]T.COSiTCOS/I(T —A(r))q(r)dr+0(%j

2

=sinAx ——5005}’?200505 —oAsin ﬁsina_—dcosz,izsma

O v [N

Cosﬂ(Zr—A(z’))q(r)dr
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_dcosBsina
2%

ot—nly

cosiA(r)q(r)dr—w;[cosﬁ(Zr—A(r))q(r)dr

osingsina ¢ .
YE — SInﬂ,(Zr—A(z'))q(r)dr

O N [N

—MTCOSA(ZT—A(T))Q(T)M'—

P 1 7
_szinm(r)q(f) 53'”ﬂ5'” L2 [sina(20-A(z))g(c)de
" 2
55|n,6’sm ]’- dr+0(1j
J A
2
. na s
oS AT M—&in,BCOSa+%J‘sinl(2r—A(r))q(r)dr
0
% r
5cos/5’smaj~ +MI A(2r=A(r))a(z)dz
2

COSﬂ(ZT—A(T))q(T)dT

ot—ny

5cos,6’sma . _osin Bsina
—212 ;[ in /IA(r)q(r)dz' —
2

58mﬂsmajcosi 2c-A(7))a(z )dr—m.[cosm(r)q(r)dr+O(%)
2

NN

(4.52)

elde edilir.
;J'q (7)sinAA(7)dzr
’ (4.53)
= %'[q(r)cosiA(r)dr
0

esitlikleri sirastyla 0 < X <% ve % < X < ¢ araliklarinda sinirlidir. (Norkin, 1972)

(4.53) esitlikleri (4.52)’da yazilirsa

40



Faruk DONMEZ, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2025

0=sinﬂ;{—%cosﬂcma—&sinﬂsina—%cosﬂsinaB(%j
o . 4 . . /4
—?cosﬁsma B(r)-B 5 —Jdsin BsinaA 5

_ssin Asin a[A(”)— A[%Dm(%ﬂ

+cosiy{%cosﬂsina—5sinﬂc05a+%cosﬁsinaA£%j
o . Va . . V4
+—cosfsina| A(r)—-A| = | |-dsin BsinaB| =
A 2 2
—osin Bsina B(ﬂ')—B(zj +O(lj
2 A
. 1) . i o . . : 1
=sinArx —?cosﬂcow—&smﬂsma—?cosﬂsmaB(n)—ésm,BsmaA(yr)+O 7

+cos)w{%cosﬂsina—5sin ﬂcosa+%cosﬁsin aA(r)—4sin Bsin aB(;z)+O(%ﬂ

=sin ﬂ;{—&sin Bsina —Jsin Bsin aA(ﬂ)+O(%j

+cos/17{—5sin,8003a—5sin Asin aB(n)+O(%j

0=sin }m(—/lsin a—sin aA(ﬂ))+cos/17r(—c03a —sin 0!B(7Z'))+O(%j

siniz —COSa—SinaB(ﬂ)_l_O( 1 j
cosAz  Asina+sinaA(r) A2

tan Az = _Tl(cotow B(n))+0[%)

S, =_—l(COta+ B(;z))+0(izj

Nz n

A, =n+9, ile
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1 1
A, =n —E(cota+ B(n))+O(Fj (4.54)

ozdegeri elde edilir.
2. Durum igin; (4.45)’den

1 . 1
a)l(r—A(T),/i):—ECOSO{SII‘M,(T—A(T))+O(?) (4.55)
yazilabilir. (4.47)’den

a)z(T—A(T),l):—%Cosasinl(r—A(T))+O( 1) (4.56)

2
yazilabilir. Elde edilen (4.52)-(4.53) esitliklerini (4.28) denklemde yerlerine yazilirsa,

V1

2
sin Az —%cosﬂ—%cosﬂ!cosm(—%cm(xsinﬂ(r—A(r))+O(%Dq(r)dr

co;ﬂ ICOS&T(—%COSaSinﬂ(r—A(T))+O(%Dq(T)dT

N |

T

—§sin ﬁisin M(—%comsin i(r—A(r))+O(%Dq(r)dr

—Asin ﬂisin ﬂr(—%cowfsin /I(r—A(r))JrO(%Dq(r)dr

2
+COS Az —§sinﬂ+%cosﬂjsinM[—%cosasinz(r—A(r))+o( 1 Dq(r)dr
0

22

N Cozﬁ]:'sin M(_%cosasin i(T—A(T))JrO(%Dq(T)dT
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T

~§sin ﬂjcosm(—%comsin l(r—A(r))+O(%Dq(r)dr

—Asin ,B;fcos}tr(—%coswsin /I(T—A(T))-I-O(%j}q(f)df

2

0 CoS fcosa

=sinAx —%COSﬂ‘F vE cosAzsinA(r—A(z))q(r)dr

O V[ N

T

+5cosﬂc05a

l\)

. T . 1
+8sin ,Bcosafsm Arsin ﬂ,(T—A(T))C](T)dT-l-O(zj

2

T
5cos Bcosa §
+COSAx| — ﬂ I

0

sinAzsin A(r—A(7))q(z)dr

s

5cos/3cos a

2

+5sinﬂ005a]£cosﬂ.rsinﬂ,(r—A(r))q(r)dr—5/lsinﬂ+0(%j

2

T

2
=sin Az| sin Beosa|sin AzsinA(r-A(r))q(r)de
0

+5sinﬂ005ajsin Arsin /I(r—A(r))q(r)dr+O(%j

2
+c0s Az | &sin ﬂcosajcos)trsin/I(T—A(r))q(r)dr
0

J‘cos/lrsm;t(r A(7))a(r)dz +5sin ,Bcoswjjsin ArsinA(r-A(r))q(z)dr

J'sm ArsinA(z-A(r ))q(r)dr+5sinﬂ005aj:cosmsin/1(7—A(r))q(r)dr
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+5sinﬂ005afcos&rsinﬂ,(r—A(r))q(r)dr—5/lsinﬂ+0(%j

2
S 72 . 7/2
ﬁjnb{M _[ cos(2&r—iA(r))q(r)dr+w _[ cos(AA(z))q(z)dz

0 0

s

_5sinﬂzcosa j’cos(Zﬂr—lA(r))q(T)df+w [ cos(/lA(T))Q(r)dz'}
/2 /2

Ssin fcosa "F Ssin fcosa "¢
+cos/17z[f [ Sin(ZEf—/IA(r))q(z')dr+# [sin(2a(r))a(r)dr
0 0

+Jsin/;cosoz Isin(zm_m(r))q(r)dﬁwjSin(,m(r))q(r)dr—&lsinﬁ]+0(%J

/2 /2

T

—sin A;{ésin ,BCOSaB(%j+5sinﬂ005a(8(7z)— B[Em
+cos/17r[5sinﬂCOSaA(%}Lésin,BCOSa[A(zz)— A(%D—&sin ﬂ}o(%j (4.57)
esitligi bulunur. (4.57)’ten

sin i;z[chin ﬁcoSang+5sinﬁcosa[3(n)— B(gm

+c03/17z[5sin ﬂcosaA(%}L5sinﬁcom[A(n)— A(%D—&sin ﬁ}oej =0

COtiﬂ':—¥+O(%] Ve o, =— B(7T)+O(

2

izj (4.58)
n

bulunur. 4 =n +%+5n i¢in

A :n+%—8(ﬂ)+o(%j (4.59)

Ozdegeri elde edilir.
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Teorem 4.45. q(X) ve A(X) fonksiyonlar: lemma 4.4.4. ile verilen kosullari saglasm. Bu durumda

N — oo igin (4.1)-(4.5) probleminin 1. Durumda (4.49) 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon [0, 71'/2)

araligt icin

U, (x,ﬂn):sina{cos nx(1+ A(X)} SINOXT (cota + B (7)) x—(cota + B(x))]}m(izj

n nz n

(7[/2,7[] icin

T e S S CO LR R

nx n

bi¢imindedir. 2. durum igin (4.56) 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu [O, 7[/ 2) arallig1 icin

Uln(X’ﬂ“n):7{1+¥]Sin[n+%)x+%[3(ﬂ')X—B(X)ﬂ]COS(n+%jX+O(%j

n

(7[/2,7[] icin

Uy, (X, 4,) =;—f[l+¥jsin£n+%jx+%(8(x)x—B(x);r)cos[n+%jx+0(i4j

n"z n
bigimindedir.

ispat:

COl(X,ﬂ):SinaCOSﬂX—%COSaSiﬂﬂX+O(%)—}[qE;)Sinﬂ(X—T)a)l(T—A(T))dT

denkleminde

o (r-A(r),2) =sinacos/1(r—A(r))+OGJ
esitini yerine yazilir. Boylece,
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wl(x,/l)=sinacos/1x—£cos(xsin ﬂx+0(£j—jwsin/I(x—r)(sinacos/”t(r—A(r))+O(£Ddr
A A) A

:SinaCOS/IX—%COSaSin ix—%jsinﬂxcoszrcosﬂ(r—A(r))q(r)dr
0

Si%‘([smﬂTCOSﬂXCOSﬂ,(T—A(T))Q(T)df-k()(%j

:SinaCOSZX—%COSaSin /IX—WICOSZTCOSE(T—A(T))q(r)dr
0

+—Smasmlx'[cosﬂrcosﬂ(r—A(f))q(T)dT+0(%j
0

:sinacosﬂx—%cowfsin /1x—W!cos(%r—ﬂ@(ﬂ)q(r)dr

-SRI feon 2 )+ S in 22724 () )

sinasin AX ¢ . 1
+TJ.S|nﬂA(r)q(r)dr+O(?j

0

:sinacosﬂx—%cowsinﬂx—w B(x)+WA(x)+O(%)

(X, 2) =Sinacosix(1+ %X)]—sin /b{cos(x+s)ipna8(x)]+o(%j (4.60)

bulunur. (4.54), (4.60) esitliginde yerine yazildiginda.

Uln(x,/l)=sinacos(n+gn)X(“#j_sin(mdn)X(cosa+sri]n aB(X)JJFO[%J

U,, (X, 4)=[cosnxcos A, x—sin nxsinﬂnx][sinaJr -

cosa +sinaB(x 1
—[sinnxcosﬂnx+sin/1nxcosnx]( o+ sinaB( )j +O(—j
n

=[cosnx — 4,xsin nx][sin a+

—[sinnx+4,xcos nx][c03a+smaB(x))+O(i2j
n
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n n

i IrD{cosowrsin aB(X)}LO(ij

n n?

= COoS nX(Sina—i—Sma—A(X)]—ﬂnxsin nX(Sina-i— sin aA(x)]

[0, z/ 2) araliginda (4.54) 6zdegerine karsilik gelen

cosa +sinaB(x)
n

[ _ SinaA(x)j (1)
+cosnx| sinag+——= |+ 0| —

n n?

: : : _ A(x)
U, (x,4) =—sinnx — A, xsinnxsin & — 4 xsin nxsin @ ——=

n

+i(cota+ B(7))xsinnxsina

!/1 =—si
w, (X, 4,) sma( —

sina A( X
+CO0S nx(sin a+a—()j+0(ij

cosa+sinaB(x)]
n

n n2

=—sin 0{— Si:;X (cotar+ B(x))x} +sin 0{— SInny (coter+ B(ﬂ')):|

[@MDO(AJ y

(% 4,) :sina{cos nx[1+ Aﬁx)} SNOXT (cotar+ B () x—(coter + B(x))]}m(%j

nz n

(4.58)

ozfonksiyonu elde edilir. (7[/ 2, 71'] araliginda (4.54) 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonunu elde
edilmesi i¢in @, (7/2,4,), @{(7/2,4,)/2 Ve o, (r—A(r),ﬂ) fonksiyonlarinin esitleri bulunarak

@, (X, A,) fonksiyonunda yerlerine yazilr.

@[ (%, A)=—Asinasin /Ix—COSacosix—fcosl(x—ﬂ)wl(T—A(r))q(r)dr
0
=—Asinasin /1x—c03acos/1x—_|'cos/1(x—r)[sinacosi(r—A(r))+O[%Dq(r)dr
0
=—Asin asinﬂ,X—COSaCOS/IX—SinaICOSﬂ,(X—T)COS&(T—A(T))q(T)dT+O(%j
0
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= —Asinasin Ax—cosa cos Ax—sin e [cos Axcos Az +sin Axsin /Ir]cos/l(r—A(r))q(r)dr+O(%)

0

=~ sin asin Ax—cosa cos AX—sina cos Ax [ cos Az cos A (r —A())q(r)dz
0

—sinasin }Lx'[sin /hcos;t(r—A(r))q(r)dr+O(%j
0

=—Asinasin ﬂ,x—COSacos/lx—WICOS(ZM—AA(r))q(r)dr
0
_SInarcosAx osm(f)q(r)dr_—“”“;os“ [sin(227-24(z))a(r)dz
0 0

_S—'nagos/lxlsin iA(r)q(r)dr+O(%j

:—/’tsinasinlx—comcosﬂx—sinacos/le(x)—sinasin/le(x)+O[%j
(X, A . . . B . _ A
(X )=—smasm/’Lx—cosa—m—smacosﬂx(—x)—smasm/‘txﬂJrO(izj
A A A A
M:—sinozsinﬂbx 1+ AX) +COS’1X(—COSa—sinaB(x))+O 1 (4.62)
A A A A2

-1
A=n+4,, [ﬂn = —(COt a+B (ﬂ'))j esiti (4.62)° da yerine yazilir. Boylece
Nz

a)l'(x,/ln)
A

= —sinasin(n+/1n)x(1+ Aix)}L COs(n;;/ln)x(—COSOc—sin aB(X))+O(n_12j

Cos nXx
(

_ —sinaB
~—(-cosa—sina (%))

: : : A(x)
= —sina[sinnxcos A,x+sin 4,xcosnx]| 1+ P +
_ A,Xsin nx(

- —COSa—SinaB(X))+O[ 1]

n?
COS NX
o

n

. [ A(x)j
=-SIinasinnx 1+T +

} A Xsinnx . 1
_ _ B _ M _ _ B ol L~
cosa —sina (x)) - ( cosa —sina (x))+ (nzj

A
=—sinasin nx(1+ ix)j— coinx (—cosa—sin aB(X))+O(%j
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AXA) —sinasin ﬂx[1+ A(X)}L C0S AX (—cosa —sin aB(x))+O(i2j (4.63)
A A A n
elde edilir.

a)z(x,/l)=éa)l(%,A]cosi(x—%}%a){[f,ﬁ}sinﬂ(x—%]+iwwz(r—A(r))dr

4 2
wz(T—A(T),ﬂ)zgsinacosi(f A(r ))+O( 1 )

o (7/2,2)= smacos/lz[l Alr/ j i LcosaﬂmaB ”/2)j+o(i]

A

T 7Z'

! 7,2/ -

0)1(2 ) (2 cos/l 1
T smasm/l— 1+ i —CcoSsa —SinaB 2 +0| = (4.64)

bulunur. @, (7/2, 1), a)z(r—A(r),}L) ve ](7/2,2)/A fonksiyonlarmm esitlerini @, (X, A)

fonksiyonunda yerlerine yazip gerekli diizenlemeleri yaptiginda

T . T
) 7| . T A(Zj Smiz : r 1
@, (X, A)==Cc0sA| x—— || sinacos A | 1+ - cosa +sinaB| = | |[+0
A 2 2 A 2

A e

77 V2
S . r LT A(Zj COSAE , r 1
+—SINA| X—— || =sinasinA—| 1+ + —cosa—sinaB| — | |+0| —
A 2 2 2 A

_iw[%sinacosl(r—A(r))JrO(%Dq(T)df

A[ﬁj .
ZéSinaCOSﬁ,zCOSﬂ(X—Z 1+ 2 —5S|r2]asinﬂzcos/1 x—Z COta+B(z
A 2 2 A A 2 2 2

49



Faruk DONMEZ, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2025

A(3)
—5smasin}t%sinﬂ(x—%j 1+ /12 —55;2]0{
5SInaJ.s|nﬂ X — z')cosﬂ,(z' A( ))Q(T)df‘i‘o[%j
2

:§sma cosﬂzcosﬂ(x—zj—sinﬂzsinﬂ(x—z)
A 2 2 2 2) ]
58'”“ sinA—= cosl x—Z +sin A x—z COSAZ
2 2 2 2 |

5smicosmfsm/1mosﬂ(r A( ))q(r)dr 6smjsmix

4
2

A3)
0SNG (o5 ax| 142 —53'2asin/1x cota+B(
A A
O SiN COS AX | §smacos/1x
TI n(247-2A(7))q(z)de+ j
2 2

—mn;—WICOS(ZiT—/IA(T))q(T)dT—
2

/12

V4

A(z
1+
A

osina
= COS AX

5S|na

j _dsina
z

22
y
> ? cos ixA(%j -

5sma

+ COS AX

A(x)—A(

_dsina

osin
0SAX+

)

0S AXA(X)—

5S|na 5sma Si

osina 5S|na

22

osinasin X ¢

cos A Zsin ﬂ(x—zj cota + B(Ej
2 2 2

o)

jcosﬂrcosﬂ(r Az ))Q(T)d7+o[%)

z
2

2

dr

X

jcosﬂA(r)q(r)dr+O(%J

z
2
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Ce)z(X,/l)zé‘Si%COSl [ E”LX)j 532122”)((COSa+SinaB(X))+O(%j (4.65)

bulunur. (4.65)’de 4 =N+ 4, esitini yerine yazilirsa.

U,, (x,4,)=

n 2

- 5S'nn @ (cosnxcos A,x—sin nxsin Anx)(1+ #j

_osina (sinnxcos 4,x+sin 4, xcosnx)(cot o + B(X))+O(%j

r]2

_ 5S:Ina(cosnx—/tnxsin nx)(lJr Af]x)j 5:”“ (sinnx -+ 4,xcosnx)(cot e + B(X))+O(nl ]

_ 5S|nn0‘(co5nx_,1nxsin nX)[l+ Af]x)J 5sr:n0‘(sm nx)(cota + B(x ))+O(%)

Upn (X4) = M%{Cos nx[1+ @}Si:%[(cota +B(7))x—(cota + B(ﬁ))x]J}Jro(%j
(4.66)

elde edilir.

(4.55)’yi, sina=0; sinf#0 degerleri i¢in, (4.9)’da yerine yazildiginda (4.59) 6zdegerinin

[0, ] 2) araliginda karsilik gelen 6zfonksiyonu elde edilir.

@, (X 1) = —ECOSaSIniX J-qir sinA(x— T)(—%COSaSinZ(T—A(T))+O(%j}ir
0

s (s-c)in (-6 (0)a( o 5

1 . c
=——COSaSINAX———;

= —%COSaSin ax-—2 [[sin Axcos Az —sin Mcos/lx]sinﬂ(r—A(r))q(r)dr+O(%j
0

= —%cosasin ax— 54 [sin Axcos Azsin A(z - A(z))q(r)dz
0

COSa—COSﬂ,XJ‘Sm Axsin A(z—A(r ))q(r)dr+0(%j
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X

=_%Cosasinlx_mz—slzn’b(jsin(zm-—iA(r))q(r)dr+WJSM(xlA(r))q(r)dr

0 0

COS COS AX | COS COSAX | 1
+T.c[cos(2m—iA(r))Q(r)dr+T£cos(/m(r))q(r)dr+O(?j

a)l(x,/l):—%COSasinﬁx+Cosa/1—s;n/b(A(x)+(:osaﬂ—cfs;t)(8(x)+o(%j (4.67)

1
yazilir. =N+ > +0, i¢in (4.67) esitligi

. 1 1

1 sm(n+2+5njx cos(n+2+§njx 1

U (x,i):cosa —sin| n+=+4, |x+ A(x)+ B(x)|+0O| =
' n " n n

cosa| . | . 1 1( . 1
=—— =sIn| n+— [XC0SH, X +SINO,XCOS| N+— |X+—]| sin| N+—= [XCOSO,X
n 2 2 n 2

+sin §nxcos(n +%j x) A(x)+1(cos(n+%)xcos5nx—sin[n+3xsin 5nxj B(x)}+0(%)
n n

olarak bulunur. 6, — 0 iken son esitlik

Uy, (%, 4) :w[—sin[n+%)x+5nxcos(n+%Jx+1(sin(n+%jx+5nxcos(n+%j XJ A(x)
n n

oo somlo o of )

- 05a {—sin(n+%)x+lsin(n+%j XA(X)—15nXSin(n+%) XB(X)}O(%]
1

n n

- w&[—”(—cotﬂw%cotﬂcosaA(n)+% B(;r)ﬂsin(m%j XB(x)

IR0

olarak elde edilir. Béylece [0, z/ 2) araliginda (4.59) dzdegerine karsilik gelen zfonksiyon

52



Faruk DONMEZ, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2025

Uln(x’;tn)=_—l[1+ A(X)jsin(n+%]x+%[8(ﬂ)x—B(x)n]cos(n+%jx+0(%)

n n
(4.68)

olarak elde edilir.

a)l’(x,;t)=—COSacosﬂ,x—Ecosz(x—r)a)l(r—A(r))q(r)dr

@l (1) = —cosacos/lx—Ecosl(x—r){—%cosasin A(T—A(r))+0(%ﬂq(r)dr

cosa | . 1
=—COS @ COS AX + la!cos/l(r—A(r))smﬂ(r—A(r))+O[?]

COS &
=—COS COSAX +

Icosﬂxcos;trsin ﬂ(r—A(r))q(r)dr
0

cosa
A

Esin Axsin Azsin Z(T—A(T))Q(T)d7+0(%j

=—COSaCOSﬂ,X+COS+COS/1XJ-COSZTSinﬂ(T—A(T))q(T)dT
0

_cosasinAx J'sinArsinl(r—A(T))q(T)dTJrO(%)
0

o (X, A)= —c05acos/1x+(ma2—(fsmj‘sin(Zir—iA(r))q(r)dHw'[sin(m(r))q(r)dr

0 0

§ SRATRA j cos (22~ 2A(r)) () dr - SELEEL j COS(AA(T))q(T)dr+O(%J
, COS & COS AX coSa Sin AX 1
a)l(X,/l)=—COSaCOSlX+TA(X)—TB(X)+O(?j (4.69)

olarak bulunur.

a)z(r—A(r),/i):—%COSaSinﬂ,(r—A(T)ﬁO[%j (4.70)
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a)l(z,/‘tlz—ECOSasin;terCosasinle(szrcoszac 2Z ( j ( ] (4.71)
2 A 2 A 2 \ 2 A 2

1

Pyl

@, ) = —cosacos A Z+ % cos A Z Al |5 % 602 7Bl Z |40
2 2 A 2 \2 A 2 2 A

(4.70), (4.71) ve (4.72) esitliklerini w, (X, /1) ’da yerine yazip diizenlendiginde

j 4.72)

a)z(x,/l)=%w{%,ijcosﬂ(x—%)+%a){(%,ﬁ,jsinl(x—%)—iw%(r—A(r))dr

9 —lcosocsinﬂ,z+COSZOlsin/IZA(Z +C05205003/1£B(z +0 ig cosﬂ{x—z
Al A 2 A 2 2 A 2 2 A 2
+£2 COSaCOS/1£+CosaCOS/’L£A 4 —Cosasin/lzB z +0 iz sinl x—z

A 2 A 2 2 A 2 2 A 2

_Tw{—%cowzsin/I(T—A(r))JrO(%ﬂdr

A

z
2

:_%Cosasinigcosﬂ(x_ﬁ}.EBCOSasinifcosﬁ(x—f)A(Zj
1 2 2) A 2 . 2

+%COSaCOS}t£COSl(X—Z B(Z WL%coswcos/’tzsin/‘t(x—Z
A 2 2 2) A 2 2

+%c03acosizsini(x—zJ A(z]—%cowsin }Lzsinﬂ(x—zj B(Zj
A 2 2) \2) 4 2 2) \2

5c03a

jsm (x—r)sinA(z—A(r ))q(r)dr+0[%j
E

:_%cosa sin}chosﬂ(x—z}rcos}tzsinﬂ(x a
A 2 2 2 2

+£3c05a sinlzcos/l(x—zjﬂos/lzsini[x—zj
A i 2 2 2 2)]

+£3cosa cos/lzcos/i x—Z —sinﬂzsin}t x—z
A i 2 2 2 2

5c05a
_|_

J'sm/lxcos/irsm A(r=A(7))a(r)dr

2
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5c03a

jsm Axcos Axsin A(r —A(z ))q(r)dr+0(%j

2

=— 500250[ sSin AX+ 50035& sin ZXA(£]+ ocosa cos AxB (Zj
A A 2 2

/13

OCoSaSiNAX T . O COSaSin AX ¢
+T;|:sm(2/lr—/m(r))q(r)dr —}[sm (2A(7))a(r)dz
2 2
O COS COSAX ¢ O COS COSAX T 1
D00 08X in 2252 (5)) )b+ 2 S fos 24 ))q(f)dﬁo(yj
2 2

A3
_ cScosa sin x| 1- /12 +§CosaCOSﬂXB(Zj

+5°;’S“ i AX(A( )—A(%Dfﬁlﬁcoszxﬁs(n)—B(%Dm(%]

(x,/i) 6003a Sin Ax + 5OSa

sin AXA(X)+ 5stac05/1x8( )+O[%j (4.73)

4 1
olarak elde edilir. A =n+ > +0,, (4.73)’de yerine yazildiginda.

n®
+5C035acos(n+1+/1njx8(7z)+0(i4j
n 2 n
0Cosu 1 : 1) .
i cos n+§ XCO0S A, X—sIn n+§ xsin 4 X

+ 500:“ (sin(n +%jxcos /Inx+cos(n +%j xsin Anxj A(x)
n

+ 5C038a (cos(n+%jxcos}tﬂx—sin(n+%)xsin Anxj B(ﬂ)+0(i4]
- n

boylece (72'/ 2,7 ] aralignda (4.59) 6zdegerine karsilik gelen 6zfoksiyonu

U,(x,4) :—5Cr?23acos[n+%+injx 5005053”{ %ML”)xA(x)
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U,, (X, 4,) :;—f[l+¥jsin(n+%jx+%(8(x)x—B(x)ﬁ)cos(n+%]x+o(i4)

nz n

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuglar

Ele almman problem i¢in ilk olarak [0,72'/ 2) araliginda ¢oziim integral denklem bigiminde

yazilmistir. (4.4)-(4.5) gecis kosullar1 kullanilarak problemin (72'/ 2,7[] araligindaki ¢oziimii elde

edilmistir. Boylece problemin ¢6ziimiiniin varligi gosterilmistir. Devaminda problemin 6zdegerlerinin
basit oldugu gosterilmistir. Yani bir 6zdegere karsilik gelen iki ¢oziimiin birbirinin kati oldugu yani
lieneer bagimli oldugu gosterilmistir. Elde edilen ¢6ziim fonksiyonu (4.1) denklemini (4.2) sinir
kosulunu ve (4.4)-(4.5) gecis kosulunu saglamaktadir. Bu ¢6ziim (4.3) denkleminde yazilarak
karakteristik denklem elde edilmistir. Ozdegerlerinin basit olmasinin bir sonucu olarak problemin
0zdegerleri ile karakteristik denklemin kdkleri ¢akisiktir. Coziim icin elde edilen integral denklemler
kullanilarak ¢6ziimiin smirli oldugu gosterilmistir. Coziimiin simirliliginin bir ¢6ziimii olarak
karakteristik denklemin sonsuz sayida pozitif koke sahip oldugu elde edilmistir. Dolayisiyla ele alinan
problemin sonsuz sayida 6zdegere sahip oldugu gosterilmistir. karakteristik denklemin koklerinden 4

durum ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumlar :

.sina=0.sinB#0
sina =0, sinf =0

sina=0,sinf=0

A LW oPF

sina=0,sinf=0

bigimindedir. 3. ve 4. durumlarda sinir kosulundaki parametre kaybolmaktadir. Bu sebeple bu iki durum
incelenmemistir. 1. ve 2. durumlar igin ele alinan problemin 6zdegerleri, karsilik gelen 6zfonksiyonlar
ve bu 6zfonksiyonlarin spektral parametreye gore tiirevlerinin asimptotik ifadeleri kaba bir bigimde

yazilmustir. Incelenen problemin yeterince bityiik N dogal sayis1 igin birinci durumda N civarinda ikinci

durumda n+1/2 civarinda yalnizca bir 6zdegere sahip oldugu gdsterilmistir. Problemde tanimlanan
q (X) ve A ( X) fonksiyonlari iizerine ek kosullar konularak daha 6nceden asimptotik ifadeleri kaba bir

bigimde elde edilen 6zdegerler ve 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri kesinlestirilmistir.

Sonug olarak 1. durumda Sina # 0, sin § # 0 icin 6zdegerler

1 1
4 =n-—(cota+B ol =
=n rw(co a+ (7[))+ (nzj
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ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar

U, (% 4,) =sina{cos nx[1+ A(X)} SN cot -+ B (7)) x—(cotar + B(x))]}m(izj

n Nz n

n n nx

U,y (x,4,) = 2502 {(COS nX{H A(X)} ST (cotar+ B(7))x - (cotar + B(fr))x]}m(%]

biciminde elde edilmistir.

2. durumda sina =0, sin 8 # 0 i¢in 6zdegerler

A, :n+£— B(ﬂ)+o(ij
2 nrx

ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar

Uln(X’/ln)=_—1{1+M]sin(n+3x+%[8(n)x—B(x)z]cos(n+%jx+o(%j

n n

U, (X, 4,) :;—f[l+¥jsin(n+%jx+%(8(x)x—B(x)n)cos[n+%]x+o(i4)

bigiminde elde edilmistir.
Bu sonuglardan goriildiigli gibi gegis kosulundaki 0 ve sinir kosulundaki f ’nin 6zdegere bir

etkisinin olmadigi elde edilmistir. Bu tezde ele alinan problem Koparan (2019) tarafindan incelenen
denklemin siireksizlik igeren ve gecis kosulunda spektral parametre bulunan halidir. Elde edilen
0zdegerler karsilastirildiginda problemin siireksizlik icermesinin veya gecis kosulunda parametre
icermesinin bir etkisinin olmadig1 goriilmektedir. Ciinkii her iki problemde de elde edilen 6zdegerler
aynidir. Diger taraftan siireksizlik noktasina kadar her iki problemde de elde edilen 6zfonksiyonlar
aynidir.

Ayrica her iki durumda da gegis kosulundaki siireksizlik 6zelliginin 6zfonksiyonlarda da ortaya
ciktig1 goriilmektedir. Yani fonksiyonun siireksizlik noktasindaki sag ve sol degerler arasindaki iligki

Ozfonksiyonlarin sag ve sol degerleri arasinda da asagida verildigi gibi bulunmaktadir.
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5.2 Oneriler

Degisik sinir deger kosullar1 yardimiyla ikinci mertebeden ge¢ kalan argiimanli sinir deger
problemleri tiretilip asimptotik davraniglari incelenebilir. Daha 6nceden incelenmis geciken argiimanli
siir deger problemleri bu tezde ele alinan spektral parametre igeren gegis kosullar altinda incelenerek
spektral parametreye bagli gecis kosulunun ozdegerler ve karsilik gelen Ozfonksiyonlart etkisi
incelenebilir. Ayrica daha 6nceden ele alinmamis sinir kosullar iceren geciken argiimanlt sinir deger
problemleri i¢cinde normal gecis kosulu ve spektral parametreye bagh altinda elde edilen sonuglar
karsilastirilarak spektral parametreye bagli gecis kosulunun 6zdeger ve 6zfonksiyonlar {izerindeki etkisi

incelenebilir.
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