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Tez {i¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, Hankel doniistimii ile ilgili temel bilgiler
verilmis ve Hankel doniisiimiiniin ¢ekirdegi olan Bessel fonksiyonlarinin tanimi ve bazi temel
ozellikleri sunulmustur. Ikinci béliimde, Hankel integral teoremi yardimiyla Hankel déniisiim
¢ifti tanimlanmistir. Hankel doniisiimii ve ters Hankel dontisiimii tanimi verilerek Hankel
dontisiimiiniin Fourier doniisiimii ile iliskisi incelenmistir. Ayrica, Hankel doniisiimiiniin temel
Ozellikleri ispatlar1 ile birlikte verilmis ve bazi fonksiyonlarin Hankel doniisiimiiniin
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BOLUM 1

GIRIS

Hermann Hankel (1839-1873), 19. yy ortalarinda yagamig karmagik say1 sistemleri, fonksi-
yonlar teorisi ve matematik tarihi iizerine yaptigi énemli calismalariyla matematik bilimi-
ne katki saglamigtir. Karmasgik say1 sistemlerindeki en 6nemli katkis1 gercek, karmagik ve
hiper karmagik say1 sistemleri hakkinda yapmis oldugu detayh calismalar ve sonuclarin
yer aldigr (Hankel 1867) eseridir. Fonksiyonlar teorisi iizerine yaptig1 caligmalar arasinda
(Hankel 1882) ve (Hankel 1871) makaleleri bulunmaktadir. (Hankel 1882) makalesiyle
Riemann’in integrallenebilirlik kriterini yeniden formiile etmis ve nokta kiimelerin 6l¢iim
teorisi Ozellikleri iizerine sonuglar elde etmistir ve (Hankel 1871) Ersch-Gruber Encyk-
lopédie i¢in yazdigi "Grenze" makalesinde Bernard Bolzano’nun sonsuz seriler iizerine
caligmalarimin 6nemini ilk kez ortaya koymus ve sonsuz sayida noktada tiirevlenemeyen
siirekli bir fonksiyon ¢rnegi vermistir. Ayrica Hankel, Mathematische Annalendeki bir
dizi makalede Hankel fonksiyonlar1 veya iigiincii tiir Bessel fonksiyonlar1 olarak bilinen

fonksiyonlarin énemini gostermistir (Crowe 2023).

Hermann Hankel’in matematiksel analize yaptigi sayisiz katkilar arasinda sadece ori-
jine olan mesafeye bagh fonksiyonlarin, yani radyal simetriye sahip fonksiyonlarin in-
celenmesinde kullanilan Hankel doniisiimii de yer alir. Hankel doniisiimlerinin cekirdegi
silindirik simetriye sahip Bessel fonksiyonlarindan olugsmaktadir ve Hankel doniigiimii ile
Fourier doniigiimii arasinda dogal bir iligki mevcuttur. Dairesel simetrik bir fonksiyonun
Fourier doniisiimii dairesel simetrik oldugundan Hankel doniigiimii iki boyutlu Fourier
dontistimiiniin dairesel simetrik bir versiyonu olarak bilinmektedir. Sifirinci mertebeden

Hankel doniistimii, Fourier-Bessel doniisiimii olarak da adlandirilir.

Bilim ve miihendisligin bir¢ok farkl alaninda uygulamalara sahip Hankel doniigtimii; dalga
yayllim problemleri ve silindirik simetriye sahip problemler gibi uygulamalarda énemli
bir rol oynamaktadir. Ornegin uygun geometriye sahip ses dalgalarinin yayilimi, 1sik

dalgalarinin yayilimi ve 1s1 iletimi ile ilgili problemlerin ¢éziimiinde Hankel doniigiimiin-



den yararlanilmaktadir (Arfken 1985, p. 795, Baddour 2019, Baruch 2013, Debnath and
Bhatta 2010, p. 315, Goodman 1996, pp. 10 — 12).

1.1 TEZIN KAPSAM VE ONEMIi

Hankel déniigtimii, 7 > 0 i¢in tammlanmis olan f(r) fonksiyonunun v. mertebeden Hankel

doniigiimii

F,(s)=H,{f(r)} = /rf(r)Jl,(sr)dr (1.1)

olarak tanimlanir. Burada J,, v. mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonudur. H, ope-
ratorii v. mertebeden Hankel doniigiimii operatorii olarak adlandirilir ve F,(s), r degiske-
nine bagh f fonksiyonunun Hankel doéniigiimiidiir. Bunun yaninda F,(s) verildiginde f(r)

fonksiyonunu elde etmek i¢in ters Hankel déniigtimii
() = H ' {F(s)} = / SE,(s), (s7)ds (12)
0

olarak ifade edilir, H, ! operatorii ters Hankel doniistimii operatorii olarak adlandirilir.

Tezde ilk olarak, Hankel doniigiimlerinin g¢ekirdegini olugturan Bessel fonksiyonlarinin
tanmimi ve temel Ozellikleri ifade edilmistir. Bessel diferansiyel denkleminin ¢oziimleri
aragtirilmig birinci, ikinci ve tigiincii tiir Bessel fonksiyonlar: elde edilmistir. Hankel donii-
stimlerinin ¢ekirdeginde birinci tiir Bessel fonksiyonlar: kullanildigidan, devaminda birinci
tiir Bessel fonksiyonun yineleme bagintilar: ispatlariyla birlikte sunulmus ve bu fonksiyon-
lar i¢in baz integral gosterimleri ifade edilmistir. Bessel fonksiyonunun yineleme bagin-
tilar1, Hankel doniistimlerinde ¢oziim siireglerini basitlegtirmek ve hesaplamalar1 kolay-
lagtirmak icin kullanilir. Tezin ikinci boliimiinde Hankel integral teoremi verilmisg, bu
teorem kullanilarak Hankel doniisiim ¢iftleri tanimlanmig ve boylece Hankel doniistimii
ve ters Hankel doniigiimii tanimlar: elde edilmistir. Hankel doniigtimiiniin taniminin ardin-
dan, Fourier déniistimiiyle olan iligkisi incelenmistir. Iki degiskenli Fourier doniistimiinden
sifirinc1 mertebeden Hankel doniigiimii elde edilmis, ardindan n. mertebeden Hankel donii-
stimii ile Fourier doniisiimii arasindaki iligki incelenmistir. Hankel doniisiimiiniin temel
ozellikleri ispatlariyla birlikte sunulmus, Hankel doniigiimiiniin tanimi ve o6zelliklerinin
kullanilmasiyla bazi fonksiyonlarin Hankel doniigiimiiniin hesabina yonelik 6érnekler ve-
rilmigtir. Son bolimde Hankel doniigiimiiniin uygulamalar1 baglaminda, Bessel diferan-

siyel operatoriiniin Hankel doniisiimii incelenmigtir. Daha sonra 1s1 iletimi, elektrik ytiklii



disk ve elektrostatik ile ilgili baz1 problemler ele alinmig, Hankel doniistimii ve ters Hankel

dontistimii kullanilarak bu problemlerin ¢oziimleri aragtirilmigtir.
1.2 BESSEL FONKSIYONLARI

Bu boliimde

_*f o*f 0%
=02 y? T2 T 0 (13)

v
(1.3) ile verilen Laplace denkleminin silindirik koordinatlarindaki ifadesinden yararlanila-

rak iiretilen Bessel diferansiyel denklemi ve bu denklemin ¢oziimleri olan Bessel fonksi-

yonlar1 ve 6zellikleri ele alinacaktir.

1.2.1 Bessel Diferansiyel Denklemi
(1.3) ile verilen ii¢ boyutlu Laplace denklemi
r=rcosf, y=rsinf, z =z

degisken doniigiimii ile (7, 0, z) silindirik koordinatlarina gegilirse,

Pf 10f 18 0

or 1of (10 O 1.4
o ror T T o2 Y (1.4)

Vi =
denklemi elde edilir. Denklemin,
f(r,0,2) = R(r)®(0)Z(z)

bicimindeki degiskenlere ayrilabilir ¢ziimii igin tiirevler

of dR f &R f P Pf P27
5 = %@(9) (2), 5z = W(D( )Z(2), 907 WR(T) (2), 92 = g2 (r)®(0)

olacagindan degerler (1.4) denkleminde yerine yazildiginda,

d’R 1dR 1 &P d>7Z
W@(G)Z(z) + ;%(I)(Q)Z(Z) + ﬁWR(r)Z(z) + @R(T)CI)(G) =0 (1.5)

elde edilir. Buradan R(r)®(0)Z(z) # 0 oldugundan (1.5) denklemi R(r)®(0)Z(z) ile
boliiniir ve diizenlenirse,

PR 1 dR 1 4?0 A
R(ydr T rRdr T 72 ®(0)do> T 720z
1 (R 1dR\ 1 d® a2z
R(r) (W ;W) T 230 T Z0dE

3



denklemi elde edilir. Elde edilen denklemde z degiskenine bagli son terim bir sabite

esitlenip C ile gosterilir ve iigiincii terimdeki (I,d% ifadesi diger terimlerden bagimsiz

(0)d0?
oldugundan D sabitine egitlenirse sirasiyla

27
Zwai ~ C% (1.7)
ki
= Dd 1.8
o(0)do? (1.8)

olur. Bu esitlikler (1.6) denkleminde yerine yazilir ve denklem r2R(r) ile garpilirsa,

2
! (dR 1dR>+%D<I>(«9)+CZ(z) ~ 0

R(r) \dr?2 " rdr
d? d
zd—}j + rd—R + D®O)R(r) + Cr*Z(2)R(r) = 0
r
d’R  dR
2 2 _
ey o re + (D®(0) + Cr*Z(z)) R(r) = 0 (1.9)
elde edilir. C' = k% ve D = —1? egitlikleri (1.7), (1.8) ve (1.9) denklemlerinde yerine
yazilirsa,
d*Z
=k*Z 1.1
Z(2)dz? ’ (1.10)
d*®
— = -1, (1.11)
o (6)do
>R dR
2 2 2 2
g ot (K*r*Z(z) — v*®(0)) R(r) = 0 (1.12)

olur ve (1.10) ve (1.11) denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla
Z(z) = Ae™* 4 BeM,
®(0) = Ecosvl + Fsinvl

seklindedir. Buradan (1.12) denkleminde ¢t = kr doniigiimii yardimiyla
dt _ AR _dRdt _ dR _dR

dr Car  dtdr dr @t
d (dR\ _ d(dRdt\ L£R_(ddR\dt (ddt\dR__ IR _ IR
dr \dr )  dr \dtdr)’ dr?2 \drdt ) dr dr dr ) dt dr2 " di2’

degiskenleri olugur ve bu degiskenler (1.12) denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse,

27 " bt 2 .2 —

tdt2+tdt+(t V)R 0
®R  1dR V\?
—4+-—+(1-(=) |JR =0 1.13
dt2+tdt+( (t)) (1.13)

denklemi elde edilir. (1.13) denklemi Bessel diferansiyel denklemi olarak bilinir. Bu den-
klemin ¢oziimleri olan fonksiyonlara r. mertebeden Bessel fonksiyonlar: veya silindirik

fonksiyonlar denir (Boyce and Diprima 2001, p. 280, Watson 1966, p. 124).



1.2.2 Bessel Diferansiyel Denkleminin Coziimii

d*u du
2 2 2
xde—i—xdx—i-(x — ) u=0 (1.14)

ile verilen v indeksli Bessel diferansiyel denklemi ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel

denklem olup genel coziimii
u(z) = Cruy(x) + Cous(x)

seklindedir, burada u;(x) ve us(z) lineer bagimsiz fonksiyonlardir. v € Z oldugunda bu
notasyon n harfi ile gosterilecektir. v indeksli Bessel operatorii
d2

V,,:.CL'Q@—FZ’%‘FIQ_V

2

ile gosterilirse (1.14) denklemi V,u = 0 seklinde yazlabilir. (1.14) denkleminin ¢6ziimii
Frobenius yontemiyle incelenecektir. ay # 0 olmak iizere (1.14) denkleminin ¢oziimii seri

formunda,
u(x) = Z AT (1.15)
m=0

olarak aragtirilacaktir. a,, katsayilarini ve « degerini belirlemek igin (1.15) esitliginden

elde edilen

am (M + o) x™ Tt

M8

u'(z) =

3
Il
=)

am (m+a) (m+a—1) ™2,

[M]¢

u//(x) —

3
Il
=)

birinci ve ikinci tiirevleri (1.14) denkleminde yerine yazilir ve x degiskeninin ayni kuvvet-

ten olan terimlerine gore diizenlenirse,

Vo = xQZam (m+a)(m+a—1)zm2

m=0

+513'Z a (m+ Oé) :Cerafl + (562 _ VZ) u

= [a (O‘__ )+ a—1] az® + [a(a+1) + (a+1) = v*] gz
+H{[la+2)(a+ 1)+ (a+2) —v’]az +ag} a* + ...

= Q (a2 - 1/2) %+ ay [(a + 1)2 — y2] 2ot

+) A{am [(m+ @)’ =] + am_a} 2™ (1.16)

m=2



elde edilir. Burada V,u = 0 oldugu igin (1.16) esitliginde yer alan tiim katsayilar sifir

olur, yani
(a2 — V2) ag = 0,

[(a+ 1)% - Ve = 0,
[(m+a)2—y2}am+am_2 = 0, m=2, 3, 4,...
olur. m nin ¢ift ve tek degerleri i¢in, sirasiyla

ag (a2 — V2) = 0,
[(a+ 2)* — V]as+ay = 0,
[(a + 4)2 — V2] as+ay = 0,

(1.17)

[(a+ 1)* - v]a = 0,
[(a+ 3)? — V]as+a; = 0,
(1.18)
denklem sistemleri elde edilir. Burada ag # 0 oldugundan (1.17) sistemindeki ilk egitlikten
(a? —v?) = 0, yani @ = +v olur. (1.17) sistemindeki ikinci ve sonraki esitliklerden gift

indisli a,, katsayilar1 ay katsayisina bagh olarak

Qo
ag = ———
2 4(a+1)
a2 Qg
a4 = — =

8(a+2) 48.(a+1)(a+2)

yineleme bagintilar ile ifade edilir. Ayrica a,, = 0, m = 1, 3,5, ... olarak alinmas1 duru-
munda (1.18) denklem sistemindeki egitlikler saglanir.

Boylece, @ = v olarak alimirsa, (1.14) denkleminin bir 6zel ¢dziimii

x? xt

I+ D) 22Aw D +2)

w(z) = apa” [1 -

G
B+ ) +3) ]
ve a = —v olarak alimrsa, (1.14) denkleminin diger bir 6zel ¢oziimii

x? x?

—v+1) * 22(—v+1)(-v+2)

!~V

us(z) = dyw [1—4'1'(

CB3(—v+ D(—v +2)(—v +3) * }
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olarak elde edilir. ag ve ay sabitleri genellikle
1 , 1
= ooy T oo,
2T (v +1) 27'I'(—v +1)

olarak kabul edilir. Gamma fonksiyonunun xI'(x) = I'(x+1) 6zelligi dikkate alinirsa u, ()

Qo

serisi yardimiyla v mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu veya silindirik fonksiyon

T, (z) = (E> i (=1)" (/2] (1.19)

2 m!T(v+m+1)

m=0

ve benzer olarak, us(x) serisi yardimiyla —v mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu

T (z) = (f) - i (=)™ (z/2)™ (1.20)

2/ = mll(-v+m+1)

olarak tanmimlamir. Ozel olarak v = 0 icin (1.19) ve (1.20) esitliklerinden

mil(m+1) & (ml)’
elde edilir (Korenev 2002, p. 7).

v ¢ Z igin J,(x) ve J_,(z) fonksiyonlar: lineer bagimsizdir. Eger v = n € Z ise
I'(n) = (n—1)!

oldugundan J,,(x) fonksiyonu

0 (_1)m $2m+n

Inlx) = Z 22mtnm! (n 4+ m)!

m=0

seklinde yazilabilir. v = 0, 1, ...5 i¢in birinci tiir Bessel fonksiyonlarinin grafigi Sekil 1.1°de

verilmistir.

081
061

0.4

e

-0.4

-0.6 r

-0.8 J J J J J J

Sekil 1.1 Birinci tiir Bessel fonksiyonlar1 v = 0,1, ..., 5.



v — n € Z olmasi durumunda J,(z) ve J_,(z) fonksiyonlar: arasinda

T_n(z) = (=1)" Jo(2) (1.22)

1
I'(—s)

oldugundan n € Z* i¢in (1.20) serisinin ilk n terimi sifira esit olur. Bu yiizden (n +1).

— 0

bagintisi olur. Gergekten de, eger k porzitif bir tamsay1 veya sifirsa, s — k iken

terimden baglatilarak seri yeniden yazilirsa,

o (—1)n (x/2)—n+2n (_1)7‘L+1 <$/2)_n+2n+2
Jop(x) = ST n oD i ninge T
= (=" (x/2)" (z/2)" " (z/2)"

ol Un+1) " 2Am+2)!
= (=1)" Ju(2)

oldugu goriiliir.

v ¢ 7 i¢in Bessel denkleminin genel ¢oziimii
u= BiJ,(x) + BaJ_,(2)

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda

Z,(x) = C1J,(x) + Cod_,(x)

olmak tizere

u = BsJ,(x) + ByZ,(x)

fonksiyonu da Bessel denkleminin bir ¢oziimiidiir. Burada Cy # 0 olmak iizere, By, B,

B3, By, Cy ve Oy, x degigkenine bagh degildir.

Eger C7 = cot vm ve Cy = — cscvm olarak alinirsa, Y, (x) ile gosterilen,
J, —J_,
Y, (x) = (x) cos'wr () (1.23)
sin v

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyona genellikle Neumann fonksiyonu olarak bilinir aym
zamanda v mertebeli ikinci tiir Bessel fonksiyonu veya silindirik fonksiyon olarak da
adlandirilir.

v —n € Z igin (1.23) esitliginin sag tarafinda 8 belirsizligi olup L’Hospital kurali ile,

Y, (2) = lim 6% [J,(x) ;:os v — J_,(z)]

v—n 3 sin v
14




fonksiyonu tanimlanir. v = 0,1,...5 icin ikinci tiir Bessel fonksiyonlarinin grafigi Sekil
1.2’de verilmistir. Y, (z) ve J,(x) fonksiyonlar tamsay1 dahil v nin herhangi bir degeri

icin Bessel denkleminin temel ¢oziim sistemini olugtururlar.

1
051 1
®
X 05| .
-1
-1.5
Y0 Yl Y2 Y3 Y4 Y5
2 T T 7T 1 1 1
0 5 10 15 20
xr

Sekil 1.2 Ikinci tiir Bessel fonksiyonlar v = 0,1, ..., 5.

Birinci ve ikinci tiir Bessel fonksiyonlarimin herhangi bir lineer birlesimi de Bessel denk-

leminin bir ¢oziimii olup

HY(z) = J,(z)+1iY,(z), (1.24)

fonksiyonlar ticiincii tiir Bessel fonksiyonlar1 veya silindirik fonksiyonlar olarak adlandirilir.
Ayrica bu fonksiyonlar sirasiyla birinci ve ikinci tiir Hankel fonsiyonlar1 olarak da ad-

landirilir (Korenev 2002, pp. 7-11).

1.3 BESSEL FONKSiYONLARININ OZELLIiKLERI

1.3.1 Bessel Fonksiyonlarimin Yineleme Bagintilar:

Birinci tiir Bessel fonksiyonlar: i¢in bilinen bazi énemli yineleme bagintilar: asagida ve-

rilmigtir:



(@) = Jou(@) + Joa(w), (1.26)
(@) = Joa() = Jpsa(@), (1.27)
zJ (x) = v, (x) —xd,1(x), (1.28)
(z) (1.29)
(1.30)

et (x) = zJ,_1(x) — v, (x), 1.29
d
@) = hal), 1.30
d —v —v
o {77, (2)} = —27"Jn(). (1.31)

olup bu fonksiyonun ¢ nin fonksiyonu olarak Laurent serisine acilimi yapildiginda t* teri-

minin katsayisi1 # argiimanina bagh v. mertebeden Bessel fonksiyonudur ve

(=) = S g (2) (1.32)

V=—00

olur (Watson 1966, p. 14). (1.32) ile verilen esitligin her iki tarafinin ¢ degiskenine gore

tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1. (Hl) (1) = S Ll (2)

2 t2 v=—00
1 Ly & S
57 1+ 2 oot () = > vt (x)

o0

= 3wt (2)

1 00 00
Ex( SNootrd(z)+ Yt

v=—00 v=—00 <x)> v=—00
%:c (V:iojoo T, (z) + V:ioo t”lJ,,(:c)> = V:iojoo vt' J,(x)
Joa@) + Jals) = i)

olur, boylece (1.26) bagintisi elde edilmig olur.

(1.32) esitliginin her iki tarafinin = degigkenine gore tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler

10



yapilirsa,

%(tJ) (1) = S ()

t v=—o0

%(t_%) S L@ = S )

V=—0o0 V=—00

(£ - 5 o) = 5 e

V=—0 V=—00 V=—0

DN | —

Jy-1(x) = Sy (2) = 2J,(x)

olur ve (1.27) bagintisi elde edilir. Elde edilen (1.26), (1.27) bagintilarinda sirasiyla J, ()

ve J,+1(x) terimleri yok edilerek,
zd1(x) = v, (x) — 2t (x),
v, 1(z) = v,(x)+zJ (x)

esitlikleri ve boylece (1.28) ve (1.29) bagintilar elde edilir. (1.27) bagintisinda 6zel olarak

v = 0 almr ve (1.22) esitliginde v = 1 alinirsa, sirasiyla

2Ji(z) = Ja(x) = Ji(x),
J,1($) = —Jl(l')

olur ve bu egitliklerden J_;(z) yok edilerek
Tya) = () (1.33)

elde edilir.

(1.29) bagntisinin her iki yam 27! ile garpilir ve diizenlenirse,
2’ J(z) = 2'J,(z) —va' 1, (2)
o’ Ty (x) +va" D (z) = 2 J,i(x)

d v v
— 12" L(@)} = a"Ja(2)

ile (1.30) bagmntis1 ve aymni sekilde (1.28) bagmtisinin her iki yam 271 ile ¢arpilip diizen-
lenirse,
vV I(x) = 2" Wl (x) — 27T, (0)
V() - (2) = —27VJ,(x)
d —v —v
4@y =~

11



ile (1.31) bagintis: elde edilir.
(1.27) bagintisinin 6zel bir durumu olarak her iki tarafinin z e gore tiirev alir ve 2 ile

carpilirsa,
2270 (2) = 2J,_,(x) — 20}, (2)

esitligi elde edilir. Benzer gekilde k. mertebeden tiirev icin,

21 (1) = mZ " () rsean(e)

0
elde edilir.
Elde edilen bu bagmtilar .J,(x) i¢in yineleme bagmtilaridir. Tkinci ve tigiincii tiir Bessel

fonksiyonlar: igin benzer yineleme bagimtilar: verilebilir (Watson 1966).

1.3.2 Bessel Fonksiyonlarmin Integral Gosterimi

Bu kisimda birinci tiir Bessel fonksiyonu igin bazi integral gosterimleri ifade edilecektir.

Oncelikle, v € Z igin Bessel tarafindan J,(x) fonksiyonunun tanimi olarak da alman

1
Y

2m
Jy(x) /0 cos(vf — xsin 6)db (1.34)

esitliginin dogru oldugu gosterilecektir.
(1.34) ile verilen esitlikteki integrasyon araligi ikiye boliiniir ve daha sonra ikinci integralde

6 yerine 2w — 6 yazilirsa,

1 g 1 2m
J(x) = Dy cos(vf — xsin)db + gy / cos(vf — xsin 0)db
T Jo T Jr
- L 7rcos(u@ — xsinf)df — L /Ocos (v(2m —0) —xsin (2r — 0)) do
-2 J, 2m ), : "
1 [7 1 [7
= 5 /0 cos(v — xsin0)df + o /0 cos (2mv — vl + x sin ) db
1 ™ 1 ™
= o i cos(v — xsin 0)do + %/0 cos (v — xsinf) db
1 s
= —/ cos(v — xsin6)df (1.35)
T Jo

olur. Ayrica, (1.34) esitliginde yer alan integrand 27 periyoduna sahip oldugundan her-
hangi bir o degeri igin (1.34) esitligi,
1

" or

2+«
Jy(x) / cos(vf — xsin 6)db

12



seklinde yazilabilir.
(1.34) esitligini ispatlamak igin (1.32) esitligini ¢t~ ~! ile carpip orjini pozitif yonlii gevreleyen

bir egri boyunca kontiir integrali alinirsa

1 (O+) —v—1 lx(t—f) ) m—v—1
o zm ; Jo(a )7{ pr=r=1qy (1.36)
olur ve
f(Oﬂtkdt— 0, k-l
2w, k=—

oldugundan yukaridaki (1.36) esitliginin sag tarafindaki integral m = v harig sifir olur ve

I L (1

= t*llfl Ex(t_?)dt — Jy
2mi ¢ (z)
elde edilir. Kontiir olarak yar1 cap1 bir birim olan cember alinir ve t = e~ yazihirsa
J(x) = L et eze(e™ =) (_jo=if) g

2mi 27+

1 2+

_ (1/0 zsin 0) A6

o o

gosterimi elde edilir. Ozel olarak, a = 0 icin
1 27 (0 n0)
JV — (VYU —I s1n de
(z) 2m Ofe

olur. « = —7 i¢in, integrasyon araligi ikiye boliiniir ve daha sonra ilk integralde 6 yerine
—0 alinirsa,

L7 i(vo— :vsm@
J, () = f e

1

0
— fez (v0—xsin 9) d0—|- fez (vo— a:smb?)de

_ iﬂ i(v@—x sin 0) —i(vf—xsin )
= 5 g" (e +e ) df

= l/ cos(vf — x sin 0)do
7r

0
elde edilir ve (1.35) egitligi gosterilmis olur. Boylece (1.34) esitliginin dogrulugu da gos-
terilmis olur (Watson 1966, p. 20, Zill and Shanahan 2009, p. 225).
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Birinci tiir Bessel fonksiyonlarimin diger bazi integral gosterimleri agagidaki cizelge 1.1 ile

verilmistir.

Cizelge 1.1 Bessel fonksiyonlar: i¢cin baz integral gosterimleri

Jo(z) = = [ cos(zcos0)df = L [ cos(zsin6)do, (Bessel)

Jn(z) == [ e cos(nb)dh, n € Z, (Bessel)
J,(z) = #?:;) [y cos(z cos ) (sin 0)* do, Rv > —1 | (Poisson)
J,(z) = % fol (1- tQ)V_% cos(zt)dt, Rv > —3 | (Poisson)

Jy(z) =L [ cos(zsinf — v0)do (Schlafli)
— % f[)oo €_Zsmht_”tdt, |ph2‘ < %71"
Jy(x) = 2 [ sin(z cosht — Lvm) cosh (1) dt, (Mehler-Sonine)
|Rv| <1,z >0,
Ty(2) = g [SFT ezsinbizvtgt  |phz| < Ln, (Schlifli-Sommerfeld)
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BOLUM 2
HANKEL DONUSUMU

Bu boliimde, Hankel integral teoremi yardimiyla Hankel doniigiim ¢ifti tanimlanacaktir.
Hankel doniistimiiniin Fourier doniisiimii ile iligkisi incelenerek Fourier doéniisiimiinden
Hankel doniisiimii ve ters Hankel doniisiimii elde edilecektir. Ayrica, Hankel doniisiimiiniin
temel ozellikleri ispatlari ile birlikte verilecek ve bazi fonksiyonlarin Hankel doniistimiiniin

hesaplanmasina iligkin ¢rnekler incelenecektir.
2.1 HANKEL INTEGRAL TEOREMI

Bu boliimde (Sneddon 1951) kaynag: temel alinarak Hankel integral teoremi yardimiyla

Hankel doniisiim ¢ifti tanimlanacaktir.

Tamim 2.1.1 f:[a,b] — R bir fonksiyon ve [c,d], [a,b] araligimin kapalr bir alt aralige

olsun. Eger

5 — {iéu(:@) ~ flr)| w1 <i<n), @€ [c,d]}

kiimesi simrly ise f fonksiyonunun [c,d] arabigindaki varyasyonu V (f,[c,d]) = sup S
olarak tanamlanwr. Eger S simrsiz ise [ fonksiyonunun varyasyonu sonsuzdur (co) denir.

Eger V (f,[c,d]) sonlu ise f fonksiyonu [c,d] tzerinde sinarly varyasyondur denir (Rudin

1976, p. 113).

Teorem 2.1.2 (Hankel integral Teoremi) Eger fooo f(y)dy integrali mutlak yakinsak-

sa ve f(y) fonksiyonu x noktasinin komsulugunda sinirl varyasyona sahipse, v > —% 1¢cin

=

[f (2 +0) + f(z = 0)] (2.1)

DN | —

| e b au [ ) ()t sy =
0 0
egitlige saglanar.

Bu teoremin ispati icin oncelikle gerekli bazi1 lemmalar ifade edilerek ispatlar: verilecektir.
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Lemma 1 Eger \ pozitif ve sonlu bir say: ise

/)\ zJy(ax)J, (bx)dr = ﬁ [aJ,+1(Aa)J, (AD) — b, 1(AD)J,(Aa)]

egitlige saglanar.
ispat. Eger

A
I,(e) = / zJ,(ax)J, (bx)dx
olarak ifade edilir,
A
I(e) = / e’z "z, (ax) ], (br)dx
5
= / ", (ax)z ™" J, (b)dx (2.2)
oldugu dikkate alinir ve (1.30)-(1.31) esitlikleri kullanilirsa kismi integrasyon uygulanarak,

A
1 d
L(e) = /ax”Jy(bx)% (2" a1 (az)) da

1
= —a "], (bx)x" ], 1 (ax)

A A
1
- - / —2"* ], 1 (ax) (—b) 277,41 (br)dx

a

A

1 b [
— Ex_”J,,(bx):L"’HJVH(ax) +5/ xdy1(ax)d, 1 (br)dr

)

x Xoop o
= aJy(bx)JVH(ax) —1—5/ xdyi1(ax) 1 (br)dx
A b

= ST 0N Juaa(aX) = ZJu(b) Jora(ag) + ZLaae)

a

elde edilir.
I, = liné I, (¢)

olmak tizere ¢ — 0 icin,

A b
L, = E V+1(G)\)Jy(b>\) + g[,,+1 (23)

esitligi elde edilir. (2.3) egitliginde a ve b yer degistirilirse

Y
I, = 5T (V) (aN) + %IVH (2.4)

oldugu goriiliir. (2.3) ve (2.4) esitliklerinden [,,, yok edilerek

a’ —v? A A
%]V = ZJV+1<(IA)JV<Z))\) - E‘]V—‘rl(b)\)‘]l/(a/A)
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A

a2 — b2

[0y 41(Aa) T, (Ab) — bJ, 41 (Ab)J,(Aa)]

oldugu goriiliir. m

Bu durumda eger

)\ 1 @ 1
<HL(a,ﬂ)==]C Jp@%O(xu>2duJé J,(yu) (y)* £(y)dy (2.5)

olarak alinirsa,

/J zu) (ru) du/ J,(yu) yu%f()dy
H,(c0,z+6)+ H,(x+6,2)+ H, (v,v—6) + H, (x —6,0)

yazilabilir. Simdi A — oo igin H, (a, B) integralinin davramgi incelenecektir.
Lemma 2 Eger § kiigiik bir pozitif say ve

Amfwﬂy

integrali mutlak yakinsak ise, A — oo i¢in

H,(x—46,0) — 0,

H,(c0,x4+6) — 0
olur.
Ispat. (2.5) esitligi o« = 2 — 6, 8 = 0 icin

A ) r—09 )
H,(x—6.0) = A L@@CWVdUA T, () (y)* F(y)dy

N|=

= X

/OM Y2 f(y)dy /0A J,(zw) J, (yu)udu

seklinde ifade edilir ve esitligin sag tarafindaki integral i¢in Lemma 1 kullanilirsa

1 =0 o, ()], AY) —ydui1(A\y)J,(Ax) 1
R L (2.
0
elde edilir.
z > 1 i¢in
A — Bisi 3
J(z) = S2EBET PRS0 (:ﬁ) (2.7)
23
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olup (2.6) esitliginde (2.7) kullanilirsa, herhangi sabit x ve § igin

L0 T, 0y) 1 RN A ST O V1) I
H,(z=9,0 =0<A2>/0 x2(_f/)2y2f<y>dy+0<m>/o x;%(;é)yzf(y)dy
olur.
r—0 JL A ) z—0 ) % A
/0 x2<_z)2yzf(y)dy=[ szV(Ay)xfgj;der/o szl,()\y)fo(_y)yZdy (2.8)

A

yazilir ve (2.8) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim, [°|f(y)| dy integrali yakinsak, yani
fooo f(y)dy integrali mutlak yakinsak oldugunda,

1

/OiyéJy(Ay)mfg/;dy = 0 /OA

~ o|x / Ty !f(y)!dy]

)" y2 |f(y)] dy] (2.9)

olur. (2.8) esitliginin sag tarafindaki birinci terim icin de (2.7) esitligi kullamlarak

z—0 2—5
/ yéju()\?/) /) dy = /\_é/ (Acos Ay + Bsin \y) () dy

2 2 2 2
1 xre — 1 xre —
Py Yy X Yy

elde edilir. Boylece,

o, (z —5,0) = O(\"2)

sonucuna ulagilir ve A — o0 igin

H,(r—46,0)—0 (2.10)
oldugu goriiliir. A — oo igin

H, (00, +0) — 0 (2.11)

ifadesinin ispat1 benzerdir. m
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Lemma 3 Eger f(y) fonksiyonu yeterince kiigiik § icin (x — 0,z + ) aralige tzerinde

stnarl varyasyona sahipse ve v > —% 1se A — 00, 6 — 0 i¢in

H,(z+6,z) — %f(:v—l—()),

Hy(r,0—8) — 5f(x—0)
saglanar.

Ispat. Eger f(y) fonksiyonu (z — 8,z + §) araliginda simirh varyasyona sahipse (z < y < x + 0)

y*”*% f(y) fonksiyonu da simmirli varyasyona sahiptir ve

yTEf(y) =2 f (e 4 0) + g (1) — Xa ()

yazilabilir. Burada, yx; (y) ve x, () fonksiyonlari y degigkenine bagl pozitif artan fonksi-
yonlardir ve her biri § ya bagh olan pozitif bir e sayisindan kiigiiktiir. (2.5) esitliginde

a =1z + 0 ve f = x icin integral diizenlenirse
A z+0
H,(x+6,2) = a7 "f(z+ 0)/ Jl,(a:U)udU/ Jo(yu)y’+dy
0 az
) A 448 )
t2 / wl, (zu)du / L (yw)y" ™ [xa () — x2 (v)] dy
0 T
elde edilir.

A 446
H,(x+6,2) = z7"f(x+0) / J,,(acu)udu/ J,(yu)y”dy (2.12)
0 T

N

by x40
+ / wl, (zu)du / T (yu)y g (y) dy
0 T

N

—X

A z+6
/ udy (xu)du / T (yu)y" " xs (y) dy
0 T
ile verilen egitligin sag tarafindaki birinci terim (1.30) kullanilarak,
A z+0
rVf(z + 0)/ Jy(mu)udu/ J,(yu)y"dy
0 T

= 27 "f(x+0) /0 Jo(zu) [y (zu+ 0u) (z + )

—Jyr1 (zu) 2] du

= 27Vf(zx+0) [(x + o) /0 ' J(xu) Ty (zu + 0u) du
gt /0 N ) o (20) du}
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seklinde diizenlenir ve bu terim

av@ , O<ax<xl1

/OO J(ax) Sy (@)de =< 1 a=
' 0o , a>1
esitliginden A — oo icin
= f(z 4 0) (x - %x) _ % e +0) (2.13)

degerine yakinsar. (2.12) esitligininin y;, (y) fonksiyonunu igeren terimi z < £ < x+ 9 i¢in

[NIES

A T+
" / J, (zu)udu / o)y, () dy
0 x

z+6 A
= 12y (55—1—5)/5 y”“dy/ J(zu)J, (yu)udu
0

A T+
= wby (e +0) [ lewuds [y gy
0 3

olarak yazilabilir. Burada

z+0
/ Y (yu)dy
3
ifadesi, Bessel fonksiyonunun
/ Ty (2)da = [, (2)]2 = o™ (@), n >0
0
ozelligi kullanilarak,

z+9 1 v
/5 qurIJy(yu)dy _ 5 [(l’ + 5) +1 Ju+1 (JJU —+ (511,) _ €V+1JV+1 (ﬁu)}

olarak yazilir ve

N[

o [ [t )y
= z2y, (z+96) /0A Jy(zu)du [(z + 0 Jyp (zu + du) — €V, (Eu)]
= 27 (46" x, (z + ) /0A Jo(zu) 11 (zu + 0u) du
—$%§V+1X1 (z +9) /0A Ju(xu)Jy 41 (§u) du
elde edilir. Simdi eger x > 29 > 0, y > 9 v > —% ise tiim A degerleri icin

A
/0 Jy(zu)J, 11 (yu) du = O (1)
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olup x; (y) fonksiyonunu igeren terim ¢ mertebedendir ve tiim A degerleri i¢in § — 0 iken
sifira yakinsar.
Benzer olarak, y, (y) fonksiyonunu igeren (2.12) esitligindeki iigiincii terim § — 0 ve

A — o0 igin sifira yakinsar. Bu nedenle (2.13) esitliginden, § — 0 ve A — oo iken

1
H,(z+0,x) —>§f(m—|—0) (2.14)
oldugu goriiliir. Lemmanin ikinci kismi, 6 — 0 ve A — oo iken

1
H,(z,x —0)— §f(x—0), (2.15)
oldugu, benzer sekilde ispatlanabilir. m

Ispat (Hankel Integral Teoreminin ispat1). Teoremin ispat1 Lemma 2 ve Lemma 3

uygulanarak dogrudan gosterilebilir. Eger

N|=

A A [e9)
[ e wtau [ ) 60)* )iy
= H,(co,24+06)+ H,(xr+0,z)+ H, (x,z — )+ H, (xr — 6,0)

esitligi yazilir ve § sayisi, f(y) fonksiyonu z — 0 < y < x + ¢ iizerinde sinirh varyasyona
sahip olacak sekilde kiigiik segilirse v > —% icin Lemma 2 ve Lemma 3’te yer alan tiim
sartlar saglanir. A — oo ve § — 0 i¢gin (2.10), (2.11), (2.14) ve (2.15) kullanilarak Hankel
integral teoreminin ispat1 tamamlanir. m

Eger f(x) fonksiyonu x noktasinda stirekliyse

[z +0)=flz-0) = f(z)

oldugundan (2.1) esitligi,

N

f() = / () (wu)?* du / () (yu)?* f(y)dy

seklinde yazilir. Burada f(z) yerine x° f(z) ifadesi yazilirsa,

i) = / " () () du / T ()t o £ ()dy
i) = ot [T eoutde [ g
f(z) = / " (zujudu / )y f () dy
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olur ve

F(u) = / (v (n)dy (2.16)

olarak alinirsa

@) = /0 ey (u)du (2.17)

oldugu goriiliir. Burada (2.16) ve (2.17) esitlikleri Hankel déniigiim ¢ifti olarak adlandirilir
(Sneddon 1951, pp. 48 — 53).

Tamim 2.1.3 0 < y < oo olmak tzere f(y) fonksiyonunun Hankel doniigimdi

Fy(u) = H, {f(y)} = / " F )y (uy)dy (2.18)

egithgi ile tansmlanwr. J, fonksiyonu v. mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu olmak
tizere, yJ,(uy) fonksiyonuna Hankel donisiminin cekirdek fonksiyonu, H,{f(y)} =
F,(u) fonksiyonuna ise f(y) fonksiyonunun v. mertebeden Hankel doniigiimii denir (Piessens

2010, p. 9/2).

Tanmim 2.1.4 (Ters Hankel Doniigimi) 0 < y < oo olmak tzere f(y) fonksiyonunun

Hankel Doniisiimii

Fo(u) = H, {f(y)} = / " F )y (uy)dy

olmak tizere, F, (u) fonksiyonunun ters Hankel donigimi olan f(y) fonksiyonunu veren

integral dontigiimaii

f() = Hy ' {Fy(w)} = / " By (wyud, (yu)du (2.19)

ile verilir.

2.2 HANKEL DONUSUMUNUN FOURIER DONUSUMU iLE BAGIN-
TISI

Bu boliimde iki boyutlu Fourier doniigiimiiniin sifirinci mertebeden Hankel doniigiimiine es
deger oldugu gosterilecek ardindan n. mertebeden Hankel doniisiimii ile Fourier doniistimii

arasindaki iligki incelenecektir.
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Fourier doniigiimii tanimindan iki degiskenli f(y, z) fonksiyonunun Fourier ve ters Fourier

doniisiimii sirasiyla,
Flar) = Ff2) = / / (v ) dydz, (2.20)
fly.z) = F{F(q,r)}= / / e~ W) dgdr (2.21)

esitlikleriyle ifade edilir ve bu egitliklerde kartezyen sistemden kutupsal sisteme gecis i¢in,

q = scosaq,
r = ssina, 0<a<2r, 0<s <0
y = wxcosb,
z = xsinf, 0<60 <27, 0< 2 <00

olmak {izere,

qu+rz = s(cosa)x(cosf)+ s (sina)x(sinh)
= sxcosacosf + sxsinasinf
= sx(cosacosf + sin asin f)

= szcos(a—0)
doniigtimleri tanimlanir ve (2.20) ve (2.21) esitlikleri sirasiyla,

00 27
F(s,a) = / f(x, 0)e*e =N yd0ds (2.22)

flxz,0) = 1 2/ / emisr o800 s dnds (2.23)
7r

seklinde ifade edilir.

(2.22) esitliginde f(x,0) fonksiyonu dairesel simetri gosteren bir fonksiyon, yani verilen
f(z,0) ifadesi 0 agisindan bagimsiz olmasi durumunda; f(z,6) = f(z) olup ¢ = a—0—7F
degigken degisimi uygulandiginda,

e 2m
F(s,a) = / / f(z)esm 5= pdfda
0o Jo

_ / xf(x) / zsxcos(a—@)d0:| dr
0 0

_ / xf(x) / zsxcos(go+g)d(p:| dr
0 0

— / xf(x) / —zsxsingodgoj| dax
0 0
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olur ve burada

2T
/ e Sy = 21 Jy (s)
0

oldugundan esitlik

F(s) = QW/OOO xf(z)Jy (sx)dx

seklinde yazilir. (2.24) egitliliginde, integral f(x) fonsiyonunun sifirinci mertebeden Hankel

doniigiimiinii verir ve

F(s) =2nFy(s)

oldugu goriiliir.

(2.23) esitliginde F'(s) yerine 27 Fy(s) yazilirsa,

1 0o 2w )
flxz,0) = —/ / o Fy(s)e 7@~ gdnds
Am? Jo  Jo
1 00 2 ]
- SF()(S) |:/ e—zsxcos(a—@)da:| ds
2 Jo 0

olur ve esitligin sag tarafinda ¢ = 6 — o + 7 icin doniigtimii uygulanirsa

00 2T
f(iL’) = i SF()(S) |:/ e—isxcos(w_g)dw] ds
0

2 Jo

1 00 2T o

= — sFy(s) {/ e_”“mwdw} ds
0

2 Jo

elde edilir. Bessel fonksiyonunun integral gosteriminden

1 o0

flz) = —/ sFy(s)2mdy (sz)ds
2m Jo

yazilir ve

flx) = /000 sFy(s)Jo (sz)ds = HO_1 {Fo(s)}

esitligiyle Fourier doniistimii ile sifirinci mertebeden ters Hankel doniigiimii arasindaki

iligki gosterilmis olur.

Simdi n. mertebeden Hankel déniisiimii ile Fourier doniigiimii arasinda iligki i¢in (2.22)

esitliginde f(z,6) fonksiyonu icin @ yerine f(z)e~™ yazilirsa ve ¢ = o — 6 — 7 dontistimii
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uygulanirsa,

2m
F(S,Oé) _ / f T e—m@ isz cos(a— Q)xdedx

2T
/ ’L( nf+sz cos(a—0)) d9:| dr
0

x)
2
0
)
)

3

27 )
/ n(e— a—l— SJ}SIHL’D)dSO:| dx
0

zf

xf(x

ij ezn(g ) |:/ z(nga s:csingo)dcp:| dr
0

/

| st
:/OOO(

T

| et

olur ve burada
2 ) )
/ elne=sTsine) gy — gt J, (sx)
0

oldugundan esitlik
F(s,a) = / :Ef(:):)em(%fa)Qan (sz)dx

0

= 2rem(572) / xf(x)J, (sx)dx (2.25)
0

seklinde yazilir. (2.25) esitliginde, integral f(x) fonsiyonunun H,, {f(z)} = F,(s) Hankel

doniigiimiinii verir ve
F(s,a) = 27Tem(%7a)Fn(s)

oldugu goriiliir.
(2.23) esitliginde f(z,0) = f(z)e~™ yazilir ve F(s,q) yerine 2me’ (ﬁ_o‘)Fn(s) yazilirsa,
21
f(x)efme _ 7 2/ / 271'6 a n( )efisxcos(afa)sdoéds
T
- SF( ) / e'm(g a) isz cos(a— e)dOé ds
2m Jo 0

olur ve egitligin sag tarafinda ¢ = 0 — o + 7 i¢in doniigtimii uygulamrsa

. 1 S 2
f(x)e_me = o SFn(S) {/ in(y—0)—isz cos(yp dw} s
0 0
1 o0

2w
_ % : SFn(S>€—in9 |:/0 ei(nw—smsind))dw} ds

elde edilir. Bessel fonksiyonunun integral gésteriminden

1

—/ sF,(s)e™ ™21, (sz) ds
0

flayen? =
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yazilir ve
flz)e ™ = e_i”(’/ sF,(8)J (sz) ds
0

flz) = / sF,(s)Jy, (sx)ds
0
oldugu goriiliir. Boylelikle H,, { f(z)} = F,(s) fonksiyonunun ters Hankel doniistimii olan

f(z) fonksiyonunu veren ters Hankel doniisiimii elde edilmis olur (Davies 2001, p. 230).
2.3 HANKEL DONUSUMUNUN TEMEL OZELLIKLERI

Bu boliimde Hankel doniigstimiiniin temel iglemsel 6zellikleri ispatlari ile birlikte verilecek-

tir.

Teorem 2.3.1 r > 0, a ve 8 iki sabit sayr, H,{f(r)} = F,(s) ve H,{g(r)} = G,(s)
olmak tizere,

a. Lineerlik Ozelligi:

Hy{af(r) + Bg(r)} = aF,(s) + BG.(s).
b. Olgekleme (Scaling) Ozelligi :
1 s
H,{f(ar)} = @Fy(g)’ a > 0. (2.26)
c. v ile Bélme Ozelligi:

H, {r‘lf(r)} = % [Foi1(s) + F,a(s)], v>1

ispat .

a. Esitligin ispat1 i¢in a.f (r) 4+ 5g(r) ifadesinin Hankel déniigtimii alinir ve diizenlenirse

H, {of (r) + Bg(r)} = / " (af ) + Bg(r) . (rs)dr
- / " (raf (1), (rs) + rg(r)J, (rs))dr

= a/ooo rf(r)d,(rs)dr + ﬁ/ooo rg(r)d,(rs)dr
= aF,(s)+ 5G,(s)

elde edilir. Boylece Hankel doniistimiiniin lineer oldugu goriiliir.

b. Esitligin ispati i¢in f(ar) fonksiyonunun Hankel doniigtimii

H,{f(ar)} = /000 rf(ar)J,(rs)dr (2.27)
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ile verilir. (2.27) egitliginde ar = k doéniigtimii yapilirsa,

H, {f(ar)} = /Ooo—f(k)Ju(—)—dk

elde edilir (Debnath and Bhatta 2010 p. 319).

c. Esitligin ispat1 i¢in r~! f(r) ifadesinin Hankel doniigtimii

o0 1 o0
H, {r ' f(r)} = / r;f(r)J,,(rs)d’r = / f(r)J,(rs)dr (2.28)
0 0
ile verilir. Bessel fonksiyonunun yineleme bagintisi olan (1.26) esitliginden = = rs icin
rs
J,(rs) = % (Jyy1(rs) + Jy—1(rs) (2.29)

elde edilir. Olusan J,(rs) esitligini (2.28) esitliginde yerine yazilirsa,
1 > s
H, {r f(r)} = f(r)g [rdys1(rs) +rd,_1(rs)]dr
0
_ 5 / FO) [P Tin (1) + 71 (rs)] dr
2v J,
- 2 {/ f(r)yrd, 1(rs)dr +/ f(r)yrd,_1(rs)dr
2v | Jo 0
s

2_V [FZ/+1(S) + F,/,1<8)]

elde edilir (Piessens 2010, p. 9/4). m

Teorem 2.3.2 (Tiirevin Hankel Déniisiimii) v > 1i¢in H, {f(r)} = F,(s) doniigimi
var ve rf(r) fonksiyonu igin liné rf(r) = 0, limrf(r) = 0 ise f(r) fonksiyonunun

tiirevinin Hankel doniistimii

HAS ()} = 5o [0 = 1) Foals) = (v + 1) Fya(9)] (2.30)
egitligi ile veriir.

Ispat. H, {f(r)} = F,(s) olmak iizere f'(r) ifadesinin uygun sartlarda Hankel déniigiimii
HAP )} = [ 7ty
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ile verilir. Verilen denklemde kismi integrasyon uygulandiginda,
o [T d
H{f(r)} = rl(rs)f(r)lg —/ flr) = (rdu(rs)) dr
0
= —/ [J,(rs) +rsJ (rs)] f(r)dr (2.31)
0

olur. Bessel fonksiyonunun yineleme bagintisi olan (1.29) esitliginde x = sr alinip esitligin

her iki tarafina J,(sr) fonksiyonu eklenirse,

rsJ(sr) = —vd,(sr)+rs,_1(sr)
rsJ,(sr) + J,(sr) = J,(sr)—vd,(sr)+rsd,_1(sr)

= (1—v)J,(sr)+rsd,_1(sr) (2.32)
esitligi elde edilir. Elde edilen egitlik (2.31) esitliginde yerine yazilirsa,
HAPO = = [ 0= 0) dlor) + rsds(on)] £
0
= /Oo(u — 1)J,(sr) f(r)dr — /OO rsd,_1(sr)f(r)dr
0 0
= / (v—1)J,(sr)f(r)dr — sF,_1(s) (2.33)
0

olur. J,(sr) Bessel fonksiyonunun yineleme bagmtintisi olan (1.26) esitliginden x = sr
icin,

ST
Jy(sr) = % [J,_1(sr) + J,u1(sr)]

olur ve (2.33) esitliginde yerine yazilirsa ve diizenlenirse,

H,{f(r)} = / T = 1)) f(P)dr — sFya(s)

- S<V2; : /OOOT[JV1<sr>+Ju+1(8?">]f<7“>d7"—3Fv1<5>

B 8(V2; : [/0OO rdy—1(sr)f(r)dr + /0°° rdya(sr) f(r)dr| — sF,a(s)
— 8(1/2; 1) [FV_1(S) + Fy+1(3)] — sFV_l(S)

= o[V = DE () + (= DFvaa(s) = 20F,(s)]

= I =DF(s) = v+ DE(s)

elde edilir. Boylece bir fonksiyonun Hankel déniigiimii ile bu fonksiyonun tiirevinin Hankel
doniigiimii arasindaki bagintiy veren egitlik elde edilir (Debnath and Bhatta 2010 p. 320).
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Buradan hareketle f(r) fonksiyonunun ikinci tiirevinin Hankel doniigiimiinii veren baginti,

H,{f"(r)} = % (v =) Hya {f'(r)} = (v + DH S (0)}]

S

— 2o (G e - v+ 2R)
1) (5 - 2R~ vRa(e)] ).

2 v—1

EETI0ES)) [VFyia(s) = (v +2)F,(s)]
s v+1
Cdu(v—1) ’
2= DEls) 8- D+ 2E(s)
4 v+1 4 vv+1)
SN =2E(s) | 8@ DEa(s)
4 v(v—1) 4 v—1 ’
2= DFuls) 5 (0= 12+ 29E(s)
4 v+1 4 v(v+1)(vr—1)
2w+ - 2R | 5
4 vv+1)(v-1) 4 v—1 ’

olur ve

2Ty+1 v?—3 v—1
Fyo(s) =2—5——F,(s) +

H AL ()} = SZ v—1 v:—1

F,ia(s) (2.34)

esitligi ile verilir (Debnath and Bhatta 2010 p. 321).

Sonug 2.3.3 (2.30) formiilii kullandarak v = 1,2,3 i¢in elde edilen formiiller asagida

verilmistir:

m{5i0) = —sh)
w50} = JIR6 - 3R,
L 10] = SRR - 4R,

Teorem 2.3.4 (Parseval Teoremi) H,{f(r)} = F,(s) ve H,{g(r)} = G,(s) olmak

lzere,

/000 sF,(s)G,(s)ds = /000 rf(r)g(r)dr (2.35)

bagintisy gecerlidir.
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Ispat. (2.35) esitliginin sol tarafinda G, (s) fonksiyonu yerine Hankel doniistimiiniin tanimin-

dan,

esitligi yazilirsa,

| stsGuss = [ sm) [ ot ardnas

elde edilir. Integrallerin mutlak yakinsaklik kosulundan integral sirasi yer degistirebilir

boylece

/OOO sF,(s)G,(s)ds = /OOO rg(r) (/Ooo SFU(S)j(TS)dS) dr

yazilir ve buradan F,(s) fonksiyonu i¢in ters Hankel doniigiimii tanimindan

olup,

/ " SE(5)G,(s)ds = / " rg(r) fr)dr

esitligi elde edilir. Elde edilen son esitlikle (2.35) Parseval bagintisi gosterilmis olur (Deb-
nath and Bhatta 2010 p. 319). =

2.4 HANKEL DONUSUMU ORNEKLERI

Bu boliimde bazi fonksiyonlarin Hankel doniigiimii, Hankel doniigiimii tanimindan ve 6zel-

liklerinden yararlanilarak verilecektir.

e—ar

Ornek 2.4.1 (Debnath and Bhatta 2010, p. 318) 7 > 0 olmak tzere, f(r) =

r

fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel dondisiimsii

H[){e }:/ ° rJO(sr)dr:/ e " Jo(sr)dr (2.36)
0 0

T r

olup burada Jo(sr) Bessel fonksiyonu yerine (1.21) seri agilims yazilir ve ar = t dondisimii
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yapilirsa,

— - (_1)]{:{%)2]g > e—a'rT,deT
,;_% (k1) 0
DR e L\
— kZ:O (k')2 /0 e (a) adt
_ ;—(@.1))2(;@1 - ea (237)

olur. (2.37) egitliginin sag tarafindaki integralde Gamma fonksiyonunun
['(2) :/ e 7 dt
0
tanymandan
/ e tHdt =T(2k + 1) = (2k)!
0

olup (2.37) egitliginde yerine yazilirsa,

(—=1)" (2k)1s2*
92k (k:!)2 a2k

()

1M

QI Q= |k
—_
|

/;\/\
+
A~ DN | =
Ql®
N———

[\&]
~_

o

(2.38)

Va)
=
gl\.’)

elde edilir.

—ar

Ornek 2.4.2 (Debnath and Bhatta 2010, p. 318) r > 0 olmak dizere, f(r) = ¢

r

fonksiyonunun birinci mertebeden Hankel doniisimdii

Hl{e }:/ ° rJl(sr)dr:/ e " Jy(sr)dr
r 0 r 0

olup Bessel fonksiyonu i¢in verilen (1.33) esitliginden yararlamlarak Jy(sr) fonksiyonu

yerine
Ji(sr) = —J}(sr)
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egiti yazir ve sr = z dontsiumi yaplirsa,

e—a'r o0 Cuz 1 1 o Cut
Hl{ . }:—/0 e SJé(Z)EdZZ_;/O e s Jy(2)dz

olur. Elde edilen egitlikte kismi integrasyon uygulanir ve diizenlenirse,

Hl{e } = — (e“ZJO(z)‘SO—/ —geaiJo(z)dz>
r 0o S

_ (_JO(O) L ¢ /OOO e—aijo(z)dz) (2.39)

®w = |

s
elde edilir.

Bessel fonksiyonu i¢in (1.21) seri agilimindan yararlanilarak,

o) = 3 e (3)
(

k=0
00 —%17’2k
- Z Ll
k=0
_lr2)0 ( 17,2)1 (—1r2)2
= oo Tam e e
_ (-3 | (=)
= 1+ 1 + 1 + ...

olur ve r = 0 i¢in
Jo(0)=140+0+..=1

oldugu goriliir.

(2.39) esitliginde Jo(0) = 1 yerine yazlir ve z = sr donigimi yapilirsa,

—ar 1 o0 z
H, {e } = —= (_1_|_E/ e‘“sJo(z)dz>
r s s Jo

1 a [P _,:

= - —— s Jo(2)d
ST, e 0(z)dz
1 a [ _

= - —— e " Jo(sr)sdr

s s2 )y
1 (0.)

= —— g/ e " Jo(sr)dr
s sy

esitligi elde edilir. Esitligin saj tarafindaki integral i¢in Ornek 2.4.1'den yararlamlarak

fonksiyonun birinci mertebeden Hankel doniigtimiinin

e 1 a
H, S-S, -
r s sva?+s?

oldugu goriiliir.
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Ornek 2.4.3 r > 0 olmak iizere, f (r) = % fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel

doniigtimii

H, {1} = / 17&]0(570)dr :/ Jo(sr)dr = 1
r o T 0 5

olup burada [;° Jo(t)dt = 1 ézelliginden (Piessens 2010, p. 1/38) yararlanlmstir. Ayrica

Ornek 2.4.17den, a = 0 olmak tizere,
—0r
mizt - w5
r r
= / e " Jo(sr)dr
0

= / Jo(sr)dr
0
1

1
5

elde edilir.

Ornek 2.4.4 r > 0 olmak iizere,

Cde 1 1
dr or 2 r

f(r)

fonksiyonunun birinci mertebeden Hankel dontisimiini hesaplayabilmek i¢in oncelikle tanim

yardimayla

d e—ar o0 d e—CLT’
H{< — = — J d
1{d7’ T } /0 dr( r >r i(sr)dr

yazilir ve (2.30) egitligi ile verilen Hankel tirev ézelliginden yararlamlirsa, f(r) fonksi-

yonunun birinci mertebeden Hankel doniistimii,

i, {di} = 201 Fnls) ~ (L4 DAL G)

— —SFO(S) (2.40)

ar .
“— fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel

olarak bulunur. Burada Fy(s) ifadesi,

dondisimind belirtir 6yle ki bu doniigiim Ornek 2.4.17 den yararlanilarak,

e~ar 1
F°<S>‘H°{ ; }‘m

olup (2.40) egitliginde yerine yazilirsa,

7 d e o B -8
"Ndr r Va2 + s2
elde edilir.
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Ornek 2.4.5 a > 0 olmak tzere, f (r) = e~ fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel

doniistima i¢in tanam kullanilarak,

Ho{f(r)} = /00O e "rdo(sr)dr

yazlir, bu esitlik

Ho {f(r)} = -2 Ooea’”Jo(sr)dr:—iHo{e_ar}

da 0 da r

seklinde dizenlenir ve Ornek 2.4.1 kullanilirsa

d 1 a
Hyie "} =—— =
0{ } da ( /32+a2> (52 +a2)3
elde edilir.

Ornek 2.4.6 a > 0 olmak tzere, f (r) = e~ar’ fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel

doniigiimi i¢in

H, {e*‘”z} :/ e*‘“ﬂQTJO(sr)dr (2.41)
0

yazilip burada Jo(sr) Bessel fonksiyonunun (1.21) seri a¢iliminda x = sr yazilirsa

= (CEE) S (D ()
JO(ST) — _— = - &7
; kID(k+1) kzzo (k!)?
olur ve boylece
—ar? = —ar? = (_1)k (ﬂ)Zk - (_1)k82k > —ar?
Hy {e }:/O e Z—(kz'); rdr:;—zzk (i 5 /0 e rr?Rdr

oldugu gériiliir. Simdi siraswla r? =t ve at = m doniisiimleri uygulanirsa,

—ar? - 1 - (_1
Ho{e } - 52 92k

olur ve Gamma fonksiyonunun
[ (2) :/ e '* 1 dt
0
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tanvmandan yararlanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

o 2 (—1)Fs? 1
H{e} - 52 o )kt B
1 n (—1)" 5% k!
QkZ:O k(k')2 ak+1
I (—1)ks
- §Zgzk(k!)ak+1
k=0
2\ K
RN <4—)
a %Z k!
k=0

elde edilir. Béoylece e—ar? fonksiyonunun Hankel déniigtimii,

1 e
H, {6_‘"2} e (2.42)

elde edilir.

Ozel olarak o = % alvmarsa, f(r) = e‘é fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel
déniisiimii
2 e r2 $2
HO{ a7 } :/ e 2rdo(sr)dr=e" 2
0
olur.
e o, r<a
Ornek 2.4.7 (Piessens 2010, p. 9/5) a > 0, v > —3 icin, f(r) =
0 , r>a
fonksiyonunun v. mertebeden Hankel dontisiimii i¢in tanim yardimayla
HASO) = [ s es)ar
0
= / r’rd, (rs) dr—l—/ 0rJ, (rs)dr
0 a
= / 1, (rs) dr
0
yazilir ve burada rs = x dontsiimiiyle,
y+1 1 1 as
H,{f(r)} = / (@) dr = sv+2/0 2 (@) da (2.43)

elde edilir. Bessel fonksiyonunun igin bilinen (1.30) bagintisindan

1/+1J

A @)} =)
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olup (2.43) egitliginde yerine yazildiginda

HAIOY = /U“%(WJM (2)) da

as
0

1
- gv+2 xVHJVH (z)
1 v
= (as) L (as)
1
= ga”“JyH (as)

elde edilir.

Ornek 2.4.8 (Davies 2001, p.232) 0 < a < b ve v > —% olmak tizere,

/°° T (ar) Jyia (br) (2.44)

r

integralini hesaplayabilmek icin Ornek 2.4.7' den yararlanarak F,(s) ve G,(s) fonksiyonlar:

asagqidaki bicimde tanimlansin

Jy Jy41 (b
E,(s) = Yril \ (as) ve Gy(s)= ady’ ( S).

s s
Bu durumda

=, r<a Lo, r<b

fry=9 “" veg(r) =4 "

0 , r>a 0 , r>b
olmak tizere, Hankel doniistimi tanimindan,

J,11 (as
R = 2 ),

J,11(bs
as) = 20 )

olur. (2.44) integralini hesaplayabilmek i¢in (2.35) Parseval bagintis kullanilirsa,

/°° Jyi1(as) Jy 1 (bs)ds _ /oo sF,(s)G,(s)ds

S

= [ gt
0
olur ve buradan a < b i¢in,

/ Jyi1(as) Jy41 (bs)ds _ /7’ rY r i
0 0

S

elde edilir.

36



Ornek 2.4.9 f(r) =6 (r — a) fonksiyonunun sifirmec: mertebeden Hankel dondistimii i¢in
Ho {1(r)} = /Ooo r6 (r — a) Jo (sr) dr

olup Dirac delta fonksiyonunun

/_Z F(2)8 (& — x0) di = f(zo)

ozelliginden (Kanwal 2004, p. 4) yararlanilrsa,

Ho{o(r—a)} = /000 rd (r—a) Jo (sr)dr = aJy (as)

elde edilir.

Ornek 2.4.10 f(r) = % fonksiyonunun sifirinct mertebeden Hankel doniisimii i¢in

tamimdan,
Ho{f(r)} = /00 sinrarrjo (sr)dr = /OO sinarJy (sr) dr (2.45)
0 0
yazlr ve
e " = cosar —isinar
—sinar = Ime ™"

0zdesligi kullanilirsa

Ho{f(r)} = /0 sinarJy (sr) dr
= — Im/ e Jo (sr) dr
0

(ia)® + 52
1
N

0, s>a

= —Im

7
Imﬁ, s<a

elde edilir. Buradan fonksiyonun sifirinct mertebeden Hankel doniistimii

Ho{sinar}: 0 , §>a

1
= > S<a
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BOLUM 3
HANKEL DONUSUMUNUN UYGULAMALARI

Bu boliimde Bessel diferansiyel operatoriiniin Hankel doniisiimii incelenecek, ardindan

Hankel doniigiimiiniin bazi sinir deger problemlerine uygulanmasina yer verilecektir.

3.1 BESSEL DIFERANSIYEL OPERATORUNUN HANKEL DONUSUMU

Bessel diferansiyel operatoratorii

AL 1 (3)2 (3.1)

:W rdr r

ile verilsin. (3.1) esitligi ile verilen Bessel diferansiyel operatorii i¢in f(r) fonksiyonu

lim f(r)=0

ozelligine sahip keyfi bir fonksiyon olmak iizere

ALS() = dz(;) L 1) (z)Qﬂr)

r dr T

olup Hankel doniisiimii,

) = [T (T 2D () 50)) s

dr? rodr r
21 (r) 1df(r) %
Hy { d7"2 + HV ;7 - HV T—Qf(r) (32)
olur. (3.2) esitliginin sag tarafindaki birinci terimi ele alinirsa,
2 oo J2
H, {d f(r)} = / d f(r)rjy(rs)dr
0

dr?
df (r) |~ *d df (r)

- — |rJ,(r d

0 /0 dr [Ty (rs)] dr "
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olup r — oo i¢in rJ,(rs) — 0 oldugundan,

m AT~ [P )+ o) L

_ /0 b (%df; (:>> rJ,(rs) — s /0 N rJ’(rs)dfd—(:)dr
= = [T (D) e = s Lol - [T el fnar

r dr
_ _Hy{%d}; (:)}H /0 Oodii[rj/(rs)] F(r)dr (3.3)

elde edilir. Simdi, J,(r) fonksiyonu (1.14) ile verilen Bessel diferansiyel operatoriiniin bir

¢Oziimii oldugundan,

LEAr) | dI(r) (1_ ’;_2) rdy(r) = 0

dr? dr 2
2

() + (1 _ ”_) r(r) = 0

r2
seklinde yazilabilir ve r — rs igin,

1d , V2
P (rsJ'(rs)) + (1 — W) rsdy,(sr) = 0
d , V2
. (rJ'(rs)) + (1 — W) rsd,(sr) = 0

§2p2

iestony = (1 2 o

V2

da (rJ'(rs)) = —J,(sr) —rsd,(sr) (3.4)

dr s
elde edilir. Elde edilen (3.4) esitligi (3.3) ifadesinde yerine yazilirsa,

H, {‘Z’; (27")} __H, {ldf (r)} +s /0 h (V—QJV(ST) - TSJ,,(ST)) F(r)dr (3.5)

r dr sr

elde edilir. (3.5) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim diizenlendiginde,

slm<iﬁ@ﬂ—rwxW0f0ﬂr

ST

= s /000 V—2J1,(s7")f(r)d7° — s /000 rsd,(sr)f(r)dr

ST

- /Ooo Z—zf(r)rj,,(sr)dr — 52 /000 rdy,(sr) f(r)dr

= 1%} - 2R

olur ve (3.5) esitliginde yerine yazilirsa

H, {dz(f)} ——H, {ldf—(”} +H, {Z—jf(r)} — 2B, (s)

r dr
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olur ve buradan (3.2) egitliginde yerine yazilirsa,

ey = m (S, PO g, (g

= —H, {%dj;g)} +H, {Z—jf(r)} — 5"F,(s)
v, { 2O, {250}
H A f(r)} = —s"F(s) (3.6)

elde edilir. Boylece Bessel diferansiyel operatoriiniin v. mertebeden Hankel doéniistimii

(3.6) esitligi ile elde edilmis olur (Piessens 2010, p. 9/3).
3.2 ISI ILETiMi

Is1 denklemi bir malzeme igindeki 1s1 transferini tanimlar ve 1s1 transferi alaninda temel

bir denklemdir. Sabit termal iletkenlik durumunda genel 1s1 denklemi,

Pv v v égen 1OV
Ox? * 02 o2 kE adt (37)

seklinde yazilabilir. Burada o = pﬁc malzemenin termal difiizyon katsayisidir ve genellikle
birim hacim bagina belirtilen é.,, ise ortamdaki 1s1 tiretim hizin1 temsil eder. (3.7) ile
verilen genel 181 denklemi Fourier-Biot denklemi olarak bilinir ve bu denklem duragan
durumda

v N o*v N OV Cgen 0
ox?  Oy? 022 ko

(Poisson Denklemi)

zamana bagiml ve 1s1 iiretimi olmayan durumda,

v v v 10v . :
o + e T+ 52 = o (Difiizyon Denklemi)

duragan ve 1s1 tiretimi olmayan durumda,

0*v N 0%v N 0*v
or?  0y?> 022

=0, (Laplace Denklemi)

formlarmma indirgenir (Cengel and Ghajar 2015). Ayrica (3.7) ile verilen genel 1s1 iletim

denklemi

T=Trcosp, y=rsing, 2=z
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koordinat doniigiimii ile diizenlenirse,

10 ov 1 0 ov 0 ov . ov
;E (k?’a) + ﬁ% (k%) + % (k%) + €gen = pca (38)

esitligi ile silindirik koordinatlarda ifade edilir. Buradan yola ¢ikarak dairesel bir diskte
verilen 1s1 iletim problemi agagidaki sekilde ele alinsin.

z = 0 diizlemindeki a yaricaplh dairesel bir diskten, z > 0 yari1 sonsuz uzayma birim
alana birim zamanda sabit bir ) hiziyla yayilmasi durumu ele alinacaktir. Burada diskin
diginda kalan z = 0 diizleminin yalitilmig oldugu kabul edilecektir. Alanin 1s1 iletkenlik

katsayisi k ve sicaklik fonksiyonu v(r, z) olmak iizere, siir kogullar:

ov(r, z)

K = Q, r<a, z=0 (3.9)
0
—/{% =0, r>a, 2=0 (3.10)

olarak verilir. (3.8) genel 1s1 iletim denkleminden, duragan ve 1s1 iiretimi olmayan du-

rumda, % =0, €gen, = 0 oldugundan

Lo (N 0 (o) _
ror T@r 0z \ 0z N

1 @ + 6_21) + g @ — ()
r \Or T87’2 0z \ 0z n
v 1 @ 0%

PR s (3.11)

denklemi elde edilir. §imdi (3.11) denkleminin her iki tarafinin sifirinci mertebeden Hankel

doniigiimii alindiginda,

v 10v % © /0% 10v O*v
Ho{m*;a+@} :/0 <ﬁ+25+ﬁ>%<”)dr

00 2 oo 92
= / (8 v + 181}) rJo (sr)dr + @r(]o (sr)dr
0

o2 " ror o 022
* 9%
= s’V (s, 2) + i @T‘JO(ST)CZT
2

= —5*V(s,2) + @/o vrJy (sr) dr

2

0
= —s5*V(s,2) + @V

32
= (@ - 32) V (s, 2)
=0
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adi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada V' (s, z) fonksiyonu v(r, z) fonksiyonunun

sifirinct mertebeden Hankel doniisiimii,
Vs, z) = / v(r, 2)rJy (sr)dr,

0
olup elde edilen

2
(% — 82) Vi(s,z) =0

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin
V(s,z) = ci1(s)e™ + ca(s)e™**

oldugu goriiliir. Simdi, bu genel ¢oziimden (3.9) ve (3.10) ile verilen simir kosullarim
saglayan bir 6zel ¢oziim aragtirilacaktir. Diskin disinda kalan z = 0 diizleminin yalitilmig

olmasimdan
V(s,0) = /000 v(r,0)rJy (sr)dr
= /Oa v(r,0)rJo (sr)dr + /00 v(r,0)rJy (sr)dr
= /a v(r,0)rJy (sr)dr
0

yazilabilir. (3.9) ve (3.10) ile verilen sinir kogullarindan

av a [
E(S,O) = 5/0 v(r,0)rJo (sr)dr
av “ v
—/{a(s,()) = —I{/O &O”,O)TJO (sr)dr
“ Ov
= /0 —/ig(’/’, 0)rJo (sr)dr

= / rJo (sr)dr
0
“d

= Q/O (ng (57’)) dr

dr
= ngl (sa) (3.12)

olur.

z — oo iken V' (s, z) sonlu oldugundan ¢; = 0 olacagimdan

V(s,z) = e
oV (s, z e
—éz ) = —scge
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yazilabilir ve z = 0 igin

oV
a(S,O) = —S8C2
oV

—Ha(S,O) = KSCo

olur. Bu durumda (3.12) esitliginden
a
KSCy = Q—J1 (sa)

ca(s) = Q—Jl (sa)

K52

elde edilir. Boylece V (s, z) 6zel ¢oziimiiniin

Vi(s,z) = Q—Jl (sa) e ** (3.13)

Ks?
oldugu goriiliir. (3.13) esitliginin her iki tarafina ters Hankel doniigiimii uygulandiginda,

ele alinan 1s1 iletimi probleminin istenen ¢oziimii

v(r,z) = /OOOV(S,Z)SJO(ST)dS

_ /Ooo (%Jl(sa)e )ng(sr)ds

v(r,z) = QG/O —e**Jy (sa) Jo (sr) ds (3.14)

K S

olarak elde edilir (Piessens 2010, p. 9/7).
0<r<1lve0< z< 0.1 olmak iizere, @ = 0.1, a = 0.5, kK = 0.026 alinarak, (3.14)

fonksiyonunun grafigi Sekil 3.1’de gosterilmistir.

008-

0.06 - ' \\\
004 \\%\\%\\ .
| o #\\\\\\\\\\\§\\\\\\\\ |
0024

Sekil 3.1 Isi iletimi problemi igin v(r, z) ¢oziimii.
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3.3 ELEKTRIiK YUKLU DiSK

Yaricap: bir birim, merkezi ii¢ boyutlu uzaydaki orijininde ve ekseni z-ekseni olan elektrik
yiiklii diiz dairesel bir disk tarafindan iiretilen elektrik potansiyel, v(r, z) olsun.
Kutupsal koordinatlarda potansiyel

v 10v 0%
T I | 1
or?2  ror 02?2 (3.15)

Laplace denkleminini ve

v(r,z) =vy, 0<r<1, 2=0

W2 o s =0 (3.16)

0z
sinir kogullarini saglar. Burada vy diskin potansiyelidir. Bir énceki boliimde oldugu gibi
v 10v % 0?
Hoys —+-—+ ¢ =-5V —V 3.17
0{8r2+r8r+822} s (S’Z)+(9z2 (5,2) ( )

bulunur, burada

V(s,z) = Ho{v(r,2)} = /000 v(r, z)rdo (sr)dr.

Bu durumda (3.15) denkleminin her iki tarafinin sifirinci mertebeden Hankel doniigiimii

aliirsa,

v 10v %
HO{@*W*@} = Hol0)
2

9,
—2 _— —
s V(s,z)+aZ2V(s,z) 0

2
(% — 32) Vis,z) = 0

elde edilir. Bu denklemin V' (s, z) genel ¢oziimii

V(s,z) = ci1(s)e” + ca(s)e™**

olup z — oo iken V' (s, z) — 0 oldugundan ¢; = 0 elde edilir ve

V(s,z) = ca(s)e™™ (3.18)

yazilabilir. (3.18) esitliginden, (2.19) ile verilen ters Hankel déniigiimiiniin tammi kul-

lanilarak,

v(r,z) = /OOOV<S,Z)SJ0(ST)CZS

= /000 ca(s)e™Fsdy (sr) ds (3.19)
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esitligi yazilir. Problemin ¢6ziimii igin (3.16) siir kogullar1 dikkate alinirsa,
v(r,0) = ca(s)sdy(sr)ds, 0<r<1
0
vy = / ca(s)sdy (sr)ds
0

v 0 <
&(T,O) = 3, (/0 coe sJo(sr)ds) L r>1

0 = —/00002(3)82J0(37’)d3 7

elde edilir. Bu sinir kogullarindan, Hankel déniisiim ¢izelge (Ek A) yardimiyla

21 sin s

25 ="

olarak bulunur. Buradan (3.19) esitliginde ¢, yerine yazilirsa, istenilen

2 ° si
v(r,z) = ﬂ/ 228 sz gy (sr)ds (3.20)
0

(e S

¢oziimii elde edilir (Piessens 2010, p. 9/6).
0<r<3vel< z< 3 olmak iizere, vy = 1 alinarak, (3.20) fonksiyonunun grafigi Sekil

3.2’de gosterilmistir.

IR

R SN

QO‘Q‘Q"Q“‘Q‘\ LRI

R IR
R

“0’0‘:‘:0‘ ORI

I

Sekil 3.2 Elektrik yiiklii disk problemi i¢in v(r, z) ¢dziimii.
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3.4 BIiR ELEKTROSTATIK PROBLEM

z = 4l de bulunan iki yalitilmig yatay plaka arasinda r = z = 0 noktasindaki bir ¢
noktasal yiikii tarafindan tiretilen elektrostatik potansiyel orijin noktasinda tekil davranig

gosterir. Bu davranigi veren denklem

v(r, 2) = ¢(r, 2) + q(r? + 22) 72 (3.21)

seklindedir, burada ¢(r, z) fonksiyonu polar koordinatlardaki
o 100 PP

2 - —_— —_—— _—
vie= or?  ror i 022 0 (322)

Laplace denklemini saglar ve sinir kosullar:
o(r, £ +q(r* +12)72 =0 (3.23)

seklinde ifade edilir. (3.22) denkleminin her iki tarafimn sifirinci mertebeden Hankel

doniigiimii alinirsa,

Hy {02¢ + 10¢ + 82¢} = a—QCI)(S,Z) — 52®(s, 2)

orz ' ror | 022

denklemi elde edilir, burada

®(s,2z) = Ho{o(r,2)} = /000 o(r, z)rdy (sr) dr.

Bu denklemin genel ¢oziimii

D (s,2) = 1€ + o™

olup (3.23) sinir kogullar1 dikkate alimdiginda Hankel déniigiim tablosu (Ek A) yardimiyla
O(s,+l) = /000 o(r, £l)rJy (sr) dr

= —/ q(r2+l2)_%7"Jo(sr)dr
0

sl

qe
= - 3.24
- (3:24)
oldugu goriiliir ve genel ¢oziimden
B(s,£l) = c1(s)e + cy(s)e™* (3.25)
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yazilabilir. Bu durumda (3.24) ve (3.25) esitliklerinden,

—sl

qe
cre™ 4 cpeTls —
s
sl
- ge”’
et 4 e = —
s
—sl
_ qe
cre ! et = —
s
qe*d

c1(s) = ca(s) = _Wh(sl)

olur ve buradan

ge~* cosh(sz)

s,2) = = s cosh(sl)

elde edilir. Boylece ters Hankel doniisiimii tanimi kullanilarak,

¢(T=Z) - HO_I{(I)(S’Z)}

/0oo <_%) sJo(sr)ds

L /°° e * cosh(sz)
- e 0 cosh(sl)

elde edilir. Elde edilen ¢(r, z) fonksiyonu (3.21) esitliginde yerine yazildiginda,

Jo(sr)ds

u(r,2) = ¢(r,z) +q(r* +2°)73

o /°° el cosh(sz)
- 0 cosh(sl)

_1
2

Jo(sr)ds + q(r* + 2°)

elde edilir (Piessens 2010, p. 9/8).
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EK ACIKLAMALAR

EK A: Hankel Doniisiim Tablolar:

Cizelge A.1 Hankel Doniisiim Tablosu (Sifirinct mertebeden)

f(r) Ho{f ()} = Fo(s)
1 1
Tr S
U
ri-s) 1
rok, << 2t — 2
ré s
a
h(a—1) SJi(as)
e—ar a
3
(s? + a?)2
e—ar 1
r 1152 + aZ
1—e™ @ a++Vs?+a?
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Cizelge A.2 Hankel Doniistim Tablosu (v. mertebeden)
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Cizelge A.1’de Hankel doniistimiiniin v=0 durumunu ifade eder. Tablo A.2’de Hankel
dontigtimiiniin v. mertebeden genel durumunu ifade eder. Bu tablolarda h(x) birim adim
fonksiyonudur. I, ve K,, degistirilmis Bessel fonksiyonlardir, Ly ve Hqy Struve fonksiyonlardir

ve Ker ve Kei Kelvin fonksiyonlaridir (Abramowitz and Stegun 1965).
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