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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

D(n) n tamsayisinin pozitif tamsay1 bolenleri

E(G) G grafinin kenar kiimesi

G,(d) (n,d) = 1 olan n’den kiigiik pozitif tamsayilar kiimesi
S(G) G grafinin sembol kiimesi

Sp(G) G grafinin spektrumu

V(G) G grafinin kose kiimesi

7(n) n tamsayisinin pozitif tamsay1 bolenlerinin sayisi
Kisaltmalar Aciklamalar

Gcd-graf En biiyiik ortak bolen-grafi



1. GIRIS

Graf teorisinden ilk defa Euler’in 1736’da yazdig1 “Konigsberg’in yedi koprisi” isimli
makalesinde bahsedilmistir. O yillarda Konigsberg’deki Pregel nehri Kneiphof adasinin iki
yanindan akmakta ve lizerinde yedi farkli koprii bulunmaktaydi. Halk, her bir kopriiden
sadece bir kez gecgerek kiyilar1 dolasip baslangic noktasina gegmenin miimkiin olup
olmadigim1 merak ediyordu. Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler digerlerinin aksine
kopriilerden gegmek yerine problemi hat ve diigiimlerden olusan bir yapiya doniistiirerek
¢ozmeyi bagsarmistir. Bu yapiya daha sonradan graf adi verilmistir. Graf teorisinin gelisimine
baktigimizda fizik, kimya, biyoloji gibi pozitif bilimlerdeki caligmalarda graflardan
yararlanilmistir. Ornegin Gustav Kirchhoff elektrik devrelerinde akim ve gerilimleri
hesaplamaya yardimei olan iinlii Kirchhoff devre kuramlarin1 yayimladi ve graf teorisine
katkilar sundu. Organik kimyada Cayley graflardan yararlanmig ve yeni bir graf tiirii olan
Cayley graflar1 ortaya koymustur. Kimyasal reaksiyonlarin gosteriminde ve molekiiler
biyolojide de grafteorisinden yararlanilir. Pozitif bilimlerin disinda giinliik hayatin karmagik
durumlarini ¢dzmek igin de graf teorisinin uygulamalar kullanilir. Ornegin bilgisayar aglari,
web sayfalari, sebeke yapilari, sosyal aglar, konuma bagli uygulamalar gibi alanlarda graf

teorisinin uygulama alanlaridir.

Problem durumu / Konunun tanimi

Bu ¢alismada Wasin So’nun ortaya attig1 tamsay1 dongiisel graflarin komsuluk matrislerinin
sembol kiimeleri esit degilse spektrumlarinin esit olmadig1 problemi ele alinmistir [1]. W.
So’nun sembol kiimesi ile karakterizasyonunun yaninda W. Klotz ve T. Sander 6zel bir
dongiisel graf sinifi olan birimsel Cayley graflar1 genellestirerek ged graflari tanitmis ve ged
graflarin biitliin 6zdegerlerinin birer tamsay1 oldugunu gostermistir [2]. Daha sonra J.W.
Sander ve T. Sander ¢arpimsal bdlen kiimelerine sahip iki tamsay1 dongiisel grafin ancak ve
ancak spektral vektorleri ¢akisirsa izomorf oldugunu kanitlamiglardir [3]. J.W. Sander, bir
tamsayr dongiisel grafin komsuluk matrisinin 0 6zdegerine sahip olmasi durumunda
cekirdeginin boyutu ile n’nin n = p* bi¢imine bir asalin kuvveti olmasi arasindaki iliskiyi
incelemistir [4]. Puchta, So’nun tamsay1 dongiisel graflar ile ilgili olan konjektiiriiniin zay1f
bir versiyonunu kanmitlamistir [5]. Monius, k € Z* ve 2 <p < q asallar1 igin n =

p*, pq*, p?q olmas1 durumunda So’nun konjektiiriiniin dogru oldugunu gostermistir [6]. Li



ve Liu smrastyla n’nin asagidaki tamsayr degerleri igin varsayimin gegerliligini
kanitlamislardir:

i) n > 1tek tamsayi n = p{lpgz ---pgs, buradas > 2 ve vr € [s—1],[li-; piji < Dri1-

i) n > 1 ift tamsay1 n = 2p/*pl2 - pls, burada s = 2 ve vr € [s — 1], [Ty " < Pres.
iii) 2 < p < q olmak iizere n = p3q.

iv) 2 < p < q olmak iizere n = p%q2.
Boylece, So’nun konjektiirii ile ilgili biitiin 6nceki sonuglar1 genellestirmislerdir [7].

Bugiine kadar yapilan bu ¢alismalarla problem farkli sekillerde ele alinmis ¢éziime dair

onemli katkilarda bulunulmustur. Ancak konjektiiriin tam bir ispat1 halen yapilmamistir.

Bu caligmada tamsayi dongilisel graflarin spektrumlar1 ile karakterizasyonu iizerinde
durulmustur. Biitiin 6zdegerleri tamsay1 olan dongiisel grafa tamsayr dongiisel graf adi
verilir. T(n), n pozitif tamsayisinin pozitif tamsay1 bolenlerinin sayisin1 géstermek iizere es
spektral olmayan (ayn1 6zdegerlere sahip olmayan) n koseli tamsayr dongiisel graflarin

sayisinin 271 olduguna iliskin bir konjektiir ortaya atilmustir [1].

Bu calismada p, g, r farkli asal sayilar olmak iizere n = pq durumunda So konjektiiriinii
ispatlayacagiz, Sonra n = pqr durumunda So konjektiirii ile ilgili godzlemlerimizi
paylasacagiz. Biitlin bunlar i¢in Oncelikle G tamsayr dongiisel grafinin maksimum

ozdegerinin |S(G)| oldugunu gozlemleyecegiz [1].



2. ON BILGILER

Bu boélimde ¢aligmamiz i¢in 6nemli rol oynayan tanimlari, gosterimleri ve kullanish

sonuglari tanitacagiz.
Tanimlar

2.1 Tanim [8] n,m € N olmak tizere V = {v,,v,,..,v,} kOse kiimesi ve E =
{e,, ey, ..., ey} kenar kiimesi olmak tizere bir G grafi, G = (V,E) sirali ikilisi seklinde
tanimlanir. Burada E kiimesindeki bir kenar, V kiimesindeki noktalarin bir sirali ikilisidir.
1<k<m, 1<ij<nicn ¢ = {vi,vj} bir kenardir ve burada v; ve v; e, kenarmm

olusturan kdselerdir. Kose kiimesini V (G) kenar kiimesini ise E (G) ile gosterilir.

Ornek

F E

Sekil 2.1. Graf

Sekil 2.1°de A, B, C, D, E ve F koseler, dogru pargalar1 kenarlar ve tiim diyagram graf olarak

adlandirilir.

2.2. Tanmim [8] Bir grafta herhangi bir kenar bir kdsede baslayip tekrar ayni1 kdsede bitiyorsa

bu koseye dongii (loop, diiglim) noktasi denir.

Ornek

Sekil 2.2. Dongti (loop, diiglim) noktasi



Sekil 2.2. de F kosesi dongili noktasidir.

2.3. Tanim [8] Bir grafin iki komsu kosesi arasinda birden fazla kenar varsa bu kenara goklu

kenar denir.

Ornek

E

Sekil 2.3. Coklu kenara sahip bir graf

Sekil 2.3. de {B, C} kenar1 ¢oklu kenardir.

2.4. Tanim [8] Bir grafin kenarlarinin hangi késede baslayip hangi kosede bittigini belli eden

bir yon bilgisi var ise bu kenara yonlendirilmis graf denir.

Ornek

Sekil 2.4. Yonlendirilmis kenarlara sahip bir graf

Sekil 2.4. de {B, C} kenar1 yonlendirilmis kenardir.

2.5. Tanim [8] Bir grafin bir kdsesinden baglayarak kenarlar iizerinden bir baska kdsesine
ulastigimizda buna bir yol (path) denir. Eger yol bir kdsede baslayip ayn1 kosede bitiyorsa

buna bir devir (cycle) denir.

2.6. Tanim [8] Bir grafin herhangi iki kosesi arasinda en az bir yol varsa bu grafa baglantili

graf denir. Eger bir grafin herhangi iki kdsesi arasinda bir yol bulunmuyorsa bu grafa



baglantili olmayan graf denir.

Ornek
A B
[ J &
C
F\_/
E D

Sekil 2.5. Baglantili olmayan bir graf

Sekil 2.5. de baglantili olmayan bir graf vardir.

2.7. Tanim [8] Eger her kose ¢ifti arasinda yalnizca bir yol bulunuyorsa bu graflara agag graf

adi1 verilir.

Ornek

n®

Sekil 2.6. Agag graf

2.8. Tanim [8] Dongii (loop) noktasi, yonlendirilmis kenari, ¢coklu kenar1 olmayan graflara

basit graf denir. Sekil 2.1., Sekil 2.5. ve Sekil 2.6. daki graflar basit graftir.

2.9. Tanim [8] Bir G grafinin v ve w koseleri arasinda bir kenar varsa bu kdselere komsu
denir. Benzer sekilde G grafinin e; ve e, kenarlar ortak bir kdseye sahipse bu kenarlar

komsudur denir.



Sekil 2.7. Bir grafta komsu kenarlar

A—-B,B—C,C—D,D—E,E —F, F — Akoseleri komsudur. Ortak koselere sahip j ile i,
iileh, hile g, gilel, lile k kenarlar1 komsudur.

2.10. Tanim [8] G grafinin bir v kdsesinin derecesi bu kdsenin olusturdugu kenarlarin sayisi
olarak ifade edilir. der(v) olarak gosterilir. Bir kdsenin derecesi hesaplanirken bir dongiiniin

dereceye katkis1 2 dir.

Ornek

Sekil 2.8. Koseleri farkli derecelere sahip olan bir graf

der(A) = der(F) = 5,der(E) = der(D) = 3,der(C) = 4,der(B) = 2 dir.

2.11. Tanim [8] G grafinin bir alt grafi, kdselerinin her biri V (G)'ye ve kenarlarinin her biri
E(G)'ye ait olan bir graftir.



Ornek

Sekil 2.9. Graf

Sekil 2.10. Alt graf

Sekil 2.10.’daki graf Sekil 2.9.’daki grafin alt grafidir.

2.12. Tanim [8] G, {1,2,...,n} etiketli koselere sahip bir graf olmak lizere G grafinin
komsuluk matrisi 4 ij — inci girisi i Ve j koselerinin arasindaki kenar sayisini verir. A nxn

kare matristir.

Ornek
D C
A B

Sekil 2.11. Graf

Sekil 2.11.’deki grafin komsuluk matrisi A ise,

01 11
/1 01 0

A= 110 1 (2.1)
1 0 1 0

A matrisinde birinci satir ve birinci siitun A kdsesini, ikinci satir ve ikinci siitun B kosesini,



tiglincii satir ve {ligtincii stitun € kosesini, dordiincii satir ve dordiincii siitun D kdsesini temsil

eder.

Simdi bu matrisin 6zdegerlerini hesaplayalim,

|4 — AI|=0 karakteristik denklemin reel kokleri 6zdegerleridir.

01 1 1] [A 0 0 0
1010l _loao of_,
1101 o020
1010 looo 2
21 1 1

1 -2 1 0|,

1 1 -2 1

1 0 1 -2
2t — 512 — 41=0
A (23 — 51 — 4)=0
A OH1)(A2 = 2 — 4)=0
A DO (1 - V=0
Al=01 /»12=_1113=_\/ﬁ+11l4=\/ﬁ+1.

2

2.13. Tanim [8] Kenar kiimesi bos kiime olan graflara bos graf denir.

Ornek
A B
[ ] [ ]
D C
[ ] [ ]

Sekil 2.12. Bos graf



Sekil 2.12.’de bir bos graf verilmistir.

2.14. Tanum [8] Her bir farkli kose ¢iftinin komsu oldugu basit bir grafa, tam graftir denir.

Ornek
D C
A B

Sekil 2.13. Tam graf

Sekil 2.13.’de bir tam graf verilmistir.

2.15. Tanmim [8] Her kosesinin ayni dereceye sahip olan bir graf diizenli (regiiler) bir graftir.

Ornek

Sekil 2.14. Diizenli graflar

Sekil 2.14.’de diizenli graflar verilmistir.

2.16. Tanim [8] Her bir kdsesinin derecesi iki olan diizenli (regiiler) grafa devirli graf denir.

Her kdsenin derecesi r ise, graf r derecesinde diizenli veya r —diizenlidir denir.



10

Ornek

A E E K

Sekil 2.15. R-diizenli graf

Sekil 2.15.de koseleri A, B, C,D olan graf 2 — diizenli; koseleri E,F,G,H,1,] olan graf
3 —diizenli; koseleri K, L, M, N, P olan graf 4 —diizenlidir.

2.17. Tanim [8] Bir G grafinin kose kiimesi, G'nin her bir kenar1 A'nin bir kdsesiyle B'nin bir

kosesini birlestirecek sekilde iki ayr1 A ve B kiimesine boliinebilirse, o zaman G iki parcali

bir graftir.
Ornek
A
D
B
E

Sekil 2.16. Iki pargal1 graf

Sekil 2.16.’da grafta A, B, C koseleri arasinda kenarlar yoktur ve aym sekilde D, E koseleri
arasinda bir kenar yoktur. Yani kose kiimesi iki ayr1 kose kiimesine boliinebilir. Boylece

Sekil 2.16.’daki graf iki pargal1 graftir.

2.18. Tanim [8] Eger G, kdse kiimesi V (G) olan basit bir grafsa, tiimleyeni G, kdse kiimesi
V(G) olan basit bir graftir; burada iki kdse ancak ve ancak G'de komsu degillerse

komsulardir.
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Ornek

K L K L

Sekil 2.17. Bir grafin tiimleyeni

Sekil 2.17.’de bir grafin tlimleyeni verilmistir.

2.19. Tanim [8] G, Ve G, iki graf olmak {izere G;’in koseleri ile G, nin kdseleri arasinda
G;’in herhangi iki kdsesini birlestiren kenarlarin sayisi, G, ’nin karsilik gelen koselerini

birlestiren kenarlarin sayisina esit olacak sekilde bire bir eslesme varsa G, ve G, izomorftur

denir.
Ornek
A B P I
d D M

Sekil 2.18. Izomorf graflar

Sekil 2.18.’de izomorf graflar goriinmektedir.

2.20. Tanim [8] Komsuluk matrisi dongiisel olan grafa, dongiisel graf adi verilir. Daha agik
olarak I,,_;, (n — 1)x(n — 1) tipinden birim matris olmak {izere

U

22[1 0

(2.2)

matrisi ile degismeli olan komsuluk matrisine sahip grafa dongiisel graf denir. Biitiin

0zdegerleri tamsay1 olan dongiisel grafa, tamsay1 dongiisel graf ad1 verilir.

Ornek: Simdi sekilde verilen dongiisel grafin komsuluk matrisini yazalim ve 6zdegerlerini

hesaplayalim.
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A B

Sekil 2.19. Dongiisel graf

Sekil 2.19.’da dongiisel graf goriilmektedir

A (G)=

SR =)
[ e
RO R R
O R

Simdi bu matrisin 6zdegerlerini hesaplayalim,

| A — AI|=0 karakteristik denklemin reel kokleri 6zdegerleridir.

0111 [A 00 0
10 1 1/_{0 2 0 of_,
1101 [0 0 2 0
1110 looo 2
-2 1 1 1
1 -2 1 1|,
1 1 -2 1
1 1 1 -2

A*— 612 —81—3=0

(\+1) (A3 — 22 — 51 — 3)=0

O+1) (F1)(A2 — 22 — 3)=0

(+1) O+ DO+ (A — 3)=0

11=3, 2.2:_1, 2.3:—1, A4=—1

Bu 6zdegerler tamsay1 oldugu i¢in bu graf tamsay1 dongiisel graftir.
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2.21. Tamim [8] Bir G dongiisel grafinin koseleri {0,1,2, ...,n — 1} ile etiketlensin.
S(6) ={kiag, =1} c{1,2,--,n— 1} (2.3)
kiimesine G’nin sembol kiimesi denir. Daha agik olarak sembol kiimesinin elemanlar1 G

grafinin 0 kosesine komsu olan kdselerin indislerinden olusur.

2.22. Tanim [8] Bir G dongiisel grafinin komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin katliliklar1 da

hesaba katilarak olusturulan kiimeye G ’nin spektrumu denir. sp(G) ile gosterilir.

2.23. Tanim [8] G mertebesi n olan bir graf olmak tizere,
G,(d)={k:1<k<n-1,gcd(k,n) =d} (2.4)

bi¢iminde tanimlanir.

e n> 1 bir tamsay1 olsun. d, n’nin bir bdleni olsun.

Ga(d) = d.Gn(1) [1] oldugunu biliyoruz. Burada d. Gn(1) = {dj| jeGn(1)} dir.
d d d

|Ga(d)] = |d. G%(l)| =

Gg(l)| = (p(g) ,burada ¢ Euler fonksiyonudur. (2.5)
d

e n > 1 bir tamsay1 olsun.

Wy = e”™/n kiimesi burada i= V-1. (2.6)

e A(G) simetrik bir matris oldugundan k€S(G) olmast i¢in gerek ve yeter kosul n-k €
S(G) olmasidir [1].

e G’nin spektrumu, sp(G) = (20(G), 4,(G),+, 2n_1(G)) , hesaplanabilir:

0<t <n—1igin 2(G) = Tyesey(WH, (2.7)

burada w = e”"/n birimin n inci kokidiir.
e n > 2 olsun, Ramanujan toplamlari

R, (t) = Yjec, (0" olarak tanimlanir (2.8)

burada w = e>™/n ve te Z dir.

2.1. Teorem [1] G n koseli, sembol kiimesi S(G) olan dongiisel graf olsun. O halde G’nin

tamsay1 graf olmasi igin gerek ve yeter sart S(G)’nin G, (d)’lerin bir birlesimi olmasidir.

2.2. Teorem [1] t(n),n pozitif tamsayisinin pozitif tamsay1 bolenlerinin sayisini1 gostersin.

O zaman n koseli tamsay dongiisel graflarm sayis en fazla 2°™~1 dir.
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2.3 Teorem [1] G, n kose tizerinde S(G)= G, (d) sembol kiimesi ile dongiisel graf olsun,
burada d, n’nin tam bdleni olsun,

1<t<n-1ligin A.(G) =Rny (t)d
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3.N = PQ VE N = PQR DURUMUNDA KONJEKTUR ILE iLGILI
GOZLEMLERIMiZ

W. So tamsay1 dongiisel graflarin karakterizasyonunu sembol kiimesi kavrami yardimiyla
Teorem 2.1 de G nin tamsay1 graf olmasi igin gerek ve yeter sartin S(G) nin G,,(d)’lerin bir
birlesimi oldugunu ispatlayarak gerceklestirmistir. 7(n),n pozitif tamsayisinin pozitif
tamsay1 bolenlerini gostermek iizere es spektral olmayan (ayni1 6zdegere sahip olmayan ) n
koseli tamsay1 dongiisel graflarin sayisini 2™ =1 olduguna iligkin So tarafinda bir konjektiir
ortaya atilmistir. Bu konjektiir halen ispatlanamamis ya da ciirlitilememistir. G; Ve G,
sirastyla S(G;) ve S(G,) sembollerine sahip tamsay1 dongiisel graflar olsun. Eger S(G;) #
S(G,) ise sp(G;) # sp(G,) olur, dolayisyla G; ve G, izomorfik degildir [1]. So’nun bu
varsayimi i¢in daha fazla ayrint1 elde etmek i¢in |S(G)|’nin G dongiisel grafin maksimum
ozdegeri oldugunu gozlemleyecegiz. |S(Gl)| # |S(Gy)| ise  sp(Gyy) # sp(Gy) olur. So, p
bir asal olmak iizere n = p” ise n’nin 6z bdlenleri 1,p, p?, -+, p" "1 ve G, (d) lerin eleman
sayilarinin sirastyla (p-1).p" "1, (p-1).p" "2, -+, (p-1).p, (p-1) oldugunu ispatsiz olarak ifade
etmistir. Sonug¢ olarak p” koseli tamsayr dongiisel ¢izgelerin tiim sembolleri farkli
boyutlardadir. K. Ménius ve W. So n tamsayisinin, 2<p<q asallar1 i¢in n = p*,pq* p?q ve
2 <p <q<r asal sayllant igin n = pqr 6zel durumlar icin saniy1 dogruladi. Ispati
yaparken siiper dizi ifadesini kullandilar. Siiper dizi her terimin 6nceki tiim terimlerin kismi
toplamindan daha biiyiik oldugu pozitif bir dizidir [6]. Yakin tarihte Li ve Liu sirastyla n’nin

tamsay1 degerleri i¢in varsayimin gegerliligini kanitlamislardir:

i) n = 1 tek tamsayi n = p{lpgz ---p_!s, buradas > 2 ve vr € [s—1],[li-; piji < Dyi1-

ii)n > 1gift tamsayin = 2p{1pgz pgs, buradas > 2 veVr € [s — 1], lepij" < Pry1-
iii) 2 < p < q olmak iizere n = p3q.

iv) 2 < p < q olmak lizere n = p?q>.

Boylece, So’nun konjektiirii ile ilgili biitiin 6nceki sonuglar1 genellestirmislerdir [8]. Simdi

So’nun konjektiiriinde argliimanin n’nin iki farkl asalin ¢arpimi oldugu durumda gecerli

olmasin gozlemleyecegiz.
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3.1. Teorem G, n koseli bir tamsay1 graf olsun. 2 < p < q asal sayilar1 i¢in n = p.q ise

G’nin sembol kiimelerinin mertebeleri farkli oldugundan spektrumlari da farklidir.

Ispat: Sembol kiimelerinin mertebesi maksimum 6zdegere esit oldugunu biliyoruz. ispati
tamamlayabilmek i¢in biitiin sembol kiimelerinin mertebelerinin farkli oldugunu gérmemiz
yeterli olacaktir. Ciinkii maksimum 6zdegerler farkli ise spektrumlar da farkli olur. n = p.q

oldugunda n’nin 6z bolenleri 1, p ve q dur. |G,(1)| = ¢ (n) oldugunu biliyoruz.
|G, (D] =) = (p—1).(q — 1) oldugundan
|S(G)| = dmax = (p - 1). (q—-1) (3.1)

Gn(p) = p.Gpyp(1) = p. G4(1) oldugundan

1Go ()| = |p.Go(D)] = |Gq(D)] = ¢(q) = g — 1 ve béylece
|S(G)| = Amax =q—1 (3.2)

Gn(q) = q.Gp (1) = q.G,(1). Buradan
|Gn(Q)| = |Q-Gp(1)| = |Gp(1)| = 90(10) =p—1
ve boylece

IS(O)| = Apax =0 — 1 (3.3)

G, kiimeleri ayrik kiimeler oldugunda birlesimlerinin eleman sayisi kiimelerin eleman

sayilar1 toplamina esittir. Buradan

5(6) = Go(1) U Gu(p) i¢in

IS(O)] = Amax = G (D] + |G (P)]

=(-D.(g-D+(@-1)

= (q—1).(p—1+1)

=pq —p (3.4)

S(G)= Gn(1) U Gn(q) icin
IS(G)| = Amax = |G (D] + [Gr(q)]
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=@-D.(q-D+@-1
=(pP-1D.(@-1+1)
=pq—q (3.5)

5(6) = Gu(p) U Gn(q) icin
|S(G)| = dnax = |Gn(p)| + |Gn(Q)|

=q—-1+p-1
=q+p-—2 (3.6)

S(G) = Ga(1) U Gu(p) U Go(q) icin
|S(G)| = Amax = |Gn(1)| + IGn(p)I + IGn(CI)l
=@-D.@-D+@-D+@P-1

=pq—1 (3.7)

Burada her bir 4,4, degerleri birbirinden farkli oldugu i¢in spektrumlari da farklidir bu

ispat1 tamamlar.

Ornek

G mertebesi n olan bir tamsay1 dongiisel graf olsun. n = 5 - 7 olsun. n nin 6z bolenleri 1,
5, 7 dir.

1G35(1)| = 4.6 = 24 ise |S(G)| = Apay = 24

|G35(5)| =6 ise |S(G)| = Amax = 6

|G35(7)| =4 ise |S(G)| = Amax = 4

S(G) = G35(1) U G5(5) ise |S(G)| = Apay = 24+ 6 = 30

S(G) = G35(1) U G35(7) ise |S(G)| = Appgy = 24+ 4 = 28

S(G) = G35(5) U G35(7) ise |S(G)| = Apay = 6 + 4 = 10
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S(G) = G35(1) U G35(5) U G5(7) is€ |S(G)| = Apay = 24 + 6 + 4 = 34

Her bir maksimum 6zdeger birbirinden farkli oldugu i¢in spektrumlar1 da farklidir.

Ornek

G mertebesi n olan bir tamsay1 dongiisel graf olsun. n = 3 - 11 olsun. n nin 6z bdlenleri 1,
3 ve 11 dir.

G2 (1| = 2.10 = 20 ise |S(G)| = Apay = 20

|G33(3)| = 10 ise |S(G)| = Admax = 10

|G33(11)| = 21ise |S(G)| = Admax = 2

S(G) = G33(1) U G3(3) ise |S(G)| = Apay = 20 + 10 = 30

S(G) = G33(1) U Ga3(11) ise |S(G)| = Aay = 20 + 2 = 22

S(G) = G33(3) U Ga3(11) ise |S(G)| = Apay = 10 + 2 = 12

Her bir maksimum 6zdeger birbirinden farkli oldugu i¢in spektrumlar: da farklidir.

Simdi G, n koseli bir tamsay1 graf olsun. 2 < p < q <r asal sayilari iginn=p-q-r

durumuyla ilgili 6rnekler inceleyecegiz.

Ornek

G , n koseli bir tamsayi graf olsun.n = 3 -5 -7 olsun. n nin 6z bolenleri; 1,3, 5, 7, 15, 21,
35 dir.
1G105(1)] = 2.4.6 = 48 ise |S(G)] = Apar = 48



1G105(3)| = 4.6 = 24 ise |S(G)| = Ay = 24

1G105(5)| = 2.6 = 12 ise |S(G)] = Ay = 12

|G105(7)| =24 =8ise |S(G)| = Amax = 8

|6105(15)| =6=06Ise |S(G)| = dmax = 6

|G105(2D)| = 4 = 4 ise [S(G)| = Amax = 4

|G105(35)] = 2 = 2 ise [S(G)| = Amax = 2

S(G) = G195(1) U G1o5(3) ise [S(G)| = Apax = 48 + 24 =72

S(G) = G195(1) U G195(5) ise [S(G)| = Apax = 48 + 12 = 60

S(6) = G1o5(1) U G1o5(7) ise IS(G)| = Amax = 48 + 8 = 56

S(G) = G195(1) U G195(15) ise |S(G)| = Appax =48 + 6 = 54

S(G) = G195(1) U G195(21) ise |S(G)| = Appaxy =48 +4 =52

S(G) = G195(1) U G195(35) ise |S(G)| = Apax =48+ 2 =150

S(6) = G105(3) U G105(5) ise [S(G)] = Apay = 24 + 12 = 36

S(G) = G105(5) U Gyo5(7) ise IS(G)] = Apax = 12 +8 = 20

S(G) = G105(5) U G105(15) ise |S(G)] = Apar = 12 + 6 = 18

S(G) = G105(5) U G15(21) ise |S(G)] = Apar = 12 + 4 = 16

S(G) = G195(5) U G195(35) ise |S(G)| = Apax =12+ 2 =14
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S(G) = G195(7) U G195(15) ise |S(G)| = Appax =8+ 6 =14

Son iki sembol kiimesinin mertebeleri yani G tamsayr dongiisel graflarin maksimum

0zdegerleri ayni oldugu i¢in spektrumlar1 hakkinda kesin bir bilgi bilemeyiz.

Ornek

G, n koseli bir tamsay1 graf olsun.n = 37 - 11 olsun. n nin 6z bélenleri: 1, 3, 7, 11, 21,
33, 77 dir.

1Gys1(1)] = 2.6.10 = 120 ise |S(G)] = Apge = 120

G131 (3)] = 6.10 = 60 ise |S(G)| = Ay = 60

1Gy31(7)] = 2.10 = 20 ise |S(G)| = gy = 20

1Goz;(11)| = 2.6 = 12 ise |S(G)| = gy = 12

1G,3,(2D)| = 10 = 10 ise |S(G)] = Apgy = 10

|GZ31(33)| =6=06Ise |S(G)| = Amax = 6

|GZ31(77)| =2=2ise |S(G)| = Amax = 2

S(G) = Gy31(7) U Gpz1(77) i€ |S(G)| = Appay = 20 + 2 = 22

S(G) = Gy31(11) U Gysy (21) ise [S(G)| = Apay = 12 + 10 = 22

S(G) = Gy31(1) U Gpzq(3) i€ |S(G)| = Apay = 120 + 60 = 180

S(G) = Gy31(3) U Gpzq(7) i€ |S(G)| = Apay = 60 + 20 = 80
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S(G) = 6231(7) V) 6231(77) ve S(G) = G231(11) V) 6231(21) sembol kiimeleri 1(;111
|S(G)| = Ajpax = 22 oldugundan G nin spektrumlar1 hakkinda kesin bir bilgi bilemeyiz.

Ornek

G , n koseli bir tamsay1 graf olsun. n = 3-11-17 olsun. n nin 6z bolenleri: 1, 3, 11, 17,
33,51, 167

1Gse1(1)] = 2.10.16 = 320 ise |S(G)| = Apay = 320

1Gse1(3)] = 10.16 = 160 ise |S(G)| = Apgy = 160

1Gee1(11)] = 2.16 = 32 ise |S(G)| = Apay = 32

1Gse1(17)] = 2.10 = 20 ise |S(G)| = Apay = 20

1Gse1(33)] = 16 = 16 ise |S(G)] = Apar = 16

1Gse;(51)| = 10 = 10 ise [S(G)] = Ay = 10

|GS61(167)| =2=2ise |S(G)| = Admax = 2

S(G) = Gsg1(1) U Gsgy(3) i€ |S(G)| = Apmax = 320 + 160 = 480

S(G) = Gsgy (1) U Gsgy (11) ise |S(G)| = Apgy = 320 + 32 = 352

S(G) = Gsg1(3) U Gsgy (11) i€ |S(G)| = Apay = 160 + 32 = 192

S(G) = Gegy(11) U Gsgy (17) is€ |S(G)| = Apax = 32 + 20 =52
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S(6) = Geg1(1) U Gsgy(3) U Gsgy(11) ise |S(G)] = Appar = 320 + 160 + 32 = 512

S(G) = Gsgy(17) U Gsg1(51) U Gg1(167) ise |S(G)| = Ay =20 + 10 +2 = 3

spektrumlar1 hakkinda kesin bir bilgi bilemeyiz.

Bu yaptigimiz gézlemlerden 2 < p < g < r asal sayilari icin n = p - q - r 6zel durumunda
elde ettigimiz sembol kiimelerinin mertebelerinde birbirine esit durumlar oldugundan

spektrumlar1 hakkinda kesin bir yorum yapamayiz. Bu gozlemlerden ispata ulasamiyoruz.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada tamsayr dongiisel graflarin spektrumlari ile karakterizasyonu {izerinde
durulmustur. p, q,r farkli asal sayilar olmak tizere n = pq 6zel durumunda durumunda So
konjektiirtinti [1] ispatlamis bulunmaktayiz. Ancak kullandigimiz yontemin n = pqr 6zel
durumuna uygulanamayacagini gordiikten sonra bu durumda So konjektiirii ile ilgili bazi

gozlemler elde ettik ve bunlar1 paylastik.
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