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ETIK BEYAN VE ARASTIRMA FONU DESTEGI

Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladigim bu tez/proje caligmasinda,

- Bu tezin/projenin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu,

- Calismamin hazirlik, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu
olmak {izere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun
davrandigimi,

- Bu galisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler igin kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi,

- Bu calismanm Kocaeli Universitesi’nin abone oldugu intihal yazilim
programi kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii'niin belirlemis oldugu
oOl¢iitlere uygun oldugunu,

- Kaullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- Tezin/Projenin herhangi bir bolimiinii bu tniversite veya baska bir
iiniversitede baska bir tez/proje ¢alismasi olarak sunmadigima,

beyan ederim.

Bu tez/proje ¢alismasimin herhangi bir asamasi hi¢bir kurum/kurulus tarafindan
maddi/alt yap1 destegi ile desteklenmemistir.

[ 1 Bu tez/proje  caligmast  kapsaminda  dretilen veri ve  bilgiler
....................................... tarafindan ...............cccceeccvieiiie .. 10’ lu proje kapsaminda
maddi/alt yap1 destegi alinarak gerceklestirilmistir.

Herhangi bir zamanda, c¢alismamla ilgili yaptigim bu beyana aykirt bir durumun
saptanmast durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi
bildiririm.
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YAYIMLAMA VE FiKRi MULKIYET HAKLARI

Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan onaylanan lisansiistii tezimin/projemin tamamini veya
herhangi bir kismini, basili ve elektronik formatta arsivleme ve asagida belirtilen
kosullarla kullanima agma izninin Kocaeli Universitesi’ne verdigimi beyan ederim. Bu
izinle Universiteye verilen kullanim haklar1 disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak, tezimin/projemin tamaminin ya da bir boliimiiniin gelecekteki ¢alismalarda
(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanimi1 bana ait olacaktir.

Tezin/projenin kendi 6zgiin ¢alismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer alan
telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu metinlerin
yazili izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye teslim etmeyi
taahhiit ederim. Yiiksekdgretim kurulu tarafindan yayinlanan “Lisansiistii Tezlerin
Elektronik Ortamda Toplanmasi, Diizenlenmesi ve Erisime Ac¢ilmasina Tliskin
Yonerge” kapsaminda tezim asagida belirtilen kosullar haricinde YOK Ulusal Tez
Merkezi/ Kocaeli Universitesi Kiitiiphaneleri A¢ik Erisim Sisteminde erisime agilir.

[ ] Enstitii yonetim kurulu karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi mezuniyet
tarihinden itibaren 2 yi1l ertelenmistir.

[ ] CEnstiti yonetim kurulu gerekgeli karari ile tezimin/projemin erisime
acilmas1 mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmistir.

Tezim/projem ile ilgili gizlilik karar1 verilmemistir.
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ONSOZ VE TESEKKUR

Bu tezde Kesirli Diferansiyel Denklemlerine, Clique Collocation Yo6ntemi uygulanarak,
gercek coziimlere daha yakin bir ¢6ziim elde edildigi gosterilmektedir.

Bu tezin arastirma asamasinin baslangicindan tamamlanmasina kadar bana sagladigi bilgi,
stirekli faydali rehberlik, seckin katkilari, tavsiyeleri ve rehberligi i¢in danisman hocam
Sayin Dog. Dr. Mine Aylin BAYRAK'a en igten tesekkiirlerimi ve siikranlarimi sunmak
istiyorum.

Caligmalarim boyunca her zaman yakin ilgisini gordiigiim, bilgilerinden en iyi sekilde
faydalandigim Sayin Prof. Dr. Ali DEMIR ve Dr. Ogr. Uyesi Sertac ERMAN hocalarima
en derin sayg1 ve tesekkiirlerimi sunuyorum.

Ayrica tim hayatim boyunca oldugu gibi maddi ve manevi destekleriyle her zaman
yanimda bulunarak bu giinlere gelmemde en biiyilkk pay sahibi olan aileme
minnettarligimi ve tesekkiirlerimi sunarim.
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KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN CLIQUE COLLOCATIiON
YONTEMI

OZET

Bu calismada, Kesirli Diferansiyel Denklemlerin ¢6ziimiinii olusturmak i¢in Clique
polinomlar1 ve collocation (diigiim) noktalar1 kullanilarak yeni bir yaklasim ortaya
konulmaktadir.

Kesirli Clique Collocation Yontemi, Adi Diferansiyel Denklemlere, Schrodinger
Denklemine, Klein-Gordon Denklemine, Bagley-Torvik Denklemine ve Konveksiyon-
Difiizyon Denklemlerine uygulananarak Kesirli Clique Collocation Yo6nteminin
algoritmas1 verilmektedir.

Ele alinan kesirli kismi diferansiyel denklem herhangi bir zorlukla karsilagiimadan kesirli
adi diferansiyel ve cebirsel denklemler sistemine indirgenmektedir. Daha sonra Residiiel
Kuvvet Serisi Metodu kullanilarak sistemin c¢oziimii elde edilmektedir. Onerilen
yontemin onemini gostermek icin yakinsaklik analizi de sunulmaktadir. Bu yaklagimin
uygulanmasi, Onerilen yontemin etkinligini ve dogrulugunu gosteren sayisal ornekler
sunularak gosterilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Bagley-Torvik Denklemi, Kesirli Clique Collocation
Yontemi, Kesirli Klein-Gordon Denklemi, Kesirli Konveksiyon-Diflizyon Denklemi,
Kesirli Schrodinger Denklemi.
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CLIQUE COLLOCATION METHOD FOR FRACTIONAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

ABSTRACT

In this study, a new approach is presented using Clique polynomials and collocation
points to create the solution of Fractional Differential Equations.

Fractional Clique Collocation Method is applied to Ordinary Differential Equations,
Shrodinger Equation, Klein-Gordon Equation, Bagley-Torvik Equation and Convection-
Diffusion Equations. The algorithm of Fractional Clique Collocation Method is given.
The Fractional Differential Equation considered is reduced to the system of fractional
ordinary differential and algebraic equations without any difficulty. Then, the solution of
the system is obtained by using the Residual Power Series Method. Convergence analysis
is also presented to show the importance of the proposed method. The application of this
approach is demonstrated by presenting numerical examples that demonstrate the
effectiveness and accuracy of the proposed method.

Keywords: Fractional Bagley-Torvik Equation, Fractional Clique Collocation Method,
Fractional Klein-Gordon Equation, Fractional Convection-Diffusion Equation, Fractional
Schrédinger Equation.



1. GIRIS

Dogadaki bir¢ok olay diferansiyel denklemler ile modellenebilir. Uygulamali genetik,
soy bilim ve ekonomideki bir¢ok denklem bir adi diferansiyel denklem ve denklem
sistemi ile modellenmistir. Ancak biitiin bu sistemler kesin bir ¢éziime sahip degildir.
Bunun yaninda modellenen bu sistemler i¢in ¢éziimlerin de elde edilmesi gerekir. Bu

durumlarda niimerik yontemler ¢6zlim i¢in daha iyi bir yaklagim saglar.

Diferansiyel denklem ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in ¢esitli niimerik yontemler
uygulanmaktadir. Ornegin, fuzzy lineer sistem metodu, homojen olmayan sistemlerin
gecikmeli yansimasi, homotopi pertiirbasyon yontemi (Kurulay, 2012), yiiksek
mertebeden adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri, Bernstein collocation ydntemi
(Alshbool, Bataineh, Hashim, Isik, 2017), Laguarre dalgaciklar1 tam ayristirma gergeve
yontemi, nonlineer Klein-Gordon denklemi i¢in yeni yaklasim (Khader, Kumar, 2013),
sinir deger problemlerinin islemsel entegrasyon matrisi, siirekli polinom dalgaciklar
tizerine teknik calismalar, Rosenau-Hyman denklemi i¢in Hermite dalgacik yontemi, vs.

(Saeed, 2014).

Grafik Teorisi, genis uygulamalart nedeniyle bircok matematik¢inin dikkatini ¢ekmistir.
Literatiir taramasinda, Clique polinomlarinin bir tam grafigi araciligiyla birlestirilmis adi
diferansiyel denklemler hakkinda ¢ok fazla arastirma makalesi bulunamamistir. Bu
ylizden son zamanlarda, arastirmacilar Clique Polinomlar1 Ydntemini arastirmaya
yonelmistir. Clique polinomlar1 ve ilgili calismalar Hoede ve digerleri tarafindan
tanitilmistir (Hoede, Li, 1994). Clique Polinomlari, birlestirilmis diferansiyel denklemler,
kimya teorisi, uygulamali elektrik miithendisligi, statik dinamik, matematiksel biyoloji

gibi bir¢cok alanda uygulanmistir.

Bu c¢alismanin birinci kisminda olusturulan diferansiyel denklem sistemini ¢6zmek igin
Clique Collocation Metodu (CCM) adi verilen yeni bir yaklagim tizerine durulmaktadir.
Elde edilen sonuglar, Taylor Matrix Metodu ile karsilastiriimaktadir. Onerilen yaklasimin
karmasik diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmekte kolay ve etkili bir yontem sundugu

gosterilmeye caligilmaktadir.

17. yy’dan itibaren fen ve miihendislikte 6nemli gelismeler yasanmistir. Limit, tiirev ve



integral analizin 6nemli konularindandir. Matematikte her kavramda oldugu gibi bu
kavramlarda da 6nemli gelismeler yasanmistir. Tiirev ve integral kavramlarinin kesirli
sayilarla ifade edilmesiyle elde edilen dala kesirli analiz ismi verilmektedir. Analizde
oldugunun tersine kesirli analizde, kesirli tiirev ve kesirli integral tanimlar1 tek degildir.
Biz burada Mittag-Leffler, Riemann - Liouville ve Caputo anlaminda Kkesirli

tiirevlerinden bahsedecegiz.

- I cdy oL
Kesirli hesaplama kavrami Leibnitz tarafindan “Tam say1 mertebeli 3 }n/ tiirevinin tam

say1 mertebeli olmayan tiirevleri i¢in genellenebilir mi?” sorusu ile ortaya atilmistir. Daha
I 1 . . .
sonra Leibnitz, n= 5 aldiginda bir paradoks ile karsilasmis ve bu paradoksun ilerleyen

zamanlarda faydali sonuglar ortaya ¢ikaracagini savunmustur (Esen, Tasbozan, 2015).

S.F. Lacroix ise N € Z" olmak iizere, y =&" fonksiyonunun n. tiirevinin

dy  m!
dE™  (m—n)!

E™ m>n (1.1)

oldugunu gostermistir. Ayrica, [ (Gama) fonksiyonlarini kullanarak,

dy _ T(Mm+1) u
d&" I'(m-n+1)

(1.2)

formiiliinii elde etmistir.

Riemann, integral tanimin1 yaparken Taylor serisinin genellestirilmesinden faydalanmis

ve

“f(cf)—ﬁj(f m) f(m)dn +y (&) (13)

integrasyon formiiliinii kullanmistir.

Matematikte kesirli analiz, dinamik sistemler, sinyal isleme, kontrol sistemleri ve yiiksek

salimimli Fredholm integral operatorlerinin spektrumlarinin hesaplanmasi gibi bir¢ok



bilimsel siireci modellemek ve analiz etmek i¢in kullanilmaktadir (Brunner, Iserles,
Norsett, 2011). Bu nedenle, bir¢ok bilim adamu, kesirli diferansiyel denklemlerin analitik
ve sayisal ¢Oziimlerini olusturmak igin dalgacik yontemi (Wang , Yi, 2012),
genellestirilmis diferansiyel doniisiim yontemi (Momani, Odibat, 2007), sonlu farklar
yontemi (Zhang, 2009), Varyasyonel iterasyon yontemi (Odibat, 2010), Adomian
ayristirma metodu (El-Sayed, El-Kalla, 1998), Clique Collocation Metodu (Buyuk,
Bayrak, Demir, 2022) gibi ¢esitli yontemleri uygulamistir.

Bu ¢alismanin ikinci kisminda Uzay Kesirli Schrodinger probleminin Kesirli Clique
Collocation Yontemi ile ¢oziimleri aranmaktadir. Schrodinger denklemlerinin bilimde
kuantum mekanigi, siiper iletkenlik, nonlineer optik ve plazma fizigi gibi ¢esitli
uygulamalari vardir. Ayrica nonlineer Schrodinger denklemleri, optik, plazma fizigi, sivi
dinamigi ve protein kimyasindaki bir¢ok iglemi modellemek i¢in kullanildigindan, fizik,
biyoloji ve miihendislik alanlarindaki bir¢ok bilim insaninin ilgisini ¢ekmektedir
(Wazwaz, 2008). Schrodinger denklemi, plazma ve hidromanyetik dalgalarda, kati bir
cisimde 1s1 iletiminde, nonlineer kararsizlik problemlerinde goriilmektedir (Podlubny,
1999). Kuantum fiziginde yer alan Schrodinger denklemin nonlineer kesirli mertebeden
varyasyonlar1 son yillarda bilim adamlarinin dikkatini ¢ekmektedir. Naber, Mittag-
Leffler fonksiyonlari ile kesirli mertebeden Schrodinger denklemini ele almistir (Naber,
2004). Hi¢durmaz ve Ashralyev, zaman kesirli Schrodinger denklemi analitik
¢ozlimlerini ve kararliligini arastirmistir (Hicdurmaz, Ashyralyev, 2017). Zaman kesirli
Schrodinger denkleminin niimerik ¢oztimleri, kuadratik ve kiibik B-spline sonlu eleman
yontemleri ile Esen ve Tasbozan tarafindan ¢alisilmistir (Esen, Tasbozan, 2017). Uzay ve
zaman Kesirli Schrédinger denkleminin niimerik ¢oziimleri Jakobi spektral yontemi ile

Bhrawy vd. tarafindan bulunmustur (Bhrawy ve dig., 2014).

Kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin niimerik ¢éziimleri, homotopi pertiirbasyon
ve Laplace doniigiim yontemleri ile Aminikhah vd. tarafindan bulunmustur (Aminikhah
ve dig., 2014). Karaman ve Dereli ise kesirli mertebeden Schrédinger denkleminin
niimerik ¢oztimlerini radyal baz fonksiyonlari ile collocation yontemini kullanarak elde

etmiglerdir (Karaman, Dereli, 2019).



Genel olarak, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerinin analitik ¢dziimlerinin
bulunmasi pek miimkiin olmadigi i¢in bu tlir problemlerin ¢oziimlerini elde etmede
niimerik yontemlere bagvurulmaktadir. Teknoloji alanindaki gelismeler de niimerik
yontemlerin daha i1yi sonuglar vermesine olanak saglamaktadir. Sonug olarak, kesirli

Schrodinger problemleri ¢esitli bilim dallarinda 6nemli bir rol oynamaktadir.

Bu ¢alismanin iigiincii kisminda, Kesirli Klein-Gordon Problemini ¢6zmek i¢in, Clique

Dalgaciklar1 olusturarak farkli bir yaklasim izlenmektedir. Fisher ve Solow tarafindan

tanitilan Clique Polinomlari ortogonal polinom olmasa da L, [0, l] i¢in bir taban olusturur

(Fisher, Solow, 1990). Bu da Clique Dalgaciklarini tanimlamamiza olanak saglar.

Standard Klein-Gordon Denklemi, kuantum teorisi, dagitici dalga olaylar1 ve optik
fiberlerdeki ¢esitli siireglerin modellenmesinde 6nemli bir rol oynadigindan, bir¢ok
arastirmact bunu c¢ozmek icin c¢esitli sayisal ve analitik yontemler gelistirmistir
(Abbasbandy, 2007). Kesirli Diferansiyel Denklemlerin ger¢ek hayattaki siireglerin
davramislarini ve bunlarin yerel olmayan dogasimi yansittigi goriilmektedir. Ilgili
siireclerin analizinde bircok matematiksel modelin kesirli genisletilmesi dikkate
alinmaktadir (Singh, 2016). Bu nedenle, bu boliimde yeni tanimlanan Clique Dalgaciklari
ve collocation (diigim) noktalarini bir arada i¢eren yontem aracilifiyla Zaman Kesirli
Klein-Gordon Problemi veya Uzay Kesirli Klein-Gordon Probleminin Caputo anlaminda
¢oziimii hedeflenir (Golmankhaneh, Baleanu, 2011).

Dalgaciklar, kompakt destekli salinim fonksiyonlar1 olarak tanimlanabilir. Chebyshev,
Legendre, Hermite, Bernstein ve Lucas Polinomlari (Saeed, 2015) gibi gesitli polinomlar,
diferansiyel denklemlerin kesikli ve analitik ¢6ziimlerini olusturmak i¢in bazi dalgacik
semalar1 gelistirmek amaciyla dalgacik teorisinde kullanilmistir (Yousefi ve dig., 2005).
Genellikle, bu polinomlarin ortogonallik 6zellikleri, sistem analizi, optimal kontrol,
say1sal analiz, sinyal analizi ve zaman-frekans analizi gibi alanlardaki bircok problemin

analitik veya niimerik ¢6zlinde bir temel olusturur (Guf, Jiang, 1996).

Bagley ve Torvik tarafindan Onerilen Kesirli Bagley-Torvik Problemleri, visko-
elastisitenin kesirli tiirevle tanimlandig1 viskoelastik sontimlii yapilart modellemek icin
kullanilir (Ray, Bera, 2005). Kesirli Bagley-Torvik Problemleri, ger¢ek malzemenin nitel

davranigini analiz etmemizi saglar (Cenesiz ve dig., 2010). Bu nedenle miihendislik ve



uygulamali bilimlerde 6nemli bir rol oynar. Kesirli Bagley-Torvik Problemlerindeki
soniimleme teriminin kesirli tiirevinin derecesi ¢esitli siire¢lerin modellenmesine yol agar
ancak Kesirli Bagley-Torvik Problemlerinde 3/2'ye esittir, bu da soniimlemenin frekansa
bagli oldugu anlamina gelir (Argup, Maayah, 2018). Ayrica Kesirli Bagley-Torvik
Problemleri, bir akiskan i¢indeki viskoz bir akiskana gomiilii bir sert plakanin veya gazin
davraniginin modellenmesinde kullanilir (Sakar ve dig., 2019). Bu ¢alismada, visko-
elastisite teorisinde yaygin olarak kullanilan kesirli Bagley-Torvik denklemini ¢6zmek
icin Clique Dalgaciklar1 olusturarak farkli bir yaklagim uygulanir. Bu ¢alismanin yeni
katkisi, Clique dalgaciklariin ilk kez bu ¢alismada tanimlanmis ve collocation noktalart

ile birlikte kullanilmig olmasidir.

Kiitle ve enerjinin tasinmasi, hava tahmini, reaktorlerde kimyasallarin dagilimi gibi bilim
ve mithendislikteki ¢ok sayida alanda, konveksiyon-difiizyon denklemleri bilimsel
stiregleri modellemek i¢cin 6nemli bir aractir (Saadatmandi ve dig., 2012). Bernoulli
polinomlar1, Legendre polinomlari, Hermite polinomlari, Chebyshev polinomlari vb. gibi
0zel polinomlar kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini olusturmada dnemli bir rol
oynar (Pourbabaee, Saadatmandi, 2021). Ayrica, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
seri formda olusturuldugu 6zel fonksiyon uzaylari i¢in bir temel olustururlar (Xu, Zhang,
Zhao, 2019). Bu nedenle, bu polinomlarin kullanimi, her tiirlii kesirli diferansiyel
denklemi ¢6zmek icin yeni yontemler gelistirmek amaciyla ¢ok sayida bilim alaninda
ortaya ¢ikar. Ortogonallik 6zelligine sahip bazi polinomlar, hesaplamanin bunlarla daha

kolay olmasi nedeniyle birgok aragtirmacinin dikkatini ¢eker (Amin ve dig., 2021).

Graflar, gergek diinyadaki gesitli stire¢leri modellemek igin 6nemli araglardir. Graflar bir
boyutlu uzaylarda saglamasina ragmen, ¢esitli alanlarda daha yiiksek boyutlu uzaylarda
kullanilabilir. Graf teorisi; sayisal analiz, matris teorisi, topoloji, grup teorisi, kiime
teorisi, olasilik ve kombinatorik gibi ¢esitli matematik dallarinin birlesimidir (Shi ve dig.,
2016). Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine ulagsmak i¢in sayisal yontemlerin
gelistirilmesinde, Clique polinomu, Karakteristik polinomlari, Matching polinomlart,
Tutte polinomlart vb. gibi ¢ok sayida grafik polinomu kullanilmistir (Randic ve dig.,
1988).

Bu c¢alisma, alti boliimden olugmaktadir. 1. Boliimde, giris ve literatiir taramasi

verilmektedir. 2. Bolimde, kesirli denklemler i¢in bazi temel tanim ve teoremler



sunulmaktadir. 3. Bolimde, Kesirli Clique Collocation Yontemi, Adi Diferansiyel
Denklemlere, Shrodinger Denklemine, Klein-Gordon Denklemine, Bagley-Torvik
Denklemine ve Konveksiyon-Difiizyon Denklemlerine uygulanmaktadir. 4. Boliimde,
Kesirli Clique Collocation Yo6nteminin algoritmasi verilmektedir. 5. Boliimde, Kesirli
Clique Collocation Yo6ntemi 6rneklerle agiklanmaktadir. Son olarak, 6. Boliimde ise elde

edilen sonuglara dair bilgiler verilmektedir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde, kesirli analizdeki bazi temel kavramlar ifade edilmektedir (Podlubny, 1999).

Tanim 1. Gamma fonksiyonu, kesirli analiz hesaplamalarinda 6nemli bir rol

oynamaktadir. Gamma fonksiyonunun en kapsamli tanimi Euler limiti,

(&)= nin’ 2.1)
‘w:(é +1)(E+2)..(E+N) |

ile yapilmaktadir. Ancak, daha yaygin olarak,

r(§)=[n""e"dn, £>0 22
0

seklindeki tanimi1 kullanilmaktadir. Bu tanima kismi integrasyon uygulandiginda en

onemli 6zelligi olan,

I+ =5T(S) (2.3)
tekrarlama bagintis1 bulunmaktadir.

Tanim 2. B(&,Y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,

B(£,y)=[n"'(L-n)""dn, Re(£)>0,Re(y)>0 (2.4)

bi¢iminde tanimlanan

72
B(&,y) =2 j (sin9)**(cos0)?*do (2.5)
B(S, y)=J mn u_)f” u (2.6)



C(Or(y)

PV =TETy)

seklinde de ifade edilebilir.

Tamm 3. SB. mertebeden Riemann-Liouville integrali (£ > 0),

JP f = p-1
(@‘rwﬂ@ " fndn, f>0, £>0,

I°F (&) =T(&)
seklinde verilir.

Tanim 4. . mertebeden Caputo kesirli tiirevi,

D1 ()= NWDW@)j@ D

m-1<f<m, &£>0,

seklinde verilir. Burada, D™ , m. mertebeden adi diferansiyel operatordiir.

Tanim 5.

> (7= 1)™ =Cy + ¢, (17— 15)" +C, (17— 126) +..,

m=0

0<m-1<p<m, n=n,

seklindeki bir kuvvet serisi kesirli kuvvet serisi olarak adlandirilir.

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Tanim 6. Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli integral denklemlerinin ¢6ziimlerinde, Lévy

ucuslarinda ve kinetik denklemlerin kesirli genellestirilmesinde kullanilmistir. Mittag-

Leffler Fonksiyonlar1 kesirli analizde olduk¢a yaygin olarak kullanilan 6nemli bir

fonksiyondur. e° iistel fonksiyonunun bir parametreli genellemesi,



E()=Y— > 2.12)

seklinde verilir. ¢ =1 ve a = 2 alinirsa,

- 2, z*
E,(2) = Zr(k+1) kZF: 2.13)
E,(2) = gr(zk — cosh(x/2) (2.14)

bulunur. Iki parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu ise,

E, ,(2)= gr(ak 5 @>04>0) (2.15)

seklinde verilmektedir. Bu gosterime Mittag-Leffler tipi fonksiyon da denilmektedir.

Boylece,

E (z)—i " —iz—k—ez (2.16)
- o L(k+1) k! .

E,(2)=Y A i iy 2 e -1 (2.17)
L2 ST(k+2) “k+D)! z2&5(k+) 2 '

) Zk 0 Zk 1 0 Zk+ eZ _1_2

E .(2)= = =— 2.18
1(2) kz_;‘l“(k+3) kz_:;(k+2)! szZ(k+2)l 72 (218)

1 , m-2 Zk
El,m (Z) =3 {e — F} (2.19)
k=0 ™=

seklinde genellestirilmesi elde edilir. Ayrica,



E,.(z° y 3 =cosh 2.20

2a(2) = gr(zku 2 i1 = o) (2.20)
0 0 2k+1 H

EZ’Z(ZZ) Z 21 z _sinh(z) (221)

— r(zk +2) z&@k+)! 2z

olup hiperbolik siniis ve hiperbolik kosinlis fonksiyonlarinin Mittag-Leffler

fonksiyonunun 6zel durumlar1 oldugu goriiliir.

Tanim 7. G, ¢oklu kenarlardan ve dongiilerden arindirilmis bir grafik olsun. G grafiginin

Clique polinomu,

h(G;n) =) an" (2.22)
k=0

ile gosterilir.

Grafik Teorisinde, n koseli tam bir K, grafiginin Clique polinomlari, diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini olusturmak i¢in ele alinmaktadir (Hoede, Li, 1994). Clique

polinomlari,

S(K ;&) =(1+&)" = (gj-ﬁ-(:jf-ﬁ-(;jfz +...+(:J§” (2.23)

seklinde ifade edilir.

Tanim 8. Tam bir alt grafikte Cliquelerin sayis1 6nemli bir rol oynar. Maksimum Clique
G, bir G grafigindeki en yiiksek Clique olarak tanimlanir. m boyutundaki bir Clique,
m'den fazla olmayan bir mesafede diigiimleri iceren maksimum kiime olarak tanimlanir.

Baglantili bir G grafiginde Clique polinomu,

p(G)

C(G;&) =ay(&)+ > a,&’ (2.24)

seklinde verilir. Burada p(@), G'deki toplam @ Clique’lerini temsil eder, a,(¢&) sabiti

10



G'deki toplam sifir Clique’lerini belirtir. m. dereceden kokteyl partisi grafiginin Clique

polinomu, (2.24)'te p(G) =m 'nin yerine konulmasiyla,

C(Kyzi¢) =1+28)" (2.25)
seklinde elde edilir.

Teorem 1.

C={h() =h(»K,) :h(@K,),neN, K, ve h(7,K,) =1} (2.26)

olsun. O halde; C, R ’ nin kapali bir alt kiimesi iizerinde,

.|| = sur/)Jhn ()|, Vh, eC(A) (2.27)
ne

normu ile bir Banach uzayidir.

Teorem 2. € [a, b] olmak {izere, C([a, b]) ‘de stirekli fonksiyonlarin bir dizisi
{hn (77)}, h(n7) fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. Bu takdirde, h(7) fonksiyonu

C([a, b]) ‘de siireklidir.

Ispat: h_ (77) siirekli fonksiyonlarin bir dizisi, N(77) ‘ye diizgiin yakinsak ve & > 0 sabit

bir reel say1 olsun. Bu takdirde, V77 € [a, b] icin,

Ih, (70) = h, ()] <§ (2.28)

dir. Bundan dolay1, her h_(77), C([a, b]) ‘de siireklidir. Hatta burada 6yle bir 0 >0

sayisi vardir ki V77,77 € [a, b] icin ”770 - 77” < & oldugunda

o) =) <5 (2.29)

Ayrica, Minkowski esitsizliginden,

11



&
[ G20) = ()] < 5 (2.30)
yazilabilir. Bundan dolay1; h(7), C([a, b]) ‘de siireklidir.

Teorem 3: 77 € [a, b] i¢in, C([a, b]) ‘de h,(77) fonksiyonlarinin dizisi diizgiin yakinsak

olsun. Bu durumda, C([a,b]) ‘de siirekli bir h(77) fonksiyonu vardir.

Ispat: Riesz-Fisher teoreminden, kK € N igin, f, fonksiyonlarnin dizisi L,(IR) ‘de

kendine yakinsak ise bu durumda burada 6yle bir f € L,(IR) fonksiyonu vardir ki,

k — oo iken | f, — f| >0 (2.31)

olup hemen hemen her yerde bu f fonksiyonu tektir. Daha sonra; {hni (77)}, i=12,...

olmak iizere,

1
() =, ()| < Wi e[ab] (2.32)

alt dizisini segmek miimkiindiir. Ayrica, (2.32)‘den,

h(?]) - Ilm h“i - h”i T (hni+1 - hni) T (h”i+z - h”m) T (233)
yazilir. (2.31) ve (2.32) kullanilarak,

[h=h,|< +[h, —h, [+

hni+1 o h

| (2.34)
<

+... 1=12,..

2| 2|+1 2|—1

olur. Bu da {h_(77){, 1=12,... alt dizisinin h(n) ‘ye C(la,b|) ‘de yakimsak
{h, (7

oldugunu gosterir.

12



Teorem 4. R", R cismi iizerinde N+1 dereceli polinom uzay1 olsun. Zaman kesirli

konveksiyon-difiizyon denkleminin F(&,7):[a,b]x[0,T]—> R" ¢éziimi,

F(Em) = Y3, (0C(Ky06) (2.35)

seklinde verilir.

Ispat: R", R cismi iizerinde Nn+1 dereceli polinom uzay: olsun. Zaman Kesirli
konveksiyon-difiizyon denkleminin F(&,7): [a,b] — R", en fazla n dereceli bir zaman

kesirli konveksiyon-difiizyon denkleminin ¢6ziimii olsun. Bu durumda, Clique Kokteyl
Parti Graf polinomlarinin ortogonal polinomlarini iceren bir
B =C(Ky2:6),C(Kyzi&)-sC(K(5):£),C(K,,12:&) bazt vardir, dyle ki burada
C(Ky2:€)C(Ky5: ), C(K ()5 6), C(K  y(5): &) strastyla, 0,1,2,...,n derece Clique
Kokteyl Parti Graf polinomlaridir.

Sabit bir n i¢in,

n+1

F(&m) = Z_am (MC(K i &) (2.36)

B’nin elemanlarinin lineer bir kombinasyonudur. Her iki taraftaki ayni dereceli

katsayilar esitleyerek a_ (7) katsayilari elde edilir. Buradan, F(&,7)’ ye tam olarak

Clique Kokteyl Parti Graf polinomlarinin lineer kombinasyonu olarak yaklasilir.

Teorem 5. [a, b] X [O,T] tizerinde diizgiin reel degerli simirh F (&,77) fonksiyonu, zaman

kesirli konveksiyon-difiizyon denkleminin ¢oziimii olsun., B tarafindan olusturulan

L, [a, b] uzayl, F(&,7) nin ortogonal Clique Kokteyl Parti Graf polinom agilimi ona

yakinsar.
Ispat.
F(Em) = 8, (C Ky i) 237)
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olsun. Bu denklemin sonlu bir alt uzayi alinirsa,

n+1

F(&m) = Z_am (MC(K i €) (2.38)

denklemini elde ederiz. Burada, <->, i¢ c¢arpim operatori olmak iizere,
a, (7)) =<F(&,n),C(K, &) > seklindedir. Daha sonra,

8,(1) = [ F(&,1),C(Kpp: )A€ (2:39)

seklinde elde edilir. Buradan,
b b
finf FEMC(K,i&)dE < ay(n) < [supF(EmC(K, i d)dé (2.40)

yazilir. Baz1 &, ve & degerleri igin genellestirilmis ortalama deger teoremi kullanilirsa,

Inf F (&) [ C(K i )dE < 2, () <SUpF(&,m)[C(K ) (2.41)

b
elde edilir. Burada, IC(Km(z);f)dé = u ve F "ninreel bir K sabiti ile |a, (7)] < |uK]
a

elde edilir. Bu nedenle, Zai (7) mutlak yakinsar. Dolayisiyla, F(&,#) nin lineer

kombinasyonu, B’ nin baz eleman ile ona yakinsar.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Residiiel Kuvvet Serisi Metodu
D u(&,n) + R(EU(S,7) + N(SHu(S,m) =9(S. 1) (3.1)

fo(6) =u(&,0) = T(5) (32)

seklindeki nonlineer kesirli diferansiyel denklemi alalim. Burada, 7 >0, £€R
n-1l<a<n, R(£) veN(&) sirasiyla lineer ve nonlineer operatdr ve g (&,77) ise

stirekli fonksiyondur. Residiiel Kuvvet Serisi Metodunda (3.1) Denkleminin ¢oziimd,

W)= M 5)’7m 0<a<l £eR, 0<p<R (3:3)

fo(
n=0 1_‘(1

olsun. Buradan, Esitlik (3.3)’iin k +1 terimli kesilmis serisi, K =1,2,... olmak iizere,

- SO

(Em) =D 220 0<q<l £eR, 0<y<R (3.4)
n=0 1_‘(1

seklinde alinsin. Denklemin bagslangi¢ kosulu, U(&,0) = f (&) = (&) oldugundan 1.

Residiiel Kuvvet Serisinin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek i¢in Esitlik (3.4)’de k =1

alinirsa

_ RACHU
U (8o =T()+ - (Lt na) (3.5)
elde edilir. Bu durumda, (3.1) Denkleminin Residiiel fonksiyonu,
Resu(&,77) = D"u(&,m) + R(EU(E,7) + N(Su(&.7) - 9(£,m) (3.6)

seklinde yazilabilir ve buradan K =1,2,... olmak iizere, K. Residiiel fonksiyon ise,

Resu, (£,7) = D“u, (&,1) + R(E)u, (&,1) + N(S)u, (&) — 9(,7) (3.7)
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seklinde ifade edilir. K =1 igin, Denklem (3.7)’de Resu,(£,0)=0 ifadesi

diizenlendiginde f (&) bulunur. f (&), Denklem (3.5)’de yerine yazilirsa 1. Residiiel

Kuvvet Serisinin yaklasik ¢oziimii elde edilir. Daha sonra, K = 2,3,... icin ilk adimdan
daha farkli D\“V“Resu, (£,0) =0 bulunur. Yani bu adimda, Resu, (£,7) ifadesinin

her iki tarafinin . mertebeden tiirevi alinip 77 = 0 ’da sifira esitlenir. Sonraki adimda ise
Resu,(&,n) ifadesinin 2a. mertebeden tiirevi alinip 77 =0’da sifira esitlenir. Bu

sekilde devam edilerek, f (&) degerleri ve ilerledikge u,(&,77) yaklasik ¢dziimleri
sirastyla elde edilir (Senol, Ata, 2018).

3.2. Ikinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Bu ¢alismada, ilk olarak tam bir grafigin Clique polinomlarin1 kullanarak diferansiyel
denklem icin etkili bir niimerik yontem Onerilmistir. Burada onerilen ydntemin
yeterliligini incelemek i¢in bazi problemler ele alinmis ve yakinsama ile de ilgili bazi
teoremler tartisilmistir. Burada, diferansiyel denklemler, Clique polinomlar1 ve
collocation teknigi kullanilarak bir cebirsel denklem sistemine doniistiiriiliip ¢oziilmiistiir.
Onerilen yontemin sonuglari tablo ve grafikler aracilifiyla Taylor Matrix Metodunun

¢Oziimleri ile karsilagtirilmistir.
y'=ft(ny.y) (3.8)
y(0)=a, y@)=b (3.9)

diferansiyel denklemini ele alalim. Burada, ('), 7 bagimsiz degiskenini igeren bagimli

degiskenin tiirevini temsil eder. Ayrica, @ ve b bilinen katsayilardir.

Burada, diferansiyel denklemin ¢6ziimii,

() =Y as(K;ié) 10

Clique polinomlar1 ile aranmaktadir.
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3.3. Uzay Kesirli Schrodinger Denklemi

Bu kisimda, Kesirli Clique Collocation Yontemi kullanilarak Uzay Kesirli Schrodinger
Probleminin sayisal ¢oziimlerinin olusturulmas:i amaclanmaktadir. Oncelikle, Uzay
Kesirli Schrodinger Problemi, collocation noktalar1 ve kesirli Clique polinomlari
araciligiyla adi diferansiyel denklemler ve cebirsel denklemler sistemine indirgenir. Daha
sonra, elde edilen sistem residiiel kuvvet serisi yontemi ile niimerik olarak ¢oziiliir.
Burada 6nerdigimiz Kesirli Clique Collocation Yontemi, kesirli Clique polinomlari ile
residiiel kuvvet serisi yonteminin bir birlesimidir. Kesirli Clique Collocation Y 6nteminin
ne kadar garpici ve etkileyici oldugunu gostermek icin 6rnekler verilmis ve tablolar ve

grafikler ile desteklenmistir.

Bu ¢alismada, agagidaki Uzay Kesirli Schrodinger Problemini

iu, +AD/u +v|u|2u+a(§,77)u =F(&,n), (3.11)
u(s,0)=9(<), (3.12)
u(0,7) = 14 (n), (3.13)
uL) = 1, (), (3.14)

ele alalm. Burada, 0< &, n<1,1< <2, 1, V reel katsayilar, o(&,n7),F(&,77),

o(&), (), w,(n7) kompleks fonksiyonlar ve || modiildiir.

Burada, Schrodinger denklemlerinin  ¢oziimii, Clique polinomlart cinsinden

u(&,n) =v(&,n) +iw(&,n) olmak iizere,

V(&)= Zn‘,ai (MS(K.;&), w(&,n)= _Zn:bi (mMS(K,;$) (3.15)

seklinde aranmaktadir.
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3.4. Uzay ve Zaman Kesirli Klein-Gordon Problemleri

Bu kisimda, Kesirli Klein - Gordon Problemini ¢6zmek igin, Clique Dalgaciklari

olusturarak farkl bir yaklagim izlenmektedir. Fisher ve Solow tarafindan tanitilan Clique
Polinomlart ortogonal polinom olmasa da L, [0,1] icin bir taban olusturur. Bu da Clique

Dalgaciklarini tanimlamamiza olanak saglar (Fisher, Solow, 1990).

Dyu(&, ;) —Dfu(g,m)+u(&,n) = (&), 1<a, <2 (3.16)
u(g,0)=f,(&), u,(50="1(5), 0<&<1 (3.17)
u@,7)=h(n), ul@n)=h,(7), 0<n<l (3.18)

Kesirli Klein-Gordon Problemini alalim. Burada, Kesirli Klein-Gordon denklemlerinin

¢ozimii, ¥/, (n7) Clique dalgaciklari olmak iizere,

u(g’n)zzzcj,i(g)l//j,i(n)' (3.19)
j=0 i=0

seklinde aranmaktadir.

3.5. Kesirli Bagley-Torvik Problemi

Bu kisimda, yeni tanimlanmis Clique dalgaciklari ve collocation noktalarini igeren yeni
bir yontem gelistirerek Kesirli Bagley-Torvik Problemleri igin kesikli ¢oziimler

olusturulmaktadir. Clique dalgaciklari, [0,1] araligindaki Clique polinomlar1 kullanarak

tanimlanir.
D*y(n) + 4Dy () + 4,y(n) = f (), (3.20)
y(0) = 14, K y'(0)+Kk,y(D) = 1, (3.21)

Bagley-Torvik Problemini alalim. Burada O<a <2, D“ operatorii a. mertebeden

Caputo kesirli tiirevi, 4, ve A, sabitler ve f(77) fonksiyonu [0,1] araliginda stireklidir.
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3.6. Kokteyl Partisi Grafiginin Clique Polinomlari ile Zaman Kesirli Konveksiyon-

Difiizyon Denklemi I¢in Yeni Bir Analitik Yontem

Bu kisimda, Zaman Kesirli Konveksiyon-Difiizyon Denkleminin ¢oziimiinii elde etmek
icin tam grafigin Clique polinomu yerine kokteyl partisi grafiginin Clique polinomu

kullanilir.

Dy u(&,m) +b(&)u.(&,n) +c(Su(&,n)=F(Em), 0<E<L, 0<y<T (3.22)
u(,0)=¢(s), 0<£<1, (3.23)

u0,7) = (), uL7) = p,(17), 0<m <T, (3.24)
zaman kesirli konveksiyon - difiizyon problemini géz 6niine alalim.

Burada, (M—1<a<m, me N), D“ operatorii o mertebesinden Caputo kesirli tiirevi,

f (£,n) kaynak fonksiyonunu gosterir.
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4. ALGORITMALAR

4.1. ikinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Bu béliimde, (3.8) - (3.9) probleminin sayisal ¢oziimlerini olusturmak igin Kesirli Clique

Collocation Yo6ntemi asagidaki gibi adim adim sunulmaktadir.

Adim 1. y(77) ‘nin seri agitlimini

n
y(n) =2 &R (4.1)
i=0
seklinde almir. Burada, P.(77) polinomu,
n -
R(7)=> +n) (4.2)
i=0
Kesirli Clique Polinomu olarak tanimlanir.
Adim 2. (3.8) denkleminde seri agilimi yazilirsa,
n n n
> &R ()= f (1,2 cRm). Y cRm) (4.3)
i=0 i=0 i=0
elde edilir.
(n-k)z .
Adm 3. n =cos) ——— |, k=0,1...,n collocation noktalar: uygulanirsa,
n
n . n n
Zcipi (77k) = f (Uwzcipi(??k),zcil:’i'(??k)) (4.4)
i=0 i=0 i=0
elde edilir.
Adim 4. Baslangi¢ ve sinir kosullarinda seri agilimi yazilirsa,
n n
Y.cR0)=a, Y cR®)=b (4.5)
i=0 i=0
bulunur.
Adim 5. Ortaya ¢ikan cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle ¢, 1=0,12,...,n

katsayilar1 bulunur ve Y(77) ¢dziimii bulunur.
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4.2. Uzay Kesirli Schrodinger Problemi

Bu boéliimde, (3.11) - (3.14) probleminin sayisal ¢oziimlerini olusturmak i¢in Kesirli

Clique Collocation Yo6ntemi asagidaki gibi adim adim sunulmaktadir.

Adim 1. Uzay Kesirli Schrodinger Probleminde,

u(g,7) =v(s,m) +w(s, 1) (4.6)

yazilirsa asagidaki denklem sistemi elde edilir:
Vn+lDfW—V‘V2+W2‘W—U(§,77)W= F(&,7), (4.7)
Wn—AD§v+v‘v2+W2‘v+a(¢f,77)v:F(§,77). (4.8)

Adim 2. V(&,77) ve W(&,77) “nin seri agilimlart yerine yazilirsa,

VEM=YaMRE, WEn=YbRE) @9

elde edilir. Burada P, (&) polinomu,

R(&)= i(1+ &P (4.10)
k

Kesirli Clique Polinomu olarak tanimlanir. fk =—, k=0,1,...,n collocation noktalar
n

dikkate alindiginda asagidaki adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir:
> &(R(E)+ 1B 0)DLR(E) —v[@ai (n)ﬁ(xk)jz ‘ (Zb (n)R(ék)ﬂ
(Zb (n)mmj - a(g“k,n)(iziobi (n)R(@)] (&), m-1<B<m,
(4.11)
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ib«n)a@k)—ziai(n)Dfe(ék)+v[(iai(n)e(§k>] {Spmre) ]
(iai(n)lji(é:k)J+G(§k’77)£iai(77)Pi(§k)j: F(Som), m-l<pg<m.

(4.12)

Adim 3. (3.12) - (3.13) baslangi¢ ve sinir degerleri (4.7) - (4.8)’de yerine yazilirsa

asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:

>aORE)=0E), YamRO=w), >amPO =m0 -

&, k=012,..,n-[F], m-1<f<m,

YHORE)=0E). YBMRO =m0, YhRO =) »

&, k=012,..,n=[p], m-1<p<m.

Adim 4. Elde edilen adi diferansiyel ve cebirsel denklem sistemi, residiiel kuvvet serisi
yontemi ile ¢oziiliir ve bilinmeyen a.(17),b.(77), 1=0,1,2,...,n fonksiyonlar1 bulunarak

u,(&,n) yaklasik ¢éziimii olusturulur.

4.3. Uzay Kesirli Klein-Gordon Problemi

Adm 1. Bu bolimde, [0,1] arahigindaki Clique Polinomlar1 kullanilarak,

j=01,..,2“-1vei=0,1..,N, [0,1) araliginda (&) Clique Dalgaciklar

1 ootpeie-j) ,ge[j J’”)

v,:(8)=1o 2 2 (4.15)
0 ,diger durumlarda
22N 1
kullanilir. Burada K 20, N >0 ve o, = <dir.
N+1
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Clique Dalgaciklarmin kiimesi L,[0,1] igin tabandir. K=1 ve N =2 i¢in Clique

dalgaciklart,

1 [ 1
VIR ge|og)
2
l//o,o(é:): \/;0 :1
O ,é:G_E,lj
1 [ 1
V2R celo])
2
l//0,1(5): \/;1 :1
0 ,gE_E,JJ
1l [ 1
L2P(28) ée o,—)
2
Wo,z(é): \/;2 :l
0 ,ﬁe_z,lj
1
0 ,C:,:E‘:O,Ej
‘/’1,0(5):

1

1
\/goﬁpo(zg —1) e {E,lj

1
0 ge{oij

‘//1,1(‘5): 1 1
T VPR 5{5,1]
0 ,.fe[O,%j

‘//1,2(5): 1 1
Eﬁpz(zg—l) ,geb,lj

ile verilmektedir.
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Adim 2. Uzay Kesirli Klein-Gordon Problemi igin bir Uy (&,77) kesikli ¢6ziimii Clique

Dalgaciklari cinsinden

21 N

Uy (f’n)zzzcj,i(f)‘//j,i(ﬂ) (4.22)

=0 i=0

ile aranir. Burada, ¢, ;(¢) katsayilari,

Cii (&)=< Vi (&),uy(&,m) >= Jy/j,i(g)uN (&,mdé (4.23)

i¢ carpimi ile elde edilir.

Adim 3. Her N i¢in,

£ :2'2_;1, i=12..N (4.24)

collocation noktalar1 kullanilirsa herhangi bir N igin, N cebirsel denklemleri i¢eren bir

sistem elde edilir.

Adim 4. Baglangi¢ ve sinir kosullarinda seri agilimi yazilirsa,

u(s,0) = _Z_ch,i(g)l//j,i(o)’ Un(é:,O) = ZZC“ (é:)(//j,i(o) (4.25)
u0.m) = 3 YO, u,@m) =33 c, O, ) (4.26)
seklindedir.

Adim 5. Elde edilen diferansiyel ve cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek

Ciir j,i=0,1,2,...,N katsayilar1 bulunur ve U(&,7) ¢dziimii elde edilir.
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4.4. Zaman Kaesirli Klein - Gordon Problemi

Adim 1. Bu bélimde, [0,1] araligindaki Clique Polinomlar1 kullanilarak,

j=01..2"-1vei=0,1...,N, [0,1) araliginda Vi (n) Clique Dalgaciklari,

- | o
L 2R@2- ) ,ne[l J+1j

Vii (n) = \/;u ?’ 2" (4.27)
0 ,diger durumlarda
22N 1

ile aranir. Burada K >0, N >0 ve g, = ‘dir.

2N +1
Clique Dalgaciklarmin kiimesi L,[0,1] i¢in tabandir. K=1 ve N =2 igin Clique

dalgaciklari,

AR nelo])

NES _

Voo (n) = _ (4.28)
0 1] € %,1}

L apen) ,776_0,%)

N _

V/0,1(77) = _ (4.29)
0 € %,1)

1 [ 1
E\/Epz(%) 17 € _O’Ej

Vo, (1) = - (4.30)

wio(m) = (4.31)

1 1
E\/EPO(ZU_]-) 1] € {5@
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0
w1, (1) = 1 5
——~2R(2n-1)
NED
0
'//1,2(77):

1

7o

ile verilmektedir.

V2P, (27-1) ,neB,lj

0

N |-

-

1
nel=,1
Tk

j (4.32)
J

N -

J

€ {0
(4.33)

Adim 2. Zaman Kesirli Klein-Gordon Problemi i¢in bir Uy (£,7) kesikli ¢oziimii Clique

Dalgaciklari cinsinden

21 N

Uy (&,m) = ZZC” (U)Wj,i )

=0 i=0

(4.34)

ile aranir. Burada, ¢, ;(77) katsayilari,

¢ (7) =<, (). uy (€.1) >= [, (muy (&) d g

i¢ garpimi ile elde edilir.

Adim 3. Her N igin,

2i—-1 .
=— 1=12,...,.N
h 2n

(4.35)

(4.36)

collocation noktalar1 kullanilirsa herhangi bir N igin, N cebirsel denklemleri i¢eren bir

sistem elde edilir.

Adim 4. Baslangi¢ ve sinir kosullarinda seri agilim1 yazilirsa,
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k

N X1 N

N
LN

U(f,O)z L L Cj,i(o)’//j,i(é)a Un(ﬁf’o): L L Cj,i(o)l//j,i(g) (4.37)
U0 = X3y, O u,@m =3 e, @ (4.39)
seklindedir.

Adim 5. FElde edilen diferansiyel ve cebirsel denklem sistemi ¢doziilerek

Ciir J,1=0,1,2,...,N Kkatsayilar1 bulunur ve U(&,7) yaklasik ¢oziimii elde edilir.

4.5. Kesirli Bagley - Torvik Problemi
Problem (3.20) - (3.21) igin Yy(7) yaklasik ¢oziimii,

21 n

Y. () = chj,il//j,i (1) (4.39)

j=0 i=0
seklindeki polinomlarla aranir.

Adim 1. Esitlik (4.39)’un n. derece yaklasiminin Esitlik (3.20)‘de yerine konulmasi ile,

21 n 2-1 n 21 n
chj,i‘//;,i (17) +Alzzcj,iDaWj,i (77)+ﬁ‘2220j,il//j,i (m=1m), m-1l<a<m
=0 i=0 j=0 i=0 j=0 =0

(4.40)

denklemi elde edilir.

r )
Adim 2. Esitlik (4.40)'da 7, =—,r =1,2,...,n—1, collocation noktalari yerine yazilirsa,
n
21 n . -1 n 21 n
chj,il//j,i(nr) +/11zzcj,iDa‘//j,i (n,) +ﬂ’zzzcj,il//j,i(77r) =f() m-l<a<m
j=0 =0 j=0 =0 i=0 i=0

(4.41)
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kesirli adi diferansiyel denklemler sistemi elde edilir.

Adim 3. Esitlik (4.40)'in n. derece yaklagimimi Esitlik (3.21)'deki baslangi¢ ve sinir

kosullarina yerlestirilmesiyle,

21 n
D> w0 =1 (4.42)
=0 i=0
2“1 n 21 n
K, Cj,il//lj,i(o)+kZZZCj,in,i(l):luz (4.43)
=0 i=0 =0 i=0

cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Adim 4. Son olarak, bir kesirli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bilinmeyen Ciis

j=0,1,..,2k-1, i=0,1,...,n katsayilar residiiel kuvvet serisi yontemi ile belirlenir.

Buradan da Yy, (77) yaklasik ¢oziimii olugturulur.

4.6. Kokteyl Partisi Grafiginin Clique Polinomlar: ile Zaman Kesirli Konveksiyon-

Difiizyon Denklemi icin Yeni Bir Analitik Yontemin Algoritmasi

Problem (3.22) - (3.23) i¢in yaklasik ¢6ziimii i¢in 6zel polinomlar kullanilarak
U(gm) = 2.8 mC(Ky;:¢) (4.44)
i=0

seklinde aranir.

Adim 1. Esitlik (4.44)’iin m. derece yaklagiminin Esitlik (3.22)‘de yerine konulmasi ile

3 D78, (1)C(K,:8) +b(E) 2, (1)C (K, )
=0 ) =0 (4.45)
+C(HL2a(NC (K 8) = F(&m), m-1<a<m

denklemi elde edilir.
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1 1 k .
Adim 2. Esitlik (4.45)’te & = > + ECOS(_ﬂ)' k=12,....,m-1, collocation noktalaryla,
m

> D,a (mMC(Kip,):) + b(£)Ya,(nC (Kii &)
" i - (4.46)
+C(gk)LZai(n)C"(Ki(Z);gk): f(fkvﬂ), m-l<a<m

kesirli adi diferansiyel denklemler sistemi elde edilir.

Adim 3. Esitlik (4.45)'te m. derece yaklagimi Esitlik (3.23) - (3.24)'deki baslangig¢ ve sinir

kosullarina uygulanarak,

iai (O)C(Ki(Z) ;&) = ¢(§k) (4.47)
iai (m)C(Ki:0) = 14(n) (4.48)
iai (U)C(Ki(z) 1) = 1, (7) (4.49)

i=0
cebirsel denklemler sistemi elde edilir.

Adim 4. Elde edilen sistemde, bilinmeyen a (7), i=0,1,...,m Xkatsayilar1 Residiiel

Kuvvet Serisi Metodu kullanilarak belirlenir. Buradan u_(&,77) yaklasik ¢oziimii elde

edilir.
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5. SAYISAL ORNEKLER

Graf Teorisi, genis uygulamalar1 nedeniyle bir¢ok matematik¢inin dikkatini gekmektedir.
Clique Polinomlar1; kimya teorisi, uygulamali elektrik miihendisligi, statik dinamik ve

matematiksel biyoloji gibi birgok alanda uygulanmustir.

Ornek 5.1.
y'+Ey'+y=e",y(0)=0,y()=0,-1<£<1 (5.1)
diferansiyel denklemini inceleyelim.
Burada, collocation noktalarmi &, = COS(M) alahm. n=3 i¢in, &, =-1,
n
1 1
S :_E' S :E' s =1lolur.

y(&£) =0,9482 + (—2,28535)(1+ &) + (1,65024) (1 + £)° + (-0,313043)(1+ &)*
seklinde bulunur.

Benzer islemler n=4,5,...,9 i¢cin de yapilmis ve ortaya ¢ikan degerler, Tablo 5.1.‘de

Taylor-Matrix Metodu ile karsilastirilmaktadir. Kesirli Diferansiyel Denklemin ¢esitli n
degerleri i¢in yaklasik ¢ozlim grafigi Sekil 5.1.’de verilmektedir.

Tablo 5.1. Ornek 5.1.’deki Kesirli Diferansiyel Denklemin igin Kesirli Clique Polinomu
Metodu ile Coziimiiniin Taylor-Matrix Metodu ile Karsilastirilmasi.

f Clique Collocation Metod Taylor- Matrix Metod
n=4 n=7 n=8 n=9 n=9

0 | -0.000000000 | -0.000000000 | -0.000000000 | 0.000000000 0

0.2 | -0.129020932 | -0.135476206 | -0.135371013 | -0.135366137 -0.135379
0.4 | -0.203950507 | -0.212793299 | -0.212704552 | -0.212660248 -0.212602
0.6 | -0.213073527 | -0.218975804 | -0.218957451 | -0.218920029 -0.218764
0.8 | -0.147266973 | -0.147906075 | -0.147913683 | -0.147911947 -0.147714
1 | -0.000000000 | -0.000000000 | -0.000000000 | 0.000000000 -0.0000006
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Sekil 5.1. Kesirli Diferansiyel Denklemin Cesitli n Degerleri i¢in Yaklagik Coziim
Grafigi.

Ornek 5.2.

y"+ysin(&) =e°, y(0)=1y@) =0, -1<£<1 (5.2)

diferansiyel denklemini inceleyelim. Sonuglar tablo ve grafik halinde asagida verilmistir.
Tablo 5.2.°de Kesirli Diferansiyel Denklem i¢in Kesirli Clique Polinomu Metodu ile
Cozliimiiniin Taylor-Matrix Metodu ile Karsilastirilmas: gosterilmektedir. Kesirli
Diferansiyel Denklemin ¢esitli n degerleri ig¢in yaklasik ¢oziim grafigi Sekil 5.2.’de

verilmektedir.

Tablo 5.2. Ornek 5.2.’deki Kesirli Diferansiyel Denklemin igin Kesirli Clique Polinomu
Metodu ile Coziimiiniin Taylor-Matrix Metodu ile Karsilastirilmasi.

§ Clique Collocation Metod Taylor- Matrix Metod
n=5 n=7 n=8 n=9 n=7

0 | 1.000000000 | 1.000000000 1.000000000 | 1.000000000 1
0.2 | 0.687976738 | 0.687772427 0.687731271 | 0.687726140 0.687955
0.4 | 0.420151899 | 0.419468713 0.419434621 | 0.419413095 0.419830
0.6 | 0.205613356 | 0.204734235 0.204725310 | 0.204706986 0.205277
0.8 | 0.058985457 | 0.058589206 0.058589295 | 0.058586280 0.059194

1 | -0.00000000 | -0.00000000 -0.00000000 0.000000000 0
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Sekil 5.2. Kesirli Diferansiyel Denklemin Cesitli n Degerleri i¢in Yaklagik Coziim
Grafigi.

Ornek 5.3.

y'+Ey+Ey=1+&+ &

y(0)=1y'(0)+2y@D)-y(-)=-1,-1<£<1 (5.3)

diferansiyel denklemini géz oniine alalim. Tablo 5.3.‘te Kesirli Diferansiyel Denklem
icin Kesirli Clique Polinomu Metodu ile ¢oziimiiniin Taylor-Matrix Metodu ile
Karsilastirilmasi gosterilmektedir. Kesirli Diferansiyel Denklemin ¢esitli n degerleri i¢in

yaklagik ¢6ziim grafigi Sekil 5.3.’te verilmektedir.

Tablo 5.3. Ornek 5.3.’teki Kesirli Diferansiyel Denklemin igin Kesirli Clique Polinomu
Metodu ile Coziimiiniin Taylor-Matrix Metodu ile Karsilastirilmasi.

& Clique Collocation Metod Taylor- Matrix Metod
n=5 n=7 n=8 n=9 n=9

0 | 1.000000000 1.000000000 | 1.000000000 | 1.000000000 1

0.2 | 0.882265420 0.882087097 | 0.882067938 | 0.882070562 0.882055
0.4 | 0.811201474 0.810588347 | 0.810541410 | 0.810532381 0.810520
0.6 | 0.792866105 0.792024919 | 0.791994604 | 0.791964722 0.791965
0.8 | 0.832034395 0.831385548 | 0.831380537 | 0.831332945 0.831360
1 | 0.930773417 0.930325148 | 0.930302988 | 0.930245440 0.930458
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Sekil 5.3. Kesirli Diferansiyel Denklemin Cesitli n Degerleri i¢in Yaklagik Coziim
Grafigi.

Bu kisimda, Kesirli Clique Collocation Yontemi ile Uzay Kesirli Schrodinger
Probleminin niimerik ¢oziimleri olusturulmaktadir. Uzay Kesirli Schrodinger Problemi
collocation noktali kesirli Clique polinomlart araciligiyla adi diferansiyel denklemler ve
cebirsel denklemler sistemine indirgenmis, daha sonra da elde edilen sistem residiiel

kuvvet serisi yontemi ile niimerik olarak ¢oziilmiistiir.

Ornek 5.4.

u, —iDfu =0, (5.4)
u(&,0) =exp(3i&), (5.5)
u(0,7) =exp(-9in), (5.6)
u(L7) = exp((3—9m), (5.7)

[ =2 icin analitik ¢oziimii, U(&,77)=exp((3E—97)i) olan lineer uzay kesirli

Schrodinger problemini goz 6niine alalim.

Nn=2 igin V ve W ’yi temsil eden Kesirli Clique Polinomlar1
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V(&) =a,(l+n)" " +ad+n)"" +a,1+n)’ (5.8)

W(&,77) =by(L+7)" " +b,(L+7)"" +b,(L+7)” (5.9)

seklinde tanimlanir.

v(&,m)ve W(E,77) nin seri formu lineer uzay kesirli Schrodinger probleminde yerine

yazilirsa,
v, + Dfw=0, (5.10)
v(£,0) =cos(3¢), (5.11)
v(0,77) = cos(9n), (5.12)
v(1,7) =cos(3—-97) (5.13)
w, —D/v=0, (5.14)
w(&,0) =sin(3¢), (5.15)
w(0,77) =-sin(97), (5.16)
w(l,7) =sin(3—-97) (5.17)

problemleri elde edilir.

Bilinmeyen a (17),b.(77), 1=0,1,2,...,n fonksiyonlari, residiiel kuvvet serisi yéntemi ile

bulunur. Sekil 5.4.-5.5."te n = 4 i¢in sirastyla yukaridaki algoritma kullanilarak ¢dziimler
gosterilmektedir. Grafiklerden goriilmektedir ki, n = 4 icin V ve W'nin niimerik
¢oziimleri, =2 igin kesin ¢oziime yaklagmaktadir. Tablo 5.4.-5.5.’te ise farkli S
degerleri i¢in sirasiyla V. ve W'nin niimerik ¢Ozlimlerinin hata karsilastirilmalari

yapilmaktadir.
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Tablo 5.4. Ornek 5.4.'te v ve w icin p = 2'deki Hata Karsilastirmasi.

nis

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

\% W

\' W

\' W

\' W

\4 Y

0.001 | 160e-04 1.04e-04 | 3.18e-042.06e-04 | 4.73¢-043.07e-04 | 6.25¢-044.07¢-04 | 7.75¢-04 5.05¢-04
0002 | 155e-04146e-04 | 308e-04289-04 | 458¢-04431e-04 | 6.05-04572e-04 | 7.50e-047.11e-04
0.003 | 148e-041.80e-04 | 294e-04358¢-04 | 4.37e-04534e-04 | 5.78¢-047.08e-04 | 7.16e-04 8.80e-04
0004 | 139e-04207e-04 | 2.76e-044.11e-04 | 4.11e-046.14e-04 | 542¢-048.14e-04 | 6.72¢-04 1.01e-03
0005 | 129e-04226e-04 | 255e-04450e-04 | 3.78¢-046.726-04 | 4.99-04890e-04 | 6.18¢-04 1.11e-03
Tablo 5.5. Ornek 5.4."te v ve w i¢in B = 1.8'deki Hata Karsilastirmasi.
n /5 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
A" W \% W \% W \% W \% W
0.001 | 6.23¢-04568e-05 | 1.24e-03112e-04 | 1.85e-031.67e-04 | 246e-032.20e-04 | 3.06-03 2.73¢04
0.002 | 1.08¢-036.20e-05 | 2.16e-031.23¢-04 | 3.23e-03 1.83e-04 | 4.29¢-032.41e-04 | 5.34¢-03 2.98¢-04
0.003 | 1556-037.92e-05 | 3.08¢-03157e-04 | 4.61e-03234e-04 | 6.12¢-033.09¢-04 | 7.62¢-03 3.84¢-04
0.004 | 201e-031.08¢-04 | 4.00e-032.15¢-04 | 599-03321e-04 | 7.96-034.25¢-04 | 9.91e-03 5.28¢-04
0.005 | 247e-03149e-04 | 4.93¢-032.97e-04 | 7.37e-034.44e-04 | 9.79¢-03588¢-04 | 1.226-027.32¢-04

v(£,0.001)

— T T T T T T
0.8k —e— Gergek d
B=2
0.6 - -3 =1.9 7
—_— =18
04 i 7
B=15
0.2 =
0k 4
-02 - =
04 4
-06 T
-08 - 5
1 ! I 1 I I 1 e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
€

0.8

0.4

w(£,0.001)

) |

0.2

0¢

-0.2 .

0.2 0.3 0.4

0.5 0.6

0.7

0.8 0.9

Sekil 5.5. B 'nin Cesitli Degerleri i¢cin w'nin Sayisal Coziimii.
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Ornek 5.5.

iu, + Dfu —2ulu =0,

u(s,0) =exp(is),

u(0,77) = exp(=3in),

u(L7) =exp(L—9m)i),

B =2 icin analitik ¢dziimii U(E,77)=exp((&—3n)i) olan nonlineer uzay kesirli

Schrédinger problemini géz 6niine alalim.

Sekil 5.6-5.7’de n =
gosterilmektedir. Grafikten goriilmektedir ki, n =4 igin V ve W 'nin niimerik ¢6ziimleri,

£ =2 i¢in kesin ¢oziime yaklagmaktadir. Tablo 5.6-5.7’de ise, farkli S degerleri igin

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

4 i¢in swrasiyla yukaridaki algoritma kullanilarak c¢oziimler

sirastyla V ve W 'nin niimerik ¢6ziimlerinin hata karsilastirilmalari yapilmaktadir.

Tablo 5.6. Ornek 5.5.'te v ve w icin p = 2'deki Hata Karsilastirmasi.

nié

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

Vv w

\' w

\' w

v w

Vv w

0.001

4.81e-05 5.00e-06

9.59e-05 9.97e-06

1.43e-04 1.49e-05

1.91e-04 1.98e-05

2.38e-04 2.47e-05

0.002

9.56e-05 1.72e-05

1.91e-04 3.43e-05

2.85e-04 5.14e-05

3.79e-04 6.83e-05

4.73e-04 8.53e-05

0.003

1.43e-04 3.75e-05

2.85e-04 7.48e-05

4.27e-04 1.12e-04

5.67e-04 1.49e-04

7.07e-04 1.86e-04

0.004

1.90e-04 6.59e-05

3.79e-04 1.32e-04

5.67e-04 1.97e-04

7.54e-04 2.62e-04

9.40e-04 3.27e-04

0.005

2.37e-04 1.02e-04

4.72e-04 2.04e-04

7.07e-04 3.06e-04

9.40e-04 4.07e-04

1.17e-03 5.08e-04

Tablo 5.7. Ornek 5.5.'te v ve w icin p = 1.8'deki Hata Karsilastirmast.

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
nié
Vv w \" w \" w \" w \" w
0.001 8.03e-05 4.46e- 1.60e-04 7.79e-08 2.39e-04 1.00e-07 3.18e-04 1.11e-07 | 3.96e-04 1.12e-07
08
0.002 1.59e-04 2.29e- 3.17e-04 4.55e-06 4.74e-04 6.78e-06 6.31e-04 8.97e-06 | 7.86e-04 1.11e-05
06
0.003 2.37e-04 7.33e- 4.73e-04 1.46e-05 7.07e-04 2.17e-05 9.39e-04 2.88e-05 | 1.17e-03 3.58e-05
06
0.004 3.14e-04 1.51e- 6.26e-04 3.01e-05 9.36e-04 4.50e-05 1.24e-03 5.97e-05 | 1.55e-03 7.42e-05
05
0.005 3.90e-04 2.58e- 7.77e-04 5.12e-05 1.16e-03 7.65e-05 1.54e-03 1.01e-04 | 1.92e-03 1.26e-04
05
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Ornek 5.6.

Dyu(S,m) —u.(&m)—-u(€,n) =0, 1<a<2

w(£,0.001)

—&— Gercek
1¢ B=2
—F=1.9
—_—3=1.8
09 B=1.5
=08
w
>
0.7
0.6
S
0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4

Sekil 5.6. B'nin Cesitli Degerleri icin v'nin Sayisal Coziimii.

05
3

0.6

0.7 0.8 0.9

1

0.9
0.8 &
0.7 + o
0.6 .
v
0.5 po
0.4 pe
0.3 pe —e— Gergek
B=2
0.2 v —_—G3=19
01k po — 7= 1.8
Bi=1.5
0%
-0.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4

Sekil 5.7. B'nin Cesitli Degerleri i¢cin w'nin Sayisal Cozlimii.

u(¢,0)=1+sin($), u,(£,0)=0

0.5

3

u(0,77) =cosh(z7), u(l,7n) =cosh(rn)+sin(l)
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Zaman Kesirli Klein-Gordon Problemini g6z oOniine alalim. Bu denklemin analitik
¢oziimii, U(&,7) = cosh(n) +sin(&) seklindedir. Sekil 5.8.°de a =2, 1.95, 1.9 ve kesin
¢coziim ile k =2, N = 2'ye gore kesikli ¢oziimlerin grafigi gosterilmektedir. Sekil 5.9.-
5.10.°da k = 2, o = 2’ye gore kesin ¢oziimiin ve mutlak hatanin 3 Boyutlu grafigi

verilmektedir.

1.6 T T T T T T T T T
Gergek
15F a=2
' a=1.95
a=19
14
S 13r
12 F
i ” M‘J«‘”}ja =
1 &"Ahwr‘*/ | | | 1 1 !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 5.8. Ornek 5.6. icin o = 2, 1.95, 1.9 ve Kesin Coziim ile k = 2, N = 2'ye
gore Kesikli Coziimlerin Grafiksel Gosterimi.

u(é,n)

Sekil 5.9. Ornek 5.6. igin k = 2, a = 2’ye gore Kesin Coziimiin 3 Boyutlu
Grafiksel Gosterimi.
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Sekil 5.10. Ornek 5.6. i¢in k = 2, a = 2’ye gdre Mutlak Hatanin 3 Boyutlu Grafiksel
Gosterimi.

Sekil 5.8.-5.10.‘da (5.22)-(5.24) Zaman Kesirli Klein-Gordon Probleminin, Clique
Dalgaciklart ve collocation noktalari ile elde edilen kesikli ¢6ziimiiniin, diger mevcut

yontemlerle elde edilen kesikli ¢oziimlerden daha yiiksek dogruluga sahip oldugu

goriilmektedir.

Ornek 5.7.

U,, (&)~ D2uE,n) = f(£m) =0, 1<a <2 (5.25)
U(E0)=E7(1-8), U, (£,0)=E%(E 1) (5.26)
u(0,7)=0, u(L7)=0 (5.27)

Uzay Kesirli Klein - Gordon Problemini géz 6niine alalim (Randic ve dig., 2019). Burada

sag taraf fonksiyonu,
f(&im) =S A-8)exp(-n) —[I'(a +1) -T'(a + 2)S]exp(-7) (5.28)

seklindedir. Ayrica, u(&,n7) =<&“(1—<&)exp(—7), bu denklemin analitik ¢oziimiidiir.
Sekil 5.11.’de a =2, 1.95, 1.9 ve Kesin ¢6ziim ile k =2, N = 2'ye gore Kesikli ¢oziimlerin
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grafigi gosterilmektedir. Sekil 5.12.-5.13.°de k = 2, a= 2’ye gore Kesin ¢oziimiin ve

mutlak hatanin 3 Boyutlu grafigi verilmektedir.

0.16 T T T T T T T T T
Gercek a = 2 /;:::::“:‘w\
0141 |_ 4~ . Yaklasik o = 2 oy N 7
Gercek a = 1.95
012 7 | .~ Yaklasik a = 1.95 i
ik Gerceka = 1.9 |
—~ — =+ —-Yaklasik a = 1.9
= /
S 008 ” .
&2 7
= 006 i .
0.04 4 .
0.02 | -
0 1 1 | 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 5.11. Ornek 5.7. igin o = 2, 1.95, 1.9 ve Tam Céziim ile k = 2, N = 2'ye gore
Kesikli Coziimlerin Grafiksel GOsterimi.

0.15 ~

u(¢,n)

Sekil 5.12. Ornek 5.7. i¢in k = 2, a = 2’ye gére Analitik Coziimiin 3 Boyutlu Grafiksel
Gosterimi.
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Sekil 5.13. Ornek 5.7. igin k = 2, a = 2’ye gére Mutlak Hatanin 3 Boyutlu Grafiksel
Gosterimi.

Sekil 5.11.-5.13.’te, (5.25)-(5.27) Uzay Kesirli Klein-Gordon Probleminin, Clique
Dalgaciklar1 ve collocation noktalari ile elde edilen kesikli ¢oziimiiniin, diger mevcut

yontemlerle elde edilen kesikli ¢oziimlerden daha yiiksek dogruluga sahip oldugu agik bir

sekilde goriilmektedir.
Ornek 5.8.
2 2 3 877%
D y(m)-Dy(m)+y(n)=Tn+n" +——+1 (5.29)
N
y(0)=y'(0) =1 (5.30)

Kesirli Bagley-Torvik Problemini goz 6niine alalim (Sakar ve dig., 2019). Bu denklemin
analitik ¢ozimii, y(77) =7°+n+1 seklindedir. Sekil 5.14.te N= 2, 3’e gore kesikli
¢Oziimlerin ve kesin ¢oziimiin grafigi gosterilmektedir. Tablo 5.8.’de N=3 i¢in sonug¢larin

diger yontemlerle karsilastirilmasi verilmektedir.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
7

Sekil 5.14. Ornek 5.8. i¢in N=2, 3° e gore Kesikli Coziimlerin (Yesil ve Pembe Renkte)
ve Tam Coziimiin (Mavi Renkte) Grafiksel Gosterimi.

Tablo 5.8. N= 3 i¢in Sonuglarin Karsilastirilmasi.

n VIM FIM SLC LWS CWM
(Mekkaoui,2012) | (Mekkaoui,2012) | (EI-Gamel,2017) | (Koundal,2022)
0.01 0.08214 2.76e-3 2.57e-2 1.99e-15 2.22e-16
0.25 0.17315 3.42e-3 1.51e-01 1.22e-14 4.44e-16
0.5 0.10515 1.01e-3 5.44e-01 4.90e-14 0
0.75 1.34104 4.98 e-3 1.083448 1.10e-13 0
1 4.11359 5.01e-3 1.676130 1.96e-13 0

(5.29)-(5.30) probleminin Clique dalgacik ¢6ziimii, diger mevcut yontemlerle
karsilastirildiginda kesin ¢6ziim igin daha yiiksek dogruluga sahip Kkesikli ¢oziimdiir.
Sekil 5.14.’te goriildiigli lizere, C, alt uzaymnda Clique dalgaciklarinin sayisi arttikga,
kesikli ¢oziimler tam ¢dziime yaklasmaktadir. Tablo 5.8.'de gosterildigi gibi, sunulan

yontemin dogrulugu diger mevcut yontemlerden daha yiiksektir.
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Ornek 5.9.

13,3 ..183 . 4\ n(-3+4p)

2 3 1
D? —ZD> - == = — 5.31
y(7) S y(7) 2y(n) 2?7 +477 + 2 n c - (5.31)

o =2
y(0)=0, y'(0)= 16 (5.32)

Kesirli Bagley—Torvik Problemini géz oniine alalim (Fazli, Nieto, 2019). Bu denklemin

3 9
analitik ¢ozimii, Y(7)=n" —5772 +B77 seklindedir. Sekil 5.15.de N= 4’e gore

kesikli ¢oziimlerin ve kesin ¢oziimiin grafigi gosterilmektedir. Tablo 5.9.’da ¢esitli N

degerleri i¢in sonuglarin karsilagtirilmasi verilmektedir.

007 T T T T

T

0.06

—o— Gergek ¢ozim
—#F— Yaklagik ¢ozlim j

}

®

T

0.05 !
5
®

T

0.04

®
¢
P #
@ ®
> 003 & b g
@
J

$

0.02 F
$

0.01 (¥

Of

-0.01 ' ! : :

n

Sekil 5.15. Ornek 5.9. icin N= 4‘e gore Kesilmis Coziimlerin (Pembe Renkte) ve Tam
Cozlimiin (Mavi Renkte) Grafiksel Gosterimi.
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Tablo 5.9. Cesitli N Degerleri igin Sonuglarin Karsilastirilmasi

T

N =2

N=3

N=1

0.1

1.71e-02

7.13e-04

6.25e-16

0.25

9.74e-02

3.70e-03

5.00e-16

0.50

3.27e-01

9.77e-03

1.11e-16

0.75

5.95e-01

1.07e-02

1.67e-16

1

8.09e-01

1.11e-13

2.22e-16

(5.31)-(5.32) probleminin Clique dalgacik ¢6ziimii, diger mevcut yoOntemlerle
karsilagtirildiginda kesin ¢6ziim igin daha yiiksek dogruluga sahip kesikli ¢oziimdiir.
Sekil 5.15.’te goriildigi tizere, C,, alt uzayinda Clique dalgaciklarinin sayisi arttikga,

kesikli ¢oziimler tam ¢ozlime yaklasmaktadir. Tablo 5.9.'da gosterildigi gibi, sunulan

yontemin dogrulugu diger mevcut yontemlerden daha yiiksektir.

Ornek 5.10.
D2y(n)+ Dy(n) + Y(n) = + 50+ 3’7; (5.33)
y(0) = y'(0) =0 (5.34)

Kesirli Bagley - Torvik Problemini goz 6niine alalim (Sakar ve dig. 2019). Bu denklemin
analitik ¢oziimii, Y(17) =n(n° —1) seklindedir. Sekil 5.16.‘de N= 2,3’¢ gore kesikli
¢Oziimlerin ve kesin ¢oziimiin grafigi gosterilmektedir. Tablo 5.10.’da ¢esitli N degerleri

i¢in sonuglarin karsilastirilmasi verilmektedir.
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n

Sekil 5.16. Ornek 5.10. icin N= 2, 3’e gore Kesikli Coziimlerin (Yesil ve Pembe Renkte)
ve Tam Co6ziimiin (Mavi Renkte) Grafiksel Gosterimi.

Tablo 5.10. Cesitli N Degerleri i¢in Sonuglarin Karsilastirilmas.

n N=3 (Koundal, 2022)
0.2 5.551e-17 9.575e-15
0.4 1.665e-16 3.758e-14
0.6 1.110e-16 8.426e-14
0.8 0 1.497e-13

1 0 0

(5.33)-(5.34) probleminin Clique dalgacik ¢6ziimii, diger mevcut yontemlerle
karsilastirildiginda kesin ¢6ziim igin daha yiiksek dogruluga sahip kesikli ¢6ziimdiir.
Sekil 5.16.'da goriildiigii tizere, C,, alt uzayinda Clique dalgaciklarinin sayisi arttikea,
kesikli ¢6ziimler tam ¢oziime yaklagsmaktadir. Tablo 5.10.'da gosterildigi gibi, sunulan

yontemin dogrulugu diger mevcut yontemlerden daha yiiksektir.
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Ornek 5.11.

D*y(7)-D"y(n)=-1-E,((7-1)"), 0<a<l, (5.35)

y0)=y@® =0 (5.36)

Kesirli Bagley - Torvik Problemini goz oniine alalim (Fazli, Nieto, 2019). Bu denklemin
analitik ¢ozimi, y(7) =n(l—E_((7-1)%)) seklindedir. Sekil 5.17.’de a =1, 0.9, 0.8

icin kesikli ¢oziimlerin ve kesin ¢ozliimiin grafigi gosterilmektedir. Tablo 5.11.”de gesitli

N degerleri i¢in sonuglarin karsilastirilmasi verilmektedir.

0.2
0.18
0.16
0.14
0.12

01
0.08
0.06
0.04 : %

0.02 [ &

0.8 1

0.6

0 0.2 0.4

7
Sekil 5.17. Ornek 5.11. a =1, 0.9, 0.8 icin Kesikli Coziimlerin (Pembe, Yesil ve Kirmizi
Renkte) ve Tam Co6ziimiin (Mavi Renkte) Grafiksel Gosterimi.

Tablo 5.11. Cesitli N Degerleri i¢in Sonuglarin Karsilastirilmasi.

—k

N=2

N=3

N=4

..'NT —J

1.29e-02

2.71e-03

2.47¢-04

9.35e-05

5| 1.86e-02

3.63e-03

5.47e-04

8.75e-05

4.07e-03

1.20e-01

2.76e-05

4.05e-05

511.53e-02

9.60e-02

1.05e-04

2.51e-05

0

0

4.16e-17

2.22e-16
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(5.35) - (5.36) probleminin Clique dalgacik ¢éziimii, diger mevcut yontemlere kiyasla

kesin ¢oziim i¢in daha yiiksek dogruluga sahip kesikli ¢oziimdiir. Sekil 5.17.'de C,; alt

uzayinda Clique dalgaciklarinin sayisi arttik¢a kesikli ¢oziimlerin tam ¢oziime yaklastigi
goriilmektedir. Tablo 5.11.'de gosterildigi gibi, sunulan yontemin dogrulugu diger mevcut

yontemlerden daha yiiksektir.

Ornek 5.12.

DUE ) +EU,(Em) ~ U (E) = F(E), O<a <L, (Em)e(O)x(01]  (537)

uE,0)=¢-¢° (5.38)
u@,7)=u@,n)=0 (5.39)
Zaman  Kesirli  Konveksiyon-Difiizyon  Problemini  inceleyelim.  Burada,
f(&n) = Mn“ (E=E)+A+n*)TE-3£%)  seklindedir. Bu denklemin

I'l+a)
analitik ¢oziimii, U(&E,7)=1+n*)(E-E%)  seklindedir. Sekil 5.18.°de gesitli o
degerleri i¢in kesin ve sayisal ¢oziimiin grafigi gosterilmektedir. Tablo 5.12.’de m=3 ve

T=0.1 “de ¢esitli a degerleri icin sonuglarin karsilastirilmasi verilmektedir.

0.45 T T T T T T T T T
04 o oa888ag 1
0.35 1
03 4
025+ E
A
S 02+ 4
3
T 0151 Gereek a = 0.7 5
01k o Yaklasik a = 0.7 i
Gercek o = 0.9
0.05 Yaklasik a = 0.9
0c Gereek a = (.95 )
0 Yaklasik a = 0.95
_005 | | | | T T | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

¢
S

Sekil 5.18. Ornek 5.12. Cesitli o Degerleri i¢in Kesin Ve Sayisal Coziim Grafigi.
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Tablo 5.12. Ornek 5.12. i¢in T= 0.1 ve a=0.7, 0.9, 0.95 Degerlerinde Mutlak Hata.

a=0.7 a=0.9 a=0.95
3 m=6 (FCC) CCM m=6 (FCC) CCM m=6 (FCC) CCM
(Kumar, (Kumar, (Kumar,
2021) 2021) 2021)

0.1 3.0250e-03 6.9389%-17 2.4473e-03 2.7756e-17 2.3521e-03 4.1633e-17
0.2 5.8222¢-03 2.7756e-17 4.7146e-03 2.7756e-17 4.5138e-03 5.5511e-17
0.3 8.1614e-03 2.7756e-16 6.6114e-03 2.2204e-16 6.3227e-03 1.6653e-16
0.4 9.8394e-03 0 7.9728e-03 5.5511e-17 7.6213e-03 1.1102e-16
0.5 1.0675e-02 | 1.1102e-16 | 8.6566e-03 | 2.2204e-16 | 8.2740e-03 0

0.6 1.0492e-02 | 1.6653e-16 | 8.5537e-03 | 5.5511e-17 | 8.1765e-03 | 1.1102 e-16
0.7 9.3727e-03 | 2.7756e-16 | 7.5997e-03 | 3.8858 e-16 | 7.2674e-03 | 1.1102 e-16
0.8 7.1396e-03 0 5.7900e-03 1.1102e-16 5.5422e-03 3.8858¢e-16
0.9 3.9436e-03 1.1102e-16 3.1971e-03 1.6653e-16 3.0699e-03 4.1633e-16

Onerilen yontemle elde edilen mutlak hatalar, Tablo 5.12.'"de a =0.7,0.9,0.95ve T =0.1

icin verilmistir. Sekil 5.18.'de, T =0.1 ve m = 3'teki ¢esitli o degerleri i¢in kesin ve sayisal

¢Oziim grafigi sunulmaktadir. Sekil 5.18.'den sayisal sonuglar kesin ¢oziimle iyi bir uyum

igindedir.

Ornek 5.13.

Dyu(&,m) +2u.(S,m) +u.:(&,m) = £(S.m), O0<a <l (£,7)€(0,1)*(0,]]

u(g,0)=¢?
S TA+a) .,
WO =2 r o
B Nl+a) ,,
u(1’77)_1+21"(1+205)77
Zaman Kesirli

f(E,n)=2n" +2E2 42

Konveksiyon-Difiizyon
seklindedir.
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Bu

Problemini

denklemin

inceleyelim.

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

Burada,

analitik  ¢oziimii,



F(l+ a) 7720(

U(GZJ?)Z":ZZJFZM

seklindedir. Sekil 5.19.‘da T=0.5"te 0=0.5‘de ¢esitli a

degerleri i¢in kesin ve sayisal ¢6zlimiin grafigi gésterilmektedir. Tablo 5.13.°te T=0.5"te

0=0.5‘deki mutlak hatanin diger yontemle karsilastirilmasi verilmektedir.

2 T T T T T T T T T

Gercek a

o0 Yaklasik a
Gercek a =
Yaklasik «

- 0.5
= 0.5

0.6
- 0.6

1.5

Gerecek a = 0.7

O Yaklasik a = 0.7

&
O
A
SO0

O
-
~E
~OOO
e

Sekil 5.19. Ornek 5.13. igin T=0.5’te 0=0.5 i¢in Sayisal ve Kesin Cdziimiin Grafigi.

Tablo 5.13. Ornek 5.13. i¢in T= 0.5 ve 0=0.5"teki Mutlak Hata.

a=0.5
& m=5 (FCC) CCM
(Kumar,2021)
0.1 7.964e-06 0
0.2 3.912e-06 0
0.3 6.162e-06 0
0.4 5.953e-06 0
0.5 2.103e-06 0
0.6 7.639e-06 0
0.7 1.967e-06 0
0.8 8.103e-06 0
0.9 6.019e-06 0
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Onerilen yontemle elde edilen mutlak hatalar, Tablo 5.13.te a = 0.5 ve T = 0,5 i¢in
verilmistir. Sekil 5.19.'"da T = 0.5 ile m = 2'de gesitli a degerleri igin kesin ve sayisal
¢Oziim grafigi gosterilmektedir. Sekil 5.19.’da sayisal sonuglarin kesin ¢oziimle iyi bir

uyum i¢inde oldugunu goriilmektedir.
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6. SONUCLAR

Bu ¢alismada, ilk olarak ikinci mertebeden nonlineer diferansiyel denklem sistemi, grafik
teorisinde kullanilan ve yeni bir yontem olan Clique Collocation Metodu ile niimerik
olarak ¢oziilmiistiir. Verilen 6rneklerde, Clique Collocation Metodunun Taylor-Matrix
Metodu ile karsilagtirilmasi yapilmistir. Elde edilen sonuglara gore, dnerilen yontemin
diger yonteme gore daha kullanish ve daha yakin sonuglar verdigi goriilmiistiir. Ayrica,
alman nonlineer orneklerin analitik ¢oziimii elde edilemeyip Ongoriilen yaklagim ile

¢Ozlimiiniin elde edildigi gdsterilmistir.

Ikinci olarak, etkili ve dogru bir yontem olan Kesirli Clique Collocation Yéntemi, Uzay
Kesirli Schrodinger probleminin sayisal ¢oziimiinii olusturmak i¢in gelistirilmekte ve
kullanilmaktadir. Uzay Kesirli Schrodinger Denkleminin Coziimii, adi ve cebirsel
denklem sistemlerine indirgenerek kesirli Clique Polinomlar1 kullanilarak elde edilir. Bu
sistem, residual kuvvet serisi yontemi ile ¢oziilir. Clique polinomlarinin 6zelliklersi,
¢ozlime biyikk bir dogrulukla ulasmamizi saglar. Sonuglar, etkili ornekler ile

gosterilmektedir.

Ucgiincii olarak, 6zellikle Zaman Kesirli Klein — Gordon Problemi ve Uzay Kesirli Klein-
Gordon Problemi i¢in zaman veya uzay kesirli problemlerinde Clique Dalgaciklarinin
tanimlanmasi ve bunlarin collocation noktalari ile birlikte kullanilmasiyla yeni bir yontem
tanitilmaktadir. Clique Dalgaciklar1 [0,1] araligindaki Clique Polinomlar1 kullanilarak
gelistirilmistir. Bu yontemin dnemli avantajlarindan bir tanesi hem zaman hem de uzay
kesirli problemler i¢in kullanilabilmesidir. Problemi daha az zorlukla ¢6zmemize olanak
saglayan bu yontem ile, Kesirli kismi diferansiyel denklemler, Kesirli adi diferansiyel
denklem ve cebirsel denklem sistemine indirgenir. Elde edilen kesikli ¢6ziimlerin
dogrulugunun, mevcut diger yontemlerin kesikli ¢éziimlerine gére daha yiiksek oldugu

aciklayici 6rneklerle desteklenmektedir.

Dordiincti olarak, Bagley-Torvik Problemlerinin kesikli ¢6ziimlerini olusturmak igin
Clique dalgaciklarini tanimlayarak ve bunlari collocation noktalari ile birlikte kullanarak
yeni bir yontem gelistirilmistir. Yakinsama analizi de sunulmus ve agiklayici 6rneklerle
desteklenmistir. Elde edilen kesikli ¢oziimlerin diger yontemlere kiyasla daha yiiksek

dogruluga sahip oldugu gosterilmistir. Sonug olarak, bu Clique dalgaciklar1 yonteminin
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etkinligi ve dogrulugu arastirilmig ve gdosterilmistir. Bu etkili yaklagim, uygulamali
bilimlerdeki diger kesirli problemleri elde etmek i¢in de kullanilabilir. Gelecekteki
caligmalarda, bu yontem zaman kesirli baslangic deger problemlerinin ve ters

problemlerin kesikli ¢6ziimlerini olusturmak i¢in dikkate alinacaktir.

Bu aragtirmada son olarak, Zaman Kesirli Konveksiyon-Difiizyon Probleminin
¢Ozlimiinii olusturmak i¢in Clique polinomlar1 ve collocation noktalari kullanilarak yeni
bir yaklasim ortaya konulmaktadir. Ilk olarak Zaman Kesirli Konveksiyon-Difiizyon
Denklemi herhangi bir zorlukla karsilasmadan elde edilen kesirli adi diferansiyel ve
cebirsel denklemler sistemine indirgenmektedir. Daha sonra Residiiel Kuvvet Serisi
Metodu kullanilarak bilinmeyen katsayilar ve akabinde de sistemin ¢oziimii elde
edilmektedir. Onerilen ydntemin &nemini gdstermek igin yakimsaklik analizi de
sunulmaktadir. Bu yaklasimin uygulanmasi, Onerilen ydntemin etkinligini ve

dogrulugunu gosteren iki sayisal 6rnek sunularak gosterilmektedir.

Ozetle, bu yontem bircok kesirli problemlerde etkili ve efektiftir. Sonug olarak, mevcut
yontemin sonucu, bilim adamlarinin ve arastirmacilarin matematik problemlerini daha

yiiksek dogrulukla analiz etmelerine olanak tanimaktadir.
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