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OZET

BASLANGIC ZAMANLARI FARKLI
ESLENMIS ALT VE UST COZUMLERLE VERILEN
LINEER OLMAYAN DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCIN
KUASILINEERIZASYON YONTEMI

Firat, Mustafa
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dog. Dr. Ali YAKAR
Nisan 2025, viii + 62 sayfa

Bu tez calismasinda baslangi¢ zamanlar1 farkli eslenmis alt ve iist ¢ozlimlerle
birlikte verilen lineer olmayan baglangic deger problemi (BDP)’nin yaklasik
¢Oziimlerinin elde edilmesi amaciyla kuasilineerizasyon metodu (KLM) kullanilmstir.
Bu maksatla kullandigimiz yontemin hangi kosullar altinda sonu¢ verebilecegi test
edilmistir. Oncelikle lineer olmayan BDP’nin baslangi¢c zaman farkli verilen eslenmis alt
ve iist ¢oziimleri i¢in karsilastirma teoremi verilmistir. Sonrasinda KLM’deki konvekslik
kosulu zayiflatilarak, verilen BDP’nin tek ¢oziimiine yakinsayan ve de bu ¢6ziimii alttan
ve lstten siirlayan monoton fonksiyon dizileri teskil edilmistir. Ayrica bu dizilerin
baslangi¢ zaman farkli eslenmis alt ve iist ¢oziimleri ile verilen lineer olmayan problemin

tek ¢ozlimiine diizgiin ve kuadratik olarak yakinsadigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuasilineerizasyon yontemi, Baslangi¢ deger problemi, Eglenmis

alt ve iist ¢oziimler, Kuadratik yakinsama.



ABSTRACT

QUASILINEARIZATION METHOD
FOR NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS
VIA COUPLED LOWER AND UPPER SOLUTIONS
WITH INITIAL TIME DIFFERENCE

Firat, Mustafa
Master’s Thesis, Deparment of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Ali Yakar
April 2025, viii + 62 pages

In this thesis, the quasilinearization method (QLM) is used to obtain approximate
solutions of the given nonlinear initial value problem (I'\VP) through the usage of coupled
lower and upper solutions with initial time difference. For this purpose, it is tested under
which conditions the method we use can give results. First of all, the comparison results
related to the coupled lower and upper solutions with initial time difference for the given
nonlinear I\VP are discussed. Then, by weakening the convexity assumption in the QLM,
monotonic function sequences converging to the unique solution of the problem and
bounding the solution from below and above have been established. It is also shown that
these sequences converge uniformly and quadratically to the unique solution of the given

nonlinear problem via coupled lower and upper solutions with the initial time difference.

Keywords: Quasilinearization method, Initial value problem, Coupled lower and upper

solutions, Quadratic convergence.
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1. GIRIS

Ilerleyen teknoloji ile birlikte hiz kazanan bilimsel calismalarin ¢dziilmeyi
bekleyen problemleri, ¢cogunlukla karmasik olup dogrusal (lineer) olmayan tiptedir.
Analizdeki fonksiyonlar ile bu dogrusal olmayan problemlerin analitik ¢éziimlerini
elde etmek her daim miimkiin olmadigindan Newton-Rapson metodu, Chapligin
metodu, alt ve iist ¢oziimler metodu gibi farkli yaklasim metotlarina ihtiyag

duyulmustur.
Simdi Rus matematik¢i Sergey Chapligin tarafindan gelistirilen [1]
——=@(t,u), u(ty)=u (1.1)

nonlineer diferensiyel denklemi ile verilen baslangi¢ deger problemi (BDP) igin
yaklasik ¢oziimler metodunu irdeleyelim. Bunun i¢in agsagida verilen su iki denklemi

ele alalim.

du
a:q)l(t,u), u(ty)=u,
du
Ez(bz(t,u), u(ty)=u,

Bu tiir denklemlerin ¢o6ziimii; lineer denklemlerin ve diisik mertebeden

denklemlerin ¢oziimii gibi basit olacaktir. Her (t,u) i¢in asagidaki esitsizlikler

saglansin.

@, (t,u)<D(t,u)<D,(t,u)

Bu durumda (1.1) denklemine ait ¢oziimleri sinirlayan adi tiirevli diferensiyel
denklemlere ait ¢oziimlerin kullanilmas: mimkiindiir. Robert E. Kalaba ve Richard
Ernest Bellman tarafindan ortaya ¢ikarilan [2] ve V. Lakshmikantam tarafindan
gelistirilerek genellestirilen [3-5] kuasilineerizasyon metodu (KLM) ise bu sinirlayici

fonksiyonlar1 elde etmenin yollarindan biri olup lineer yaklasimlar teknigini bilgisayar



teknolojisi ile birlestirmeye imkan tanir ki KLM’nin dayandigi esas, dinamik

programlama teorisinde yatmaktadir [6].

Bellman ve Kalaba'nin orijinal Kuasilineerizasyon tekniginin birincil amaci,
dogrusal olmayan diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimiinii analitik bir formda
acikca temsil etmektir. Bu yaklasim, 6zellikle temel alinan fonksiyon digbiikey
oldugunda, ¢6ziimiin noktasal olarak daha diisiik tahminlerinin elde edilmesine izin
verir. Ozellikle, bu ydéntem, kuadratik yakinsama sergileyen ve bilesenleri dogrusal
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri olan ve de lineer olmayan problemin ¢oziimiini

alttan sinirlayan monoton bir fonksiyon dizisi olusturulmasina olanak tanir [5].

KLM zaman igerisinde bir¢gok modern bilim ve miihendislik dallarinda,
problemlerin ¢dziimiinde kullanilmis ve fayda saglamistir [7-22]. Ornegin; niifus
artisini tahmin etmek {lizere gelistirilen niifus artis modelin ¢6ziimiinii kolaylastirmak
icin KLM uygulanmstir [17]. Bu uygulamada elde edilen matrisler; kismi-zamansal
niifus artis modelinin cebirde ve diger bir¢ok bilim alaninda kullanilan lineer
olmayan denklem sistemlerine doniistiiriilmesinde kullanilmaktadir. Blasius,
Duffing, Thomas Ferm, ve Lane-Emden denklemleri de dahil olmak tizere fizik
alanindaki bir¢ok dogrusal problemlere uygulanmis ve kayda deger sonuglar
vermistir [20-22].

Monoton iterasyon tekniginde [23] ise benzer sekilde alt ve iist ¢oziimler
yontemiyle (1.1) probleminin ¢6ztimiine lineer olarak yakinsayan tekdiize (monoton)
diziler olusturulur. KLM’de ise konvekslik kosulu kabul edildiginden olusturulan

fonksiyon dizilerinin kuadratik yakinsamasi1 miimkiin olmaktadir.

Yalin bir sekilde ifade edilecek olursa; KLM, verilen bir dogrusal olmayan
denklemi ¢ozebilmek i¢in iterasyon teknigini igeren bir yontemdir. Bu yontemle
uygun diizenlemeler yaparak iki adet lineer diferensiyel denklem olusturulur. Oyle ki
bu denklemlerin ¢6ziimii olan fonksiyonlar esas denklemimiz i¢in birer alt ve tist
¢oziim fonksiyonlar: teskil etmektedirler. Iterasyon teknigi uygulanarak bu sekilde

bu lineer denklemlerin yenilerini elde ederiz ki bu denklemlerin ¢6ziim fonksiyonlari;



esas denklemimizin ¢oziimiine alttan ve iistten yakinsayan iki fonksiyon dizisi teskil

eder [5].

Yukarida da bahsedildigi lizere KLM’nin daha genis alanlarda uygulanmasini

kisitlayan @(t,u,v) fonksiyonun u’da konveks olmasi kosulu; daha zayif hipotezler

kullanilarak asilabilmekte ve daha farkli varsayimlar ile metodolojinin

genellestirilebilmektedir [3-5]. Ornegin; ®(t,u,v) fonksiyonunun konveks bir
fonksiyon ile konkav bir fonksiyonun toplami olarak, yani ® = ® + ®, olacak

bicimde ele alinabilmesi de miimkiindiir. Bu da bu teknigin daha yaygin kullanilmasi

i¢in bir firsattir.

KLM’nin daha zayif hipotezler altinda uygulanabilirligi ve yontemin
genellestirilmesi  hususundaki c¢alismalarin yani sira yontemin ¢esitli denklem
tiirlerinin ¢oziimii igin uygulanmasma yonelik ¢alismalar mevcuttur. Ornegin;
baslangi¢c zamanlari farkli alt ve iist ¢oziim fonksiyonlari bilinen veya elde edilebilen
nonlineer diferensiyel denklemler, nonlineer integral denklemler, integro-
diferensiyel denklemler, sinir deger problemleri, fraksiyonel diferensiyel veya
fraksiyonel integral iceren denklemlerde v.b. denklem tiirleri tizerinde KLM
tekniginin uygulandigi ¢alismalar mevcuttur [24-62]. Ayrica alt ve list ¢oziimler
yOntemi, monoton iterasyon teknigi gibi teknikler {izerine yapilan ¢alismalar

KLM’nin daha yaygin kullanilabilmesine katki saglamaktadir.

Bu ¢alismada ise baslangi¢ zaman degerleri farkli eslenmis alt ve tist ¢goztiimler
ile birlikte verilen BDP’nin ¢6ziimiine diizgiin yakinsayan tekdiize alt ve iist ¢oziim
dizileri insa etmek iizere kuasilineerizasyon metodunun uygulanabilirligini
konvekslik kosulu yerine daha zayif hipotezler altinda test edecegiz. Bunun i¢in 2.
boliimde oOncelikle alt ve iist ¢oziim tanimlarina, ilgili karsilastirma teoremlerine,
varlik ve teklik teoremlerine ve kuasilineerizasyon yontemi hakkinda temel bilgilere

deginilmistir. 3. Boliimde ise esas teorem ifade ve ispat edilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda sonraki boliimde KLM’nin uygulanmasina dair verilecek esas
teoremlerin ispatlarinda ihtiya¢ duyulan temel teoremler ve lemmalar ile birlikte

bazi temel kavramlar hakkinda bilgiler verilecektir.

Oncelikle genel tanimlar ve teoremler verilecektir. Akabinde ise alt ve iist ¢dziim
kavramlarina deginilecek ve alt ve tst ¢éziimlerin karsilastirilmasi ile ilgili teoremler
sunulduktan sonra son asamada kuasilineerizasyon yontemi hakkinda bilgiler

verilecektir.
2.1. Temel Kavramlar ve Hazirlayic1 Teoremler

Teorem 2.1.1: [63] ®eC[IxR,R], ueCqyI,R] ve I=[t,t,+T] olsun. u(t)

fonksiyonunun

u'(t) = d(t,u), u(t,) =u, (2.1.1)

Baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimii olmasi igin gerek ve yeter kosul U(t)

fonksiyonunun asagida verilen integral denklemi saglamasidir.

u(t)=u0+j®(s,u(s))ds (2.1.2)

)
Ispat: Kabul edelim ki u(t) fonksiyonu (2.1.1) denklemini saglasin. Yani

u'(t) = d(t,u)

olsun. Esitligin her iki tarafinin to’dan ¢ 'ye integrali alinirsa
t t
[u'(syds = [@(t,s)ds
to to

u(t) - u(t,) =jq>(t,s) ds

elde edilir.



Simdi de varsayalim ki (2.1.2) denklemi saglansin. A¢iktir ki u(t,) = u,

saglanmaktadir.

u(t) =u, +_t[CD(s,u(s))ds

d d|!
EFKDZEJEQW&U“»d{
u'(t) = d(t,u(t))

Integral esitsizlikler araciligiyla diferensiyel denklemlerin ¢dziimiin tekligi gibi
baz1 6zelliklerinin analiz edilmesi miimkiindiir. ileride bununla ilgili olarak Picard ardisik
yaklasimlar dizisi tanim1 ve integral denklemlerin ¢6ztiimiiniin tekligi ile ilgili teoremin

ifadesi birlikte verilecektir.

Tamm 2.1.1: ®(t,u) fonksiyonu bir D cR? bélgesinde tanimli olsun. Eger L>0

olmak tlizere
V(t,u),(t,v)eD igin |®(t,u) - D(t, V)| < Lju—v]| (2.1.3)

esitsizligi saglaniyorsa ®(t,u) fonksiyonuna D ’de “Lipschitz siirekli. ” denir.

Alternatif olarak, ®(t,u) fonksiyonu igin “Lipschitz sartimi saglyor.”
diyebilmemiz igin gerek ve yeter sart her (t,u),(t,v)eD i¢in en az bir L>0 sabiti
bulunabilir 6yle ki

|D(t,u)—D(t,V)|
ju=v

<L, UV (2.1.4)

esitsizligi saglanmaktadir.

Bu L sayis1 “Lipschitz sabiti” olarak adlandirilir. (2.1.3) ile verilen kosula da

“Lipschitz sart1” denir.



Simdi kismi tiirev ile Lipschitz sart1 arasindaki iliskiyi ortaya koyan asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 2.1.2: [62] Kabul edelim ki CD(t,u) fonksiyonu bir D dikdortgensel

bolgesinde tanimli ve siirekli olsun.

D={(t,u):Jt—t,|]<c, u—u,|<d, ¢, d >0}

Ayrica ZB kismi tiirevi D kiimesi tizerinde siirekli olsun. Bu takdirde @ fonksiyonu
u

D bolgesinde Lipschitz sartini saglar.

Ispat: D kompakt bir kiime ve @, (t,u), D ilizerinde siirekli oldugundan

‘iq)(t,u) <K, (t,u)eD
ou

olacak sekilde en az bir K >0 sayis1 vardir.

Buna mukabil Ortalama Deger Teoremi (ODT) geregince ve D kiimesinin

konveks olmasi sebebiyle V(t,u,),(t,u,) €D igin3& € D bulunabilir dyle ki u, <& <u,

ve @(t,u)->d(t,u,)=(u —uz)%Q(t,e’;) olur.

Bu iki sonug birlikte degerlendirilirse;

% p(t2)

[P ) = D) =~ -

<|u,—u,|K (2.1.5)
elde edilir. Burada Lipschitz sabiti K’dur.

Uyan 2.1.1: [62] Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani @(t,u) fonksiyonun D
bolgesinde Lipschitz sartini saglamasi; @, (t,u) kismi tiirevinin var olmasini

gerektirmez.



Ornek 2.1.1: ®(t,u)=|u| fonksiyonu, D={(t,u):|u/<1, |x|<1} kiimesi iizerinde

Lipschitz sartin1 saglar, ancak D’de @, (t,u) kismi tiirevi mevcut degildir. Soyle

Ki
(t,u,),(t,u,) e D olmak iizere ‘d)(t,ul)—q)(t,uz)‘ = Hu1|—|u2” <Ju, —u,|

L=1 olmak iizere d)(t,u) fonksiyonu D kiimesi iizerinde u degiskenine gore

Lipschitz gartini saglar. Ancak (t,0) noktalarinda

o, (1,0) = lim LW =CE0) . Ju
x—0 u-0 x-0 U

IimM=1¢—1: IimM

x=0" U x=0" U

oldugundan D iizerinde @ (t,u) tiirevi mevcut degildir.

Tamm 2.1.2: U € CY1l,R] seklinde verilen u(t) fonksiyonu (2.1.1) BDP’nin bir ¢éziimii

olsun. Asagida sekilde insa edilen {U, (t)}:o:1 , tel dizisine “Picard Ardisik Yaklasimlar

Dizisi” denir.
U, (t) baslangic fonksiyonu

u, (t) = u, +_t|-CD(s,u0(s))ds

u, (t) = u, +id)(s, u,(s))ds

u, () =u, +j®(s,un_1(s))ds (2.1.6)
b

{u, (t)}(::l dizisi asagida verilen Cauchy-Picard teoremindeki kosullari saglarsa

(2.1.1) BDP’nin ¢oziimii olan u(t) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.



Teorem 2.1.3 (Cauchy-Picard): [62] Kabul edelim ki @(t,u) fonksiyonu D

dikdortgensel bolgesinde tanimli, siirekli ve sinirli olsun ve de Lipschitz sarti

saglansin. Yani D iizerinde bir P >0 igin |CI)(t,u)|S P ve ‘v’(t,ul),(t,uz)e D icin
@ (t,u,)—D(t,u,)|< L|u, —u,| olsun.
Burada D = {(t,u) eR?: t—t)|<a, [u—u,|<b, a,b> O} dir.

Bu takdirde (2.1.1) denkleminin bir u(t) ¢6ziimii mevcuttur ve bu ¢dziim bir

tek olup, (2.2.3) ile tanimlanan {u,(t)} ardisik yaklagimlar dizisi bu ¢dziime

4 b
J= {(t.u) eD: |t—t,/<h, h=min (a,Ej} kiimesi iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Teorem 2.1.4: [65] | R kompakt bir kiime ve f:l — R siirekli ise f fonksiyonu

simirhidir. Yani VX e A igin | f (X)| < u olacak sekilde bir x>0 sayisi vardir.

Simdi de ileriki boliimlerde verilecek olan teoremlerin ispatlart esnasinda
karsilasilacak olan bazi integral esitsizliklerin daha basit ve lizerlerinde daha kolay yorum
yapilabilecek integral esitsizliklere doniistiiriilmesine imkan veren Gronwall lemmasina
deginecegiz. Bu lemmanin hipotezinde verilen esitsizlik; Gronwall-Bellman esitsizligi

veya Gronwall esitsizligi olarak da bilinir.

Lemma 2.1.1 (Gronwall Esitsizligi): [62] Varsayalim ki ®(t) ve W(t) fonksiyonlari

t>t, icin negatif olmayan ve siirekli fonksiyonlar ve ¢>0 bir sabit olsun. Bu
takdirde t>t; icin
t
D) <C+ j P (s)D(s)ds 2.1.7)
1%
ise
t
(1) < Cexp[ j ‘P(s)ds} (2.1.8)
b

olur.



Ispat: Hipotez kismindaki esitsizligin her iki tarafi W (t) ile ¢arpilirsa W (t) nonnegatif

oldugundan esitsizlik yon degistirmeyecektir. O halde
t
()P (L) < C+I‘P(s)d>(s)ds (1), t>t,
b

olur. Esitsizligin her iki yani

t
C+ j P (s)D(s)ds

ifadesi ile boliiniirse

PO cq@, 1=,

o L[‘P(s)(b(s)ds
elde edilir.
t
o j Y(s)®(s)ds=h(t) denilirse, h'(t)=d(t)¥(t) olur.
b

Buradan son esitsizlik

h'(t)

h(t)< ()

halini alir ve bu esitsizligin her iki tarafinin t;’dan t’ye integrali alinirsa
h(t) j P(s)ds

bulunur. h(ty)=c oldugu i¢in



t
C+ l P (s)D(s)ds

In

<1 g(s)ds
e[

buradan
t t
dt)<C+ l P(s)D(s)ds < Cexp ‘[ P(s)ds
olur ve ispat tamamlanir.
Sonug 2.1.1: [62] Eger Gronwall esitsizligi Vt >t, i¢in
t
() < kI(I)(s)ds (2.1.9)
%
sekliyle verilirse o halde ®(t) =0 olur.
Ispat: Hipotezden dolay1 t >t,oldugundan herhangi bir £ >0 igin
t
D(t) < & + kI@(s)ds
%

yazilabilir. Bu son esitsizligi Lemma 2.1.1°in hipotezinde verilen esitsizlige

benzemektedir ve s6z konusu lemmanin hiilkmii geregi
t
D(t) < gexp Ide =eexpk(t—t,), t>t,
t
esitsizligi elde edilir. Buradan &£ —0 limiti alinirsa ®(t) <0, t>t, olur ve ®@(t)

fonksiyonunun non-negatif oldugu dikkate alinirsa @(t)=0, t>t, sonucuna

ulagilir.
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Lemma 2.1.2: [62] Kabul edelim ki ®(t), W(t) ve X(t) fonksiyonlar: | :[to,tO+T)

kiimesi tizerinde siirekli ve nonnegatif fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde

t
CD(t)SX(t)+I‘P(s)(D(s)dS, tel (2.1.10)
b
ise
t t
D) < X() + f P(s)X(t) epr‘P(u)du]ds, tel (2.1.11)
t, S

Ispat: (2.1.10) esitsizliginin her iki tarafi W(t) ile ¢arpilirsa hipoteze gore ¥ (t)>0

oldugundan
t
P(H)D(E) < P(O)X() + (D) j P (s)D(s)ds (2.1.12)
b
olur. Simdi

t
Z(t) = j P (s)d(s)ds (2.1.13)
A

olarak secelim. Her iki tarafin da tiirevi alinirsa
Z'(t) =Y(t)D(t) (2.1.14)
olur. O halde (2.1.12) esitsizliginde Z(t) ve Z'(t) ifadeleri yerlerine yazilirsa esitsizlik
Z'(t)-P(t)Z(t) < X(t)P(t) (2.1.15)

halini alir ki bu hali adi diferensiyel denkleme benzemis olur.
t
At) = exp[— j ‘P(s)ds} (2.1.16)
%

integral carpaniyla (2.1.15) esitsizligi genisletilirse
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t t t
Z'(t)exp(— j ‘P(s)ds}—‘P(t)Z(t)exp(— j ‘P(s)dsJ < X(0)¥(t) exp(— j ‘P(s)ds}
t t t

d t t
E[Z(t) exp{— £ ‘P(s)dsﬂ < X(0)¥(t) exp{— t{ ‘P(s)ds}

Z(t)exp

Z(t)exp

Ut

t t
J‘I’(s)dsﬂ < IX(S)‘I’(S) expLJ-‘P(u)dqus
t t

t, b

t ] t t t
_ j \P(s)ds] [Z(to)exp[ j ‘P(s)dsﬂ < IX(S)‘P(S) exp[ j ‘P(u)du}ds
b | b % b

t t t
Z(t) < expL j ‘P(s)ds} X(s)¥(s)exp [- j ‘P(u)du}ds
t

t IS

t st
7(t) < J' X(5)%(s) exp[f+j‘1’(u)du]ds
t, L &,

t t
Z(t) < j X(s)¥(s) exp[ | ‘P(u)du]ds
to S

(2.1.13) esitliginden ve teoremin hipotezindeki (2.1.7) esitsizliginden

t t
d(t)-X(t)<Z(t) < IX(S)‘P(S) exp U‘P(u)du}ds
t S

t t
o(t) < X(t) + j X(5)%(s) exp[]‘l’(u)dujds
to S

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Lemma 2.1.3: [63] Kabul edelim ki ®(t), ¥(t) ve X(t) fonksiyonlar: | =[t,,t,+T)

kiimesi tizerinde siirekli ve nonnegatif fonksiyonlar olsunlar. Ayrica X(t) fonksiyonu |

kiimesi lizerinde azalmayan olsun. Bu takdirde

t
D(t) < X(t) + j P (s)D(s)ds, tel (2.1.17)
4
ise
t
P(t) < X(t) exp{ j ‘P(S)dsJ, tel (2.1.18)
t

olur.

Ispat: (2.1.17) esitsizliginin her iki tarafi X(t) ile boliiniirse X(t) nonnegatif ve

azalmayan oldugundan ve de t; < s <t oldugundan

o(t) 1 td(s)
X050 ! P(s)D(s)ds <1+ tj X YO (2.1.19)
yazilabilir. Simdi
_o)
M(t) = X0 (2.1.20)
almirsa (2.1.19) esitsizligi
t
M(t) <1+ j M(s)¥(s)ds (2.1.21)
b

olur. M(t) ve W(t) fonksiyonlari nonnegatif oldugundan c=1 alinirsa (2.1.21)

esitsizligi; Lemma 2.1.1°nin hipotezinde verilen (2.1.7) esitsizligine benzetilmis olur ve

Lemma 2.1.1 nin hiikkmii geregi

t
M(t) sl.exp[ j ‘P(s)dsj (2.1.22)
b
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olur. (2.1.20) esitligi (2.1.22) esitsizliginde yerine yazilirsa X(t) fonksiyonu nonnegatif

oldugundan

E ; < exp(j‘l’(s)ds}

ve boylece
t
d(t) < X(t) exp( j ‘P(s)dsj
f

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Tamm 2.1.3. (Kuadratik Yakinsama): Bir [a,b] kiimesi tizerinde tanimli @ _(t)

fonksiyon dizisi Vt el i¢in ®(t) fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. Eger

maks|d(t) - , (1) < 4 maks|@() ~o,,0f

olacak bigimde bir A >0 sabiti var ise “{®, (t)} fonksiyon dizisi ®(t) fonksiyonuna

kuadratik olarak yakinsar.” denir.

Teorem 2.1.4 (Integral i¢cin Ortalama Deger Teoremi): [64] Kabul edelim ki ® ve ¥

fonksiyonlari [a, b] kiimesi tizerinde integrallenebilir ve Vit e [a,b] i¢in lI’('[) >0 olsun.

Bu takdirde

= inf d(t) ve M = sup O(t)

tefa,b] tefa,b]

olmak tzere

an(t)qf(t) dt =c_b[‘P(t) dt

olacak sekilde bir Ce [a, b] sayis1 vardir.
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Eger ® fonksiyonu [a,b] tizerinde siirekli ise bu takdirde
b b
o) W) dt=a(t,) [ () dt
olacak sekilde en az bir t, €[a,b] vardur.

2.2. Alt ve Ust Coziimler Yontemine Dair Tammmlar ve Teoremler

Nonlineer problemler iligskin varlik teoremlerinin ispatlamak iizere uygun ve
elverisli bir teknik alt ve iist ¢oziimler metodu olup, bu bdliimde ilerisi i¢in 6nem arz
etmesi nedeniyle alt ¢oziimler ve iist ¢oziimler ile ilgili bazi tanimlar ve teoremler ele
alinacaktir. Ik olarak skaler durumlar igin baslangi¢ deger problemlerini ele alarak alt ve

iist ¢ozlimler metodu ile ilgili 6nemli sonuglar elde edecegiz [59].

®eC[I xR,R], ueCl,R] ve I =[t;,t;+T] olmak iizere (2.1.1) ile verilen

baslangi¢ deger problemini inceleyelim.
u'=o(tu), u(t)=u,
peC'[I,R] fonksiyonu
pPt)<®(t,p), p(t)<uy, tel

esitsizliklerini saglamasi durumunda P(t) fonksiyonuna (2.1.1) ile verilen BDP igin |

aralig1 tizerinde bir alt ¢oziim denir. Benzer sekilde g€ Cl[' ,R] fonksiyonu

qt)=®(t,q), q(t)=u,, tel

Esitsizliklerini sagliyorsa d(t) fonksiyonu (2.1.1) ile verilen BDP igin | aralig: iizerinde

bir iist ¢oziim denir [5].

Bu iki kavrama literatiirde “dogal (natiirel) alt ve iist” ¢6ziim de denilmektedir.
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Simdi esas teoremimizde kullanacagimiz eslenmis alt ve {ist ¢6ziim kavramlarini

tanimlayalim.

Tamm 2.2.1: (2.1.1) ile verilen BDP’yi ele alalim. ®eC[IxR,R],

p,qul[I,]R] ve I=[t0,T] olmak tizere her t el i¢in

p'(t)<@(t,q), p(t,) <U,
qOzotp), )2y,

esitsizlikleri saglaniyorsa bu durumda (IO, Q) ikilisine sirasiyla, “eslenmis alt ve iist

¢coziim” denir [5].

Simdi (2.1.1) ile verilen BDP i¢in sirasiyla alt ve iist ¢éziim olarak verilen

fonksiyonlarin karsilastirilmasi ile ilgili agagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2.1. (Karsillastirma Teoremi):[5] p,qul[I,R] fonksiyonlar1 (2.1.1)

denklemi ile verilen baslangi¢ deger problemi (BDP) igin sirasiyla birer alt ve {ist ¢6ziim
olsunlar. Varsayalim ki @ fonksiyonu tek tarafli olarak Lipschitz sarti saglansin. Yani

U >V olmak tizere

V(tu),(tv)e xR igin @(t,u)—P(t,v)<L(u-v)

olsun.
Bu takdirde

p(t,)<q(ty) iseher tel igin p(t)<q(t) dir.
Ispat: Bu teorem asagida verilen Teorem 2.2.°nin 6zel bir hali oldugu igin ispati

yapilmadan geg¢ilmistir.
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Teorem 222: [5] I1=[t,T], T>t,>20 olmak ﬁzerep,qul[l,R] ve

G eC[ IxR? R] verilsin. Kabul edelim ki u, >u,, v, >v, ve L>0 olmak kaydiyla

asagida verilen dort sarttan herhangi biri saglansin.

(H)

(Hz)

(Hs)

(Ha)

p'<G(t,p,p), q'>G(t,q,9),

G(tu,v) =G (tu,,v,) < L[ (u—u,)+ (v, —v,) |

p'<G(t p.q), 4'=G(t,q,p),
G(t,u,v)-G(t,u,v)< L(u—u,)

G(t,u,v)-G(t,u,v,)=-L(v,—-V,)

p'<G(t,q,p), q'>G(t,p.q),
G(t,u,v)-G(tu,v)=-L(u—u,)

G(t,u,v)-G(tu,v,)< L(v,-v,)

p'<G(t,q,q), q'<G(t,p,p),

G(t,ul,vl)—G(t,uz,vz)Z—L[(Ul—uz)+(V1_V2)]

Bu takdirde p(t,)<dq(t,) oldugunda her tel icin p(t)<q(t) olur.

Ispat: Kabul edelim ki (H1) hipotezi altinda verilen sartlar saglansmlar. Bu durumda

P(t,)<a(ty) oldugunda her tel igin p(t) <q(t) oldufunu gdsterelim. Bu sartin

hipotezi ve hiikkmii Teorem 2.1.2’yi 6zel bir durum olarak kapsamaktadir. Bu nedenle

yapacagimiz ispat Teorem 2.1.2 i¢in de gecerli olacaktir.

Simdi yeteri kadar kiigiik secilen & >0 igin q,(t) =q(t) + £ fonksiyonunu

tanimlayalim. Burada ¢, (t) > q(t) ve q, (t0 ): q (to) oldugu agiktir. Tlirev uygulanirsa
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G (t) = q(t) +&e*
Qo (t) = 0'(t) +3L&e’™
0o (t) > G(t,9,9) +3Le™ (2.2.1)

elde edilir. Hipotez kullanilirsa

G(t,05,9)-G(t,9.9)<L[(d—a)+(d—q)], L>0
G(t.qy.0)-G(t.q,q)<2L(q,—q)=2L&e™
G(t, 0,0 )—2LEe* <G (t,q,q) (2.2.2)

(2.2.1) esitsizligi (2.2.2) esitsizliginde yerine yazilirsa

05 (t) = G(t,q,, 0y ) — 2L&e® +3LEe™
0o (1) 2 G (1,05, ) + LEe™

Gy (t) > G(t,0y,0p) (2.2.3)

her tel igin p(t) <q,(t) oldugu gosterilebilirse & — 0 limiti i¢in ispat tamamlanmis
olur. Varsayalim ki p(t) <q,(t) esitsizligi saglanmasin, dyleyse en az bir t; e(tO,T]

vardir ki
P(t)=0(t) ve p)<gy(t), t<t<t (2.2.4)
olur. Bu nedenle
pP(t)— p(t) <G (t) (L)

p(t) - p(tl) S o (t) —q, (tl)

.t <t<t
= 1 . <t<t
imPO=PE) | G®) =0 (t)
- t-t, tot t-1
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olur ve bu ise (2.2.4) kabulii ile ¢elisir. Simdi bu ¢eliskiyi gosterelim;
G(t, p(t,), p(t)) = P'(t) 2 g5 (t) > G (1, Gy (t,), 0, (1))

O halde sonug olarak her tel igin p(t) <q,(t) elde edilir. £—0 limiti

almirsa her tel igin p(t) <q(t) olur.

Kabul edelim ki (Hz2) hipotezi altinda verilen sartlar saglansinlar. Bu durumda
P(ty) < dy(t,)oldugunda her te | igin p(t) <q(t) oldufunu gdstermek i¢in yeteri kadar

kiiciik segilen & >0 igin
Po(t) = p(t) - e ve q,(t) =q(t) +&e™

fonksiyonlarini tanimlayalim. V& > 0 igin ¢, (t) > q(t), p,(t) < p(t) ve q, (to) > P, (to)

oldugu aciktir
Po(t) = p'(t) -3L&e™ <G(t, p,q)-3Lée™

0, (t) > q(t) icin (H2) hipotezi kullanilirsa

G(t,p.g,)-G(t p.a)=-L(g,—q), L>0
G(t, p,q)<G(t, p,g, )+ L&
pé(t) < G (t, p, q0)+ L§e3Lt _3L§e3Lt

P, (t) < p(t) icin (H2) hipotezi kullanilirsa

G(t,p.0y)—G(t, Py Gy) < L(P—py)
G(t, p.0y) <G(t, Py ) + Lée™
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Buradan

Po (t) <G(t, py, 0, )+ L& + L™ —3Lce™
pé(t) <G (t’ pono)_ I—fesu

Py (t) <G(t, ;. 0

elde edilir. Benzer sekilde q,(t) = q(t) + £e* esitligi kullanilarak

Go(t) = q'(t) +3L&e™
o (t) =G (t,q, p)+3L&e™

g,(t) >q(t) i¢in (H2) hipotezi kullanilirsa

G(t.9, P)~G(t.a,p) < L(d,~0) = L&e™

G (t, q, p) >G (t, Qo> p)_ LgeSLt
(2.2.7) esitsizligi (2.2.6) esitsizliginde yerine yazilirsa
0y (t) = G(t,q,, p) - L&e®™ +3Lse™

P, (t) < q(t) icin (H2) hipotezi kullanilirsa

G(t, 0y, P) —G(t,qq, Po) = —L(p— p,) =—-L&e™
G(tvqo’ p) >G (tvqo’ po)_ Légesu

buradan
0o (t) =G (t, 0y, py ) — L&e® —L&e®™ +3L&e™
0o (t) 2 G (t,0y, po ) + L&E™

do(t) > G(t, 9, Py)
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elde edilir. Simdi her tel igin p,(t) <qg,(t) oldugunu gosterelim. Olmayana ergi
yontemi ile bunu ispat edelim, Varsayalim ki p,(t) <q,(t) esitsizligi saglanmasin,

Oyleyse enaz bir t, € (to ,T] vardir ki

Po(t)=0(t) ve pt)<ay(t), ty<t<t (2.2.9)
olur. Buradan
Po(t)— Py (1) < Ao (1) — o (1)

Po(t) — Py (L) _ Bo® -0 (t)
t—t, t—t,

, t, <t<t

im Pe®=Po(t) - Go(®) — 0 (4)

t—t t— tl t—ot t— tl

Po (t) =g (t,)

esitsizligi elde edilir.
Bu durumda (2.2.5) ve (2.2.8) ile birlikte p, (tl) =0, (tl) oldugu kullanilirsa
G (t Po(t) G (1)) > P5 (1) 205 (1) > G (1,00 (t), Po (1))
olur ve bu ise (2.2.9) kabulii ile ¢elisir.

O halde sonug olarak her tel igin p,(t) <q,(t) elde edilir. &— 0 limiti

almirsa her tel igin p(t) <q(t) olur.

Simdi (Hs) hipotezinin saglanmasi durumunda teoremin ispat1 i¢in yukarida

tanimlandig1 sekliyle

po(t) = p(t) €™ ve gy(t) =a(t) +&e™
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fonksiyonlarmi ele alalm. V& >0 icin q,(t) >q(t), p,(t)<p(t) ve q, (to) > P, (to)

oldugu aciktir. {lk olarak p,(t) = p(t) - £ esitligini ele alalim.
po(t) = p'(t)—3LEe™ <G(t,q,q)—3L&e™

P, (t) < p(t) igin (Hz) hipotezi kullanilirsa

G(t.q,p)-G(t,a,p)<L(p-p,), L>0
G(t,9,p)<G(t,q, p,)+L&e™

p(’)(t) <G (t, q, po) + Lfe?}Lt —3L§e3Lt
0, (t) > q(t) icin (Hs) hipotezi kullanilirsa

G(t,dy: Py ) —G (1,0, Py ) =L (0, —0)

G(t,q,p) <G(t,qy, Py )+ L™

buradan
Po(t) <G(t, 0y, py )+ L& + L™ —3LEe™
p(,)(t) <G (tv Oo» po)_ Lgeau

po (1) <G (t, G, Py)
elde edilir. Benzer sekilde q,(t) =q(t) +£e®" esitligi kullanilarak

Go(t) = q'(t) +3L&e™
0o (t) =G (t, p, q)+3L&e™

P, (t) < p(t) icin (Hs) hipotezi kullanilirsa

G(t’ p,q)—G(t, po’Q)Z—L(p— po): Lee®™

G(t,p,a)>G(t, p,,q)-L&e™
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(2.2.12) esitsizligi (2.2.11) esitsizliginde yerine yazilirsa

o (t)=G(t, pp.q)— L™ + 3L&e®™

0, (t) > q(t) icin (Hs) hipotezi kullanilirsa

buradan

G(t’ po’qo)_G(t’ po’Q)S L(Vo _V): L&e®™

G(t, po’q)ZG(tv po’clo)_l—ées'_t

0o (t) = G(t,q,, Py ) — L& — L& + 3L

Qo (t) =G (t, 0, Py ) — LEE™

0o (t) =G (1,05, Py)

(2.2.13)

elde edilir. Simdi her tel igin p,(t) <q,(t) oldugunu gosterelim. Olmayana ergi

yontemi ile bunu ispat edelim, Varsayalim ki p, (t) < q, (t) esitsizligi saglanmasin, dyleyse

enazhirt, e (tO,T] vardir ki

olur. Buradan

pO(tl)qu(tl) ve py(t) <qgy(t), t,<t<t

po(t)_ po (t1)<qo(t)_qo (t1)

Po(t) — Py (L) _ Bo® -G (t)

—t —t , t, <t<t
fim Po®=Po(t) . Go()— 0o (4)
tot t_t'.l. tot t_tl
Po (tl)zqé (tl)

esitsizligi elde edilir.
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Bu durumda (2.2.10) ve (2.2.13) ile birlikte p, (t1) =0, (tl) oldugu kullanilirsa

G (t, Py (1), (1)) = P (1) = s (1) = G (t,, 0, (1), o (1))
olur ve bu ise (2.2.14) kabulii ile gelisir.

O halde sonug olarak her t e | igin p,(t) <q,(t) elde edilir. & — 0 limiti alinirsa

her t el icin p(t) <q(t) olur.

Son olarak (Hs) hipotezinin saglanmasi durumunda teoremin ispati i¢in yukarida

tanimlandig sekliyle
po(t) = p(t) -&e™ ve q,(t)=q(t)+ se™

fonksiyonlarini ele alalim. V& >0 i¢in q,(t) > q(t)), p,(t)<p) ve q,(t,)> p,(t,)

oldugu aciktir. Tlk olarak p,(t) = p(t)—&e’™ esitligini ele alalim.
po(t) = p'(t)—3L&e™ <G(t,q,q)—-3L&e’™ (2.2.15)

0, (t) > q(t) icin (Ha4) hipotezi kullanilirsa

G(t,05,0,)-G(t.0,0)=-L[(a-0,) +(a-0,)], L>0

G(t,0,0)<G(t,q,,0,)+2LEe™ (2.2.16)
olur. (2.2.16) esitsizligi (2.2.15) esitsizliginde yerine yazilirsa

P () <G(t, 0y, 0y )+2LEe% —3LEe®™

Po () <G(t,0,,0) (2.2.17)
elde edilir. Benzer sekilde;

Po(t) > G(t, p, p)+3LEe™ (2.2.18)

P, (t) < p(t) igin (Ha) hipotezi kullanilirsa
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G(t, P, P)~G (&, Py Po) = L[ (P—Py)+(P— Py )]

G(t, P, p) > G(t, Py po)_ZLé:eSLt
olur. (2.2.19) esitsizligi (2.1.18) esitsizliginde yerine yazilirsa

0o (t) = G (t, py, Py ) —2LEE% +3Le®™

Ao (t) > G (t, o, Py)

(2.2.19)

(2.2.20)

elde edilir. Simdi her tel igin p,(t) <qg,(t) oldugunu gosterelim. Olmayana ergi

yontemi ile bunu ispat edelim, Varsayalim ki p,(t) <q,(t) esitsizligi saglanmasin,

Oyleyse enazbir t, € (to ,T] vardir ki

Po(t)=0(t) ve p(®)<g(), t,<t<t

olur. Buradan

Py (1) — Py (1) < G () — 0y (t,)

po (t)_ po (tl) > qo (t)_qo (tl)

t—t t—t
] 1) - t ]

im Pe®—Po(t) _ .

to t_t1 tot t_tl

P (L) = o (t,)

esitsizligi elde edilir.

0o (t) — 0 (1)

(2.2.21)

Simdi (2.2.17) ve (2.2.20) ile birlikte py(t,)=0,(t,) oldugu kullanilirsa

G (t,, Py (1), 0 (1)) = Py (1) >

olur ve bu ise (2.2.21) kabulii ile gelisir.
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O halde sonug olarak her t e | igin p,(t) <q,(t) eldeedilir. &£ — 0 limiti alinirsa

tel i¢in p(t) <q(t) olur.

Eger (2.1.1.) probleminin | iizerinde p(t) <q(t) sartin1 saglayan p ve q alt ve iist

¢oziimleri bilinirse asagida verilen Teorem 2.2.3’te ispatlanacagi tizere (2.1.1) ile verilen

BDP’nin en az bir ¢éztimii vardir.

Teorem 2.2.3 (Varhk Teoremi): [5] p, qeCYI,R], tel icin p(t)<q(t) olacak
sekilde (2.1.1) ile verilen BDP’nin sirasiyla alt ¢oziimi ve iist ¢oziimii ve de
® e C[Q,R]olsun. Burada Q= {(t,u): p(t)<u(t)<q(t), tel} dr.

Bu takdirde (2.1.1) BDP’nin tel igin p(t) <u(t) <q(t) olacak sekilde bir u(t)

¢Ozuimiu mevcuttur.

Ispat: Kabul edelimki ¢:1xR —> R fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.

p(tu)= maks{ p(t), min[u(t),q (t)]}

O halde ®@(t,p(t,u)), ® fonksiyonunun|xR kiimesi iizerine siirekli bir

geniglemesidir ve @ fonksiyonu Q iizerinde siirli oldugundan ¢ smirh bir

fonksiyondur. Bu nedenle | iizerinde U'(t)=®(t,(t,u)), u(t,) =, olacak sekilde bir

u(t) ¢ozlimii vardir.
£> 0 igin q,0=0,0)+sL+1) ve p,(t)=p,{)-s+1)

fonksiyonlarini tanimlayip ele alalim. Burada p_(t,)<u, <q,(t,) oldugu asikardir. Simdi
tel icin p_(t)<u(t) <q,(t) oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in olmayan ergi yontemi

kullanalim. Kabul edelim ki 6yle bir t, (t,,T] vardir ki

tet,t,) icin p,(t)<u(t)<q,(t) ve u(t)=q.(t)

olsun. O halde u(t,)>q(t,) ve o(t,u(t))=q(t,) olur. Yani

26



p(t)<e(t.u(t))<a(t)

olur. Buradan

q'(t)=@(t,a(t)) =@ (te(t.u(t)))=u'(t)

elde edilir. g/ (t,)>q'(t,) oldugundan

q.(t,)>u'(t)

bulunur ve bu ise te[ty,t,) i¢in u(t)<q,(t) kabulii ile gelisir.
p,(O<u(t)<q, (), tel

olur. £—0 igin

p(t)<u(t)<q(t), tel
elde edilir ve teoremin hitkkmii dogrulanmis olur.
Tamm 2.2.2: [5] ®<C[IxR",R"]|, u,veC|I,R"| olsun. Eger 1<i<n olacak

sekilde VieZ igin u<v ve u;=v, iken ®,(t,u)<®,(t,v) kosulu saglaniyor ise

@ fonksiyonu i¢in “kKuasimonoton azalmayan ézellige sahiptir.” denir.

Simdi ® e C[I XR”,R”} olmak lizere asagida verilen vektorel diferensiyel

denklemi ele alalim.

u'=d(tu), u(ty)=u, (2.2.22)

Siradaki teorem esitsizlik sistemleri i¢in Teorem 2.2.1’in sonlu sistemlere

bir genislemesidir.
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Teorem 2.2.4: [5] wu,ve Cl[l ,R”] biciminde tanimlanan u ve Vv fonksiyonlari

(2.2.22) ile verilen denklem sistemi i¢in sirasiyla birer alt ¢oziim ve iist ¢6ziim olsunlar.

Kabul edelim ki @ fonksiyonuda @ e C[I XR“,R”] bigiminde tanimlansin ve her t € |

i¢in u’da kuasimonoton azalmayana 6zellikte olsun. Bu takdirde her i igin L>0 ve u>v

olmak uzere

@, (t,u)-@, (t,v)<L n (U —v) (2.2.23)

k=1

olsun. Bu takdirde p(t,)<q(t,) ise hertel icin p(t)<q(t) olur.

Teorem 2.2.5: [5] p,qeCYI,R"| ve GeC[IxR",R"] olsun. Kabul edelim ki

asagida verilen hipotezlerden herhangi biri saglansin.

(H) p'<G(t,p.p), 9'>G(t,q,q) vede G(tu,v) fonksiyonu Vtel icin u’da
ve V’de kuasimonoton azalmayan olsun. Ayrica U, >U,, V; 2V, ve L>0 olmak iizere

her bir i igin asagidaki esitsizlik saglansin.

Gi (t’ul’vl)_Gi (t’uzvvz) < I—Zn:[(u1k _uzk)"‘(Vlk _Vzk )}

(H) p'<G(t,p.a), 9'2G(t,q,p) vede G(tu,v) fonksiyonu her bir (t,v) i¢in
u’da kuasimonoton artmayan ve her bir (t,u) iginse v’de kuasimonoton azalmayan olsun.

Ayrica U, > U,, v, 2V, ve L>0 olmak iizere her bir i igin asagidaki esitsizlik saglansin.

G, (t,u,Vv) -G, (t,u,,v) < LG:(ulk—uzk), V(t,v) e I xR"
Gi(t,u,vl)—Gi(t,u,vz)Z—LG:(vlk—v ), VY(t,u)elxR"

k=1

2
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(Hs) p'<G(t,a,p), a'>G(t,p,q) vede G(tu,v) fonksiyonu her bir (t,v) igin
u’da kuasimonoton azalmayan ve her bir (t, U) i¢inse V’de kuasimonoton artmayan olsun.

Ayrica U, >U,, v, 2V, ve L>0 olmak iizere her bir i igin asagidaki esitsizlik saglansin.

G, (t,u,v) -G, (t,u,,v)>— LZ(U1k ~U, ),  V(tV)elxR"
k=1

G (t,u,v,) -G (t,u,v,) < L) (v,

k=1

V), V(t,u) el xR"

-
(He) p'<G(t,q,q), g=G(t,p,p) vede G(tu,v) fonksiyonu Vtel icin u’dave

v’de kuasimonoton artmayan olsun. Ayrica U, >U,, V; 2V, ve L>0 olmak iizere her
bir i i¢in asagidaki esitsizlik saglansin.
n
Gi (t! ul’vl) _Gi (t, UZ'VZ) 2 Lkz_ll[(ulk _uzk ) + (Vlk _Vzk )J

Bu takdirde p(to) < q(to)) oluyorsaher tel igin p(t) <q(t) olur.

Teorem 2.2.6: [5] p,q eCl[I,R”] ve p(t) <q(t) olacak sekilde tanimlanan p ve

fonksiyonlar1 (2.2.22) ile verilen BDP’nin sirasiyla alt ¢6ziimii ve {ist ¢oztimi olsunlar.

Ayrica @ eC[Q,R”} ve @ (t,u) fonksiyonu her tel igin u iizerinde kuasimonoton

azalmayan ozellikte olsun. Burada Q = {(t,u): p(t)<u)<q(), te I}’ dir.

Bu takdirde (2.2.22) ile verilen BDP’nin p(t,) <u, <q(t,) kosulunu saglayan

bir u(t) ¢6ziimii vardir 6yle ki her tel i¢in p(t) <u(t) <q(t) olur.
Uyan 2.2.1: [5] Teorem 2.2.6’in iddiast @ (t,u) fonksiyonu kuasimonoton olmasa da

dogrudur. Ancak (2.2.22) ile verilen BDP i¢in tanimlanan alt ve iist ¢6zlim kavramlar

asagidaki kosullar ile giiclendirilmelidir.
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1<i<n olacak sekildeki her i igin

p/ <@, (t,w) her w igin p(t)=w(t) ve Pp(t)<w<q(t)

g > @, (t,w) her w i¢in g (t)=w(t) ve Ppt)<w<q(t) (2.2.24)

Tamm 2.2.3: 1<i<n olacak sekildeki VieZ igin a, ve b, nonnegatif iki tamsay1 ve

a;+b =n-1 olsun. Ayrica;

pi'Sq)(tv pi’[p]ai ’[q]bi)

(2.2.25)
g < ®<t1qi1[q]ai ’[p]bi )

seklinde tanimlanan (pj, Qi) ikilileri (2.1.1) ile verilen BDP i¢in sirasiyla eslenmis alt ve

list ¢oziimler olsun. Eger CD(t’“i'[“]ai ’[u]bi) fonksiyonu VieZ igin [u]ali lizerinde
monoton azalmayan ve [u]b iizerinde monoton artmayan oluyorsa (D(t,u)
(|

fonksiyonuna “karisik kuasimonoton ézellige sahiptir.” denir.

Teorem 2.2.7: [5] u,ve Cl[l ,R”] fonksiyonlar1 (2.1.1) ile verilen BDP igin sirasiyla

eslenmis alt ve iist ¢6zim ve de @ e C[Q,R“] fonksiyonu karisik kuasimonoton

ozellige sahip olsun. Bu takdirde (2.1.1) ile verilen BDP’nin her tel igin
p(t) <u(t) <q(t) olacak sekilde bir u(t) ¢coziimii vardir.

Sonu¢ 2.2.1: [5] ue Cl[l ,R] ,weC [I ,R"] ve de Aise (aij) elemanlarindan olusan ve
i#] icin a; >0 olacak sekilde nxn tipinde bir matris olsun. Eger u’'<Au+w

oluyorsa asagida verilen esitsizlik saglanir.
t
u(t) <u(t,) e+ j A y(s)ds, tel
b

Simdi ise baslangi¢c zaman farkiyla verilen eslenmis alt ve {ist ¢dziimler i¢in

karsilagtirma teoremini ifade ve ispat edecegiz.
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Teorem 2.2.8: Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin.

() pgeC{R"R|, ®eC[R xR,R] ve p'<d(t,q), p(t,)<u, t 20
q'2®(t, p), q(z,)=u,, 7,20

(i) D(t,u)—-Dd(t,u,)>-L(u,—u,), u, 2u,, L>0

(i) 7, >t, ve ®(t,u) fonksiyonu her u i¢in t’de azalmayandir.

(iv)  @(t,u) fonksiyonu; her t i¢in u’da azalmayan iken her t i¢in p ve q

fonksiyonlar1 da azalmayandir.

Bu takdirde n=t,—t, olmak tlizere
(a) pt)<q(t+rn), txt,

(b) p(t-n) <q(t), txz,

olur.

Ispat: P, Ve q, fonksiyonlar

P (t)=p(), qo(t) =qlt+7), t=t, (2.2.26)

olacak sekilde tanimlanirsa,
o (t)=0a(t, +7)=0,(75)= Uy = p(ty) (2.2.27)
yazilabilir. Ayrica hipotezdeki (ii1) ve (iv) kosullarindan

G)=0'(t+7)2 @ (t+n,p(t+7))2d(t,p(t+7))2@(t,py (1)), t=t, (2.2.28)

py)=p'(t)<@(t,q(t))<d(t,q(t+7))=D(t,q,(t)), t=7, (2.2.29)
yazilabilir. Buise p, ve g, fonksiyonlarmin sirastyla CI)(t, u) fonksiyonu i¢in eslenmis

alt ve {ist ¢oziim olduklarin1 gosterir.
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£>0 olmak iizere P, (t) = p,(t)—<e™, t>1, ve G,(t) =q,(t)+Ee™, t>t,
olacak sekilde P, ve @, fonksiyonlar tanimlanirsa asagidaki esitsizliklerin saglandigi

kolayca gosterilebilir.
Go(t) > g (t) Ve q (to) >0y (to ): q (To) 2 p(to) =Py (to) > Py (to) (2.2.30)

Buradan

Py (1) = pg (1) —2LEe™ < d(t,q, (1)) - 2LEe™ (2.2.31)

G, (t) > g, (t) olmasindan ve (ii) kabuliinden
(2.2.32)

Buradan (2.2.32) esitsizligi (2.2.31) esitsizliginde yerine yazilirsa
Py () <D(t,q,(t))-2LE™ < (1,4, (t))+LEe®™ —2LEe™ < D(t,G, (1))
elde edilir. Yani t>t; icin
Py (t) < @(t,G, (1)) (2.2.33)
elde edilir. Benzer sekilde
Go () > D (t, By () (2.2.34)
elde edilebilir.

Simdi t>t; icin G, (t)> P,(t) oldugunu gosterelim. Varsayalim ki bu ifade

dogru olmasin. O halde dyle bir t >t, vardir ki

Bo(t)=0o(t) ve P()<Go(t), t>t=>t, (2.2.35)

olur. Bu durumda
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tot, tl_t >t tl_t

yazilabilir, yani fi; (t,) > (t,) "dir. O halde (2.2.33) ve (2.2.34) esitsizlikleri her t >t

icin gecerli oldugundan t, >t, i¢in

D (t, G, (t,))> Py (t,)=05 (t,)> @(t, By (L)) (2.2.36)

olur. Hipotezdeki (iv) kosulundan dolayi (2.2.36) esitsizligi f,(t,) =0, (t,) kabulimiizle

celisir. O halde her t>t, igin g, (t)> p,(t) olur.
& — 0 limiti alinirsa g (t)=a(t+7)=p(t), t=>t, sonucuna ulasgiriz.

Bdylece teoremin (a) hitkkmii saglanmus olur. Yani t>t, i¢in p(t)<q(t+7), t>t,

sonucuna ulasilir.

Teoremin (b) hitkmii benzer sekilde ispatlanabilir.

2.3 Kuasilineerizasyon Yontemi

Kuasilineerizasyon metodunun temel prensibi uygun sartlar altinda verilen bir
BDP’nin bir tek ¢oziimiine yakinsayan alt ve iist ¢ozlimler dizileri insa etmektir. Bu
metodun nasil igledigine genel hatlari ile deginmek tizere asagidaki sartlar altinda verilen

BDP’yi ele alalim.

O®eC[IxQR] ve @, ,(tu)>0, (tu)elxQ ve I=[t,T], Q ise R

iizerinde (t,,Uy) igeren ag¢ik kiimeler olmak iizere
u'=®(t,u), u(ty)=u, (2.3.1)

olsun.

33



®,, (t,u)>0, yani @ fonksiyonu u’ya gére konveks oldugundan ODT geregi
d(t,u) = P(t,u,v)=0(t,v)+ D, (t,u)(u—-v), u=v

yazilabilir. Burada W (t,u,v) fonksiyonu u’ya gore lineer oldugu agiktir. Bu nedenle
asagidaki esitlik yazilabilir.

u =d(t,u) = meks‘P(t,u,v) (2.3.2)

Her veC[I xR, R] i¢in u">¥(t,u,v) yazilabileceginden Teorem 2.2.1 (Karsilastirma

Teoremi) uygulanirsa

u(t)=z(t,v), t, <t<t,+a<T (2.3.3)
ifadesi elde edilir. Buradaki z(t,v) ise
7' =¥(t,z,v(t)), z(t,) =u, (2.3.4)

diferensiyel denkleminin ¢oziimiidiir. u(t) ise | kiimesinin kompakt 1, =[t,,t, +a] alt
kiimesi tizerinde (2.3.1) BDP’nin bir ¢éztimiidiir. Uygun bir v(t) secilmesi durumunda

(2.3.1) BDP’nin ¢oziimiine iliskin olarak |, kiimesi lizerinde alt sinirlar bulunabilir.

Her v(t) fonksiyonu i¢in (2.3.3) esitsizligi saglanmakla birlikte u(t) =v(t) olmasi

durumunda esitlik s6z konusu olacaktir. Bu nedenle u(t) = maks z(t,v) yazilabilir.

Buradan da anlasilacag iizere (2.3.2) esitliginin sag tarafindaki ifadeyi maksimize

eden fonksiyon aslinda u(t) fonksiyonunun bizzat kendisidir. Boylece ardisik yaklagimlar
yonteminin uygulanabilir oldugu anlasilir. Bu yontemle v(t) fonksiyonu ile adim adim

(2.3.1)’in arzulanan ¢6ziimii olan u(t) fonksiyonuna alttan yaklasilmaktadir.

Kabul edelim ki v, (t) ; (2.3.1) ile verilen BDP’nin bir alt ¢6ziimii ve baslangi¢

fonksiyonu olsun.
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Vo) < D(t,ve(), V() <u,

Bu halde agagida verilen lineer diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinden olusan

monoton azalmayan {Vn (t)} fonksiyon dizisi teskil edilebilir.

Vi) =D (t,v, )+ D, (t,V, ) (v, —Vos), v, (t,) =,
< <

V(1) <O <) <. <Y, O <V, @) <UD, tel,

Buradaki u(t) fonksiyonu (2.3.1) ile verilen BDP’nin [t,,t, +a]kiimesi iizerinde bir
¢oziimiidiir ve {v,(t)} fonksiyon dizisi bu ¢dziime yakinsamaktadir. Bu yakinsamanin

monoton ve diizgiin oldugu standart teknik yardimiyla gosterilebilir [50].

Ayrica bu yakinsamanin kuadratik oldugu asagidaki esitsizligin saglanmasi ile

ispatlanabilir.

maks|u(t) —v, (t)] < k maks|u(t) —v,, @)
Buradaki k pozitif bir sabit sayidir.

Eger ® fonksiyonu konkav olmak iizere V,(t) baslangi¢ fonksiyonu

VOZO(LYM), V()

sartiyla verilirse (2.3.1) ile verilen BDP’nin bir tek ¢6ziimii u(t) fonksiyonunu istten

siirlayan ve bu fonksiyona diizgiin ve kuadratik yakinsayan bir fonksiyon dizisi teskil
edilebilir.

Simdi KLM’ye dair en temel teoremlerden birini verelim ve yontemi anlamaya

calisalim.
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Teorem 2.3.1: [5] Kabul edelimki p,, g, e C*[I,R] ve ®eC*’[Q,R] fonksiyonlari

icin asagidaki sartlar saglansin. Burada Q={(t,u): p,(t) Su<q,(t), tel} dir.

(A1) po<@(t,p,), 05 =@ (t,0,), Gy (t) = py(t), tel

(A2) @, (t,u)=0

Bu takdirde | araligi iizerinde (2.1.1) ile verilen BDP’nin ¢6ziimiine diizgiin ve

tekdiize olarak yakinsayan {p,(t)} ve {q,(t)} dizileri mevcuttur ve yakinsama

kuadratiktir.

Ispat: (A2) kosulunda verildigi {izere @, (t, U)Z 0 olmasi nedeniyle asagidaki esitsizlik
yazilabilir.

O (t,u,)-d(t,u,)>d,(t,u,)(u,—u,) (2.3.5)

Lipschitz kosulu ile kismi tiirev arasindaki iligki ile ilgili olan Teorem 2.1.1.

geregi @ (t,u) fonksiyonu Lipschitz sartini saglar.

O halde q,(t)>u, (t)>u,(t)>p,(t), tel olmak iizere
—L(u,—u,) <D(t,u)-D(t,u,)<L(u,—u,), L>0 (2.3.6)

Simdi asagida verilen lineer baslangic deger problemlerini ele alalim.

() =D(t, py)+ P, (t, Py ) (P — Py), P (o)

G (t) = D (t, 0 ) + D, (L, Po) (G — ) o (t,) =Yg (2.3.8)

Il
<
o
—~
N
w
\l
~

Burada q,(t)>u, > p,(t) dur.

Simdi o, = p, — p, fonksiyonunu teskil edelim. Bu esitligin tiirevi alinir ve

(2.3.5) kullanilirsa;
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o] =Py — P < @(t,py)~[ (L, p)+ P, (8, o) (P~ Py) ]
<O, (t, po)(po - p1)=q)u (t! po)al

olur. Ayrica o, (t))= P, (t,)— P, (t,) <Uy —U, =0 oldugundan asagidaki esitsizlik elde

edilir.
o<, (t,py)o,,  o,(t)<0

Bu diferensiyel esitsizlik ¢oziilirse her tel igin p,(t) > p,(t) sonucu elde

edilir.

Simdi de o, = p, —q, fonksiyonunun tanimlayip irdeleyelim. Bu esitligin tiirevi

alinir ve (2.3.6) esitligi kullanilirsa;
oy =Py — Gy SP(t, g )+ P, (t, P ) (P = Py) — P (L) (2.3.9)
olur. g,(t) > p,(t) oldugundan (2.3.5) esitsizliginden

D(t, Py )+ D@, (L, Py ) (Ao — Po) <P (1) (2.3.10)

esitsizligi elde edilir. (2.3.10) ifadesi (2.3.9) ifadesinde yerine yazilirsa

oy SD(t,py)+ @, (t, Py ) (P~ Po) [ P (L Py )+ P, (1. P ) (G — Po) ]

o, <@, (t,py) 0
Ayrica o, (t,) = p,(ty)— 0, (t,) < U, —U, = 0 oldugundan asagidaki esitsizlik elde edilir.
o, <D, (t,py)o,,  0,(t)<0
Bu diferensiyel esitsizlik ¢oziiliirse her t e | igin q,(t) > p,(t) sonucu elde edilir.

Elde edilen sonuglar birlestirilirse her te | igin q,(t) > p,(t) = p,(t) olur.
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Benzer siiregler tekrar edilerek her te |l igin q,(t) >0, (t) > p,(t) esitsizligine
ulagilabilir. Simdi g, (t) > p,(t) esitsizliginin saglandigini gosterelim. g, (t) > p,(t)
oldugundan (2.3.5) esitsizligi kullanilirsa pl'SCD(t, pl) elde edilir. Bu ise p,(t)

fonksiyonunun (2.1.1) ile verilen BDP i¢in bir alt ¢6ziim oldugunu gosterir.

Benzer sekilde ¢, (t) fonksiyonunun (2.1.1) ile verilen BDP i¢in bir iist ¢6ziim
oldugu gosterilebilir. Teorem 2.1.2 (Karsilastirma Teoremi) geregi q,(t) > p,(t), tel

sonucu elde edilir.

Yukarida izlenen siire¢ defalarca tekrar edilirse (2.1.1) ile verilen BDP’nin alt

¢oziimlerinden olusan {p,(t)} ve fiist ¢oziimlerinden olusan {q,(t)} dizileri

olusturulabilir.
P < PO < PO PO M <q, M. <qM<qH), tel

Simdi ise timevarim metoduyla bunu ispat edelim. O halde kabul edelim ki bazi

n>1 degerleri i¢in

Py <D, (t, pk—l) y Oy 2D, (t: qk—l)’ P1<0,, tel

ve
pk—l(to) =0y (to) =U,

olsun. Bu kabul altinda 6ncelikle | kiimesi iizerinde p, ; < p, <q, <0, , esitsizliginin
saglandig1 gosterilmelidir. Bunun igin ¢dzlimleri sirasiyla p, ve @, olan asagidaki

lineer baslangic deger problemlerini ele alalim.

P (1) = CI)(t, pk—l)+q)u (tv pk—l)( P — pk—l)’ P, (t,) =u, (2.3.11)

) =@(t,q.,)+P, (1, P ) (A% A1), All) =, (2.3.12)

Onceki agsamalarda yapildig1 gibi o =p,,—p, fonksiyonu tanimlanmak suretiyle

o'=0,(t,p,)o ve o(t,)=0 elde edilir ve buradan her tel ig¢in p,(t)<p,(t)
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gergegine ulasilir. Benzer islemler uygulanarak | izerinde p,,(t)<q,(t),

q.(t) <q,,(t) ve p(t)<q,(t) elde edilir. Boylece

Po<P <P <P <P =0, 20, <...2Q, <0 <0y, tel

olacak sekilde, (2.1.1) ile verilen BDP’nin bir tek ¢6ziimii olan u(t) fonksiyonuna sirasiyla

alttan ve Gstten yakisayan {p, (t)} ve {q,(t)} fonksiyon dizileri teskil edilmis olur.

Standart teknik ile gosterilebilir ki bu yakinsama monoton ve diizgiindiir. Simdi

yakinsamanin kuadratik oldugunu gosterelim. Yani u(t) ¢Oziimii ic¢in asagidaki

esitsizligin saglandig1 gosterilmelidir.

mtalks|u(t)— P, ()| <k mtalks|u(t) - pn_l(t)|2, n=012,.. ve 1>0

Simdi { P, (t)} — Uu(t) yakinsamasinin kuadratik oldugunu gosterelim. Bunun igin

a,(t)=u(t)— p,(t) fonksiyonunu tanimlayalim. a,(t)>0 ve a,(t,) =0 oldugu kolayca

gosterilebilir. Buradan (A2) kabiilii kullanilarak

&y (t) =u'(t) - py(t)
= O(t,u) = [(t, pyy) + @y (t Pt ) (Py = Prs) ]
= O(t,u) ~ D (t, Py ) =Py (8 Poy ) (P = Poa)
=0, (,5)(U=P,1) =P, (tPys) (201 -3,)
<@, (tu)(a,,)-®, (t.p,,)(a,,—a,)
=[ @, (tu)-@, (t. p,1) [(8,1) + @, (t. )2,
=[ @ (6.&)(u=py) (21) + @, (t 7,0 ) 3

= CI)uu (t'é:Z)ar?—l +q)u (t’ pn—l)an

elde edilir. Burada a, <¢,,&, <u olup Q kompakt kiime ve bu kiime iizerinde @, @,
ve @, siirekli oldugundan her (t,u)eQ igin |®, (t,u)| <P ve |®,, (t,u)<R olacak

sekilde P,R >0 sabitleri vardir. Boylece
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a (t)<Ra;,+Pa,, a,(t)=0
diferensiyel esitsizligi elde edilir ve buradan

d(e™a,())

<e™Ra?, (t
dt n—l( )

t
e™a (t)<R j e ™ a?, (s)ds
t

R 2 -PT
a, (t)< 5 maks a; (s)(e""-1)

R 2 -PT
a,(t) < P rygléts, a;(s)e
ve
maks|u(t) - p, (t)] <k maks|u(t) - P, n=012,.ve 1>0

olur.

Simdi {q, (t)} - u(t) yakinsamasmmn kuadratik oldugunu gosterelim. Bunun iin
b, (t) =, (t) —u(t) fonksiyonunu tammlayalim. b, (t)>0 ve b, (t,)=0 oldugu kolayca
goriiliir,
by (t) = g, (t) —u'()
=[®(t.q,,)+ D, (t, p,y)(dy —doy) |- (L)
=®(t,q,,)-Ptu)+D,(t,p,,)(b,—b,,)
<D, (t,0,,)(0y—u)+ P, (t, P,y )b, =D, (L, Py )by
<[®@,(t,0,,)— @, (t P,y) |by + @, (t, P, 4)b,

= q)uu (t’ 5)[an—1 + bn—l] bn—l + q)u (t’ pn—l) bn
burada p,, <& <4q,, olup yukarida belirlenen P, R >0 sabitleri yerlerine yazilirsa

O =236, eS8l +Ph,, by (1) =0

diferensiyel esitsizligi elde edilir ve bu ¢oziiliirse asagidaki esitsizlik elde edilir.
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P P
3 t t

Re
maks ty—u(t) +
2P tel |qn—l() ()| 2P

maks|q, (t) -u(t)] < maks|u(t) -, ©)f

Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 2.3.1: i—l: =d(t,u)=u’; u(0)=1 baslangic deger problemini ele alalim.

Agiktir ki @, (t,u)=2>0 oldugundan ® konveks bir fonksiyondur.

KLM’yi uygulamak i¢in Teorem 2.3.1’in (A1) kabuliinii saglayacak sekilde yani

verilen BDP ig¢in sirastyla alt ve iist ¢oziim sartlarini saglayan p,(t) =1, q, (t) =e?

fonksiyonlarini segelim. Sectigimiz bu iki fonksiyonun s6z konusu sartlar1 sagladigin

kolayca gosterebiliriz. Yani

Py ) <O(t, py); P, (0) <1

g, (t) = @(t,q,);  0,(0) 21

esitsizlikleri saglanir. O halde p,(t) ve q,(t) fonksiyonlar: kullanilarak KLM asamalari

uygulanmak suretiyle, verilen BDP’nin tek ¢Oziimiine sirasiyla alttan ve {istten
yakinsayan fonksiyon dizileri teskil edilebilir. Bu iki fonksiyon ayn1 zamanda s6z konusu
fonksiyon dizilerinin ilk terimleridir. Simdi bu iki dizinin bir sonraki terimlerini
belirlemek icin p; ve gqq fonksiyonlarimi sirasiyla asagidaki lineer baslangic deger

probleminin ¢éziimleri olacak sekilde segelim.

P, =®(t, p,)+@, (t, ) (P—Po);  P(0)=1

o =P (t,0)+ P, (Lpo)(0h—0):  &(0)=1

Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

I
[

p, (t)-2p, (t)=-1; p.(0)

g, (t)-2q,(t)=e"—2e*; q,(0)

I
H
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Bu lineer problemlerin tek ¢6ziimleri mevcut olup gerekli islemlerden sonra kolaylikla

¢Oziilebilir.

pl(t):%(e2t +1)

et 1
t)=——2te + =%

Bu 6rnekte yer alan nonlineer BDP’nin ¢6ziim fonksiyonuna ait grafik, KLM
uygulandiginda elde edilen alt ve iist ¢oziim fonksiyonlarinin grafigi ile birlikte Sekil

2.1.’de verilmistir.

3
p0
u(t)
25+ q0 | 7
P
/’/
2 7}
15
1 T \ \ | | | \ \ |

0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.3 0.35 04 045 0.5

Sekil 2.1. Alt ve iist ¢oziimler grafigi

Sekil 2.1.°de de goriildiigii lizere KLM ile elde ettigimiz alt ve iist ¢oziim
fonksiyonlart p, ve @,’in grafikleri; baslangigta sectigimiz p, ve q,’in grafiklerine
nazaran ¢dziim fonksiyonunun grafigine daha yakindir. Iterasyon ile ¢dziim fonksiyonunu

cok daha yakindan sinirlayan alt ve {ist ¢6ziim fonksiyonlar elde edilebilir.
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Uyan 2.3.1: Teorem 2.3.1’in hipotezindeki sartlar1 saglayan alt ve iist ¢oziimleri ayni
anda her zaman basit olmayabilir. Konuyu oOrneklendirmek i¢in asagidaki Riccati

tipindeki BDP’yi irdeleyelim.
u'=0(t,u)=u+g(t), u(0) =u, (2.3.13)

Bu problemin ¢oziimiinii bulmak tizere alt ¢6ziim p,(t) fonksiyonunu dogru se¢mek

kolaydir. u?> >0 oldugundan alt ¢6ziim fonksiyonu olarak
t
Po (1) =P, (0)+[a(s)ds,  py(0)<x
0

secilebilir. p;(t)=a(0) olmas: ile birlikte (2.3.13) probleminin ¢dziimii olan u(t)
fonksiyonunun mevcut oldugu herhangi bir aralikta bu c¢oziime yakinsayan ve

azalmayan {pn (t)} fonksiyon dizileri olusturulabilir. Buna mukabil bu problem i¢in

uygun bir iist ¢oziim bulmak ¢ok zor olacaktir.

Bu arada Teorem 2.3.1’in ispat1 i¢in tanimlanan lineer BDP’lerin ¢6zlimleri olan

g, (t) fonksiyonlarini teskil ederken Newton-Fourier metodu uygulanmustir.
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3. BASLANGIC ZAMANLARI FARKLI ESLENMIS ALT VE UST COZUMLERI
ILE VERILEN LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN COZUMU IiCiN
KUASILINEERIZASYON YONTEMININ UYGULANMASI

Esas teoremimizin verilecegi bu boliimde oncelikle eslenmis alt ve {ist ¢oztimleri
bilinen bir BDP’nin ¢6ziimiinii alttan ve dstten sinirlayan fonksiyon dizileri
olusturulmasinda KLM’nin kullanilabilirligi ile ilgili teoremin ifadesine yer verilecektir.

Sonrasinda esas teoremimiz ispati ile birlikte verilecektir.

Teorem 3.1: [5] Kabul edelim ki t e I =[t,,t, +T] olmak iizere asagidaki sartlar

saglansin.
(B1) py, & eC[LR], po<®(t,0y), G=D@(t,py), tel
(B2) ®eC*[Q,R], @, (t,u)=0 burada Q:{(t,u): p,t)<u<q,(t), te I}’dlr.

(Bs) @,(t,u)<0;yani ® fonksiyonu u’ya gore her t i¢in artmayandir.

Bu takdirde | iizerinde (2.1.1) ile verilen BDP’nin ¢6ziimiine diizgiin ve monoton

yakinsayan {p,(t)} ve {q,(t)} fonksiyon dizileri mevcuttur ve de bu yakinsama

kuadratiktir.

Ispat: Bu teoremin ispati esas teoremimizin ispati ile benzer oldugundan verilmemistir.

Simdi ise (2.1.1) ile verilen BDP i¢in baslangi¢c zamanlar1 farkli eslenmis alt ve iist
¢Oziimlerinin verilmesi durumlarinda KLM kullanilarak so6z konusu BDP’nin tek
¢ozlimiine yakinsayan alt ve list ¢6ziim dizilerinin, hipotezde konvekslik kosulunun
zayiflatilmasina ragmen olusturulabilecegini asagidaki esas teoremimiz ile gostermeye

calisacagiz. Akabinde ise bu teoreme bagl olarak iki adet sonug¢ hiikmii verilecektir.
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Teorem 3.2.  p, ve q sirasiyla (2.1.1) ile verilen BDP’nin sirastyla alt ve iist ¢oziimleri
olsun ve kabul edelim ki asagida verilen sartlar saglansin.

(C) P, eCILR], 1 =[tyt,+T], 9 eC1,,R], 1,=[z,,7,+T], T>0
0<ty <7, olmak iizere t€[ty,7o+T] icin Po(t) S@(t,0y(t)), Go(t) =D (L, py(t)) ve

po(to)<qo(fo)
(C2) ®eC™[I,xR,R], 1,=[t,,7,+T] ile verilen ®(t,u) fonksiyonu t’de

her u igin azalmayan ve u’da her t i¢in artmayandir.

(C3) Qiizerinde @, (t,u) fonksiyonu u’da her t i¢in azalmayandir ve de

Ui>Uz olmak tizere su esitsizlikler saglanair.
D (t,u,)>D(t,u,)+D,(t,u,)(u —u,) (3.1.1)
@, (t,u,) -, (t,v,)|<Lju,—u,[, L>0 (3.1.2)

Burada Q={(t,u):t, <t<t,+T, Py(t)<u<qy(t)} olup Gy(t) =p(t+7), 7 =7,—t,,
P (t) = P (1) Ve t, <s, <z, dir.

(Cs4) p, ve q, fonksiyonlar1 I, araliginda artmayan fonksiyonlardir.

Bu takdirde {p,(t)} ve {g,(t)} monoton dizileri vardir ki (2.1.1)
denkleminin [s,,s,+T] arali iizerinde u(s,)=u, baslangi¢ kosulunu saglayan tek

¢Ozlimiine diizgiine kuadratik olarak yakinsarlar.

Ispat: (Cs) kabuliinden ¢,(t)=q,(t+7), p,(t)=p,(t) ve (Ci) kabuliinden

Jo (To) = Py (to) oldugundan Gy (t,) =d,(t, +7,) = dy(z,) = P, (t;) = Py (t,) yazilabilir.
Yani §,(t,) = p,(t,) olur. Ayrica (C2), (C3) ve (Cs4) kabullerinden dolay:

tO StStO-i-T 19111

DO(t, py (L) = D(t, py (1)) < DL, py(t+77,)) S D(t+77,, Py (t+77,)) <y (t+77,) = Gy (L)

buradan
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Go(t) = @ (1, By (1))
elde edilir. Benzer gerekgelerle t, <t <t;+T icin

f’é(t) = po(t) < (D(tvqo (t)) < q)(t’qo (t +771)) = q)(tvqo (t))
buradan

Po(t) <@ (t,G,(1))

(3.1.3)

(3.1.4)

elde edilir. Béylece p, ve ¢, fonksiyonlarinin (2.1.1) ile verilen BDP’nin eslenmis

alt ve iist ¢coziimleri oldugunu gostermis olduk.

Hipotezdeki (Cz) ve (Cs) kabuliinden p,(t) <u, <u, <{,(t) olmak lizere

_L(ul _uz) < (D(t’ul) _(D(tauz) y L(Ul _uz)

yazilabilir.

Simdi asagida tanimlanan eslenmis problemleri ele alalim.

u'=M (t+772’ po’qo;v)
=c1>(t+772,q0)+q>u(t+q2,qo)(v—q0), U(to)zuo

V'=N(t+7,, . o u)
=(D(t+7721Iﬁo)+q’u(t+7721qo)(u—5o) ) V(to)zuo

burada p,(t) <G(t) <G, (t) olup (3.1.5) esitsizligi ve (Cs) kabuliinden

@
Gy = D (t+7,, By ) = D(t+7,, G )+ P, (t+77,,G0 ) (Fo — )
(

t+7,, Py, o r)o)

Py <P (t+77,,0y) <

()
M
O (t+77,, By )+ @, (t+77,,6,) (G — Do)
N(

f)éS (t+ﬁ2,qO)EM(t+ﬂ21ﬁoiqo;qo)
t+17;, o o3 o)
N

q(')zq)(t+772,f)0)5 (t+772’p0’q0;p0)
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olur. (3.1.6) ve (3.1.7) denklemleri lineer oldugundan Teorem 2.2.3 geregi (3.1.6) ve

(3.1.7) denklemleri ile verilen eslenmis BDP’nin P, < p,,§; < ¢, olacak sekilde bir tek

(P,,0,) ¢oziimii vardir. O halde

p= M(t+772’ ﬁo’qo;ql)’

q{EN(H’?z,ﬁo,qoilﬁl), ql(tO)

(3.1.8)

U (3.1.9)

yazilabilir. Burada (C3) kabulii geregi (3.1.1) esitsizligi kullanilirsa @, fonksiyonu u’da

azalmayan oldugundan

pi=@(t+n,,G )+ P

<D(t+7,,G,)+ D, (t+7,,0,)(G -

:q)(t+772’q1)
ve
=@ (t+77,, o) + @, (t+77,,G ) (P —
>(D(t+772’ 1)"'(1) (t+772,p1)(f)
—®(t+772, 1)+[ t+772’p1)_
>®(t+’72’p1)

(t+7721%)(q qo)

Gy ) + @ (t+77,, 6, ) (G, — Gy )

)

Po
p )+(Du (t+772’q0)(p1_ po)
(

u t+772vqo):|(po_ ﬁl)

olur. Yani p,(t) ve G, (t) fonksiyonlar: (2.1.1) ile verilen BDP i¢in eslenmis alt ve

iist ¢oziimler olup (Ci1) kabuliindeki kosullar1 saglamis olurlar. Ayrica (3.1.5)

esitsizliginden Teorem 2.2.2°nin (Ha) hipotezi saglanmis olur ve bu teoremin hiikmii

geregi her te I, icin P, (t) <§,(t) olur. Boylece her te |, i¢in

Po (1) < P,(1) < Gy (t) < G, (1)

sonucunu elde ederiz.
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Simdi asagida verilen eslenmis baslangi¢ deger problemlerini ele alalim.

u'=M (t+772' ﬁllqliV)

(3.1.11)
=<D(t+772,ql)+q’u(t+772,q1)(V—q1) , u(to):uo

V=N (t+772’ pl’ql;u)

B B . (3.1.12)
:q)(t+772,p1)+d)u(t+772,ql)(u—p1), V(to):uo

(3.1.1) ve (3.1.10) esitsizliklerinden
ﬁis(b(t+772’q1)5 M (t+772’ f’l’ql;ql)

G > D (U, B) > O(+772,G)+ @, (47, 6) (P~ G)
=M (t+7,, B, G; B,)

B <®(t+1,q)<D(t+7, B)+ P, (t+7,,6)(6 - f)
= N(t+772’ pl’ql;ql)

ql'ZCD(t—H]Z, pl)E N (t+772! Py, 0 I51)

olur. (3.1.11) ve (3.1.12) denklemleri lincer oldugundan Teorem 2.2.3 geregi
(3.1.11) ve (3.1.12) denklemleri ile verilen eslenmis BDP’nin p, <p,,q, <(;

olacak sekilde bir tek (p,,q,) ¢6zim ¢ifti vardir. O halde
P =M (t+7,,P.6;0,), P (t)=U, (3.1.13)
q;EN(t+7721r)11q1;r)2)’ qz(to):uo (3.1.14)
yazilabilir. Burada (3.1.1) esitsizligi kullanilirsa @, azalmayan oldugundan

f’£=®(t+772,q1)+®u (t+772'q1)(q2_ 1)
SCD(t-’-772’C~12)_'-q)u (t+772’ql)( l_q2)+q)u (t+7721q1)(q2_q1)
:CD(t+772,q2)

ve
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(t+7,,p,)+P, (t+7,,6,)(P,— D)

(t+17,,P,)+ @, (t+7,,P,) (P, — B,)+ D, (t+7,,6,) (P, - p,)
(t+772,[52)+[®u(t+772,p2) (t+772,q1)}(f)1—f)2)
>®(t+1,,p,)

O
>0
D

olur. Yani p,(t) ve §,(t) fonksiyonlari (2.1.1) ile verilen BDP i¢in eslenmis alt ve

iist ¢oziimler olup (Ci) kabuliindeki kosullar1 saglamis olurlar. Ayrica (3.1.5)
esitsizliginden Teorem 2.2.2°nin (Ha) hipotezi saglanmis olur ve bu teoremin hitkmii

geregi te |, icin P, (t) <§,(t) olur. Boylece te |, igin
Po () < P, (1) < P, (1) < G, (1) < G, (t) < G (1) (3.1.15)
sonucunu elde ederiz.
Benzer islemler tekrar edilerek |; iizerinde
P )< P <P, ) <...<P, (1) <G, (1) <...<G,(t) <G, (t) <G, (t) (3.1.16)
olacak sekilde {p,} ve {q,} fonksiyon dizileri insa edilebilir.

Simdi tiimevarim metoduyla bunu gostermek tizere kabul edelim ki p, ,(t) ve

G, ,(t) fonksiyonlari (C1) kabuliindeki kosullari saglasinlar ve de
B BO PO <PLO<6. 0. <GOGOGO  (3.1.17)
olsun. Bu kabul {izerine

U =M+ B Giy) s U(l) =g (3.1.18)
V' =N(t+n,, B,4,0,1:U) v(t,) = U, (3.1.19)

eslenmis BDP’yi ele alalim. (C3) kosulundaki (3.1.1) esitsizligi (3.1.17) kabulii iizerinden

uygulanirsa
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Py, < CI)(t+772,qn71) =M (t+772' pn—l’dn—l;qn—l)

0y Z‘:D(t‘Hb’ fJH)Z (D(H’?z,qnfl)JrfDu (t+7721qn—1)( Iﬁnfl—qnfl)
=M (t+772' Prys G pn—l)

Pr_s S(D(t"'nz"flnfl)S CD(t‘Hh’ pn—l)+q)u (t+ﬂ2’qn—1)(qn—l_ Iﬁn—l)
N (t +15, Pogs s qn—l)

qéflzq)(tﬂhi Iﬁnfl) =N (t+772' Pr1sGnas pn—l)

elde edilir. Yani p, ,(t) ve §, ,(t) fonksiyonlar: (3.1.18) ve (3.1.19) ile verilen eslenmis

BDP’nin sirasiyla alt ve tist ¢oziimiidiirler. O halde Teorem 2.2.3’ten dolay1 bu eslenmis
BDP’nin |, iizerinde p, ,(t) < p,(t),q, () <q, ,(t) olacak sekilde ( P, qn) ¢Ozlimii

vardir. O halde

6;EM(t+772’ pn—llqn—l;qn)’ ﬁn(to):uo (3120)

qr,\EN(t_'_?]Z’ﬁn—l’qn—l; f’n)’ qn (to):uo (3121)

olur. Burada (3.1.1) esitsizligi kullanilirsa @, fonksiyonu u’da azalmayan

oldugundan
Br =D (t+77,,G,0) + @, (t+7,,6,,) (G, ~ o)
SOt 70) 0, (657 )0 0, (6470,,)(G, -0
=®(t+7,4,)
ve

D (t+7,, Py )+ D, (t+7,,0, ) (B, — Boy)

>®(t+17,,p,)+D, (t+7,,0,)( By — By ) + @, (t+7,,6, ) (P, — Poy)
(t+7,, ﬁn)+[®u (t+7,,p,)-@, (t+’72'qn—1)](r)n—1_ p)

(t+772, f)n)

G,

D
>

elde edilir. Yani p,(t) ve §,(t) fonksiyonlar1 (2.1.1) ile verilen BDP i¢in eslenmis

alt ve ist ¢oziimdiir. Ayrica (3.1.5) esitsizliginden Teorem 2.2.2°nin (Ha)

hipotezi saglanmis olur ve bu teoremin hilkmii geregi t € |, i¢in p, (t) < g, (t) olur.
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Boylece (3.1.15) esitsizligi saglanmis olur. Bu sekilde insa edilen {f)n} ve
{G,} fonksiyon dizilerinin her bir terimine karsilik gelen fonksiyonlari tiimii (Cy)
kosulunu saglar. Ayrica standart tekniklerden gosterilebilir ki {f,} ve {q,} fonksiyon
dizileri

a't)=P(t+n,0), G(t)=u, (3.1.22)

denkleminin bir tek ¢oziimii olan #(t) fonksiyonuna diizgiin ve monoton olarak

yakinsarlar. s=t+7, degisken degisimi yapilirsa (3.1.22) ile verilen BDP su

hali alir.
u'(t) =d(s,u), u(s,) = Uy (3.1.23)

Son olarak yakinsamanin kuadratik oldugunu gosterelim. Bunun igin

p(t) <u(t) <q(t) oldugunu dikkate alarak su iki fonksiyonu tanimlayalim.

a,(t)=u(t) - p,(t) (3.1.24)
b, (t) =g, (t) - a(t) (3.1.25)

Burada a, (t,)=b, (t,) =0 oldugu asikardir.

(Cs) kabulii ve ODT geregince (3.1.1) esitsizligi (3.1.20) ve (3.1.21) esitlikleri ile
birlikte kullanilirsa;
a, (t) =0'(t) - P, (t)

=@ (t+17,,0(t))—M (t+7,, P, 4. G,.;0,)

=D (t+7,0)-[®(t+n,.G,,)+®, (t+7,,d,,)(d, —d,) ]

=D (t+7,,0)-D(t+n,,d,,) |- D, (t+17,.6,,) (b, ~b,,)

=—O (t+1,,&)b,_,— D, (t+7,,6,,) 0, —b,,)

<[-®, (t+7,,0)+ D, (t+1,.G,,) |b,, @, (t+7,.4,,)b,

< R|qn—l _G|bn—1 _q)u (t +772’qn—1)bn
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= Rbnz—l _CDu (t +772’qn71)bn
buradan

a,(t) <RbY, —®, (t+n,,q,,)b, (3.1.26)

esitsizligi elde edilir. Burada (0 (t) < & <, (t) *dir. Ayrica Q kompakt kiime ve bu kiime

iizerinde @y kismi tiirevi siirekli oldugundan her (t,u)eQ i¢in |®, (t +772,qn_1)‘ <P ve

(Cs) kabulii geregi |®@, (t,u,)—P, (t,v, )‘S R|u,—u,| olacak sekilde P, R>0 sabitleri

vardir.

Sonug olarak (3.1.26) diferensiyel esitligi asagidaki esitsizlige doniisiir.
a'<Pb +RDb*, (3.1.27)

Simdi de (3.1.24) ile verilen esitlik i¢in benzer islemleri uygulayalim.

by (t) = 6, (1) —0'(t)
=N (t+7,, Py, Goss By ) — O (t+77,,G(1))
=D (t+7,, Py)+ D, (t+7,,G,4) (B, — B,y) |- D (t+7,,0)
=[®(t+n,,0,,)-D(t+7,0)]+®,(t+7,.6,,)(a,,-a,)
=@, (t+7,,5) (P, —0)+ D, (t+7,,6,,) (@, —a,)
O, (t+1,,5,) (-8, )+P, (t+7,.6,,) (@, —a,)
<[-@, (t+7,, Poy)+ D, (t+7,,0,,) |8, — @, (t+7,,0,,)a,
=10, — Poa|RE,, — D, (t+7,,6,,)a,
=R|a,,+b,|a,, - P, (t+7,.6,,)a,
=Ral,+Rba,_,-®,(t+7,.6,,)a,

buradan
br: (t) < R ar?—l + R bn—lan—l - q)u (t + 772 ’ qn—l) an (3128)
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esitsizligi elde edilir. Burada p, ,(t) <&, < l](t) olup yukarida se¢ilmis olan P, R >0

sabitleri uygun sekilde kullanilirsa (3.1.28) diferensiyel esitsizligi asagidaki esitsizlige

doniisiir.

b’ <Pa +Ra’,+Ra_ b , (3.1.29)

2 2
a,feR igin (a -p )2 >0 ve dolayistyla %+% > qf3 oldugu kullanilarak bu

esitsizlik asagidaki gibi ifade edilebilir.

bl <Pa + ﬁazf +R b?. (3.1.30)
2 n—1 2 n-1

(3.1.27) ve (3.1.30) diferensiyel esitsizlikleri ile olusturulacak sistem vektorel
formda yazilirsa;

= " A= n2 C= g ve D= OR R olmak tizere
v = , A= , = = uz
§ b b2 P O —3 —

2 2

v <Cuv,+DA (3.1.31)

esitsizligi elde edilir. Sonug 2.1.2 geregi

t
0<u, < [e°“ID A(s)ds, tel, (3.1.32)
t

yazilabilir. Buradan

maks|o, (1)) < C* e Bmaks|u, , (1) (3.1.33)

elde edilir ve ispat sonuglanir.
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Sonug¢ 3.1: Teorem 3.2. ile verilen tiim hipotezler s, =t, i¢in saglansin. Bu takdirde

Teorem 3.2.’nin hiikmii gecerlidir.

Ispat: Ispaticin G,(t) =q(t+7,), P,(t)= p(t) ve G(t)=u(t) secilmesi ve Teorem

3.2.’nin ispatindaki proseslerin izlenmesi yeterli olacaktir.

Sonug 3.2: Teorem 3.2. ile verilen tiim hipotezler s, =7, icin saglansin. Bu takdirde

Teorem 3.2.’nin hiikmii gegerlidir.

Ispat: Ispaticin G,(t) =q(t), P,(t)= p(t—7,) ve G(t)=u(t) segilmesi ve Teorem

3.2.’nin ispatindaki proseslerin izlenmesi yeterli olacaktir.
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SONUC

Tanim araliklar birbirinden farkli eslenmis alt ve st ¢oziimlerle verilen bir
baslangi¢ deger probleminin tek ¢éziimiinii alttan ve iistten sinirlayan ve bu ¢dziime
yakinsayan iki ayr1 fonksiyon dizisinin kuasilineerizasyon yontemiyle olusturulabilmesi
icin denklemin sag tarafinda bulunan @& fonksiyonunun konveks olma sarti
zayiflatilmistir. KLM nin uygulanmasi i¢in baslangic¢ta se¢ilen eslenmis alt ve iist ¢6ziim
fonksiyonlarinin, artmayan olmasi durumunda arzu edilen sonuglara ulagilmistir. S6z
konusu kosullar altinda kuasilineerizasyon yontemi uygulanarak elde edilen monoton alt
ve iist ¢coziim fonksiyon dizilerinin problemin ¢6ziimiine diizgiin ve kuadratik yakinsadigi

gosterilmistir.
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