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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1953 yilinda skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izi ile ilgili galismalar Gelfand ve
Levitan tarafindan [1] baslatiimis ve ¢alismalar Dikiy [2] - [3], Halberg ve Kramer [4],
Sadovniciy [5], Fulton [6] tarafindan devam ettirilmistir. Son calismalardan biri de

Bayramov, Uslu ve Caliskan’a [7] aittir.

Gelfand ve Levitan 1953 yilinda

—y" +[q(x) = Ay(x) =0

y'(0) —hy(0) =0

y'(m) + Hy(m) =0

Sturm- Liouville problemini ele almis ve bunun yani sira
—y" —puy(x) =0

denklemini de ayni sinir kosullariyla géz 6nline alarak,

i (An — tn)

serisinin yakinsakligini géstermis ve bdylece serinin toplamini

o)

> G~ ) = 71(0) + g(] + ki

n=1



seklinde ifade ederek, diferansiyel operatorin dizenli izi igin bir forml bulmustur.

Operator katsayili diferansiyel operatoérlerin diizenli izleri ile ilgili cahsmalar da 1976

yihinda Halilova [8] ile sonrasinda Bayramoglu, Adiglizelov [9], Maksudov [10] ile devam

ettirilmistir.
1.2 Tezin Amaci
ly:=y" + p(x)y (1.1)

diferansiyel ifadesi ve

yO) +y(m=0 , y'(0)+y'(m)=0 (1.2)

anti periyodik sinir sartlari ile belirlenen kendine eg operatér L,, ve

loy:—y" (1.3)

diferansiyel ifadesi ve ayni anti periyodik sinir sartlariyla olusturulan kendine es
operatér L, olmak uzere L, operatériniin spektrumundan vyararlanarak L,

operatorinin spektrumu icin asimptotik formdil ifade edilerek

o)

2 (An — tn)

n=0
toplaminin yakinsakligi incelenecek ve dolayisiyla diizenli iz igin bir formil bulunacaktir.

Dizenli iz formiilleri ile ters problemlerin ¢6ziimiine katki saglanacaktir.

1.3 Bulgular

ly:=y" + p(x)y (1.4)
Loy:=y"

diferansiyel ifadeleri ve ayni

y(0) +y(@) =0

y'(0)+y'(m) =0 (1.5)



sinir sartlari ile olusturulan kendine es operatérler sirasiyla L,, ve L, olsun. L, nin
Ozdegerlerini g < A; < -+ < A, < -+ ile bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal

ozfonksiyonlar ise ¢, ¢4, ..., @y , ... Olsun.
L, operatérini goz online alip incelersek,
—y'" = uy denklemini ¢ozdugimiizde

U < 0 olmasi durumunda ;

Karakteristik denklem :

r’=u

T2 = TVi

y = cle\/ﬁx + cze_\/ﬁx

y' = cl\/ﬁe‘/ﬁx — czﬁe‘\/ﬁx
y(0) =c; +c;

y(m) = cle\/ﬁ" + cze_‘/ﬁ”

y'(0) = C1\/ﬁ - sz/ﬁ

y'(m) = C1\/ﬁe\mﬂ — G ’ue—\/ﬁﬂ

y(0) = —y(m) = ¢, +c; = —c eVFF — c e VBT

y'(0) = —y'(m) = civp — e u = —cy\/peVHT + cynfueVET

€1 — €y = —cieVHT 4 c e VHT
1. ve 2. esitlikten;
2¢, = —2c eVhT

ve eV = () olmak lizere ¢, = 0 ve buradan ¢, = 0 dir. Dolayisiyla ¢6ziim olmaz.

u = 0 olmasi durumunda;



Karakteristik denklem :

y= C1x+C2
y =G
y(0) =c,

y(m) =cim+c,

y’(O) =0
y'(m) =c
y(O) = _3’(7'[) = Cy = —CqTT — Cy = 2C2 = —(qT

y(0)=—y'(m)=c;=—¢>2c;=0=>¢;,=0

Buradan c, = 0 dir. Dolayisiyla ¢6ziim olmaz.

u > 0 olmasi durumunda;

14

Lo=—-y" =pny

Karakteristik denklem :

—r?—u=0
r2+u=0
1,2 = t/pi

y = ¢ cos Jux + c;sin fux
y'= —c¢yy/usin ux+cz\/ﬁcos ux
y(0) =,

y(m) = ¢4 cos \/ﬁn + ¢, sin\/ﬁn



y'(0) = Jiic,

y' () = —cy 4/ sin ,un+cz\/ﬁcos Ut

y(0) = —y(m) = ¢, = —cycos/um — cysinum

c1(1+ cos\um) + ¢, sinyur =0

\/ﬁcz=cl\/ﬁsin UTT — Co4/LCOSL/UTT

Ve, (1 4+ cosum) —ci/usinyum =0

1. esitlikten;

—c1(1+cosum) dir

c1(14+cosum) + c;sinyJjur=0=¢, = P

Ve, (1 + cosum) — ¢i+/u siny/um = 0 esitliginde yerine koyarsak

Ji (1 + cos+/um)?
—Juc
Ha sin+/um

—c3/u[(1 + 2 cos\/um + cos? \Jum + sin? \Jum)| = 0
2c14/u(1+ cos\/um) =0

1+cos\/ﬁn=0

- ,usinﬁn= 0

cos/jum=-—1

ﬁn =QRk+ Dm k=0,1,..

u= 2k + 1)? k=0,1,..
k? ,  ktek

Hie = {(k ~1)?%  kgift

olmak iizere, L, operatériiniin spektrumu {(2n + 1)2}%_, seklindedir. Bu dizinin her

elemani katlihg iki olan bir 6zdegerdir.



Lo operatorinin 6zdegerlerini {u,, } ile gosterirsek; o zaman

k%, k tek
= =120

(k—1)2  kgift

seklindedir.

Bunlara karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar da,
2 2

= |—sinx, = |—cosx,...
Yr= [osinx, Y= |-

p(x) Uzerine konulan sartlar ile L,, operat6riiniin 6zdegerlerinin asimptotik ifadesi

seklindedir.

1 1
Ak:,uk+0<%> , (pk:ll}k'i‘O(E) (k=1,2,)

seklinde ifade edilmek Uzere gerekli sinirlandirmalar dahilinde

o)

Z(An —Un) =0

n=0

dizenliiz formUland bulduk.



BOLUM 2

ON BILGILER
iz kavrami matris teorisinden &ne ¢ikmistir.

A= (a--) reel elemani kare matris olsun.
U/ nxn

a1 0 Qin
A= (), = |
n1 7 Ann
Boyle bir matrisin izi,
IZ(A) = TT(A) = aqq + aiz + -+ ann
seklinde tanimlanir.
A sayisiigin,

|A — AI| = 0 denkleminin kokleri A4,...,4,, ve A’larin herbiri kendi kathhg kadar
yazilmis olsun. Bu kokler, A matrisinin 6zdegerleridir. A matrisi kosegenlestirilebilen

matris olmak tizere A matrisinin izini
TT(A) = Al + Az + -+ An
seklinde belirleyebiliriz.

Tanim 2.1 T : H = H lineer sinirli operator olsun. Eger T = T ise yani her x,y € H igin

(Tx,y) = (x,Ty) ise o zaman T operatériine kendine es operator denir.



Tanim 2.2 X ve Y normlu uzaylar, T : X = Y bir operatér olsun. Eger T lineerse ve her
sinirh M c X icin M’nin goruntlt kiimesinin kapanmasi T(M) kompakt ise bu T

operatori kompakt lineer (tam sirekli) operatérdir.

Tanim 2.3 Eger T : H — H lineer sinirli operatori igin

TT* =TT

kosulu saglaniyorsa T operatoriine normal operator denir.

Tanim 2.4 A bir kompleks E vektor uzayinda bir operator olsun. Eger Au = Au esitligini
saglayacak sekilde sifirdan farkh u € E vektori varsa bir A kompleks sayisina A'nin bir
Ozdegeri denir. Au = Au esitligini saglayan her u vektorine A 6zdegerine karsilik gelen

A’'nin  Gzvektort denir. Eger E bir fonksiyon uzayl ise o zaman Ozvektorlere

ozfonksiyonlar denir.

Tanim 2.5 {¢@,,(t)} fonksiyon dizisinin herhangi iki fonksiyonu (a, b) araliginda

b
(0 m#+n
| on®-ou0ar={ 5 "

= {p,(t)} (a,b) araliginda ortogonaldir.

Tanim 2.6 H Hilbert uzayinda e, , e, ..., €, , ... €elemanlar sistemi

(eie;) = 81 = {3 ll:]]

Ozelligine sahipse, bu sisteme ortonormal sistem denir.
(e;,e;)) #0 (ei, ej) =0 (i #J) ise ortogonal sistem denir.
Tanim 2.7 A : H — H tam sirekli bir operator olsun.

T = A" A operatorinin gozénine alahm.

A*A = 0drr.

(A*Af,f) = 0dr.

(Af,Af) = 0dur.



Boyle bir T operatériniin 6zdegerleri negatif degildir.
U2 = uy? = - ile gdsterelim.

Karekok alirsak

Ur = S (T) — A operatdriniin s — sayilart denir.

(0e]
Sn<ro
k=1

yakinsak ise o zaman A operatoriine ¢ekirdek operator denir.

Tanim 2.8 Eger H'da hemen her yerde yogun, sayilabilir alt kiime varsa o zaman H’a
Ayrilabilir Hilbert Uzayi denir.

Tanim 2.9 Her x,y € D(T) igin (D(T) +H ,D(T) = H)

T:D(T)—>H

(Tx,y) = (x,Ty) ise T’ye simetrik operator denir.

Tanim 2.10 Sinirh lineer bir A : H — H operatorinin bir A 6zdegerine karsilik gelen Kj;

esas lineer manifoldunun boyutuna A 6zdegerinin cebirsel kathligi denir.

Diferansiyel operatorlerin izlerine ¢ekirdek operatoriin veya matrislerin izlerinin bir

genellemesi olarak bakilabilir.

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayr olmak lzere A operatoéri tanim kiimesi

D(A) c Hve D(A) = Holan A : D(A) —» H bir lineer operatér olsun.
0w(H)={A|A: D(A) - H, kompakt operator}

ve A € 0, (H) ise A*A operatori kendine es, negatif olmayan bir operatordir.

2
[(A*A)l/z] = A*A olan bir tek (A*A)1/2 karekok operator vardir. Bu operator A*A = 0

olan kendine es ve kompakt operatordiir, yani o, (H)'in bir elemanidir.

Bu operatorin negatif olmayan 6zdegerleri s; > s, > -+ > s, > -+ olsun.



Eger A operatori, normal operatér ise A*A = AA™ dir ve s;(A) = |4;(A)| dir. Burada

A;’ler A operatorinin sifirdan farkli 6zdegerleridir.

s;(A) sayilari da A operatérinin s-sayilandir. k < ovei=k+ 1,k + 2,...icins; =0
kabul edilir.

p = 1igin

co

Zsip(A) < oo

i=1
kosulunu saglayan A operatériinin kiimesini g, (H) ile gosterelim.

Burada herhangi bir A € g,,(H) igin

14l gy ry = [E324 57 (A)] 77

normu ile o, (H) ayrilabilir bir Banach uzayidir.
p = 1igin o;(H) uzayine ¢ekirdek operator uzayi denir.

Teorem 2.1 A € 0,(H) ve {ey}y=; € H bir ortonormal taban ise

Z(Aei ’ ei)
i=1

serisi yakinsaktir ve bu serinin toplamina A operatdrinin matris izi denir ve tr(A) ile

gosterilir.

Y(4)
A€ oy (H) = tr(A) = Z 2, (4)

dir. Burada Y(A), A operatériniin 6zdegerlerinin cebirsel katliliklarinin toplamidir.
KURAMSAL TEMELLER

Fizigin farkh alanlarindaki olaylara bakildiginda sik sik bu olaylarin ayni karakterleri
oldugunu goriiriiz. Bu da bizi problemin matematiksel sekillendiriimesinde ayni

denkleme gétiiriir. Yani ayni bir denklem farkli olaylari ifade edebilir. Ornegin;

10



ay”(x) + by(x) =0
denklemi farkli basit sistemlerin titresimini ifade eder.

e Salinim
e Yayin sertlik kuvveti etkisinde yikun titregimi

e  Basit kapali elektrik devresinde indiiktans etkisi ile elektrik titresimi vs.

=y +qx)y =2y (2.1)
y(0)=0 y(m=0 (2.2)
problemine Sturm-Liouville problemi denir.

Bu problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasi asagidaki problemlerin

¢6zimiinde ortaya cikar.

o u/ =a’u,"” u = u(x,t)
u(x,0) = p(x) 0<x<lI
u(0,t) =0 , u(l,t) = 0<t<T

Isl probleminin Fourier yontemi ile ¢6ziimiinde;

e  Kuantum mekanigi problemlerinde,

e  Bir ucu sabit tutulmus, diger ucu serbest birakilmis [ uzunlugundaki cubuga P

kuvveti etki ettirildiginde cubuktaki egilmenin belirlenmesinde kullanilir.

) 0

pa
N

Sekil 2.1 Cubugun Diz Hali
11



Gubugun serbest ucuna P kuvveti uygulansin. Kuvvet gubuk boyunca ydnelmistir.
Aciktir ki P kuvvetinin yeterince kiguk degerlerinde ¢ubuk egilmeyecek ve dogru
seklinde kalacaktir. P kuvvetinin 3P, kritik degeri vardir ki gubuk artik dogru sekilde

kalmayacak ve egilecektir. Bu olay

y(©0)=0 y'D=0

seklinde bir problem ile verilebilir. Bu problemin 6zdegerleri hesaplandiginda

A_(Zn—l )2 _ 1
=\— n=12,..

ozfonksiyonlari ise

2n—1
21

y(x) = sin X

seklinde elde edilir.

Burada g¢ubuga uygulanan kuvvet ile 6zdegerlerin birbirinden bir sabit ¢arpan kadar
farkh oldugu gorulmustir ki bu sabit ¢carpan ¢ubugun cinsine bagli olarak degisen E :
Young Modiili , I : Agisal Moment’ten olusan bir katsayidir. Yani her bir kritik kuvvet

2

2n—1
Pn=E.I.( 5] n) n=1273,..

seklindedir. O halde 6zfonksiyonlar da bu sabit ¢carpim ile gubugun egriligini gdsterir.

Py P, P,

y1(x) ¥2(x) y3(x)

Sekil 2.2 Cubugun Bikamli Halleri

12



iIk 6zdegerlerin bulunmasi olduk¢a &nemlidir. Ozdegerlerin nasil hesaplanacagindan
bahsedelim. Bunun i¢in ¢ok yontemler vardir. Bunlardan biri diferansiyel ifadeden
integral denkleme gegip, sonra sinir kosullarini kullanarak 6zdeger ve 6zfonksiyonlar
icin asimptotik formiller bulmaktir. Bu asimptotik ifadelerde n’in yeterince biiyik
degerlerinde O6zdegerler yaklasik olarak belli olur. Bir diger yontem ise Kurant’in min-
max yontemidir. Biz de simdi ilk 6zdegerlerin bulunmasi igin baska bir yontemi

gosterelim.

(2.1) ve (2.2) Sturm-Liouville problemini ele alalim. Bu operatdriin tersine L™! integral
operatori ve gekirdegine de Green fonksiyonu denir. A,,’ler bu problemin 6zdegerleri

olmak Gzere, G(x,y) de gegen Green fonksiyonu ise agiktir ki,

Z A= jnG(x, x) dx
0

Z 1,72 = J:T .fonG(x, v)G(y,x)dx dy (2.3)

Z/ln_3 = LELRLEG(x,y)G(y,Z)G(Z,x) dx dy dz

dir. n’in biylk degerlerinde 6zdegerleri yaklasik olarak hesap ederek ve (2.3)'ten
faydalanarak ilk 6zdegerler elde edilebilir. Ters operatériin bulunmasi kolay olmamakla
birlikte acik sekilde yazilamamaktadir. Yani diferansiyel denklemin ¢oziimlerini bilmek
gerekmektedir. Bu ise ancak bazi basit durumlarda mimkiin olmaktadir. Ayni zamanda

denklemin kendisi de basit sekilde ifade edilmelidir.

Bu vyilzden diferansiyel operatérin tersi olan integral operatoriin izini degil,

diferansiyel operatoriin ve onun iterasyonlarinin izini hesaplamak dogaldir. Yani,

13



Z)ln =tr <—j—;+ q(x))
" 2

z A2 = tr (— —+ q(x)> (2.4)
4 3

Z Ay =tr <_W + q(x))

(2.4)’Un sol tarafindaki toplamlar iraksaktir. Bu ylizden onceleri integral operatorler
kullanihrmis. Ancak Adamar, Riss, Schwarz ve baska bilim adamlari tarafindan iraksak
ifadelerin dizenli yakinsakligina ait tanimin verilmesi ve ¢ok sayida 6rneklerde bunu
uygulamalari sonucunda bu metodu kullanarak (2.4) formdillerinin (2.3) formiillerine

gore daha yararli oldugu gorilmustir. Burada q(x)’in tirevlerinin varligi yeterlidir.

Bu soylediklerimizden baska, yani Ozdegerlerin yaklasik olarak hesaplanmasindan
baska diferansiyel operatoriin dizenli izinin hesaplanmasi kendi kendiliginden
matematigin bir i¢ problemidir. Yani diizenli izi hesaplamak matematiksel ilging bir

problemdir.

14



BOLUM 3

BAZI SINIRLANDIRMALAR

Bu b6limde amacimiz

=

lim > [(@n, Low) = @, Lp)] = 0 3D

n=1
esitligini ispatlamaktir. Bu nedenle [2] ¢alismasindaki gibi ortonormal {¢;} bazindan

o

l/)k = Zuik Pi (k = 1,2,)

i=1
ortonormal bazina gegis matrisi (u);x=1 Vi inceleyelim. Burada u;, = (¢; , ¥y ) dir.

(u;) Uniter matristir, yani

u? =1, (k= 1,2,..)
i=1
dir. Once uy lar icin bazi degerlendirmeler verelim.

Ly = pr + v (3.2)

oldugu aciktir. Buradan

L, 1) = (W, 9i) + (0%, 9i)

ALir, 01) = Wi, ©i) + Yr, 1)

15



elde edilir. Boylece,

A — ) Wi, 91) = (PYr, @1)
dir.

Bu son esitligin karesini alip, sonrasinda i ye gore 0 dan oo a kadar toplam aldigimizda,

Z(Ai — 1 )* W, 0)* = Z(Plpk,(l’i)z = Ipyll* = f [p () (x)]>dx
i=0 i=0 0

= Pozf Wi’ (x) dx
0
= Po° (3.3)

olur. Burada p, = [ax |p(x)| dir. p(x) in asagidaki kosullari sagladigini kabul edelim:
SX<TT

1) p(x) fonksiyonu, L,, operatériinin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik

ifadesinin

Ak:/ik‘l'o(%) . <Pk:¢k+0(%)

seklinde olmasini ve

2) p(x) fonksiyonu,

fonp(x)dx =0

esitligini saglar.

Bu kosullar asagidaki sinirlandirmalarda géz 6niine alinacaktir. (3.3) e gére, VN dogal

sayisl igin
> - m)ug® < C=sbt)  (k<N)
i=N+1

dir. Buradan

16



Z A —mug? < C

i=N+1
oldugu cikar. Boylece,

Z A — ) A — dugr < €

i=N+1

Z A — ) Puyr < C

i=N+1

elde ederiz ve

z Ans1 — )y — duy? < 2 A — )y — ug® < C

i=N+1 i=N+1

dir. Buradan k < N igin

C C
i — Luy? < ———
z l N An+1 = Hi

i=N+1
elde edilir. Bu ¢alismada C sabitleri farkh olabilir.

Simdi (3.1) i ispatlayalim.

(Wi, L) = (Z uik‘Pi,zﬂiuik(Pi) = zﬂiuikz
i=0 i=0 i=0

oldugundan

i(lpk' L) = i i Aiti”
k=1 k=1i=1

olur. (3.1) deki birinci toplami hesaplarsak ve

2
Ui =1

0
=1

17
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oldugunu gbz 6niine alirsak
N [o]
Z(lpk» L) = Z A = Z Ailyei”
k=1 k=1i=1
elde edilmis olur. Simdi,
N o N o
lim (Z Z Auge? — z z /’lkuki2> —0 (3.5)
k=1i=1 k=1i=1

esitligini ispatlamamiz gerekir.

N (o] N oo
ZZA ulk Zzlkukiz

k=1i=1 k=1i=
N [o's)
Z z (A — A’ +z Z e (ui® — up®) (3.6)
k=1i=N+1 —1i=N+1

oldugu aciktir.

(3.6) nin sag tarafinda yer alan ilk toplami hesaplarsak

ZN: i (A — ) =Z i (A — Aduge” + Z (A — ) uin?

k=1i=N+1 =1i=N+1 i=N+1

=2

-1

Z (A — Ak)uikz + (An+1 — AN)u(N+1)N2

1i=N+1

&
1l

+ Z (s = A’ 3.7
i=N+2

dir. N + 1 cift say1 olmak tzere (3.4) ten yararlanarak

terimini sinirlandirirsak

18



=

1

o)

> -

I1=N+1

&
Il

1

&

N-1 N
A ug? < z ¢ z ¢
U: =
ook e An+1 — Mk ) AN+1 — Hi-1

degisken donisimd ile

ve boylece

N
C
SZ(N+1)2—(k—1)2
k=2
1 jN dx
< "
(N+DZ-(N—-12 " ), N+ D2=(x—1)2
1 N dx
sm+f —
2 2[4 _ (X~ 1L
(N+1) G‘(N+1))
N-1
1 J‘? du
<—+
aN T )1 NF DA —wd)
N+1
N-1 1 1
<1+ 1 N+1 7 4 7 d
=N N+1) 2 1w T |
1
N-1
1 N 1 11+uN+1
SAN TN+ 1-ul
N-1 1
- 1+ 1 | 1+N+1 | 1+N
San T2+ D) | N1 |1
NF+1 N
_1, 1 [IN S
TR TOVNE DY ey T
1 +N

N S NS
AN 2N+ )| N
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Z 4 — AN)uiNZ = z (Aiy1 — /11\r)ul'+11v2

i=N+2 i=N+1
C
T Any2 — Uy
< ¢ ¢ 0 N 3.9
= - — 0 )
“(N+2)2—N?2 4N+ 4 ( ) (3.9)

ifadesi elde edilir. Simdiise N + 1 cift sayi olmak tizere (A;.1 — Ay)uUy,1n2 terimini

sinirlandirirsak;

1
(Aivr — A)unsan® < Ay — ) = N2+ 0 (N—-I-1>

—N2-0 (%) 50 (N- ) (3.10)

olur. Budurumda N + 1 in ¢ift sayi olmasi halinde (3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10) dan
N o
lim Z Z Ay — 1) Uy = 0 (3.11)
e R
elde edilir.

Benzer yontem ile N + 1 in tek sayi olmasi halinde de (3.11) ispatlanabilecektir.

Simdi ise

oldugunu ispatlayalim.

Wi + U = (@3 Vi) + (@) = —(0 — Yy, @1 — Y1)
oldugu agikardir. L,, operatériiniin 6zfonksiyonlarina ait asimptotik ifadeyi ele alirsak,

buradan

C C
[uin + ukil < llo; — Yillllor — Prll SW<E (3.12)

20



elde edilir.

k < Nve N + 1 gift sayl olmak tizere (3.4) ten ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden

faydalanarak asagida yer alan sinirlandirmalar yapilabilir:

Z A = ) luge® — u®| = Z (A = ) [ — wgei | [ + ug

i=N+1 i=N+1
< Z |uge + up;|? 2 (Ai = i) * [uige — ugi|?
i=N+1 i=N+1
< C
(k—DVN+1

Boylece buradan k < N icin

C
Z i =l < G R e — A

i=N+1

C
< (k —1)VN + 1[N? — (k — 1)?]

(3.13)

elde edilir. (3.6) esitliginin ikinci toplamindaki terimlerin mutlak degerinden elde edilen

z/lk Z lup?® — uri®l = Ay Z luin® — up; |+Z/1k Z lup?® — up®

i=N+1 i=N+1 i=N+1

= Anluysan® — unn+1 2l + Ay Z luin® — up; |+Z/1k Z lug® — ui®| (3.14)
k=1

i=N+2 i=N+1
esitligini sinirlandiralim. N + 1 ¢ift sayi olmak Gzere (3.12)'de yer alan esitsizlige gore

(3.14) Gn sagindaki ilk toplam igin

Anlunsan® — unn+1?l = Avluysan — Unneallunein + unnal

< CN?

NN 3 12 e ~ Ul =0 (N> 0) (3.15)
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dir. N + 1 ¢ift sayi olmak Uzere, (3.13) ten faydalanarak (3.14) Gn sag tarafindaki ikinci

toplam igin de

N CN?
e D, o el < N >0 N> (3.16
v L e e S T N T I 2 - (v D (3.16)
bulunur.

Simdi de yine (3.13) ten vyararlanarak (3.14) (n sag tarafindaki Uclincli toplami

degerlendirirsek;

N—-1 [e'e) N-1 (k + 1)2
Ak z lup?® — up®| < Cz
=t i<nid ] kvN + 1[N? — kZ?]
y i ()2
L= DVN F 1[N? = (k — 1)?]

N k
4 Ckzzzx/zv FAIN? — (k- 1)?]

N o~ 1 In N
C - 0N - 0 (3.17)

<CM;N2—(k—1)2~ VN

bulunur. O halde N + 1 cift sayi olmak Gzere (3.14), (3.15), (3.16) ve (3.17) den
N [o's)

lim 2 Z A (Ui — ) = 0 (3.18)
k=0 i=N+1

bulunur. Benzer yontem ile N+ 1 in tek sayi olmasi halinde de bu esitlik
ispatlanabilecektir. (3.6), (3.11) ve (3.18) den (3.5) in ve buradan da (3.1) in ispati elde

edilir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

4.1 Diizenli ize Ait Hesaplamalar

(@n, L@,) = Ay, oldugu agiktir. Dolayisiyla
(lpnr Llpn) = Un t (lpn' plpn)

dir. Buradan (3.1) ifadesini g6z 6niine alirsak;

D @ L) = @ L)l = ) (n = A) + D W ph) 20 N0 (41)

n=1

dir. Simdi

N
lim > W, pib)
n=1

ifadesinin degerini bulalim. N ¢ift sayi olmak Gizere p(x) igin ikinci sarti géz oniine

alirsak;
S Gt = [(p00s
L o PPn 7)), p

+ Z (% fonp(x) sin?(2n + Dxdx + ;f:p(x) cos?(2n + 1)xdx>

n=1
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1" N (™
:;.fo p(x)dx+;f0 p(x)dx

=0 (4.2)

bulunur. Benzer yontem ile N in tek sayi olmasi halinde ;

an. pon) =3 [ p@x
N-1

l\)|

T

2 (" 2
+ —f p(x) sin?(2n + 1)xdx +—f
TJo T Jo

p(x) cos?(2n + 1)xdx>
1

S
Il

2 Y
+—f p(x) sin? Nxdx

TJo

1 (" (N-1) (™ 2 (" 1 —cos2Nx
= E]o p(x)dx + = fo p(x)dx +;f0 p(x) (T) dx

1 s
= _Ef p(x)cos2Nx dx — 0 N - o (4.3)
0

elde edilir. Buldugumuz (4.2) ve (4.3) ifadelerinden

N
lim > @, ) = 0
n=1
bulunur. Sonug olarak buradan ve (4.1) den

N
Al,im Z(An —Up) =0
n=1

elde edilir. Boylelikle Teorem 4.1 ispatlanmis olur.

Teorem 4.1 : Eger p(x) fonksiyonu 1-) ve 2-) sartlarini sagliyor ise o zaman

i(/ln —Un) =0

dir.
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