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OZET
Bu tez ¢alismasinda genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik uzaylarda lokal ve
genel Ty ve T} ayirma aksiyomlar karakterize edilmistir. Ilave olarak, lokal ve
genel T, ve T} uzaylarn arasindaki iliskiler arastirilmistir. Bu 7} ve 17 uzaylar ile
klasik anlamda 7} ve T} uzaylar1 arasinda iligkiler incelenmistir.
Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, Ik olarak degisik sekilde genisletilmis metrik uzaylar,
ornekleri, 6zellikleri, topolojik kategorik kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli baz:
teoremler verilmistir.
Ikinci boliimde, genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar (ve biiziilme
fonksiyonlarin) kategorisi copqsMet in topolojik kategori oldugu gosterilmis ve
bu kategoride onemli bazi 6zel objeleri ve morfizmleri karakterize edilmistir.
Uciincii boliimde, lokal Ty ve lokal T} genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik
uzaylar karakterize edilmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.
Dérdiincti boliimde ise genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaylarin degisik
Ty formlarimmin herbiri ve 7} karakterize edilmis, bu degisik formlar arasinda
ortaya ¢ikan iliskiler incelenmis, bu uzaylarla lokal 7 versiyonlar1 ve klasik
anlamda 7 ve 1) uzaylari arasindaki baglantilar arastirilmistir.  Ayrica, bu
uzaylarin kalitsal ve ¢carpimsal oldugu gosterilmistir.
Son boliimde tezde elde edilen sonuglar biraraya getirilmis, iligkiler incelenmis
ve ¢oziilmemis problemlere dikkat gekilerek sonraki caligmalar i¢in bazi dnerilere

yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik  kategori,  genisletilmis pseudo-quasi-yar1
metrik uzaylar, biiziilme fonksiyonlari, lokal 7
ve 1) pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar,, 75 ve 1)

pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar:.
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ABSTRACT

In this thesis, local and general 7; and 77 extended pseudo-quasi-semi
metric spaces are characterized. Moreover , the relationship among local 7j
and 7 extended pseudo-quasi-semi metric spaces and 7; and 7; extended
pseudo-quasi-semi metric spaces as well as the relationship between classical 7j
and 7’ extended pseudo-quasi-semi metric spaces are investigated.

This thesis consists of five main chapters.

In the first chapter, various extended metric spaces, examples, properties,
fundamental categorical notions and some necessary theorems which will be
used in next chapters were given.

In the second chapter, it is shown that the category copqsMet of extended
pseudo-quasi-semi metric spaces and non-expansive maps is a topological
category and some important objects and morphisms in this category are
characterized.

In the third chapter, local T,y and local T}, extended pseudo-quasi-semi metric
spaces are characterized and the relationship between them is investigated.

In the fourth chapter, various forms of 7, and 7 extended pseudo-quasi-semi
metric spaces are characterized and the relationships among these various forms
of each of T as well as the relationship between classical 7y and 7} extended
pseudo-quasi-semi metric spaces are investigated. Moreover, it is shown that
each of these spaces are hereditary and productive.

In the last chapter, the results we have obtained were summarized and taking
attention to unresolved issues and unsolved problems various proposals for

further research were discussed.

Keywords: Topological category, extended pseudo-quasi-semi metric spaces,
non-expansive maps, local 7, and 7 extended pseudo-quasi-semi

metric spaces, Ty and 7T} extended pseudo-quasi-semi metric spaces.
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GIRIS

1906’da Fréchet [1] analizdeki bir ¢cok problem (¢zellikle siireklilik kavramai)
icin oldukga faydal bir yap: olan (pseudo) metrik uzaylar: tarumladi. 1914’
te Hausdorff [2] tarafindan tamimlanan (gilintimiizde Hausdorff uzaylar olarak
bilinen) ve 1922’de Kuratowski [3] tarafindan (bugiin kullandigimiz anlamda)
tarumlanan topolojik uzaylarda noktasal yakmsaklik tanimlanabilir. Topolojik
uzaylarmn metrik uzaylar yerine kullanilmasinin bir sebebi topolojik uzaylar (ve
stirekli fonksiyonlar) in kategorisi Top un alt uzaylar, carpimlar, boliimler ve
dual carpimlar gibi biitiin alisilmis yapilarin mevcut olmasidir. Oysa metrik
uzaylar (ve biiziilme doniisiimlerin (non expansive)) kategorisi Met de sadece
alt uzaylar ve sonlu garpimlar olusumu mevcuttur. Metrik uzaylarin keyfi
carpimlarinin ve dual-¢arpimlarinin her zaman mevcut olmamasi sorunu metrik
yerine genisletilmis pseudo metrik, genisletilmis quasi metrik, genisletilmis semi
(yar1) metrik ve hemi metrik kavramlar: taumlanarak bu problem ¢oziilmiistiir,
fakat bu defa da bu genisletilmis metriklerden elde edilen topolojinin Hausdorff
olmamasi problemi ortaya ¢ikar. Baslangi¢ ve bitis yapilarin énemini géz dniine
alirsak, metrikten topolojiye gecisin temel sebeplerinden birisi budur.

1931'de Wilson [4] quasi metrik uzayiru, metrik uzaymdaki simetri sartinu
kaldirarak tanimladi ve sonra 1941’de Albert [5], 1943’te Ribeiro [6], 1963'te
Kelly [7], 1967'de Patty [8] ve Sion ve Zemer [9], 1972’de Fletcher ve
Lindgren [10], 1993'te Kiinzi, Mrsevic, Reilly ve Vanamamurthy [11] bu
uzaylar1 gelistirdi.

Pseudo-quasi metrik uzaylari quantum mekanigi [12], deneysel psikoloji [13],
biyoloji [14] ve ekonomi [12] gibi alanlarda uygulama alan vardur.

Genisletilmis pseudo-quasi metrik uzaylar:i hem klasik metrik uzaylarin hem
de 6n swrali uzaylarin genellestirilmesi olup alan teorisi (domain theory)

ve denotasyonel semantik (denotational semantics) alanlari icin uygun



uzaylardir [15], [16], [17], [18], [19], ve [20].

Tanim 0.0.1. X bostan farkli bir kiime olmak tizere d: X x X — |0, oc| fonksiyonu
asagidaki sartlar1 gozoniine alalim:

() Vre X,d(x,x) =0,

Q) Va,y,z € X, d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2) (liggen esitsizligi) ,

B) Va,y € X,d(x,y) = d(y, x) (simetri dzelligi) ,

(4)Ve,y € X,d(x,y) = 0= d(y,z) = x =y (ayirma Ozelligi) ,

(®) Va,y € X,d(x,y) < oo (sonluluk 6zelligi).

Eger d fonksiyonu (1)-(5) sartlarinu saglarsa (X, d) ikilisine metrik uzay denir.
Eger d fonksiyonu (1)-(4) sartlariru saglarsa (X, d) uzayma genisletilmis metrik
uzay denir ve cc-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1)-(3) ve (5) sartlarini saglarsa (X, d) uzayina pseudo metrik
uzay denir ve p-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1)-(2) ve (4)-(5) sartlarini saglarsa (X, d) uzayina quasi metrik
uzay denir ve g-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1) ve (3)-(5) sartlarimi saglarsa (X, d) uzayimna yar: (semi)
metrik uzay denir ve s-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1) ve (2) sartlarm saglarsa (X,d) uzayma genigletilmis
pseudo-quasi metrik uzay denir ve copg-metrik uzayu ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1) sartii saglarsa (X,d) uzaymna genigletilmis

pseudo-quasi-yar1 metrik uzay denir ve copgs-metrik uzayi ile gosterilir.

Yukarida tanimlanan degisik metrik kavramlar: ile ilgili temel referans olarak

[21], [22], [16], [23], [24], [25], [26], [20], [18], [27], [28], [29] verilebilir.

Tanim 0.0.2. (X,d) ve (Y,e) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylari
olsun. Eger Vo, y € X, e(f(x), f(y)) < d(x,y) ise f: (X,d) — (Y,e) ye buizilme

(non-expansive) fonksiyonu denir.

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder

uzaylarmi da i¢ine alarak Herrlich [30] , Kent [31] , Wyler [32], Schwarz [33] ve
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digerleri tarafindan topolojik kategori kavramma genellestirilmistir. Topolojik
kategori degisik yollarla tanimlanmigtir. Ornegin, 1974 te Herrlich [30] da
belli bir kaynaktan baslangi¢ kaldirmalarmin (initial lift) varligina dayanarak
topolojik kategoriyi tamimlamistir. Wyler [32] de topolojik kategori tanimini
tam lattice kategorisindeki fanktora dayandirarak tanimlamistir. Bahsedilen
topolojik kategori ile ilgili temel referans olarak [36], [37], [38], [39] [40], [41] ve
kategori teorisi ile ilgili temel referans olarak [42] ve [43] verilebilir.

Genel topolojide ayirma aksiyomlar: farkli noktalar: ve ayrik kapali climleleri
acitk ctimlelerle ayirmay: saglamaktadir. Bu aksiyomlar Urysohn metriklesme
teoremi, Urysohn lemmas: ve Tietze genisleme teoremi gibi ¢ok onemli
teoremlerde karsimiza cgikmaktadir. Dolayisiyla bu kavramlari herhangi bir
topolojik kategoriye genisletmenin yaninda bunlar: belli topolojik kategorilerde
karakterize etmek de faydali olmaktadir. Bu kavramlar: herhangi bir topolojik
kategoriye genellestirebilmek icin bunlarin her birini baslangi¢ kaldirmalari,
bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeler ile aciklayabilmek gerekmektedir.
Sonlu topolojik uzaylar bilgisayar alanunin gelismesiyle biiytik bir énem kazand.
Sierpinski uzayi Scott topolojisindeki [44], [45] agik ciimleleri karakterize
ettiginden semantik ve hesaplama teorisi ile tnemli iligkileri vardir. Sonlu
bir ciimle {izerinde sadece bir tane Haussdorff topoloji vardir fakat bir ¢ok
Ty topolojileri vardir. Ornegin B = {a,b} iki elemanh ciimle ise B {izerinde
toplam dort farkh topoloji vardir. Ug tanesi 7T; topolojisi olup bunlardan iki
tanesi homeomorfik degildir. B = {a,b, ¢, d} dort elemanl ciimle ise B {izerinde
toplam 355 farkl fakat 33 tanesi homeomorfik olmayan topolojiler, 219 farkli ve
homeomorfik olmayan 16 7; topolojileri vardir. B = {a,b,c,d, e} bes elemanh
ciimle ise B {izerinde toplam 6942 farklh fakat 139 tanesi homeomorfik olmayan
topolojiler, 4231 farkli ve homeomorfik olmayan 63 7 topolojileri vardir. Sonlu
bir climle {izerinde 7} topolojilerinin sayilar: ile bu ciimle tizerindeki kismi
siralama bagintilariin sayilar esittir [46], [47].

Ty ayirma aksiyomu cebirsel topolojide lokal yar1 basit (semisimple) Ortiileri
karakterize etmek icin [48], bilgisayar alaninda lamda kalkulusu ve dil programin
denotasyonel semantikte topolojik model olarak [49], [50], [51], quantum

mekaniginde [52] ve dijital topolojide Khalimsky dogrusunu karakterize etmek
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icin [53], [54], [55], kullanilir. Ayrica, Tj ayirma aksiyomu 75 ayirma aksiyomunu

karakterize etmek icin [56] kullanildi.

Tanim 0.0.3. B bir ciimle ve A C B? diyagonal olsun. B? nin ayrik iki kopyasinn
A da ¢akismasina wedge carpimi denir ve B? Vo B? ile gosterilir [34]. Diger bir
ifadeyle, (id, id) : A — B? fonksiyonunun kendisiyle pushout diyagrami B?V B?
wedge carpimuru verir. Burada, id : B> — B? birim fonksiyonudur. B? Va B?
wedge carpimindaki (z,y) noktasi ilk bilesende ise (x,y), ile ikinci bilesende ise

(x,y)2 ile gosterilir. (x,y), = (z,y)q ise x = y oldugu aciktir [34].

Tanim 0.0.4. Temel eksen doniisiimii, A : B? Va B? — B? A(x,y); = (x,y,7) ve
Alx,y); = (x,1,y), skewed eksen doniisiimii S : B? Vo B? — B* ,S(z,y); =
(r,y,y) ve S(x,y)2 = (z,2,y), katlama doniisiimii V : B> Va B? — B?, V(x,y); =
(x,y), 1 = 1,2 seklinde tarumlanur [34].

(B, T) bir topolojik uzay olmak tizere asagidaki ifadeler denktir [56]:

1. (B, 7)uzay1 1 dir.

2. B?tizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak tizere A: B*VAB? — (B?, 7*) ve
V: B? Va B? — (B? P(B?)) fonksiyonlar tarafindan iiretilen baslangig

topololojisi diskredir.

3. iy,i5: B2 — B?Va B, (z,y) = i1(x,y) = (z,9)1, (x,y) = i2(x,y) = (2,9)2
fonksiyonlar: tarafindan tiretilen B? vV B? tizerindeki bitis topolojisi 7,
olmak tizere, id: B*Va B? — (B*Va B?, 7,) birim fonksiyonu ve V: B2V
B?* — (B? P(B?)) fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangic topololojisi
diskredir.

4. (B, 1) topolojik uzay1 en az iki elemanli indiskre alt uzayin ihtiva etmez.
Degisik 1, formlar1 1971’de Briimmer [57], 1973’te Marny [58], 1974’te

Hoffmann [59], 1977’de Harvey [60] ve 1991'de Baran [34] tarafindan topolojik
kategoriye genellestirildi. Bu degisik 7 formlar1 arasindaki iligkiler 1991'de
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W. Schwarz [61] ve 1995'te Baran ve Altindis [62] inceledi. Ayrica, Baran [63]
calismalarinda 7, objeleri kullanarak bir topolojik kategorideki Hausdorff
objelerin gesitli formlarir tanimladz.

Baran 1991 yilinda (B,7) topolojik uzayr 77 dir ancak ve ancak B?
tizerindeki carpim topolojisi 7 olmak iizere S: B* Va B* — (B 7*) ve
V: B* Va B* — (B? P(B?%) fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen baslangi¢
topololojisi  diskredir ifadesini ispatladi [56], burada S skewed eksen
dontistimiidiir ve bunu kullanarak 7; ayirma aksiyomunu topolojik kategoriye
genellegtirdi [34]. Ilaveten 1998 yilinda T; objeleri kullanarak herhangi
bir topolojik kategorideki 73, T}, regiiler, tam regiiler ve normal objeleri

tanimladi [64], [65].

Baran [34], [66], kiimeler tizerinde tanimlanmus keyfi bir topolojik kategori
icin oncelikle bir p noktasinda, yani lokal olarak ayirma aksiyomlarin
tanumlamistir.  Ardindan bunu topos teorideki tirete¢ eleman (the generic
element) metodunu [67], [68] kullanarak noktadan bagimsiz olan tarumlara
genellestirmistir. ~ Topostaki objeler noktalara sahip olmayabilir, fakat bu
objelerin her zaman bir {ireteg noktas: mevcuttur. Bu genellestirmeyi yapmasinin
bir nedeni budur. Diger bir nedeni de keyfi topolojik kategorilerde “kapalilik”
ve “kuvvetli kapalibk” kavramlarinin bir noktadaki 7j ve 77 ayirma aksiyomlar:

cinsinden tanimlanmis olmasidir [69].

Ty ayirma aksiyomu cebirde maximal idealler cinside Boolean latisi ve Stone
uzaylarinda sifir boyutlu uzaylarin bazini teorik olarak elde etmek igin cebirsel
model olarak [70], bilgisayar alarunda Sober uzaylari ile Scott topolojisi
arasindaki iligskiyi veren modelleri [71] ve quantum mekaniginde [52] atomik
sistemin atomik durum ozelligini karakterize etmek igin kullanilir [72]. Ayrica,
Ty ayirma aksiyomu 75 ve T, ayirma aksiyomlarini karakterize etmek igin [65]

kullanilds.
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Bu tez ¢alismasinda genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik uzaylarda lokal ve
genel Ty ve T) ayirma aksiyomlar karakterize edilmistir. Ilave olarak, lokal ve
genel T, ve T uzaylarn arasindaki iliskiler arastirilmistir. Bu 7}, ve 17 uzaylar ile

klasik anlamda 7j ve 77 uzaylar: arasinda iligkiler incelenmistir.

Birinci boliimde, Ik olarak degisik sekilde genisletilmis metrik uzaylar,
ornekleri, 6zellikleri, topolojik kategorik kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli baz:

teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar (ve biiziilme
fonksiyonlarin) kategorisi copgsMet in topolojik kategori oldugu gosterilmis ve

bu kategoride 6nemli bazi 6zel objeleri ve morfizmleri karakterize edilmistir.

Uctincii bsliimde, lokal T, ve lokal T} genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik

uzaylar karakterize edilmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik uzaylarin degisik
Ty formlarinin herbiri karakterize edilmis, bu degisik formlar arasinda ortaya
gikan iligkiler incelenmis, bu wuzaylarla lokal 7; versiyonlar1 arasindaki

baglantilar arastirimistir.

Son boliimde tezde elde edilen sonuglar biraraya getirilmis, iligkiler incelenmis

ve sonraki calismalar icin bazi 6nerilerde bulunulmustur.



1. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, genisletilmis baz1 metrik uzaylari, 6rnekleri, topolojik kategori ve

bunlarla ilgili gerekli bazi teoremler verilmistir.

1.1. Genisletilmis Metrik Uzaylar

Tanim 1.1.1. X bostan farkli bir kiime olmak tizere d: X x X — |0, oc| fonksiyonu
asagidaki sartlar1 saglasin.

() Vre X,d(x,x) =0,

Q) Va,y,z € X, d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2) (liggen esitsizligi) ,

B) Va,y € X,d(x,y) = d(y, x) (simetri dzelligi) ,

(4)Ve,y € X,d(x,y) = 0= d(y, ) = x =y (ayirma Ozelligi) ,

(®) Va,y € X,d(x,y) < oo (sonluluk zelligi).

Eger d fonksiyonu (1)-(5) sartlariru saglarsa (X, d) ikilisine metrik uzay denir.
Eger d fonksiyonu (1)-(4) sartlariru saglarsa (X, d) uzayma genisletilmis metrik
uzay denir ve oc-metrik uzayu ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1)-(3) ve (5) sartlarini saglarsa (X, d) uzayina pseudo metrik
uzay denir ve p-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1)-(2) ve (4)-(5) sartlarini saglarsa (X, d) uzayna quasi metrik
uzay denir ve g-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1) ve (3)-(5) sartlarimi saglarsa (X,d) uzaymna yar: (semi)
metrik uzay denir ve s-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1) ve (2) sartlarm saglarsa (X,d) uzayma genisletilmis
pseudo-quasi metrik uzay denir ve copg-metrik uzayu ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1) ve (3) sartlarm saglarsa (X,d) uzayma genisletilmis



pseudo-quasi-yar1 metrik uzay denir ve cops-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1), (3) ve (5) sartlariru saglarsa (X, d) uzayma genisletilmis
pseudo-quasi-yar: metrik uzay denir ve ps-metrik uzayi ile gosterilir.

Eger d fonksiyonu (1)-(3) sartlarimi saglarsa (X,d) uzayma genisletilmis

pseudo-quasi-yar1 metrik uzay denir ve cop-metrik uzayi ile gosterilir.

(X,d) metrik uzay1 ve x,y € X igin d(z,y) degeri x noktasindan y noktasina
olan uzaklig1 ifade eder. Yukaridaki tamimda d simetri 6zelligi saglamazsa d(x, y)
degeriile d(y, x) degeri arasindaki farklilik degerlendirilebilir. Daglik bir bolgede
d(z,y) degeri x noktasindan y noktasina gitmek icin harcanan c¢aba (efort) y1ifade
ederse asagidan yukariya gitmek igin harcanan ¢aba yukaridan asagiya gitmek
i¢in harcanan ¢abadan daha fazladur.

Yukarida tanimlanan degisik metrik kavramlar: ile ilgili temel referans olarak

[22], [16], [23], [24], [25], [26], [20], [18], [27], [28], [29], [73], [74], [75], verilebilir.

Not 1.1.1. (1) pg-metrik uzay: (X,d) 1y uzayidir ancak ve ancak (X,d) quasi
metrik uzayidir. Diger bir ifadeyle, pg-metrik uzay1 (X,d) 7T, uzayidir ancak
ve ancak her z,y € X,d(z,y) = 0 = d(y,x) = x = y dir [75]. Dolayisiyla,
pseudo-quasi 7 uzaymna quasi metrik uzay: denir.

(2) pg-metrik uzayi (X, d) T; uzayidir ancak ve ancak (X, d) quasi metrik uzay1 ve
her z,y € X,d(z,y) = 0 = x = y dir [75]. Dolayisiyla, pseudo-quasi 7} uzayina

Ty quasi metrik uzay1 denir.

1.1.1. Genisletilmis Metrik Uzay Ornekleri

Bu boliimde gesitli genisletilmis metrik uzay ornekleri verilmistir.

Ornek 1.1.1. X bostan farkl bir kiime olmak tizere her z,y € X icind: X x X —

0, o] fonksiyonu



oc, egerx £y
biciminde tanumlansmn. O halde (X, d) genisletilmis metrik uzaydur.

0, egerx—1y
d(x,w{ 5

Ornek 1.1.2. R reel sayilar kiimesi olmak tizere Vz,y € Rigin d: R x R — [0, 0]

fonksiyonu

d ) r—y, egerx =y
xr,y) = N
4 0, egerx <y

genisletilmis quasi metriktir ¢tinkii d(1,2) = co # 1 = d(2, 1).

Ornek 1.1.3. R reel sayilar kiimesi olmak iizere her 2,y € R icin d: R x R —

0, o] fonksiyonu

d(z, y) y—x, egerx <y
x,Y) =
Z 1, egerx >y

biciminde tanimlansin. O halde d quasi metriktir.

Ornek 1.1.4. Her 2,y € [0, 00| igin d: [0, oc| x [0, ac] — [0, 00| fonksiyonu

d(z, 1) 0, egerx > vy
x,Y) =
Y y—x, eferx<y

bicinde tanumlansm. O halde d genisletilmis pseudo-quasi metriktir.

Ornek 1.1.5. R reel sayilar kiimesi ve R' = R U {—oc, 00} olsun. oo — oo = 0
ve —oo + oo = 0 olmak {izere Va,y € R icin d: R x R' — [0, oo| fonksiyonu

d(z,y) = max{r —y,0}, R iizerinde genisletilmis quasi metriktir.

Ornek 1.1.6. a > 0 olmak iizere R reel sayilar kiimesi olmak iizere Vz,y € R icin

d: R x R — |0, o] fonksiyonu

d(z,y) — Y-, egery >
" alr —y), efery<ux

R {tizerinde bir quasi metriktir.
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Coziim Herz € R, d(x,z) =2 —x = 0 dir. Vx,y, 2 € R,d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2)
oldugunu gosterelim. x < y < zigind(x,y) +d(y,2) =y—x+2—y=z2—2 >
z—x = d(x,z)olur. x < y < zigind(x,y) +d(y,z) = aly —x) + alz —y) =
a(z—x) =2 a(z —x) = d(x, z) dir. Vo, y € R, d(x,y) = 0 = d(y, z) olsun. Eger x < y
ise d(z,y) = y—x = 0 oldugundan z = y dir. Eger y < xise d(z,y) = a(x —y) =0
oldugundan x — y = 0 ¢linkii @ > 0 dir. Dolayisiyla, x = y olur. Buda y < zile
celisir. Benzer sekilde, eger y < zise d(y,x) = x — y = 0 oldugundan x = y dir.
Eger x < yise d(y,z) = a(y — x) = 0 oldugundan y — x = 0 ¢linkii a > 0 dir.
Dolayisiyla, x = y olur. Buda x < y ile gelisir. O halde, d R {izerinde bir quasi

metriktir.

Ornek 1.1.7. N dogal sayilar kiimesi olmak iizere Va,y € N icin d: N x N —

0, o] fonksiyonu

d(z,y) — 0, egerxz — v,
P 1/, egera £y,

olsun. d N {izerinde bir quasi metriktir.

Ornek 1.1.8. Her pseudo metrik uzayindan metrik uzay elde edilir.

Ispat: (X,d) pseudo metrik uzay1 ve ¥,y € X igin x ~ y < d(x,y) = 0 olsun.
~, X tzerinde bir denklik bagmntisidir ¢iinkii (X,d) pseudo metrik uzayidir.
X/ ~ bolum uzay:r olsun. d*: X/ ~ xX/ ~— [0,00| , V[z|,[y] € X/ ~
,d*([z],[y]) = d(x,y) seklinde tanimlansin. Once d* 1n iyi tanimh oldugunu
gosterelim. ([z], [y]) = ([z],|w]) olsun. Buradan [z] = [z] ve [y] = [w] dur
ve z € [x] ve w € Jy] olur. d(z,w) < d(z,2) + d(z,y) + d(y,w) < d(z,y) ve
d(x,y) < d(x,2) + d(z,w) + d(w,y) < d(z,w) den d(x,y) = d(z,w) olur. Yani,
d*(|z], ly]) = d*(|z], |[w]). O halde d* iyi tanumlidir.

d Tarum 1.1.1 deki (1)-(3) sartlarmni sagladigindan d* Tanim 1.1.1 deki (1)-(3)
sartlarinu saglar. d* in (4). sart1 sagladigim gostermek gerekir. Her z,y € X
ve [x] # [y] icin d*(|x], [y]) > 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Eger d*(|z], [y]) =0
ise d*(|x], [y]) = d(x,y) = 0 olur. x € [y] ve [x] = [y|, bu da ¢eligkidir. O halde
d*(|x], [y]) > 0 ve d* X/ ~ lizerinde bir metriktir.

Ornek 1.1.9. Her quasi metrik uzayindan metrik uzay elde edilir.
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Ispat: (X, d) quasi metrik uzay1 ve Y,y € X igin d*(z,y) = max {d(z,y), d(y, )}
olsun. (X,d*) metrik uzayidir ¢iinkii d Tarum 1.1.1 deki (1)-(2) ve (4) sartlarim
sagladigindan d* de Tarum 1.1.1 deki (1)-(2)ve (4) sartlarinu saglar. d° nin (3). sartt
sagladigini gostermek gerekir. Her x,y € X icin d*(x, y) = max {d(z,y),d(y,x)} =
d*(y, ) dir, yani d° simetriktir. O halde (X, d*) metrik uzayidir.

Ornek 1.1.10. Y = C(X,R) = {f|f : X — R} ve o € X olsun. Her f,¢ € Y icin
d(f,g) = |f(xo) — g(xo)| seklinde tamimlanan d: ¥ x Y — [0, oc| fonksiyonu Y

tizerinde bir pseudo metriktir.

Tanim 1.1.2. (X, d) metrik uzay1 olsun.

(1) a € X icin S(a,r) = {x € X : d(z,a) < r,r > 0} a merkezli r yarigapl agik
yuvar denir.

(2) p = {S(a,r) : a € X ver > 0} baz: tarafindan dogrulan topolojiye metrik
topoloji denir ve 7, ile gosterilir.

(3) (X, 1) topolojik uzay: verilsin. Eger X {izerinde bir d metrigi mevcut ve 7 = 74

ise (X, 7) uzayimna metriklesebilir uzay denir.

Teorem 1.1.1. Sayilabilir adetteki metriklesebilir uzaylarin carpim
metriklesebilir uzaydair.

Ispat: {(X;,d;),i € I = N} metriklegebilir uzaylar olsun. X = [[,.; X; ve Vx,y €
X icin d(z,y) =sup{min{d;(x;,y;),1}/i + 1 : i € I} (X, d) nin metriklesebilir uzay
oldugunu gosterelim. d nin bir metrik oldugu kolayca goriiliir. Simdi metrik
topolojisinin ¢arpim topolojisine esit oldugunu gosterelim, yani 7, = 75, . U € 74
ve a € U oldugundan en az bir > 0 sayis1 vardir 6yleki S(a,r) C U olur. n € N
ve l/n < s = r/2 < r olmak tizere V = S(ay,s) x S(az,s) X ... x S(an,s) X
Xyt1 X ... garpim topolojisinin bir baz elemani olup hem a y1 hem de S(a, r) nin
alt kiimesidir, yani ¢ € V' C S(a,r) dir. V' C U oldugunu gosterelim. x € V olsun.
i = niseher x; € X;icin min {d;(x;,y;),1}/i+1:i€e 1} <1/i+1<1/n<s=
r/2 < rdir. Eger i < niseher x; € S(a;,r) icin min {d;(x;,y;), 1}/i+1:i € I} <
di(z,y) /i +1 < s/i+1 < s=r/2<rolur. Dolayisiyla d(x,a) < s = r/2 < r dir,

yani x € S(a,r) olur. Ohalde V' C S(a,r) C U dir. Buradanda U € 7, ve 7y C 7,
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dur.

Simdi de 7y D 7. oldugunu gosterelim. V' 7, n bir alt baz elamaru olsun, yani
U C X; agik kiime olmak tizere V = X; x Xy x ... X X;_ 1 X U X X;y1 X ... ve
a € Volsun. a; € U ve U agik oldugundan 1 > € > 0, S(a;,¢) C U dir. r = ¢/i + 1
olsun. S(a,r) C V oldugunu gosterelim.z € S(a, r) ise min {d;(x;,y;),1})/i + 1 <
sup{min{d;(x;,y;), 1})/i+1:i €1} =d(x,a) <r=c/i+1vemin {d;(x;,y:), 1} < ¢
olur ve dolayisiyla d;(x;, y;) = min {d;(%;,y;),1} < € olur. Demek ki z; € U ve
x € V di, yani S(a,r) C V ve dolayisiyla V' € 75 dir. Sonug olarak, 7; = 7. ve

(X, d) metriklesebilir uzaydur.

Tanim 1.1.3. (X,d) ve (Y,e) genisletilmis metrik uzaylar olsun.Eger Vz,y €
X,e(f(x), fly)) < d(z,y) ise f: (X,d) — (Y,e) ye biiziilme (non-expansive)

fonksiyonu denir.

Ornek 1.1.11. (X, d), (
(1) Eger f: (X, d) — (
Vr,y € X, e(f(x), f(y)) =elc,c) =0 < d(x,y) dir.

(2) Eger f: (X,d) — (X, d) birim fonksiyon ise f biiziilme fonksiyonudur ¢iinkii
Va,y € X, d(f(x), f(y)) = d(z,y) < d(z,y) dir

(3) Eger f: (X,d) — (Y,e) ve g: (Y,e) — (Z,m) buiziilme fonksiyonlar: ise

=~

e) ve (Z, m) genisletilmis metrik uzaylar olsun.

~

,e) sabit fonksiyon ise f biiziilme fonksiyonudur ciinkii

g o f de buiziilme fonksiyonudur cilinkii Y,y € X, m(((g o f)(x),(g o f)(y))) <
e(f(x), fy)) < d(x,y) (f ve g bliziilme fonksiyonlar: oldugundan ) ve dolayisiyla,
Vr,y € X,m(({go f)(x),(go [)(y)) < d(x,y) olur. O halde g o f de biiziilme
fonksiyonudur.

(4) Eger f: (X,d) — (Y,e) buizilme fonksiyonu ise [ diizgiin siireklidir ve
dolayisiyla f stireklidir ¢tinkii Va,y € X,0 = €/2 igin e(f(x), f(y)) < d(z,y) <
d=¢/2 < edr

Tanim 1.1.4. (X, 7) topolojik uzay olsun. Eger X'in her noktasinda sayilabilir bir

lokal bazi varsa (X, 7) uzayma Lsayilabilir uzay denir.
Ornek 1.1.12. Her metrik uzay Lsayilabilir uzaydir.

Teorem 1.1.2. (X, 7) Lsayilabilir uzay, « € X ve A C X olsun. (z,),n € N A’'da

bir dizi ve x,, — aise a € A dir ancak ve ancak A kapalidir [76].
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Teorem 1.1.3. Sayillamaz sonsuz adetteki metriklegebilir uzaylarin carpimi

metriklesebilir uzay olmayabilir.

Ispat: X; = {0,1},i € R, d; diskre metrigi ve {(X;,d;),i € R} metriklegebilir
uzaylardir. X =[], .z X; = {0, 1}® Lsayilabilir uzay olmadigi gosterelim. A =
{r € X : z; = 1 sonlu sayidaki i € R} ve B = A“ A mun tiimleyeni olsun.
(#n),n € N A’ da bir dizi ve z,, — = ise ¢ € A oldugunu gosterelim. (z,) =
(xn;), 1€ R, 2 = (x;),i € Rveheri € Rigin z, — ¥ yeterince biiyiik n igin
n, =x;ve{i € R:x; = 1} C Upen{i € R: x,, = 1} sayilabilir kiimedir. O halde
T € A dir. Akapali degildir, yani B = A% agik kiime degildir. Eger B = A agik
ise her 2 € B igin en az bir [ [, ., U; baz elemani vardir 6yle kiz € [[, . U; C B,

her i € Rigin U; agckk ve U; = {0, 1},7 ¢ J C R ve J sonlu kiimedir.

x5, egerieJ

v {0, egeri ¢ J
olsun. y € [[,.gUivey € Aolur, yaniy ¢ B = A“ dir. Buda [[,.gU; C B
ile gelisir. O halde B agik degidir, yani A kapali degildir. Teorem 1.1.2. den
X = [Ler Xi = {0, 1}® Lsayilabilir uzay degildir ve dolayisiyla, X = {0,1}®

metriklegebilir uzay degildir.

1.1.2. Genisletilmis Metrik Tarafindan Uretilen Topoloji

Tanim 1.1.5. (X,d) uzayr genisletilmis metrik uzay1 ve ¢« € X olsun.
S(a,r) = {x € X : d(xz,a) < r,r > 0} kiimesine a merkezli r yaricapl agik

yuvar (disk) denir.

(X, d) uzay1 genisletilmis metrik uzay1 ve By = {S(a,r) : a € X,r > 0} X igin bir

alt bazdir. Bu alt bazdan elde edilen topoloji 74 olsun.

Ornek 1.1.13. X bostan farkli bir kiime olmak tizere Vz,y € X icind: X x X —

0, o] fonksiyonu
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olsun. O zaman a € X ver > 0igin S(a,r) = {a} dir.

By = {S(a,r) :a € X,r >0} = {{a} : a € X} X igin bir bazdir. Bu bazdan elde
edilen topoloji 7y = P(X) dir.

Ornek 1.1.14. R reel sayilar kiimesi olmak tizere Vz,y € Rigind: RxR — [0, o]

fonksiyonu

d ) r—y, egerx =y
xr,y) =
g I, egerz <y

genisletilmis quasi metriktigi verilsin.

S(arr) la,a+ 1), egerr < 1,
a,r) =
(—oc,a+r1), egerr>1,

By, = {S(a,r) :ae€ X,r >0} ={la,a+71),(—c0,a+71) :a € R} Rigin bir bazdur.
Bu bazdan elde edilen topoloji 7, = 7; alt limit topolojidir [22], [25].

1.2. Topolojik Kategori

Tanim 1.2.1. [36] E bir kategori ve I bir indis kiimesi olsun. ¢ € [ igin A ve
A; € Ob(E) olmak tizere f;: A — A; morfizmleri verilsin. (A, (f;)ier) ikilisine bir

kaynak denir.

Tanim 1.2.2. [36] E bir kategori ve I bir indis kiimesi olsun. ¢ € [ igin A ve
A; € Ob(E) olmak tizere f;: A; — A morfizmleri verilsin. ((f;):cr, A) ikilisine bir

kavsak denir. Kavsak kavrami kaynak kavraminin dualidir.
Tanim 1.2.3. E ve D kategoriler olmak tizere U: E — D bir fanktoru verilsin.
(1) : € 'igin A; € Ob(E), B € Ob(D) ve f;: B — B; = U(A;) morfizmleri

D kategorisinde bir U/ —kaynag: olsun. {f;},c; ailesinin bir baslangi¢
kaldirmasinin (initial lift) A € Ob(E), U(A) = B ve U(f)) = f;
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olacak sekildeki f;: A — A; morfizmler ailesi olmasi i¢in agagidaki sart

saglanmalidir:

g;: X — A, E kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(g;) = ¢; olmak
tizere her i € [ icin f; o h = g¢; olacak sekilde bir h: U(X) — B morfizmi
varsa her i € [ icin f;o h = §; olacak sekilde en az bir h: X — A morfizmi

vardir.

& L Y,

Sekil 1.1. Baglangic Kaldirma

Eger f;: A — A; bir baslangic kaldirma ise A {izerindeki yapiya f;

morfizmleri tarafindan A; objelerinden elde edilen yap1 denir.

(2) i € Iicin A; € Ob(E) ve f;: U(A;) = B; — B morfizmleri D kategorisinde
bir E-kavsagt olsun. {f;}.c; ailesinin bir bitis kaldirmasinin (final lift)
A € Ob(E), U(A) = B ve U(f;)) = f; olacak sekildeki f;: A, — A

morfizmler ailesi olmasi icin asagidaki sart saglanmalidir:

g;: A; — X, E kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(g;) = ¢; olmak
tizere her i € [ icin h o f; = g; olacak sekilde bir h: B — U(X) morfizmi
varsa her i € [ icin ho f; = ; olacak sekilde en az bir h: A — X morfizmi

vardir.

Eger f;: A; — Abir bitig kaldirma ise A iizerindeki yapiya f; morfizmleri

tarafindan A; objelerinden elde edilen yapi1 denir.

Tanim 1.24. [36] E ve D kategoriler olmak tizere U: E — D fanktoru
verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise U ya bir topolojik fanktor veya

E kategorisine D tizerinde bir topolojik kategori denir.
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Sekil 1.2. Bitis Kaldirma

(1) U fanktoru belirli (diizenli ve amnestik) olmalidir.
(2) U fanktoru kiiciik demetlere sahip olmalidur.
(3) Her U—kaynagi bir baslangic kaldirmaya (initial lift) sahip olmalidir.

Ornek 1.2.1. Top ve Set kategorileri verilsin. U(X,7) = X sgeklinde tanimli
U: Top — Set unutkan fanktoru bir topolojik fanktordur.

Tanim 1.2.5. [77] E bir kategori olmak {izere U/: E — Set topolojik fanktoru bir
D: Set — E sol adjointine sahip olup, bu sol adjointe diskre fanktor ve A —

D(U(A)) objesine de E kategorisinde diskre obje denir.

Teorem 1.2.1. [77] E bir topolojik kategori olsun. A € Ob(E) objesi diskredir
ancak ve ancak her ¢ € OOU(E) icin her U(A) — U(C) morfizmi A — C

morfizmine kaldirilabilirdir.

Tanim 1.2.6. [77] E bir kategori olmak {izere U/: E — Set topolojik fanktoru bir
D*: Set — E sag adjointine sahip olup, bu sag adjointe indiskre fanktor ve 5 —

D*(U(B)) objesine de E kategorisinde indiskre obje denir.

Teorem 1.2.2. [77] E bir topolojik kategori olsun. B € OU(E) objesi indiskredir
ancak ve ancak her ¢ € Ob(E) igin her U(C) — U(B) morfizmi ¢ — B

morfizmine kaldirilabilirdir.

Ornek 1.2.2. Taum kiimesi diskre topolojik uzay veya deger kiimesi indiskre
topolojik uzay olan her fonksiyon siirekli oldugundan E = Top igin diskre obje

diskre topolojik uzay, indiskre obje de indiskre topolojik uzay olur.
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Teorem 1.2.3. B kategorisi keyfi carpimlara ve U/ : E — B fanktoru belirli ve kiigiik
demetlere sahip olsun. E kategorisi B tizerinde topolojik kategoridir ( [30], [36],
[40], [41]) ancak ve ancak asagidaki sartlar saglanur:

(1) E kategorisi keyfi carpimlara ve alt uzaylara sahiptir,

(2) E kategorisi indiskre objelere sahiptir [36], [40].

1.3. Temel Amaclar

Bu tezin temel sonuglar: sunlardir:

(1) Lokal T, lokal T} ve lokal T genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik

uzaylar karakterize etmek ve bunlar arasindaki iligkileri incelemektir.

(2) Degisik Tj formlar1 ve T genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaylar
karakterize etmek, bu degisik formlar1 kendi aralarinda ve 7} arasinda
ortaya cikan iligkileri incelemek, bu uzaylarla lokal Ty, lokal T}, ve lokal
T genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar arasindaki baglantilar:
arastirmak. Bu uzaylarin herbirisinin kalitsal ve ¢arpimsal oldugunu

gostermektir.

(3) Degisik T; formlar1 ve T} genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar

ile klasik anlamda 7j ve 7T} uzaylar: arasindaki iliskileri arastirmaktir.

1.4. Arastrmanin Onemi

Genel topolojide ayirma aksiyomlar: farkli noktalar: ve ayrik kapali climleleri
acik ctimlelerle ayirmay: saglamaktadir. Bu aksiyomlar Urysohn metriklesme
teoremi, Urysohn lemmasi, Tietze genisleme teoremi, Tychonoff teoremi gibi
¢ok onemli teoremlerde karsimiza c¢ikmaktadir. Dolayistyla bu kavramlar
herhangi bir topolojik kategoriye genisletmenin yaninda bunlar: belli topolojik
kategorilerde karakterize etmek de faydal olmaktadir. Bu kavramlar: herhangi
bir topolojik kategoriye genellestirebilmek icin bunlarmn her birini baslangig
kaldirmalari, bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeler ile aciklayabilmek

gerekmektedir.
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Sonlu topolojik uzaylar bilgisayar alanunin gelismesiyle biiytik bir énem kazand.
Sierpinski uzay1 Scott topolojisindeki [44], [45] agik ciimleleri karakterize
ettiginden semantik ve hesaplama teorisi ile tnemli iligkileri vardir. Sonlu
bir ciimle {izerinde sadece bir tane Haussdorff topoloji vardir fakat bir ¢ok 7j
topolojileri vardir. Ornegin B = {a, b} iki elemanli ciimle ise B iizerinde toplam
dort farkli topoloji vardir. Ug tanesi 7j topolojisi olup bunlardan iki tanesi
homeomorfik degildir. B = {a,b, ¢, d} dort elemanli ciimle ise B tizerinde toplam
355 farkli fakat 33 tanesi homeomorfik olmayan topoloji vardir. 219 farkl ve
homeomorfik olmayan 16 7; topolojileri vardir. B = {a,b,c,d, e} bes elemanh
ciimle ise B {izerinde toplam 6942 farkh fakat 139 tanesi homeomorfik olmayan
topoloji vardir. 4231 farkli ve homeomorfik olmayan 63 7; topolojileri vardir.
Sonlu bir ctimle tizerinde 7; topolojilerinin sayilari ile bu ctimle tizerindeki kismi
siralama bagintilariin sayilar: esittir [46], [47].

Ty ayirma aksiyomu cebirsel topolojide lokal yari basit (semisimple) Ortiileri
karakterize etmek icin [48], bilgisayar alaninda lamda kalkulusu ve dil programin
denotasyonel semantikte topolojik model olarak [49], [50], [51], quantum
mekaniginde [52] ve dijital topolojide Khalimsky dogrusunu karakterize etmek
igin [53], [54], [55] kullarulir. Ayrica, 7; ayirma aksiyomu 75 ayirma aksiyomunu
karakterize etmek icin [34] kullaruldi.

Degisik 1, formlar1 1971’de Briimmer [57], 1973’te Marny [58], 1974’te
Hoffmann [59], 1977’de Harvey [60], 1991'de Baran [34] ve 1 ayirma aksiyomu
1991’de Baran [34] tarafindan topolojik kategoriye genellestirilmistir. Bu degisik
Ty formlari arasindaki iligkiler 1991’de W. Schwarz [61] ve 1995’te Baran ve
Altindis [62] incelenmistir.

Ty ayirma aksiyomu cebirde maximal idealler cinside Boolean latisi ve Stone
uzaylarinda sifir boyutlu uzaylarin bazini teorik olarak elde etmek igin cebirsel
model olarak [70], bilgisayar alaninda Sober uzaylari ile Scott topolojisi
arasindaki iligskiyi veren modelleri [71] ve quantum mekaniginde [52] atomik
sistemin atomik durum 6zelligini karakterize etmek icin kullarulir [72]. Ayrica,
Ty ayirma aksiyomu 735 ve T ayirma aksiyomlarini karakterize etmek igin [65]
kullanildi.



2. BOLUM

GENISLETILMIS PSEUDO-QUASI-YARI METRIK UZAYLAR

2.1. Genisletilmis Pseudo-Quasi- Yar1 Metrik Uzay Ornekleri

Bu boliimde gesitli genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik uzay ornekleri

verilmistir.

Tanim 2.1.1. X bostan farkli bir kiime olmak tizere her x € X, d(x,z) = 0 ise
d: X x X — |0, oc] fonksiyonuna copgs metrigi ve (X, d) uzaymna da genisletilmis

pseudo-quasi-yar: metrik uzay: denir [73], [78].

Tanim 2.1.2. (X, d) ve (Y, e) genisletilmis pseudo quasi yar1 metrik uzaylar: olsun.
Eger her x,y € X icin e(f(x), f(y)) < d(z,y) ise f: (X,d) — (Y,e) ye biizilme

(non-expansive) fonksiyonu denir.

Ornek 2.1.1. X bostan farkli bir kiime ve Va,y € X icin d: X x X — [0, 00]

fonksiyonu

d(z,y) — 0, egerx—y
A oc, egerx £y

genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metriktir.
Ornek 2.1.2. R reel sayilar kiimesi ve Y,y € Rigind: RxR — [0, oc| fonksiyonu

d(z, 1) r—y, egerx =y
x,Y) =
Y 0, egerz <y

genisletilmis quasi metriktir.
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Ornek 2.1.3. Va,y € [0, oc] igin d: [0, oc] x [0, oc] — [0, oc] fonksiyonu

d ) 0, egerx > vy
x,Y) =
Y y—x, eferx<y

genisletilmis pseudo-quasi metriktir.

Ornek 2.1.4. X bir kiime ve Vz,y € X icin d(z,y) = 0 seklinde tanumlanan

fonksiyon X tizerinde genisletilmis pseudo-quasi-yar: metriktir.

2.2. Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar1 Metrik Tarafindan Uretilen Topoloji

Tanim 2.2.1. (X, d) uzay1 genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayi ve a € X.
S(a,r) ={x € X : d(x,a) < r,r > 0} kiimesine ¢ merkezli r yaricapl acitk yuvar
(disk) denir.

(X, d) uzay1 genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzayi ve B; = {S(a,r) : a €

X,r > 0} X i¢in bir alt bazdir. Bu alt bazdan elde edilen topoloji 7, olsun.

Ornek 2.2.1. X bostan farkli bir kiime ve Va,y € X icin d: X x X — [0, 00]

fonksiyonu

verilsin.

a € X olmak tizere S(a,r) = {x € X : d(x,a) <r,r >0} = {a} ve By = {S(a,r) :
ae€ X,r >0} ={{a} :a € X,r >0} X icin bir bazdir. Bu bazdan elde edilen
topoloji 7, = P(X) dir.

Ornek 2.2.2. R reel sayilar kiimesi ve Vz,y € Rigind: RxR — [0, oc| fonksiyonu

d(z, 1) r—y, egerx =y
x,Y) =
Y I, egerz <y

verilsin.
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Sa,r) — la,a+71), egerr <1
"R, egerr > 1

By, ={S(a,r):ae X,r >0} ={la,at+7r):a€R,0<r <1} Ricinbirbazdir. Bu
bazdan elde edilen topoloji 7, = 7 alt limit topolojidir [22], [25].

Ornek 2.2.3. X bostan farkli bir ciimle ve her z,y € X icin d(x,y) = 0 olsun.
(X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaydir.

B, = {S(a,r) : a € X,r > 0} = {X}, X icin bir bazdir. Bu bazdan elde edilen
topoloji 7y = {0, X'} dir.

Ornek 2.2.4. R reel sayilar kiimesi ve R' = R U {—oc, 00} olsun. oo — oo = 0
ve —oo + oo = 0 olmak {izere Va,y € R icin d: R’ x R' — [0, oo| fonksiyonu

d(z,y) = max{x —y,0}, R iizerinde genisletilmis pseudo-quasi-yari metriktir.
By = {S(a,7) :a € R,r > 0} = {(—oc,a + r) : a € R,0 < r} R icin bir bazdir. Bu
bazdan elde edilen topoloji 74 tist sinir topolojidir [75].

Ornek 2.2.5. N dogal sayilar kiimesi olmak tizere her 2,y € Nicind: N x N —

0, o] fonksiyonu

0, egerxr — vy
d{x,y) =
() {l/x, egerx £y

verilsin.

By, = {S(a,r) :a € N,r >0} = {{a} : a € N,r > 0} N igin bir bazdir. Bu bazdan
elde edilen topoloji 7, = P(IN) dir.

2.3. ocpgqsMet Kategorisi

Tanim 2.3.1. Objeleri genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar, morfizmleri
btiziilme fonksiyonlar ve bileskede iki biiziilme fonksiyonun bileskesi olan siuf
bir kategoridir. Buna tiim genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylarin

kategorisi denir ve ccpqsMet ile gosterilir [28], [29], [78] .
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copqsMet kategorisinin bir topolojik kategori oldugunu gosterelim.

Teorem 2.3.1. U: copqsMet — Set, her (X, d) € Ob(copqsMet) icin U((X,d)) =
X veher f: (X,d) — (Y,e) biiziilme fonksiyonunu f : X — Y fonksiyona

gotiiren, unutkan fanktoru topolojik fanktordur.

Ispat: (1) U: copgsMet — Set nun belirli fanktor oldugunu gosterelim.
.9 (X,d) — (Y, e) btiziilme fonksiyonlar ve U(f) = U(g) olsun. f = U(f) =
U(g) = g oldugundan f = ¢g ve U diizenlidir. f : (Y,d) — (Y,e) izomorfizm ve
U(f) = ly, birim fonksiyon olsun. Vz,y € Y e(z,y) = e(f(x), f(y)) < d(z,y)
ve dolayisiyla, ¢ < d olur. Vz,y € Y,d(x,y) = d(f~'(x), [~ (y)) < e(x,y) ve
dolayisiyla, d < e olur. O halde d = e dir ve U amnestiktir.

(2) U nun kiigiik demetlere sahip, yani, her X ciimlesi igin U~!(X) in bir ciimle
oldugunu gosterelim. U~'(X) = {(X,d) : U((X,d)) = X} vel' = {d: d,X
tizerinde genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik } olsun. f : UY(X) — T,
f((X,d)) = d fonksiyonu birebir ve ortendir. Dolayisiyla, I' bir ciimle
oldugundan U~'(X) de bir ciimledir.

(3) ocpgsMet kategorisinin keyfi carpimlara sahip oldugunu gosterelim.
{(Xi,d;),i € 1} genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar verilsin.
X = [l Xi ve d = sup(d; o (m X 7)), yani, her r,y € X,d(z,y) =
sup(di(mi(x), m:(y))) [28] olzsin. (X,d) carpim genisletilmis pseudo-quasi-yar1
;reu{:trik uzay oldugunu gosterelim. Her x € X icin d;(m(z), m(x))) = 0
oldugundan d(x, z) = sup(di(m:(z),m:(x))) = 0 dir ve dolayisiyla, d X iizerinde
genisletilmis pseudo—quz;i—yan metriktir.

Her x,y € X igin di(mi(x), mi(y))) < sup(di(mi(x), mi(y))) = d(x,y) oldugundan
izdtistim fonksiyonlar: biiziilme fOHkSiZ;IOnlal‘ldll‘.

(X,d) nin carpim uzay oldugunu gosterelim. (Y, e) herhangi bir genisletilmis
pseudo-quasi-yar1 metrik uzay, f; : (Y,e) — (X;,d;),¢ € I bliziilme fonksiyonlar
ve m; o h = [; olacak sekilde bir A : Y — X fonksiyon mevcut olsun.

h : (Y,e) — (X,d) fonksiyonun biiziilme oldugunu gostermek yeterlidir. Her
x,y € Y igin d(h(x), h(y)) = sup(di(mi(h(x)), m:(h(y)))) = Slel]p(dz'(fz'(w),fz'(y))) <

el

e(r,y) cuinkit f; : (Y,e) — (X, d;),7 € [ buzilme fonksiyonlaridir. O
halde, d(h(z),h(y)) < e(x,y) dir ve dolayisiyla, h : (Y,e) — (X,d) biiziilme
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fonksiyonudur. (X, d) carpim genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzayidir ve
ocopqsMet kategorisi keyfi carpimlara sahiptir.

(4) ocpqsMet Kkategorisinin keyfi altuzaylara sahip oldugunu gosterelim.
(X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik uzay ve M C X olsun.
i+ M — X,a € M,i(a) = a altkime (inclusion) fonksiyonu olsun.
dy = sup(doi x i) =doixiolsun. (M,dy) nin genisletilmis pseudo-quasi-yar1
metrik uzayi ve i : (M,dy) — (X,d) nin biiziilme fonksiyonudur ¢iinkii her
x,y € M icind(x,y) = d(i(x),1(y)) = du(z,y)) < du(x,y) dir ve dy(x,x) = 0 dir.
(5) occpqsMet kategorisinin indiskre objelere sahip oldugunu gosterelim. X
bostan farkli bir ctimle ve her z,y € X icin d(x,y) = 0 olsun. (X,d) indiskre
genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay oldugunu gosterelim. (X,d)
genigletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzaydir. (X,d) nin indiskre uzay
oldugunu gosterelim. (Y, e) herhangi bir genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik
uzay ve [ : Y — X herhangi bir fonksiyon olsun. f : (Y,e) — (X, d) nin biiziilme
fonksiyon oldugunu gosterelim. Her z,y € Y icin 0 = d(f(z), f(y)) < e(x,y) dir
ve dolayisiyla f biiziilme fonksiyonudur. O halde, ccpqsMet kategorisi indiskre
objelere sahiptir. Teorem 2.3.1 den U: copqsMet — Set unutkan fanktoru

topolojik fanktordur.

2.4. ocpqsMet Kategorisinde Ozel Objeler Ve Morfizimler

copqsMet kategorisinde 6nemli bazi 6zel objeleri ve morfizmleri karakterize

edelim.

Teorem 2.4.1. (1) X bostan farkli bir ciimle ve her x,y € X icin

0, egerx—y
ddi8($7y) -
oo, egerx £y

verilsin. (X, dy;s) diskre genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaydir.

(2) X bostan farkli bir ctimle ve her x,y € X igin d(x,y) = 0 olsun. (X, d) indiskre
genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaydair.

(3) X = {a} olsun. (X,d) terminal (son) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik

uzaydir.
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(4) X = {a} olsun. (X,d) baslangi¢ (ilk) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik
uzaydr.

(5) {(Xi,d;),1 € I} genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaylar verilsin. X =
[e; X: ve d = sup(ds o (r, x 7)), yani, her z,y € X,d(x,y) = sup(di(r.(x), m(y)))
olsun. (X, d) ga;}eallm genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzzillydlr.

(6) (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve M C X olsun. Her
x,y € M icin dy(z,y) = d(x,y) ise M, dy uzay1 (X, d) nin alt uzayidir.

(7) {(Xi,d;),1 € I} genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar verilsin. X =
[l;c; Xi ve her (k,z), (j,y) € X igin

, di(x,y), eSerk =}
ﬂ%m%@wﬂ{;(y) o

olsun. (X,d) dualcarpim (coproduct) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik
uzaydir.

(8) (X, d), (Y, e) iki genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaylar, f, g : (X,d) —
(Y, e) bliziilme fonksiyonlari ve £ = {z € X : f(z) = g(x)} olsun. (E,dg), f ve g

nin esitleyicisi (equalizer) dir.

Ispat: (1) X bostan farkli bir ciimle ve her z,y € X icin

0, egerx—y
ddz’s(xay) —
oo, egerx £y

olsun.  (X,dys) genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik uzayidir. (X, dgs)
nin diskre uzayr oldugunu gosterelim. (Y,e) herhangi bir genisletilmis
pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve f : X — Y herhangi bir fonksiyon olsun.
[+ (X,dgs) — (Y,e) nin biiziilme fonksiyonu oldugunu gosterelim. z,y € X
olsun. Eger f(x) = f(y) ise e(f(), f(1)) = 0 < d(z,y) dir. Eger f(z) # [(y)
ise e(f(x), f(y)) < oc = d(z,y) olur ve dolayistyla f biiziilme fonksiyonudur. O
halde, (X, dy;) diskre genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaydr.

(2) nin ispat1 Teorem 2.3.1(5) te verilmistir.

(3) X = {a} ve (Y,e) herhangi bir genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay
verilsin. Her f : (Y,e) — (X,d) fonksiyonu sabittir. O halde, (X, d) terminal

genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzaydir.
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(4) X = {a} ve (Y,e) herhangi bir genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay
verilsin. Her f : (X,d) — (Y, e) fonksiyonu igin e(f(a), f(a)) = 0 < d(x,y) dir. O
halde, (X, d) ilk genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaydir.

(5) nin ispat1 Teorem 2.3.1(3) te verilmistir.

(6) (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve ¢ : M C X alt kiime
fonksiyonu olsun. dy; = doi x ¢, yani, her x,y € M igin dy,(x,y) = d(i(x),i(y)) =
d(z,y) dir ve d(x,y) = d(i{x),i(y)) = du(z,y) < du(z,y) oldugundan ¢ :
(M,dy) C (X,d) baslangic kaldirmadir ve dolayisiyla, (M, dy) genisletilmis
pseudo-quasi-yar: metrik alt uzaydir.

(7) {(Xs,d;), 7 € 1} genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar, X = [],.; X;
ve her (k, x), (j,y) € X icin

) - {0

verilsin. (X, d) dualgarpim (coproduct) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik
uzaydir. ¢ @ X; — X = ]_[z.el X; kanonik fonksiyonlar ve her z,y € X;
icin d(i(x),i(y)) = d((i,x),(i,y)) = di(x,y) < di(z,y) dir ve dolayisiyla,
i+ (Xi,d;) — (X,d) btiztilme fonksiyonudur ve dolayisiyla, (X, d) dual¢arpim
genigletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzayidir.

(8) in ispat1 kolayca yapilir.

Onerme 2.4.1. (1) f: (X,d) — (Y, e) monomorfizmdir ancak ve ancak f: X — Y
1-1 dir.

(2) f: (X,d) — (Y, e) epimorfizmdir ancak ve ancak f: X — Y Ortendir.

(3) f,9: (X,d) — (Y, e) biiziilme fonksiyonlarm esitleyicisi £ = {a € X : f(a) =
g(a)} olmak tizere (E, dp) altuzayidir.

(4) f: (X,d) — (Y, e) biomorfizmdir ancak ve ancak (X, d) — (Y, e) biiziilme, 1-1
ve Ortendir.

(5) f: (X,d) — (Y, e) izomorfizmdir ancak ve ancak (X, d) — (Y, ¢) biliziilme, 1-1,

orten ve tersi biitiziilme fonksiyonudur.

Ispat: (1) f: (X,d) — (Y, e) monomorfizm ve her a,b € X icin f(a) = f(b) olsun.
B = {c}ved : Bx B — [0,00] tek genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik
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olmak tizere g,h: (B,d') — (X,d) fonksiyonlar1 h(c) = a ve ¢g(c) = b seklinde
tarumlansinlar. g, h: (B,d) — (X,d) fonksiyonlar1 biiziilme fonksiyonlardir
clinkii d(h(c),h(c)) = 0 < 0 = d'(c¢,c) ve d(g(c),g9(c)) = 0 < 0 = d'(c,c¢) dir.
(f o gle) = flg(c)) = J(b) = fla) = [(h(c)) = (f o h)(c) ve f: (X,d) — (Y,e)
monomorfizm oldugundan ¢ = &, yani, a = b ve dolasiyla, f: (X,d) — (Y,e) 1-1
dir.

f: X — Y 1-1 olsun. f: (X,d) — (Y,e) nin monomorfizm oldugununu
gosterelim. (B, d') herhangi genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve
g,h: (B,d") = (X,d) bliziilme fonksiyonlari igcin her a« € B, (f o g)(a) = (f o h)(a)
olsun. f: X — Y 1-1 oldugundan ¢(a) = h(a), yani, ¢ = h dir. O halde,
[ (X,d) — (Y, e) monomorfizmdir.

(2) f: (X,d) — (Y, e) epimorfizm fakat orten olmasin. Enazbirc € Y vec ¢ f(X)
dir. ({0,1},d) indiskre genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay olmak tizere

g,h: (Y,e) — ({0,1}, d) fonksiyonlari her a € Y igin g(a) = 0 ve

~J0O, eger ac f(X)
ila) = {1, eger a¢ [(X)

seklinde tamimlansmlar. g,h: (Y,e) — ({0,1},d) fonksiyonlar1 biiziilme,
go f=ho ffakatg # hdir. Buda f: (X,d) — (Y, e) epimorfizm olmasi ile gelisir.
Ohalde, f: X — Y orten olmalidir.

f: X — Y orten olsun. Her ¢ € Y icin en az bir a € X vardir oyleki f(a) = ¢
dir. f: (X,d) — (Y,e) nin epimorfizm oldugununu gosterelim. (B, d’) herhangi
genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve g¢,h: (Y,e) — (B,d') buizilme
fonksiyonlari icin her a € X, (g o f)(a) = (h o f)(a) olsun. Her ¢ € Y icin
g9(c) = (9(f(a)) = (h(f(a)) = h(c), yani, g = h dir. O halde, f: (X,d) — (V,¢)
epimorfizmdir.

3 f.9: (X,d) — (Y,e) biiziilme fonksiyonlar1 ve £ = {a € X : f(a) = g(a)}
olsun. i : (E,dg) — (X,d) biiziilme fonksiyonu ¢ : £ — X injektif (alt kiime)
fonksiyonun baslangi¢ kaldirmas: olsun.

Her a € E igin g(a) = (goi)(a) = (hoi)(a) = h(a), yani, goi = hoi
dir.  (A,d) herhangi genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve her
h: (A,d) — (B,Im) diizgiin stirekli fonksiyonu i¢in g o h = f o h olsun. Her
c e Aigin (f(h(c)) = (g(h(c)) oldugundan h(c) € E ve her ¢ € Aicin k(c) = h(c)
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seklinde tanimlanan & (A,d') — (FE,dg) buizilme fonksiyonudur c¢iinkii

h = i ok buzilme ve i : (E,dg) — (X,d) bliziilme fonksiyonu i : £ — X
nin baglangi¢ kaldirmasidir. & : (A,d') — (FE,dg) fonksiyonun tek oldugunu
gosterelim. m : (A,d') — (E,dg) blizilme ve h = ¢ o m olsun. Her ¢ € A icin
(i o k)(c) = h(c) = E — X injektif (1-1) oldugundan & = m

dir. Yani, k : (A,d') — (E,dg) fonksiyonu tektir. O halde, i : (£,dg) — (X,d),

(i om)(c) ve i :

f,9: (X,d) — (Y, e) bliziilme fonksiyonlarin esitleyicisidir.

(4) Tarum 1.1.4, (1) ve (2) den f: (X,d) — (Y, e) biomorfizmdir ancak ve ancak
[ (X,d) — (Y, e) buiziilme, 1-1 ve 6rtendir.

(5) Tarum 1.1.4, (1) ve (2) den f: (X,d) — (Y, e) izomorfizmdir ancak ve ancak

[ (X,d) — (Y, e) bliziilme ,1-1, Orten ve tersi biiziilme fonksiyonudur.

Kategori Objeler Morfizmler
Set Kiimeler Fonksiyonlar
Top Topolojik uzaylar Stirekli fonksiyonlar
Kmet Metrik uzaylar Stirekli fonksiyonlar
Met Metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
pMet Pseudo metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
qMet Quasi metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
pqMet Pseudo-quasi metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
pqsMet Pseudo-quasi-yar1 Metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
copMet Genisletilmis pseudo metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
coqMet Genisletilmis quasi metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
copqMet Genisgletilmis pseudo-quasi metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
ocopsMet Genigletilmis pseudo-yar1 metrik uzaylar Biiztilme fonksiyonlari
ocpqsMet || Genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaylar || Biiziilme fonksiyonlar:
Tablo 2.1. Baz1 Kategori Ornekleri
Not 2.4.1. i. Kmet kategorisi keyfi sonsuz sayilamaz garpimlara ve indiskre

objeye sahip olmadigindan Teorem 1.1.3 ve Teorem 1.2.3 ten dolay1 Kmet

topolojik bir kategori degildir.




ii.

iii.

iv.
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Met ve pMet kategorileri keyfi sonsuz carpimlara ve indiskre objeye
sahip olmadigindan Teorem 1.1.3 ve Teorem 1.2.3 ten dolay1 Met ve pMet
topolojik bir kategori degildirler.

pMet, psMet, pqMet ve pqsMet kategorileri keyfi sonsuz sayilamaz
carpimlara sahip olmadiklarindan Teorem 1.1.3 ve Teorem 1.2.3 ten

dolay1 bu kategoriler topolojik bir kategori degildir.
Teorem 2.1.1 den copqsMet kategorisi topolojik kategoridir.

ocpMet, copsMet ve ocpqMet kategorileri topolojik kategoridir [28],
[29].



3. BOLUM

LOKAL 7}, VE T; GENISLETILMIS PSEUDO-QUASI-YARI METRIK
UZAYLAR

Topos teorisinin {ireteg eleman metodu ( [67] p. 39) kullanilarak p noktasinda,
yani lokal 7; ve lokal 7} ayirma aksiyomlar1 1993’te Baran [69] tarafindan
topolojik kategorisine genisletilmistir. Baran [69] topolojik kategorilerde kapalilik
ve kuvvetli kapalilk kavramlarini lokal 7 ve lokal 77 ayirma aksiyomlarim
kullanarak tanimlamigs ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik kategorilerde
Dikranjan ve Giuli anlaminda [79] kaparus operatorii olusturdugunu gostermistir
[80], [81], [82], [83]. Ayrica bu kavramlar: kullanarak 1997 de kompaktlik [84],
1996 da Hausdorffluk [63] ve 2006 da baglantililik [85] kavramlarim topolojik

kategoriye genellestirmistir.

Bu boliimde, lokal yani p noktasinda Ty, T3, Ty genigletilmis pseudo-quasi-yari
metrik uzaylar1 karakterize edilmis, bunlar arasindaki iliskiler incelenmis ve bu

uzaylarin ¢arpimsal ve kalitsal oldugu gosterilmistir.

3.1. pde Temel (Principle) ve p de Egik (Skewed) Eksen Doniisiimleri

B bir kiime, p € B ve B U B, B niniki ayrik kopyast olsun. B nin p noktasindaki
wedge carpimi B U B nin p de cakismasidir ve B V, B seklinde gosterilir.
B Vv, B deki bir x noktasi birinci bilesende ise x;, ikinci bilesende ise x, olarak

gosterilecektir. Ayrica x = pise x1 = z, dir, yani p; = p, olur [34].

Not 3.1.1. B bir kiime, p € B ve BV, B de B kiimesinin p noktasindaki
wedge carpimi olsun. {x}, Set kategorisinde bitis objesi ve i1,i2: B — BV, B

dontistimleri de sirasiyla birinci ve ikinci icerme donitistimleri (inclusion maps)
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X, =(p,x)

p x=(x,p)

Sekil 3.1. p noktasinda wedge carpim

olmak tizere;

{x}——B
T
B——BV,B

2 p

degismeli diyagrami bir pushout diyagramidir.

id: B — B birim doniisim ve f: B — B de p ye giden sabit doniisiim olmak
tizere; Ayiy = (id, f): B — B2, Ayia = (f,id): B — B?, Syiy = (id,id): B — B?,
Spia = (f,id): B — B?ve Vyi; = V,iy = id: B — B doniigiimleri yukarida
verilen pushout diyagramina uygulandiginda sadece Tarum 3.1.1 ile verilen A,,
S, ve V,, dontigiimleri elde edilir. Ornegin A, déniigiimiiniin elde edilisi asagida

verilmistir:

(x}——~nB

1k

B—>BV, B

ve
()L~ nB

1 o

B——B?
Apiz
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degismeli diyagramlari i¢in

!

{*}

B——=

diyagrami degismeli, yani Ayii f = Ayiaf = (f, f) oldugundan bir tek A,: BV,

B — B? morfizmi vardir.

Tanim 3.1.1. [34] Bbir kiime, p € B ve B?> = B x B de B nin kendisi ile kartezyen

carpimu olsun.

(1) p de Temel (Principle) Eksen Déntigtimii:

) ) /l/:]‘
Ay BV, B o B A —d @D
Px) ) 272
B BZ
X=X, A QA (x,)=(px)
7
B
> ®
P x=x, P A(x)=(xp)

Sekil 3.2. p de Temel (Principle) Eksen Doniigiimii

(2) p de Egik (Skewed) Eksen Doniigiimii:

S,: BV, B— B, S,(x;) =

(3) p de Katlama (Fold) Dontistimii:

Vy: BV, B—= B, V()= i=1,2
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B B2
X=1x, S S,(x,)=(px)@
B _ 7 S,(x)=(xx)
p X=X,
Sekil 3.3. p de Egik (Skewed) Eksen Donitisiimii
B
X=X, \V4
p
B B Vp(x]):‘xzvp(xz)
S @
p x=x p

Sekil 3.4. p de Katlama (Fold) Dontistim{i

Ornek 3.1.1. Eger B — R reel sayilar kiimesi ve p — 0 noktasi segilirse p de temel
eksen A, doniistiimiiniin goriintiisii x ve y eksenlerinin birlesimi, p de egik eksen

S, doniistimiiniin goriintiisii de y = x dogrusu ile y ekseninin birlesimi olur.

3.2. Lokal 7} Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar1 Metrik Uzaylar
Tanim 3.2.1. (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun.
1. Eger her p # ¢ icin ¢ ¢ N, olacak sekilde p nin en az bir N, komsulugu

veya p ¢ N, olacak sekilde ¢ nun en az bir N, komsulugu varsa (B, 1)

uzay1 p de Tj dur.

Teorem 3.2.1. [56] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

1. (B, 1) uzayipde T dir.



33

RZ

A(x,)=(0,x) ¢

e @
Ap 0 A(x)=(x,0)
R

RZ

Sp(xz):(O,x) [ )
T

S,(x;)=(x,x)

Sekil 3.5. B = R ve p = 0 icin 4, ve S, doniistimlerinin goriintiisii

2. B? iizerindeki carpim topolojisi 7* olmak tizere A,: BV, B — (B? %)
ve V,: BV, B — (B, P(B)) fonksiyonlar: tarafindan {iretilen baslangic

topololojisi diskredir.

3. il,igl B —- B \/p B, T Zl(l’) = T, ¥ 22(1’) - X2 fonksiyonlarl
tarafindan tiretilen B V, B tizerindeki bitis topolojisi 7. olmak tizere,
id: BV, B — (BV, B,T,) birim fonksiyonuve V,,: BV, B — (B, P(B))

fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangic topololojisi diskredir.

Baran [34] topolojik uzaylardaki p noktasindaki 7; ve 7 ayirma aksiyomlariru
Tarum 3.1.1 deki dontisiimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye

asagidaki tanumla genellestirmistir.

Tanim 3.2.2. U : E — Set bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak tizere X, E nin

bir objesi ve p € B olsun.

1. Eger {A, : BV, B —» U(X?) = B2vevy, : BV, B > UD(B) = B}
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U-kaynaginin baglangi¢ kaldirmas: diskre ise X nesnesine p de T, nesnesi

denir. Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur. [34].

2. (BV, B), i1,i : U(X) — B V, B kanonik fonksiyonlar: tarafindan
tiretilen BV, B {izerindeki bitis kaldirmas: olsun. Eger id : BV, B —
U(BV,B,(BV,B)") = BV, B birim fonksiyonuve v, : BV,B — UD(B) = B
} U-kaynaginin baglangic kaldirmas: diskre ise X nesnesine p de 7, nesnesi

denir [34].

Teorem 3.2.2. (1) X bostan farkli bir ciimle ve her x,y € X icin

0, egerx—y
ddi8($7y) -
oo, egerx £y

verilsin. (X, dg;s) diskre genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaydir.

(2) X bostan farkli bir ctimle ve her x,y € X igin d(x,y) = 0 olsun. (X, d) indiskre
genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzaydir.

(3) {(X;,d;),i € I} genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar, X bostan

farkli bir kiime ve f; : X — X, fonksiyonlar olsun. Her z,y € X icin

dlz,y) = sup(di(fi(x), fi(y))) baslangic genigletilmis pseudo-quasi-yar
metrigidir [28] \zzeelya [29].

4) {(X;,d;),i € I} genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar, X bostan
farkli bir kiime ve f; : X; — X fonksiyonlar olsun. Her z,y € X icin
di(x,y) = inf{(di(xs,y:)) : @ € Lxg,y € Xy, fi(wy)) = x ve fi(y;)) = y } bitis
genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrigidir [28] veya [29].

Ispat: (1) ve (2) nin ispati Teorem 2.2.1 de verilmistir.

(3) (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay oldugunu gosterelim. Her

x € X icin d;(fi(x), fi(x))) = 0 oldugundan d(x,z) = szlel?(dz(fz(x),fz(x))) =0

dir ve dolayisiyla,d, X iizerinde genisletilmis pseudo-quasi-yar: metriktir. Her

x,y € Xicind(fi(x), fi(y))) < sup(di(fi(x), fi(y))) = d(x,y) oldugundan f; : X —

el
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X, fonksiyonlar1 biiziilme fonksiyonlaridir. (X, d) nin baslangic genisletilmis
pseudo-quasi-yar1 metrik uzay oldugunu gosterelim. (Y,e) herhangi bir
genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay, g; : (Y,e) — (X, d;),é € I buizilme
fonksiyonlar ve f; o h = g¢; olacak sekilde bir h : ¥ — X fonksiyon mevcut olsun.

h : (Y,e) — (X,d) fonksiyonun biiziilme oldugunu gostermek yeterlidir. Her

x,y € Y igin d(h(x), h(y)) = Silellp(di(fi(h(x)),fi(h(y)))) = Silellp(di(gi(x),gi(y))) <
e(r,y) ¢inkii ¢; : (Y,e) — (X;,d;),7 € [ buizilme fonksiyonlaridir. O
halde, d(h(z),h(y)) < e(x,y) dir ve dolaywsiyla, h : (Y,e) — (X,d) biiziilme
fonksiyonudur.

(4) {(Xs,d;),7 € 1} genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar, X = [],.; X;
ve her (k, x), (j,y) € X icin

di(r,y), egerk =j

d((kP'x)? (ij)) - {OO eger e #]

verilsin. (X, d) dualgarpim (coproduct) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik
uzaydir. 7 : X; — X = [[.
d(i(x),i(y)) = d((i,2), (i,y)) = di(x,y) < di(x,y) dir ve dolayisiyla, ¢ : (X;,d;) —

X, kanonik fonksiyonlar ve her z,y € X, icin

(X,d) biiziilme fonksiyonudur ve dolayisiyla, (X,d) dualcarpim genisletilmis

pseudo-quasi-yar1 metrik uzayidir.

Teorem 3.2.3. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve p € X olsun.
(X,d) p noktasinda Ty olmas icin gerek ve yeter sart her v € X ve x # p icin
d(x,p) = oo veya d(p, x) = oc dur.

Ispat: (X, d) genisletilmig pseudo-quasi-yar1 metrik uzay1 p noktasinda 7'y ve her

x € Xvex #polsun. x1,23 € X V, X dir.
d(m1Ap(x1), m1 Ay (22)) = d(x,p),

d(mpAp(1), T2 Ay (22)) = d(p, ),

dais(Vp(11), Vp(22)) = d(w,2) = 0

burada, m; : X? — X ¢ = 1,2 iz diisiim fonksiyonlaridir ve dg, X iizerinde

genisletilmis pseudo-quasi-yar1 diskre metriktir. (X, d) p noktasinda T ve x1 #
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x2 oldugundan Tanum 3.2.2 ve Teorem 3.2.2 den

oo = d(xy,x2)
= sup{das(V (1), V(22)), d(miAp (1), M Ap(2)), 7 = 1,2}
= sup{d(x,p),d(p,x)}

ve dolayisiyla, d(z, p) = co veya d(p, x) = oo dir.
Her x € X ve x # pigin d(z,p) = oc veya d(p,x) = oo olsun. (X,d) nin p
noktasinda T’y oldugunu gésterelim, yani, Tanim 3.2.2 ve Teorem 3.2.2 den X V, X

wedge carpim {izerinde
Ay BV, B = U(X? d*) = B?

ve

Vp: BV, B —=U(X,dyus)=B

fonksiyonlar: tarafindan elde edilen d genisletilmis pseudo-quasi-yar: metriginin
diskre oldugunu gosterelim, burada d?, B? iizerinde g¢arpim genisletilmis
pseudo-quasi-yar: metrigidir. © ve v X V,, X wedge de herhangi iki nokta olsun.
Eger u = vise d(u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki u # v olsun. Eger v/, (u) # v, (v)
ise dgis(\/p(u), Vp(v)) = oc ve dolayisiyla,

d(u,v) = sup{das(V(u), v (v), d(mAp(u), 7 Ap(v)), i = 1,2}
- S’LLp{OO, d(ﬂ-iAp(u)) 7T-1'141)(7}))7 1= 17 2}
= ©
dur. Kabul edelim ki u # v ve 7, (u) = v,(v) olsun. Eger v/, (u) = p = v/, (v) ise
u = p = v olur. Bu da celigkidir ¢tinkii v # v dir. Eger v/, (u) = @ = /p(v), x # p

iseuw =x; vev =x;,i,j = 1,2 ve i # j olur ¢linkii u # v dir yani, u = x; ve v = x5

veya u = x3 ve v = x; olur. u = x; ve v = x; olsun.
d(m1Ap(x1), m1Ap(22)) = d(z, p),

d(mpAp (1), Mo Ay (2)) = d(p, )
ve

dais(Vp(21), Vp(2)) = d(,7) =
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dir.

d(u,v) = d(xy,7)
= sup{das(V (1), V(x2)), d(miAp (1), mi Ap(2)), 7 = 1,2}
— Sup{d($7p)7d(p7 $)}

olur. Kabulden d(z, p) = oc veya d(p, x) = oc oldugundan d(u,v) = oc dur.

uw = Ty Ve v = 21 olsun.
d(miAp(x2), m1Ap(21)) = d(p, x),

d(mpAp(2), Mo Ay (1)) = d(z, p)
ve
ais(Vp(2), Vp(21)) = d(w, ) = 0
dur.

d(u,v) = d(x%xl)
= sup{daa(7 (22), 7 (@), d(mAy (o), midy (1)) i = 1,2)
= sup{d(p,x),d(z,p)}

olur. Kabulden d(p, ) = oc veya d(x, p) = oc oldugundan d(u,v) = oc dur.
uvev X V, X wedge de herhangi iki nokta i¢in

- 0, egeru—v
d(u,v) =
00, egeru#v

oldugundan Tanim 3.2.2 ve Teorem 3.2.2 den (X, d) p noktasinda T’y dur.

Teorem 3.2.4. Her genisletilmis pseudo-quasi-yart metrik (X,d) uzayr p

noktasinda 7}, dir.

Ispat: u ve v, X V, X wedge de herhangi iki nokta olsun. d;, X v, X wedge
carpimu lizerinde i1,i; : X = U((X,d)) — X V, X kanonik fonksiyonlar:
tarafindan tiretilen bitis genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrigi olsun. Eger u

ve v noktalar1 X Vv, X wedge carpimmin ayru birlesenlerinde ise d;(u,v) =
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inf{(d(z,y)) : z,y € X,ir(xr) = uveu # v noktalar1 X v, X wedge carpiminin
farkli birlesenlerinde ise d; (u, v) = oo dur.

d(u,v) = sup{dass(V(u), V7 (v)), di(id(w), id(v)) = di(u,v)}
id: XV, X 2 U(XV, X, d) =XV, X
ve
Vi XV, X = U(X,dgs) = X
fonksiyonlar1 tarafindan elde edilen baslangic genisletilmis pseudo-quasi-yari
metrigi olsun. d metriginin diskre oldugunu gosterelim. Eger v = v ise d(u,v) = 0
dir. Kabul edelim ki u # v olsun. Eger u ve v noktalar1 X Vv, X wedge

carpiminin ayn birlesenlerinde ise 7, (u) # ,(v) dir ve dgs(7p(uw), 7 (v)) = o0

ve dolayisiyla,

du,v) = sup{das(V(u), v (v), di(id(u), id(v)) = di(u,v)}

= sup{oo,di(u,v)}

= o0
dur. Kabul edelim ki v # v noktalar1 X Vv, X wedge carpiminun farkl
birlesenlerinde ve v/, (u) = v/,(v) olsun. Eger /,(u) = p = v,(v)iseu =p = v
olur. Bu da celiskidir ¢linkii u # v dir. Eger ,(u) = z = v, (v), x # pise u = z;
vev = x;,i,j = 1,2 vei # jolur ¢linkii u # v dir yani, u = ; ve v = x;, veya
u = xyvev =1x;olur. u = x; ve v = x5 olsun.

dy (id(u),id(v)) = di(u,v) = di(x1, 12)

ve
dais(Vp(21), Vp(22)) = d(, 1) =
duir.

d(u,v) = d(x1,x2)
= sup{das(V(21), V(22)), di(x1, 22}
= sup{0,d;(x1, x5}
= di(x1, 72

- o0
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olur ¢iinkii u = z; ve v = 21 X V, X wedge ¢arpiminun farkli birlesenlerindedir
ve dolayisiyla, d(u,v) = oc dur. O halde, Tanim 3.2.2 ve Teorem 3.2.2 den (X, d) p

noktasinda 7}, dir.

3.3. Lokal 77 Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar1 Metrik Uzaylar

Tanim 3.3.1. (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun.

1. Eger her p # gicin ¢ ¢ N, olacak sekilde p nin en az bir N, komsulugu ve
p ¢ N, olacak sekilde ¢ nun en az bir N, komsulugu varsa (B, 1) uzay1 p
de T1 dir.

Teorem 3.3.1. (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, 1) uzay1 p de 7} dir
ancak ve ancak B? iizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak iizere S,: BV, B —
(B?,7*)ve V,: BV, B — (B, P(B)) fonksiyonlar tarafindan iiretilen baslangi¢
topololojisi diskredir [34].

Tanim 3.3.2. U: E — Set bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak tizere, X : E nin
bir nesnesi ve p € B olsun.
Eger {S,: BV, B = U(X?) = B*vev,: BV, B— UD(B) = B} U-kaynagmn

baslangi¢ kaldirmas: diskre ise X nesnesine p de 7’ nesnesi denir [34].

Teorem 3.3.2. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve p € X olsun.
(X,d) p noktasinda T} olmasi icin gerek ve yeter sart her x € X ve x # p igin
d(x,p) = oo = d(p, x) dir.

Ispat: (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzay p noktasinda 7} ve her

x € Xvex #polsun. x1,23 € X V, X dir.
d(m15p (1), m1Sp(w2)) = d(x, p),

d(m2Sp(21), T2Sp(w2)) = d(x,x) = 0,

dais(Vp(1), Vp(2)) = d(2,2) = 0,
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burada, m; : X? — X ¢ = 1,2 iz diisiim fonksiyonlaridir ve dg, X tizerinde
genisletilmis pseudo-quasi-yar1 diskre metriktir. (X, d) pnoktasmda T’ ve z, # x5

oldugundan Tarum 3.3.2 ve Teorem 3.2.2 den

oc = d(xy,x2)
= sup{dais(V (1), V(2)), d(7:Sp (1), m:5p(x2)), 4 = 1,2}
= sup{d(z,p)}
= d(z,p)

ve dolayisiyla, d(z, p) = oo dir.

d(ﬂ'lSp(l’g),ﬂjSp(l’l)) - d(l’,l’) — O,
(w25 (22), T25(21)) = d(p, x),

dais(Vp(11), Vp(22)) = d(w,7) = 0.

(X, d) pnoktasinda T} ve x; # x, oldugundan Tarum 3.3.2 ve Teorem 3.2.2 den

oc = d(xy,x2)
= sup{dais(V (1), V(2)), d(7:Sp (1), m:5p(x2)), 4 = 1,2}
= sup{d(p,z)}
= d(p,x)

ve dolayisiyla, d(p, x) = co dur.

Her + € X ve x # p icin d(x,p) = oo ve d(p,x) = oc olsun. (X, d)
nin p noktasinda 7 oldugunu gosterelim, yani, Tanum 3.3.2 ve Teorem 3.2.2
den X Vv, X wedge carpim tiizerinde S, : BV, B — U(X? d*) = B? ve
Vy : BV, B — U(X,dys) = B fonksiyonlan tarafindan elde edilen d
genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metriginin diskre oldugunu gosterelim, burada
d?, B? iizerinde garpim genisgletilmis pseudo-quasi-yar: metrigidir. v ve v X V, X
wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger u = v ise d(u,v) = 0 dir. Kabul edelim

ki u # v olsun. Eger <7, (u) # v, (v) ise dgis(Vp(u), Vp(v)) = oc ve dolayisiyla,

d(ua U) — SUP{ddiS(V(u)ﬁ V(U))a d(ﬂ-iSp(u)) 7T-iSp(U))ai - 17 2}
= sup{oc,d(m;Sy(u), m:Sp(v)),i = 1,2}

- o
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dur. Kabul edelim ki u # v ve 7, (u) = v,(v) olsun. Eger v/, (u) = p = v/, (v) ise
u = p = v olur. Bu da celigkidir ¢linkii v # v dir. Eger v/, (u) = © = /,(v), x # p
isew =x; vev =xj,4,j = 1,2 ve i # j olur ¢linkii u # v dir yani, u = x; ve v = x»
veya u = x; ve v = x; olur. u = 1 ve v = x; olsun.

d(ﬂlsp(:vl))WlSP(x?)) - d(l’,p),
d(m2Sp(x1), m25p(12)) = d(w,2) = 0
ve
dais(Vp(71), Vp(22)) = d(z,2) = 0
dir.

d(u,v) = d(x1,x2)
= sup{dais(V(21), V(22)), d(m:Sp (1), mi5p(22)) 0 = 1,2}
= sup{d(z,p)}
= d(x,p)
olur. Kabulden d(z, p) = oc oldugundan d(u, v) = oo dur.
U = Ty Ve v — xy olsun.
d(m15p(22), m1.5(21)) = d(p, x),
(73S, (3), 755, (1)) — d(, ) — 0
ve
dais(Vp(x2), Vp(21)) = dlz,2) = 0
dir.

d(u,v) = d(xs,71)
= sup{dais(V(22), V(1)) d(7:Sp(22), miSp (1)), 0 = 1,2}
= sup{d(p,x)}
= d(p, )

olur. Kabulden d(p, x) = oc oldugundan d(u, v) = oo dur.
uvev X V, X wedge de herhangi iki nokta i¢in

_ 0, egeru=
d(u,v>{ ey

00, egeru#v
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oldugundan Tarum 3.3.2 ve Teorem 3.2.2 den (X, d) p noktasinda 7} dir.

3.4. Lokal 7} ve T Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar:1 Metrik Uzaylarin Carpimi ve
Alt Uzay1
Teorem 3.4.1. {(X;,d;) : i € I} genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzaylarin
bir smufy, (X = [[,c; Xs,d = sup(d; o (m x 7)), {(Xi,ds) : @ € I} uzaylarin
iel
kartezyen carpimi olsun. Bu durumda her j € [ igin (X}, d;) uzay1 (X, d) carpim

uzaymin bir (B, dp) alt uzayma izomorftur.

Ispat: i # j olacak sekilde her i € I icin bir ¢; € X; sabit noktas1 secelim.
B = {a} x {c} x ... x {¢j-1} x Xi X {¢j41}... € X olsun. Teorem 2.4.1(6)
dan (B,dp) uzayt (X,d) carpim uzaymun bir alt uzayidir. =7; : (B,dp) —
(X;,d;) j. izdustim fonksiyonu 7;(cy, ¢a, ..., ¢j—1, bj, ¢j41, ...) = b; bire-bir ve orten
fonksiyondur. Her (cy, ca, ..., ¢j_1,b;,¢j11,-..), (c1,Ca, .o Cj1, G4, Cj1 1, ...) € B igin
di(mi((c1, ¢,y i1, b5, Ciga, ), mi((eay cay ey G, @, G,y -on)))

= d;(bj, a;) < sup{d;(b;, a;), de(ck, cx) = 0,k # j)}

= d((cy,¢a, oy i1, by, Cipns ), (€1, Coy e, €1, Qg Cgns o))

=dg((c1,¢2, ey 1,05, Cjp1y -0), (€1, Coy ey Gt G, Cipny -20))

oldugundan 7; : (B,dg) — (Xj,d;) bliziilme fonksiyonudur. $Simdi her a; € X
icin f : (X;,d;) — (B,dp) fonksiyonunu f(a;) = (c1,¢2,...,¢j—1,05,Cj11,--.)

seklinde tanimliyalim.
(mjo a;) = m(f(ay)
- ﬂ-j(clyc%“-7Cj—1;aj,Cj+1,...)
= 1X]' (aj)

dir, yani, 7; 0 f = lx, dir.

(f o 7Tj)(C1,C2, wy Ci—1, Ay, Ciga, ) — f(ﬂ'j((Cl,Cg, cy Ci—1, Gy, G, ))
= fla)
= (61,62,...,Cj_l)a/j)cj+1)...)

= 1B(C1,C2, ey Cj—1, G5, Cj41, )
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dir, yani, f o r; = 1p dir. O halde f fonksiyonu 7; nin tersidir. Her a;,b; € X icin

dp(f(a;), f(b;)) = sup{d;(a;,bs), di(ck, cx) = 0,k 7 j)}
— d((cl,CQ,...,ijl,bj,cj+1,...),(01762,...,ijl,aj,cjpi,l,...))

= dj{ay,b;) < dj(ay,b5)

oldugundan f biiziilme fonksiyonudur. O halde, (X;,d;) uzay1ile (B, dg) uzay:
izomorfturlar.
(X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay ve A C X olsun. Her x,y € A

icin d4(x,y) = d(x,y) ise (A, dps) uzay1 (X, d) nin alt uzayidir.

Teorem 3.4.2. (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay, A C X ve
p € A olsun.

(1) Eger (X, d) pnoktasinda T} ise (A, d4) p noktasinda T dur.

(2) Eger (X, d) pnoktasinda T}, ise (A, d4) p noktasinda T}, dir.

(3) Eger (X, d) p noktasinda 7’ ise (A, d4) p noktasinda 77 dir.

Ispat: (1) Kabul edelim ki (X,d) p noktasinda T, p € A ve her x € A igin
x # polsun. A C X ve (X,d) p noktasinda T, oldugundan Teorem 3.2.3 den
d(z,p) = oo veya d(p,x) = oc. da(x,y) = d(z,y) = co veya d4(y,x) = d(y,x) = o0
ve dolayisiyla (A, d) p noktasinda T dir.

(2) nin ispat1 agiktir.

(3) Kabul edelim ki (X, d) p noktasinda 7}, p € A ve her x € A igin x # p olsun.
A C X ve (X,d) p noktasinda T3 oldugundan Teorem 3.3.2 den d(x,p) = o ve
d(p,x) = oo dur. da(z,y) = d(x,y) = oc ve da(y,x) = d(y,x) = oo ve dolayisiyla
(A, d) pnoktasinda 7} dir.

Teorem 3.4.3. (1) Her ¢« € [ icin {(X;,d;) : ¢ € 1[I} p; noktasinda
To genigletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzayidir ancak ve ancak
(X = TLer Xid = sup(d; o (m; x m))), {(Xi,d;) : @ € I} kartezyen carpimida
p = (p1,p2,...) noktasiffda T, dir.

(2)Heri € Iicin {(X;,d;) : i € I} p; noktasinda T}, genisletilmis pseudo-quasi-yar1
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metrik uzayidir ancak ve ancak (X = J[[..;Xi,d = sup(d; o (m x m))),
i€l

{(Xi,d;) : i € I'} kartezyen carpimida p = (py, p2, ...) noktasinda 7}, dur.

el

(3)Heri € [icin {(X;,d;) : i € I} p; noktasinda 7; genisletilmis pseudo-quasi-yar1
metrik uzayidir ancak ve ancak (X = [[,.;Xi,d = sup(d; o (m x m))),
i€l

{(X;,d;) : © € I} kartezyen ¢arpimida p = (py, pa, ...) noktasinda 7 duir.

Ispat: (1) Her j € I icin Teorem 3.4.1 den (X;,d;) uzay (X,d) carpim uzayimn
bir alt uzayina izomorf ve ¢arpim uzay: (X = [[,c; X;,d = sup(d; o (m; x m;))) p
noktasinda T oldugundan (X}, d;) uzay1 p; noktasinda T’y dlzre.l

Her i € I icin {(X;,d;) : i € I} p; noktasinda T, genigletilmis pseudo-quasi-yar1
metrik uzay1 ve her ©x = (x1,22,...) € X i¢cinx # p = (p1,p2,...) olsun. = # p
oldugundan enaz bir j € I vardir z; # p; dir. (X;,d;) uzay1 Ty oldugundan
d;j(z;,p;) = oo veya d;(p;,x;) = oo. Eger d;(x;,p;) = oc ise

d(x,p) = sup(di(mi(x), m(p)))

= sup{di((z1), (p1)), do((2), (P2)), -, dj—1((x-1), (Pj=1)), d; ((z5), (ps))
= 00, di1((jq1), (Pj11)), -}

=
dur. Eger d;(p;, x;) = oc ise

d(p,x) = sup(di(mi(p), 7:(x)))

= sup{di((p1), (x1)), d2((p2), (x2)), .., dj—1((pj-1), (xj-1)), d;((p;), (x5))
= 00, dj1((pjr1)s (Tj41))s -}

- o0

olur. Teorem 3.2.3 ten (X, d) carpim uzayi p noktasinda T’ dur.
(2) ve (3) kisimlar: da benzer sekilde ispatlanur.

Not 3.4.1. (1) Top topolojik uzaylar kategorisinde, p noktasmnda Ty, 13, T}
kavramlari, Tanum 3.2.1 ve Tarum 3.3.1 den sirasiyla, p noktasinda 7j ve 7 ayirma

aksiyomlarma indirgenir [34], [56].
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(2) Genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar kategorisinde Teorem 3.2.3 ve
Teorem 3.2.4 ten p noktasinda Ty uzay1 herzaman p noktasinda 7, uzayidir fakat
gerektirmenin karsiti genelde dogru degildir. Ornegin, R reel sayilar kiimesi
ve Vz,y € Ricin d(z,y) = 0 olsun. Teorem 3.2.4 ten, (R, d) p noktasinda T
genisletilmis pseudo-quasi metrik uzayidir ama Teorem 3.2.3 den (R, d) uzay:
p noktasinda T, uzayr degildir. Ayrica, Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.3.2 den p
noktasinda 7T uzay: herzaman p noktasinda 7, uzayidir fakat gerektirmenin
kargit: genelde dogru degildir. Ornek olarak,
R reel sayilar kiimesi ve Vx,y € R

0, egerx—y,

dlz,y) =<1, egerx <y,

oc, egerx > y.

verilsin. Teorem 3.2.3 den (R, d) uzayi p noktasinda T’y dir fakat, Teorem 3.3.2 den

p noktasinda 7’ uzay: degildir.



4. BOLUM

T, ve Ty GENISLETILMIS PSEUDO-QUASI-YARI METRIK UZAYLAR

Bu boliimde, degisik 7y ve 1) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar
karakterize edilmis, bunlar arasindaki iliskiler incelenmis ve bu uzaylarin

carpimsal ve kalitsal oldugu gosterilmistir.

4.1. Tj Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar:1 Metrik Uzaylar

Tanim 4.1.1. B bir ciimle ve A C B? diyagonal olsun. B? nin ayrik iki kopyasinn
A da ¢akismasina wedge carpimi denir ve B? V4 B? ile gosterilir [34]. Diger bir
ifadeyle, (id, id) : A — B? fonksiyonunun kendisiyle pushout diyagrami B2V B?
wedge carpimuru verir. Burada, id : B> — B? birim fonksiyonudur. B? V5 B?
wedge carpimindaki (z,y) noktasi ilk bilesende ise (z, y); ile ikinci bilesende ise

((z,y)2) ile gosterilir. ((x,y)1) = ((x,y)2) ise x = y oldugu agiktir [34].

Tanim 4.1.2. Temel eksen doniisiimii, A : B? Va B? — B3, A(x,y)1 = (v,y, )
ve A(z,y)2 = (x,7,y), skewed eksen doniisiimii S : B? Va B? — B?* ,S(x,y)1 =
(r,y,y) ve S(x,y); = (z,2,y), katlama doniisiimii V : B>V B? — B?, V(x,y); =
(x,y), 1 = 1,2 seklinde tarumlanur [34].

Ty topolojik uzay1 asagidaki sekilde karakterize edilmistir.

Teorem 4.1.1. (B, 7) bir topolojik uzay olmak {izere asagidaki ifadeler denktir:

1. (B, 1) uzay1 1 dir.
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2. B?tizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak tizere A: B*VAB? — (B?, 7*) ve
V: B? Va B? — (B? P(B?)) fonksiyonlar tarafindan iiretilen baslangig

topololojisi diskredir.

3. iy,i5: B2 — B?Va B, (z,y) = i1(x,y) = (z,9)1, (x,y) = i2(x,y) = (2,9)2
fonksiyonlar: tarafindan iiretilen B* Vo B? iizerindeki bitig topolojisi 7,
olmak tizere, id: B*Va B? — (B*Va B?, 7,) birim fonksiyonu ve V: B2V
B?* — (B? P(B?)) fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangic topololojisi
diskredir.

4. (B, ) topolojik uzay1 en az iki elemanli indiskre alt uzayin ihtiva etmez.

Ispat: (1), (2) ve (3) {in denkligi Baran [56] da ve (1) ile (4) {in denkligi [58] de

gosterilmistir.

Baran [34] topolojik uzaylardaki 7j ayirma aksiyomunu Teorem 4.1.1 i kullanarak
herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki sekilde genellestirmistir.

Tanim 4.1.3. U: E — Set bir topolojik fanktor, X € Ob(E) ve U(X) = B olsun.
(1) Eger {A : B2Va B2 - U(X?) = B*ve V : B2V, B2 — U(D(B?) = B%}
U-kaynagiin baglangic kaldirmas: diskre ise X nesnesine T\ nesnesi denir.
Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur [34].

(2)(B% va B, {iy,iy : U(X?) = B? — B? VvV, B?} kanonik fonksiyonlar
tarafindan {iretilen B? Va B?} iizerindeki bitis kaldirmasi olsun.  Eger
{id : B?>va B* — U(B? va B? = B? va B? birim foksiyonu ve
V : B*Va B* - U(D(B?%) = B?} U-kaynaginn baglangi¢ kaldirmas: diskre ise
X nesnesine T, nesnesi denir [34].

(3) Eger X in en az iki elemanindan olusan alt kiimesi indiskre degilse X

nesnesine 7j nesnesi denir [58].

Not 4.1.1. (1) Top topolojik uzaylar kategorisinde, Teorem 4.1.1’den Ty, T} ve T
kavramlari klasik 7} ayirma aksiyomuna indirgenir.

(2) Herhangi bir topolojik kategoride , her Ty nesnesi T}, nesnesidir fakat genel
olarak T(; nesnesi Ty nesnesi olmayabilir ( [62], Teorem 3.2). Ayrica, genelde T

nesnesi ile Ty ve 1} nesneleri arasinda iliski yoktur ( [62], Not 3.6).
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Teorem 4.1.2. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayin Ty olmasi igin

gerek ve yeter sart her x,y € X ve x # yi¢in d(x,y) = oo veya d(y,x) = oc dur.

Ispat: (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay1 Ty ve x,y € X icin

x #£ yolsun. u = (z,y)1,v = (z,y)2 veu,v € X2 Va X2 dir.

d(mAlu), mA@) = dx,z)
= 0
= dais(V(u), v(v))
— ddis((x,y),(%y));

d(mA(u), m2A(v)) = d(y, x),
d(msA(u), msA(v)) = d(z,y),

burada, m; : X? — X ¢ = 1,2,3 iz diisiim fonksiyonlar: ve dys, X? tizerinde
genigletilmis pseudo-quasi-yar: diskre metriktir. (X,d) Ty ve u # v oldugundan

Tanim 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den

oc = d(u,v)
—  sup{dass (v (1), 7 (0), d(mA(u), 7 A()), i = 1,2,3)
= sup{d(x,y),d(y,x)}

ve dolayisiyla, d(z,y) = oo veya d(y, x) = oc dur.

Her r,y € X ve x # yigin d(x,y) = oo veya d(y,x) = oc olsun. (X, d) nin T
oldugunu gosterelim, yani, Tarum 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den X? Va X? wedge

carpim tizerinde

A X?VaA X2 U(XEdY) = X°
ve

Vi XPVa X? — U((X? dys)) = X2

fonksiyonlari tarafindan elde edilen d genisletilmis pseudo-quasi-yar
metriginin diskre oldugunu gosterelim, burada d*, B? iizerinde genisletilmis

pseudo-quasi-yar1 g¢arpim metrifi ve dgs, X? {izerinde genigletilmis
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pseudo-quasi-yar1 diskre metrigidir. « ve v X? Va X? wedge carpiminda

herhangi iki nokta olsun. Eger u = v ise d(u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki v # v
olsun. Eger 7 (u) # (v) ise dgs (V(u), v (v)) = oc ve dolayistiyla,

d(“) U) — Sup{ddiS(V(u)7 V(U))7 d(ﬂ-zA(u)) 7T-1'14(7}))7 Z — 17 27 3}
- Sup{oc7d(7riA(u)77TiA(U))7i - 17273}
= oc
dur. Kabul edelim ki v # v ve \7(u) = 7 (v) olsun. Eger 7 (u) = (z,y) = V(v)
(x,y) € X?ise u # v oldugundan v = (x,y); ve v = (x,y)2 veya u = (z,y), ve

v = (z,y); olur.

u= (w,y)1 ve v = (z,y), olsun.
d(mA), mA@) = dz,z)
= 0
= dais(V(u), v (v)),
d(mA(u), mA(v)) = d(y, z),
d(ms A(u), m3A(v)) = d(z, y)-

Tanum 4.1.3, Teorem 3.22 ve x # vy igin d(x,y) = oo veya d(y,x) = o0

hipotezinden,

d(u,v) = sup{dgus(V(u), 7)), d(m;A(u), m;A(w)),i=1,2,3}
- Sup{d($7y)7d(y7x)}

= o
olur.
u = (x,y)2 ve v = (x,y); olsun.

d(mA(u), mAw)) = d{x,x)

— ddis(V(u)P V(U))P

d(maA(u), maA(v)) = d(z,y),
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d(ms A(u), msA(v)) = d(y, ).

Tanum 4.1.3, Teorem 3.22 ve x # vy igin d(x,y) = oo veya d(y,z) = o0

hipotezinden,
d(u,v) sup{dais (7 (u), 7 (v)), d(m; A{u), 7 A(v)), i = 1,2,3}
sup{d(z,y),d(y,x)}
olur.

Eger v (u) = (v,7) = v(v), (x,2) € X?ise u = v ve dolayistyla d(u,v) = 0 dir.
O halde, X? Va X? wedge ¢arpimu iizerindeki d genigletilmis pseudo-quasi-yar
metrigi diskredir. Yani, X? VA X? wedge ¢arpiminda herhangi u ve v noktalar:
icin
v — { 0, egeru—v
00, egeru # v

oldugundan Tarum 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den (X, d) T dur.

Teorem 4.1.3. Her genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik (X, d) uzay1 7j dir.

Ispat: u ve v, X? Vo X? wedge carpiminda herhangi iki nokta olsun. d,
X? VA X? wedge carpimu tizerinde i1,z : X2 = U((X?,d*)) = X? VA X? kanonik
fonksiyonlar1 tarafindan tiretilen bitis genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrigi
olsun. Eger u ve v noktalar1 X? VAo X? wedge ¢arpiminin aynu bileseninde ise
di(u,v) = nf{(d*((x,y), (a,0) : (,9), (a,0) € X%, i((w,y)) = wir((a,b)) = v ve
u # vnoktalar: X?Va X? wedge carpiminun farkl birlegenlerinde ise d; (v, v) = co

dur.

d(u,v) = sup{dais(V (u), v (v)), di (id(u), id(v)) = di(u, v)}
id : X2 Va X? = U(X?Va X2 dy) = X?Va X2

ve

Vo XPVaA X2 S UX? dys) = X2
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fonksiyonlar: tarafindan elde edilen baslangi¢ genisletilmis pseudo-quasi-yari
metrigi olsun. d metriginin diskre oldugunu gosterelim. Eger u = v ise d(u,v) = 0
dir. Kabul edelim ki v # v olsun. Eger u ve v noktalar1 X? Va X? wedge
carpiminin ayni birlesenlerinde ise \7(u) # 7 (v) dir ve dgs(V(uw), v (v)) = oo

ve dolayisiyla,

d(u,v) = sup{dais(V(u), v(v)), di(id(u),id(v)) = di(u,v)}
= sup{oo,di(u,v)}

- o0

dur. Kabul edelim ki v # v noktalar1 X? Va X? wedge carpiminin farkli
birlesenlerinde ve 7 (u) = (v) olsun. Eger v/ (u) = (z,y) = v(v) (x,y) € X?
ise u # v oldugundan u = (z,y): ve v = (x,y)2 veyau = (x,y)2 ve v = (z,y); olur.

dy(u,v) = oc oldugundan

d(u,v) = sup{dgs(7 (u), 7 (v)), di(id(u), id(v)) = dy(u,v) = 0o} = oc.

Eger v(u) = (z,x2) = v(v), (x,x) € X*ise u = v ve dolayisiyla, d(u,v) = 0 dir.
O halde, X? Va X? wedge ¢arpimu iizerindeki d genigletilmis pseudo-quasi-yar
metrigi diskredir. Yani, X? VA X? wedge ¢arpiminda herhangi u ve v noktalar:
icin

00, egeru#v

- 0, egeru-—
d(u,v){ geru —v

oldugundan Tanim 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den (X, d) T, dir.

Teorem 4.1.4. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay1 7j olmas igin

gerek ve yeter sart (X, d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzayidar.

Ispat: Kabul edelimki (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay T,
ve x,y € X i¢in d(x,y) = 0 = d(y,z) olsun. B = {x,y} ve dp B tizerindeki
i : B — X alt kiitme fonksiyonu tarafindan tiretilen baslangic genisletilmis

pseudo-quasi-yar: metrigi olsun. Teorem 3.2.2 den,

dp(x,y) = d(i(x),i(y)) = d(x,y) = 0
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dp(z,x) = d(i(x),i(x)) = d(x,z) =0

dp(y.y) = d(i(y),ily)) = d(y,y) =0
ve

dp(y, =) = d(ily), i(x)) = d(y,x) = 0
dir. (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay: 7 oldugundan Tarum
4.1.3 ten x = y dir. O halde Tanim 1.1.1 den (X, d) genisletilmis quasi-yar1 metrik
uzayidur.
Kabul edelimki (X,d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzay1 ve B, X in en az
iki elemanli indiskre bir alt uzay1 olsun. z,y € B ve x # y olmak {izere dp,
B tizerindeki ¢ : B — X alt kiime fonksiyonu tarafindan {iretilen baslangic

genisletilmis quasi-yari metrigi olsun. Teorem 3.2.2 den,

0 = dp(x,y)
= d(i(z),i(y))
= d(x,y)

0 = dp(y,x)
= d(i(y), i(x))
= dy,x)

dir. (X,d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzay: oldugundan z = y dir. Bu da
x # yile gelisir. O halde, (X,d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzay1 en az iki
elemanli indiskre bir alt uzayi ihtiva edemez. Tanim 4.1.3 den (X, d) genisletilmis

pseudo-quasi-yar: metrik uzay: 7; dur.

Tanim 4.1.4. (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay1 olsun. 74, X
tizerinde d tarafindan {iretilen topoloji olsun. Eger (X, 7,;) Ty uzay: ise (X, d)

uzayina klasik anlamda 7; uzay1 denir ve C'1j ile gosterilir.

Teorem 4.1.5. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzay1 C'7j olmast igin

gerek ve yeter sart (X, d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzayidir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay1 C'T
vex,y € X © # yolsun. (X,d) CT, uzay:r oldugundan x i ihtiva eden ve y yi
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icermeyen enaz bir U agig1 veya y yi ihtiva eden ve z yi icermeyen enaz bir V
aci@1 vardir. Eger x € U agik ve y ¢ U oldugundan enaz bir r > 0 reel sayist
vardir oyleki S(x,r) C U dur. y ¢ U oldugundan y ¢ S(z,r) dir ve dolayisiyla
d(x,y) = r > 0dir

Eger y € V agik ve z ¢ V oldugundan enaz bir » > 0 reel sayist vardir dyleki
S(y,r) C Vdur. x ¢ V oldugundan = ¢ S(y,r) dir ve dolayisiyla d(y,z) > r > 0
dir. O halde, (X, d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzayidir.

Kabul edelim ki (X, d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzayinn farkli her x,y € X
noktalariigin d(xz,y) > O veyad(y,x) > 0 olsun. Eger d(z,y) > Oiser = d(x,y) > 0
olmak tizere x € S(x,r) vey ¢ S(x,r) dir. Eger d(y,x) > 0ise ¢ = d(y,z) > 0
olmak tizere y € S(y,¢) ve x ¢ S(y, ¢) dir. Dolayisiyla, Tarum 4.1.4 ten (X, d) uzay:
C'Ty dir.

Teorem 4.1.6. (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay:r olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

(1) (X, d) uzay1 1j duir.

(2) (X, d) uzay1 C1j dur.

(3) (X, d) genisletilmis quasi-yar1 metrik uzayidir.

Ispat: Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 ten elde edilir.

Teorem 4.1.7. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayi olsun.

(1) Asagidaki ifadeler denktir.

() (X,d) Ty dur.

(i) Her p € X icin (X, d) p noktasinda T dur.

(iii) Her z € X ve x # picin d(z,p) = oo veya d(p, x) = oc dur.

(2) (X, d) uzay1 T}, dir ancak ve ancak her p € X icin (X, d) p noktasinda 7}, dur.

Ispat: Ispati Teorem 3.2.3- 3.2.4 ve Teorem 4.1.2- 4.1.3 ten elde edilir.

Ornek 4.1.1. Va,y € [0, oc] igin d: [0, o] x [0, oc] — [0, oc] fonksiyonu

d ) 0, egerx > vy
x,Y) =
Y y—x, eferx<y
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|0, 0o] run herhangi farkli z, y noktalar i¢in efer x < yise d(x,y) =y —x > 0
oldugundan Teorem 4.1.4 ten (|0, co|,d) Ty uzaywdir. d(1,2) = 1 ve d(2,1) =0
oldugundan Teorem 4.1.2 den ([0, oc], d) T degildir.

Ornek 4.1.2. R reel sayilar kiimesi ve her z,y € R icin d(z,y) — 0 olsun. Teorem
4.13 ten (R, d) T, uzayidir fakat Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.4 den (R, d) ne Ty dir
ne de Ty dur.

Not 4.1.2. Genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar kategorisinde Teorem
412-414 ve Ornek 4.1.1-41.2den Ty = Ty = T(; dir fakat her gerektirmenin
karsit1 genelde dogru degildir.

4.2. T Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar1 Metrik Uzaylarin Carpimi
Bu boliimde 7}, genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylarin kalitsal ve
carpimsal oldugu gosterimistir.

Teorem 4.2.1. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve A C X olsun.
(1) Eger (X,d) Ty ise (A,da) To dir.

)
(2) Eger (X, d) Ty ise (A, d4) T} dur.
(3) Eger (X,d) Ty ise (A, da) Tp dir.
(4) Eger (X,d) C1yise (A,da) CTp dir.

Ispat: (1) Kabul edelim ki (X, d) uzay1 T ve her x,y € Aicinx # yolsun. A C X
ve (X, d) uzay1 Ty oldugundan Teorem 4.1.2 den d(x,y) = oc veya d(y,x) = oc.
Teorem 2.4.1(6) dan d4(x,y) = d(x,y) = oc veyada(y, ) = d(y,x) = oc ve Teorem
4.1.2 den (A, d4) alt uzay1 T dur.

(2) nin ispat1 asikardir.

(3) (X,d) uzayr1 Ty ve her z,y € Aigin x # y olsun. A C X ve (X, d) uzay1 Ty
oldugundan Teorem 4.1.4 den d(z,y) > 0 veya d(y,z) > 0 dir. Eger d(x,y) > 0
ise Teorem 2.4.1(6) dan d4(x,y) = d(x,y) > 0 dir. Eger d(y,x) > 0ise da(y,x) =
d(y,z) > 0 olup Teorem 4.1.4 ten (A, d4) alt uzay: 7; dur.

(4) tinispati (3) tin ispat1 ile aynidur.

Teorem 4.2.2. (1) Her i € I igin (X}, d;) Ty genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik

uzayidir ancak ve ancak (X = [[,.; Xs,d = sup(d;o(m; x m;))) kartezyen ¢arpimida
iel
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Ty dir.
(2) Her i € I igin (X}, d;) T, genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayidir ancak

ve ancak (X = [[,o; Xi,d = sup(d; o (m; x 7;))) kartezyen carpimida 7}, dur.

iel
(3)Her i € I icin (X}, d;) T}, genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzayidir ancak

i€l
ve ancak (X = [[,c; Xs,d = sup(d; o (m; x 7;))) kartezyen carpimida 7; dur.
iel

Ispat: (1) Her j € I icin Teorem 3.4.1 den (X}, d;) uzay (X,d) ¢carpim uzayimn
bir alt uzayma izomorf ve carpim uzay (X = [[,c; X;,d = sup(d; o (m; x 7;))) To
oldugundan (X, d;) uzay1 T dir. -~

Her i € I icin (X;,d;) T genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzay1 ve x =
(x1,22,...),y = (y1,y2,...) € X igin x # y olsun. = # y oldugundan enaz bir
j € I vardir dyle ki x; # y; dir. (X}, d;) uzayr Ty oldugundan Teorem 4.1.2 den
d;(z;,y;) = oo veya d;(y;, x;) = oc dur.

Eger d;(x;,y;) = oo ise

d(,y) = sup(di(m(x), m(y)))

iel
— Sup{dl(l“h ?/1); d2($2; ?/2); ey dj—l(l“j—h yj—l); dj(l"j; ?/j)
— OC;dj+1(l’j+1,?Jj+1)a---}

= o
dur. Eger d;(y;, x;) = oc ise

d(y,x) = S,g?(di(ﬂi(y);ﬂi($)))
= sup{di(y1,21), d2(y2, x2), ..., dj—1(yj—1, 25-1), d;(y;, ;)
= OC;dj+1(?/j+1;xj+1);---}

— CoC

olur. Teorem 4.1.2 den (X, d) garpim uzay1 Ty dir.

(2) nin ispat1 asikardir.

(3) Her j € I icin Teorem 3.4.1 den (X, d;) uzayr (X,d) ¢arpim uzayimun bir
alt uzayina izomorf ve ¢arpim uzay1 (X = [[,.; X;,d = sup(d; o (m; x m;))) To
oldugundan (X}, d;) uzay1 1; dir. !

Her ¢ € I igin (X;,d;) 1o genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay: ve x =
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(x1,22,...),y = (y1,42,...) € X icin x # y olsun. = # y oldugundan z; # y;
olacak sekilde enaz bir j € [ vardir. (X;,d;) uzay: 7 oldugundan Teorem 4.1.4
ten d;(x;,y;) > 0 veya d;(y;, x;) > 0 dir.
Eger d;(x;,y;) > 0ise
d(z,y) = sup(di(mi(z), m:(y)))
= sup{di(x1, p1), ... dj—1 (i1, Y1), di(25,5), .}
2 di(x;,y;)

> 0
dir. Eger d;(y;,x;) > O ise

d(y, ) — S,g?(di(ﬂi(y),ﬂi(x)))
= sup{di(y1, 21), s dj—1 (Y1, 25-1), ds (Y5, 25), .- }
> dj(y;, ;)

> 0

olur. Teorem 4.1.4 ten (X, d) carpim uzay1 7; dur.

4.3. T Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar:1 Metrik Uzaylar

Teorem 4.3.1. (B,7) bir topolojik uzay olsun. (B,7) uzayr 7; dir ancak ve
ancak B? iizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak tizere S: B? Va B? — (B?* %)
ve V: B*> Va B* — (B? P(B?)) fonksiyonlar tarafindan iiretilen baslangig
topololojisi diskredir, burada S : B? Vo B> — B* ,S(x,yh = (x,y,y) ve

S(x,y)2 = (x,x,y) skewed eksen doniigiimiidir.

Ispat: Ispati [56]” da verilmistir.
Topolojik uzaylardaki 7 ayirma aksiyomunu herhangi bir topolojik kategoriye
Teorem 4.3.1 kullarularak asagidaki sekilde genellestirmistir.

Tanim 4.3.1. U : E — Set bir topolojik fanktor olmak tizere X, E nin bir objesi

ve U(X) = B olsun.
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Eger {S : B?Va B> — U(X?) = B3veV : B2va B2 — UD(B? = B?}

U-kaynagimn baslangic kaldirmasi diskre ise X nesnesine 7} obje denir [56].

Simdi 77 genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylari karakterize edelim.

Teorem 4.3.2. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayin 7', olmasi igin

gerek ve yeter sart her x,y € X ve x # yicin d(x,y) = oo = d(y, x) dir.

Ispat: (X, d) genigletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzay1 7 ve v,y € X ver # y

olsun. u = (x,y)1,v = (z,y)2 ve u,v € X? Va X2 dir.
d(m1S(u), mS(v)) = d(x,x)

= 0

=3 ddis((xy y)) (:Cy y))

= dus(V(u), v (),

d(ﬂ-QS(u)7 7T-QS(U)) — d(% :C))
d(mS(u), 7T3S(U)) — d(% 1/) — O)

burada, m; : X? — X ¢ = 1,2,3 iz diisiim fonksiyonlari ve dy;s, X? tizerinde

genigletilmis pseudo-quasi-yar: diskre metriktir. (X,d) T} ve u # v oldugundan

Tarum 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den

oc = d(u,v)
- Sup{ddiS(V(u)ﬁ V(U))a d(mS(u), 7TiS(U))ﬂ i1=1,2, 3}
= sup{0,d(y, z)}
- d(y7 l’)

ve dolayisiyla, d(y, x) = oo dur.
u=(x,9)2,v = (x,y)1 veu,v € X?*Va X? dir.

d(m1S(u), mS(v)) = d(x,x)
= 0
= dus((x,y), (z,y))

= dais(V (1), v (v)),
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d(m2S(u), 2S5 (v)) = d(z, y),
d(m3S(u), m35(v)) = d(y,y) = 0.

(X,d) T ve u # v oldugundan Tarum 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den

oc = d(u,v)
= sup{dys(V(u), v (v)),d(m:S(u), 7;:5(v)),i = 1,2,3}
— sup{O,d(x,y)}
= d(z,y)

ve buradan, d(x,y) = o elde edilir.

Her x,y € X vex # y i¢in d(z,y) = oc ve d(y,z) = oc olsun. (X,d) nin T}

oldugunu gosterelim. X?Va X? wedge carpim iizerinde
S X2Va X2 s U((X3d) = X?

ve

Vo XPVa X? s U((X? dys)) = X?

fonksiyonlari tarafindan elde edilen d genisletilmis pseudo-quasi-yar
metriginin diskre oldugunu gosterelim. Burada d*, B?* iizerinde genisletilmis
pseudo-quasi-yar1 carpim metrigi ve dg., X? {izerinde genisletilmis
pseudo-quasi-yar1 diskre metrigidir. « ve v X? Va X? wedge carpiminda

herhangi iki nokta olsun. Eger u = v ise d(u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki v # v
olsun. Eger 7 (u) # (v) ise dgs (V(u), v (v)) = oc ve dolayisiyla,

d(u,v) = sup{dgs(V(u), 7 (v)),d(m:S(u), :S5(v)),i=1,2,3}
= sup{oc,d(mS(u), m:S(v)),i = 1,2,3}

dur. Kabul edelim ki v # v ve \7(u) = 7 (v) olsun. Eger /(u) = (z,y) = v (v)

(r,y) € X?ise u # v oldugundan u = (x,y), ve v = (z,y), veya u = (x,y); ve
& y
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v = (x,y); olur. Tanim 4.1.3, Teorem 3.2.2 ve x # y i¢in d(y, x) = oo hipotezinden,

du,v) = sup{d(mS(u), mS))
— d(z,x)
— 0
= dais((x,9), (2,9))
= dais(V(u), v (v)),
d(m2S(u), m25(v)) = dly, @),
d(msS(u),m35(v)) = d(y,y) = 0} = sup{0,d(y, )} = oc.

Eger u = (x,y)2 ve v = (z,y); ise Tarum 4.1.3, Teorem 3.2.2 ve x # y icin d(z,y) =

oo hipotezinden,

d(u,v) = sup{d(m1S(u),mSW))
= d(x, )
~ 0
= dus((x,y), (x,y))

- ddiS(V(“)) V(U))7
d(m25(u), m25(v)) = d(z,y),

d(msS(u), msS(v)) = d(y, y) = 0} = sup{0,d(z,y)} = oc.

Eger v(u) = (x,2) = v(v), (x,z) € X?ise u = v ve dolayisiyla, d(u,v) = 0 dir.
O halde, X? Va X? wedge ¢arpimu iizerindeki d genigletilmis pseudo-quasi-yar
metrigi diskredir. Yani, X? VA X? wedge ¢arpiminda herhangi u ve v noktalar:
icin
) — { 0, egeru—v
00, egeru#v

oldugundan Tanim 4.1.3 ve Teorem 3.2.2 den (X, d) 7} dir.

Tanim 4.3.2. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay1 olsun. 74, X
tizerinde d tarafindan {iretilen topoloji olsun. Eger (X,7y) 77 uzay: ise (X,d)

uzayma 73 uzayi (klasik anlamda) denir ve T ile gosterilir.
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Teorem 4.3.3. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay1 T olmasi igin

gerek ve yeter sart her x,y € X ve x # yicind(x,y) > 0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayr T
vex,y € X x # yolsun. (X,d) Ty uzay: oldugundan x i ihtiva eden ve y yi
icermeyen enaz bir U agi81 ve y yi ihtiva eden ve x yi icermeyen enaz bir V' agig1
vardir. x € U agik oldugundan enaz bir r > 0 reel sayis1 vardir oyleki S(z,r) C U
dur. y ¢ U oldugundan y ¢ S(x,r) dir ve dolayisiyla d(z,y) > r > 0 dir.

Kabul edelim ki (X, d) genisletilmis quasi-yar: metrik uzayimin farkli her z,y € X
noktalar: i¢in d(x,y) > 0 olsun. r = d(x,y) > 0 ve ¢ = d(y,x) > 0 olmak {izere
x e S(x,r),y ¢ S(x,r) vey € S(y,€), x ¢ S(y,e) oldugundan (X, 7;) topolojik
uzay1 1) dir. Tarum 4.3.2 den (X, d) uzay1 T, dir.

Teorem 4.3.4. (X,d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay:r olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

(i) (X,d) Ty dir.

(ii) Her p € X i¢in (X, d) p noktasinda 7} dir.

(iii) Her x,p € X ve x # pigin d(x, p) = oc ve d(p, x) = oo dur.

Ispat: Ispati Teorem 3.3.2 ve Teorem 4.3.2 den elde edilir.

Ornek 4.3.1. R reel sayilar kiimesi ve Vz,y € Rigind: RxR — [0, oc| fonksiyonu

r—y, egerx =y,
d(z,y) = { 5
00, eger x <y,
R nin herhangi farkli x,y noktalar icin eger x > y ise d(x,y) = x —y > 0 ve
eger x < yise d(x,y) = co > 0 oldugundan Teorem 4.3.3 ten (R, d) Ty uzayidir.
d(1,2) = ocve d(2,1) = 1 oldugundan Teorem 4.3.2 den (R, d) T} uzay1 degildir.

Not 4.3.1. (1) Top topolojik uzaylar kategorisinde, Teorem 4.3.1 den 7 ayirma
aksiyomu klasik 7} ayirma aksiyomuna indirgenir.

(2) Teorem 4.1.2- 4.1.4 ve Teorem 4.3.2 den her 7 genisletilmis pseudo-quasi-yar1
metrik uzay1 hem 7}, uzay1r hem T, uzay1 hem de 7, uzayidir fakat Teorem 4.3.2

ve Ornek 4.1.1-4.1.2 den ne Tj, ne Ty ne de 1, genisletilmis pseudo-quasi-yari
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metrik uzay: 7 uzay: olmayabilir.
(3) Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.3 ten her 7' genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik

uzay1 Ty uzayidir fakat Ornek 4.3.1 den T, uzay: T} uzay1 olmayabilir.

4.4. T} Genisletilmis Pseudo-Quasi-Yar1 Metrik Uzaylarin Carpim

Bu boliimde 7 genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylarin kalitsal ve

carpimsal oldugu gosterilmistir.

Teorem 4.4.1. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzay ve A C X olsun.
(1) Eger (X,d) T ise (A, d4) T) dir.
(2) Eger (X,d) Ty ise (A,d4) T, dir.

Ispat: (1) (X,d) uzay1 T} ve x,y € Aicinx # yolsun. A C X ve (X,d) uzay1
Ty oldugundan Teorem 4.3.2 den d(z,y) = oo = d(y,x). Teorem 2.4.1(6) dan
da(z,y) = d(x,y) = oc = d(y,x) = daly,x) ve Teorem 4.3.2 den (A, d,) alt uzay:
T, dir.

(2) (X,d) uzay1 Ty ve 2,y € Aiginx # yolsun. A C X ve (X,d) uzay1 T,
oldugundan Teorem 4.3.3 ten her z,y € X ve x # y icin d(x,y) > 0 dir. Teorem
2.4.1(6) dan da(x,y) = d(z,y) > 0 ve Teorem 4.3.3 ten (A, d4) alt uzay1 T, dir.

Teorem 4.4.2. (1) Her ¢ € [ icin (X, d;) 11 genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik
uzayidir ancak ve ancak (X = [[,c; Xy, d = sup(d;o(m; x7;))) kartezyen carpimida
T, dir. “

(2) Her i € [ igin (X;,d;) Ty genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayidir
ancak ve ancak (X = [[,.; Xs,d = sup(d; o (m; x m;))) kartezyen carpimida T,

il
dir.

Ispat: (1) Her j € I igin Teorem 3.4.1 den (X}, d;) uzay1 (X,d) carpim uzayimun

X, d = SUP(dz' o (7Tz' X Wz))) Ty
iel

bir alt uzayma izomorf ve carpim uzay1 (X = [[.;

oldugundan Teorem 4.3.1 den (X}, d;) uzay: 7; dir.

Her ¢ € I icin (X;,d;) 1) genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzay: ve
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x = (21,22,...),y = (y1,¥2,...) € X icin x # y olsun. x # y oldugundan x; # y;
olacak sekilde enaz bir j € [ vardir. (X;,d;) uzay: 77 oldugundan Teorem 4.3.2

den dj(xj,yj) = oove dj(yj7$j) = CC.

d(x,y) = sup(di(mi(x), m(y)))

iel
— Sup{dl(l“h ?/1); d2($2; ?/2); ey dj—l(l“j—h yj—l); dj(l"j; ?/j)
— OC;dj+1(l’j+1,?Jj+1)a---}

= oC
ve

d(y,v) = sup(di(mi(y), mi(x)))

i€l
= sup{di(y1,71), da(y2, T2), ..., dj—l(yj—la$j—1)a dj(yja %’)
= oc, dir 1 (Y1), (Tj41)), -}

— CoC

olur. Teorem 4.3.2 den (X, d) carpim uzay1 7} dir.
(2) Her j € I i¢in Teorem 3.4.1 den (X, d;) uzayr (X,d) ¢arpim uzayimun bir
alt uzayma izomorf ve carpim uzayr (X = [[,¢; Xs,d = sup(d; o (m x m))) Ty
oldugundan Teorem 4.3.1 den (X, d;) uzay: Ty dur. “
Her ¢ € I igin (X;,d;) 1, genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayi ve x =
(1,22, ...),y = (Y1, Y2, ...) € X icin z # y olsun. x # y oldugundan x; # y; olacak
sekilde enaz bir j € [ vardir. (X}, d;) uzay1 Ty oldugundan Teorem 4.3.3 ten
d;j(xj,y;) > 0dir.

d(x,y) = sup(di(mi(z), ms(y)))

el
= sup{di(x1,y1), .., dj—1(xj-1,y5-1), di (25, 95), - }

WV

dj(xj, ;)

> 0

dir. Teorem 4.3.3 ten (X, d) carpim uzay1 T duir.

4.5. Lokal ve Genel Arasindaki Iligkiler
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Bolim 3 ve Boliim 4 te karakterize edilen lokal ve genel degisik 7y ve T}

genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar: arasindaki iligkiler incelenmistir.

Teorem 4.5.1. (X, d) genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzayi olsun.
(1) Asagidaki ifadeler denktir.

() (X,d) Ty dur.

(i) Her p € X icin (X, d) p noktasinda T dur.

(iii) Her z,p € X ve x # pigin d(x, p) = oc veya d(p, x) = oo dur.
(2) Asagidaki ifadeler denktir.

() (X, d) Ty dir.

(ii) Her p € X icin (X, d) p noktasinda 7} dir.

(iii) Her x,p € X ve x # pigin d(x, p) = oc ve d(p, x) = oo dur.

(3) (X, d) uzay1 T}, dir ancak ve ancak Her p € X igin (X, d) p noktasinda 7}, dur.

Ispat: Ispati Teorem 3.2.3-3.2.4, Teorem 3.3.2, Teorem 4.1.2-4.1.5 ve Teorem 4.3.2
den elde edilir.

Not 4.5.1. i. Top topolojik uzaylar kategorisinde, Teorem 4.1.1’den Ty, 1},

ii.

iii.

Ty kavramlar1 ve Teorem 4.3.1 den 7; ayirma aksiyomu klasik 7j ve T}

ayirma aksiyomuna indirgenir.

Genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar kategorisinde Teorem
412414 ve Omek 4.1.1-412 den Ty = T, = CT, = T, dir fakat
her gerektirmenin karsiti genelde dogru degildir. Teorem 4.1.2- 4.1.4
ve Teorem 4.3.2 den her 7' genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay:
hem T, uzay1 hem T, uzay1 hem de 7, uzayidir fakat Teorem 4.3.2 ve
Ornek 4.1.1-4.1.2 den ne Tj ne T ne de T}, genisletilmis pseudo-quasi-yar1
metrik uzay1 77 uzay: olmayabilir. Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.3 ten her
Ty genigletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uzay1 Ty uzayidir fakat Ornek

4.3.1 den T4 uzay1 7, uzay: olmayabilir [86].

Top topolojik uzaylar kategorisinde, p noktasinda Ty, 17, 1) kavramlar,
Tarum 3.2.1 ve Tarum 3.3.1 den sirasiyla, p noktasinda 7; ve 7' ayirma

aksiyomlarina indirgenir [34], [56].
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iv. Genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar kategorisinde Teorem
3.2.3 ve Teorem 3.2.4 ten p noktasinda T uzay1 her zaman p noktasinda
T, uzayidir fakat gerektirmenin karsiti genelde dogru degildir. Ornegin,
R reel sayilar kiimesi ve Vz,y € R i¢in d(z,y) = 0 olsun. Teorem 3.2.4
ten, (R,d) p noktasinda Ty genisletilmis pseudo-quasi metrik uzayidir
ama Teorem 3.2.3 den (R, d) uzay1 p noktasinda Ty uzay1 degildir [87].
Ayrica, Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.3.2 den p noktasinda 7} uzay1 her
zaman p noktasinda Ty uzayidir fakat gerektirmenin kargiti genelde
dogru degildir. Ornek olarak,

R reel sayilar kiimesi ve Vx,y € R
0, egerx—y
dlz,y) =<1, egerx<y
oc, egerx >y
verilsin. Teorem 3.2.3 den (R, d) uzay1 p noktasinda T, dir fakat, Teorem

3.3.2 den p noktasinda 7 uzay: degildir.

v. Herhangi bir topolojik kategoride , her Ty nesnesi T, nesnesidir fakat
genel olarak T, nesnesi T, nesnesi olmayabilir ( [62], Teorem 3.2). Ayrica,

T, nesnesi ile Ty ve T, nesneleri arasinda iligki yoktur ( [62], Not 3.6).

vi. p noktasinda T, ve T ile genel Ty ve 1) ayirma aksiyomlari aym
olabilirler. Ornegin Kula [88] de p noktasinda Ty, T}, T, ile genel Ty, T3,
Ty Cauchy uzaylarin [89] ayru olduklarim gostermistir. Baran [90] de p
noktasinda 7j ile p noktasinda T} ve genel Tj ve Ty, yari-diizgiin limit

uzaylarin (semiuniform limit spaces) [91] ayr olduklarini gdstermistir.

Tanim 4.5.1. F': C — D fanktoru verilsin. Eger G o I' = 1o ve F' o G = 1p olacak
sekilde G: D — C fanktoru varsa bu kategorilere izomorf kategoriler denir ve

C = D olarak yazilir, burada 1p ve 1¢ birim fanktorlerdir [40].

Not 4.5.2. i. Teorem 3.22 ve Teorem 4.3.3 ten dolayr DisMet ve
TiocpqsMet kategorileri izomorfturlar. Ayrica, TicopqsMet kategorisi
indiskre objelere sahip olmadigindan Teorem 1.2.3 ten topolojik kategori

degildir.
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Kategori Objeler Morfizmler
DisMet Genisletilmis pseudo-quasi-yar: diskre metrik uz. || Biiziilme fonk.
copqsMet Genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uz. Biiziilme fonk.
TicopqsMet T, Genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik uz. Biiziilme fonk.
CToocpqsMet | CTj Genigletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uz. || Biiziilme fonk.
TycopqsMet Ty Genisletilmis pseudo-quasi-yar: metrik uz. Biiziilme fonk.
ToocpqsMet Ty Genigletilmis pseudo-quasi-yari metrik uz. || Biiziilme fonk.
TyocpqsMet T, Genigletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uz. || Biiziilme fonk.

Tablo 4.1. occpqsMet Kategorisinin Baz1 Alt Kategorileri

ii. Teorem 4.1.6 dan dolay1 CTyocpqsMet ve TycopqsMet kategorileri

izomorfturlar.

olmadigindan Teorem 1.2.3 ten topolojik kategori degildir.

Ayrica, TooopqsMet kategorisi indiskre objelere sahip

iii. Teorem 4.1.3 ten dolay1 7jcopqsMet ve ocpqsMet Kkategorileri

izomorfturlar ve copgsMet topolojik kategori oldugundan 7,ccpgsMet

topolojik kategoridir.




5. BOLUM

SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuclar

Metrik uzaylarin keyfi carpimlarinin ve dual-carpimlarinin her zaman mevcut
olmamasi sorunu metrik yerine genisletilmis pseudo metrik, genisletilmis quasi
metrik, genisletilmis semi (yar1) metrik ve hemi metrik kavramlar: tanumlanarak
bu problem ¢oziilmiistiir. Pseudo-quasi metrik uzaylar quantum mekanigi [12],
deneysel psikoloji [13], biyoloji [14] ve ekonomi [12] gibi alanlarda uygulama
alani vardir.

Genisletilmis pseudo-quasi metrik uzaylar:i hem klasik metrik uzaylarin hem
de o6n swrali uzaylarin genellestirilmesi olup alan teorisi (domain theory)
ve denotasyonel semantik (denotational semantics) alanlari icin uygun
uzaylardir [15], [16], [17], [18], [19], ve [20].

Bu tez calismasinda oncelikle genigletilmis degisik metrik uzaylar, 6rnekleri,
ozellikleri, topolojik kategori ve bunlarla ilgili gerekli bazi teoremler verilmistir.
Ardindan genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylar (ve biiziilme
fonksiyonlarin) kategorisi copqsMet in topolojik kategori oldugu gosterilmis ve
bu kategoride onemli bazi 6zel objeleri ve morfizmleri karakterize edilmistir.
Daha sonra bir p noktasindaki wedge carpimi, temel eksen, skewed eksen ve
katlama dontisiimler tanumlanarak herhangi bir topolojik kategori icin lokal

yani, p noktasinda 7j ve 77 ayirma aksiyomlarinin tanimlar: verilmistir.

Tezde elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

1. ocpqsMet kategorisinde lokal Ty, lokal 7} ve T ayirma aksiyomlari
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karakterize edilmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir (Teorem

3.2.3-3.2.4 ve Teorem 3.3.2).

2. ocpqsMet kategorisinde T, T3, Ty, C'T, (klasik anlamda), T (klasik anlamda)
ve T} ayirma aksiyomlar: karakterize edilmis (Teorem 4.1.2-4.1.7 ve Teorem
4.3.2-4.3.4) ve bunlar arasindaki iliskiler incelenmistir (Teorem 4.5.1 ve Not
4.5.1). Bu uzaylarin herbirinin kalitsal ve carpimsal oldugu gosterilmistir

(Teorem 4.2.1-4.2.2 ve Teorem 4.4.1-4.4.2).

3. Genisletilmis pseudo-quasi-yar1 diskre metrik uzaylarin kategorisi DisMet ile
Ty genisletilmis pseudo-quasi-yar1 metrik uzaylarin kategorisi 7;occpqsMet

nin izomorf olduklar1 gosterilmistir (Teorem 3.2.2 ve Teorem 4.3.3).

4. CTyoopqsMet ve TyocpqsMet kategorilerinin izomorf olduklar: gosterilmistir
(Teorem 4.1.6).

5. TyoopqsMet ve ccpgsMet kategorileri izomorfturlar ve copgsMet topolojik
kategori oldugundan T,ccpqsMet topolojik kategori oldugu gosterilmistir
(Teorem 4.1.3).

5.2. Oneriler

Bundan sonraki calismalarda

1. ocpgsMet kategorisinde lokal ve genel PreTy, Ty, T ve Ty ayirma aksiyomlari,
kapalilik, kuvvetli kapalilik, baglantililik, kompakthk gibi 6énemli topolojik

kavramlar karakterize edilebilir mi?

2. ocpqsMet kategorisinde karakterize edilen PreT;, 1, 15 ve T, uzaylar

arasindaki iliskiler incelenebilir mi?

3. Genel topolojideki ayirma aksiyomlar: ile ilgili Urysohn Metriklestirme
Teoremi, Urysohn Lemmasi, Tietze Genisleme Teoremi gibi ¢ok onemli

teoremler copqsMet kategorisinde yorumlanabilir mi?
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