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Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Isa YILDIRIM

Bu tezde, oncelikle Karapmnar’i 2009 yilindaki makalesinde yer alan Teorem 2.4 ve 2.5
in sadece birim doniistimler i¢cin gecerli oldugu ispatlanmistir. Bu ¢alismada gecen

2<q<4 ve 2<r<5 gibi kisitlayici sartlar kaldirilarak farkli bir daraltanlik kosulu
altinda bu teoremler genisletilmigtir. Daha sonra ® & operatorii yardimi ile benzer

daraltanlik kosulunu saglayan ve goriintii kiimesi Banach cebiri olan konik metrik
uzayda tanimlanan doniisiimiin en az bir sabit noktaya sahip oldugu gdsterilmistir. Son
olarak, konik Banach uzaylarda yapilan bu ¢alismalar konveks metrik uzaylara tasmip

doniisiimlerin sabit nokta ve ¢akisik noktalarin varligi ile ilgili teoremler incelenmistir.

2018, 42 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, Konik metrik uzay, Konveks metrik uzay



ABSTRACT

MS Thesis

ON FIXED POINT THEOREMS IN CONE AND CONVEX METRIC SPACES
Faruk DEVELI

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Discipline of Analysis and Function Theory

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Isa YILDIRIM

In this thesis, it is first proved that Theorems 2.4 and 2.6 in Karapmar’s article in 2009
are only valid for identity functions. In this work, by removing restriction conditions

2<q<4 and 2<r<5 at the article, these theorems have been generalized under a

different contraction condition. Then, using @ _ operator, for similar contraction

p
condition, it has been shown to have at least one fixed point of the mapping defined in
cone metric space which has a image set of Banach algebra. Finally, these studies on
cone Banach spaces have been carried to convex metric spaces and the theorems about

the existence fixed and coincident points of mappings have been examined.

2018, 42 pages

Anahtar Kelimeler: Fixed point, Cone metric space, Convex metric space
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisinin temelleri Brouwer’in ¢alismalari ile atilmistir. Brouwer, R" deki
kapali birim yuvardan kendi {lizerine tanimlanan siirekli doniisiimiin sabit noktasinin
oldugunu kanitlamistir. Brouwer’in teoremi, ekonomi biliminde Nobel 6diilii alan John
Nash’in makalelerine temel bir matematiksel malzeme olmustur. Ayrica 1922 yilinda
Banach tarafindan ifade edilen ve “Daraltan Doniisim Teoremi” olarak da bilinen
Banach sabit nokta teoremi, diferansiyel ve integral denklemlerin ¢dziimiiniin varligini
ve tekligini géstermede temel bir unsurdur. Bu iki 6rnekten de anlagilacag iizere sabit
nokta teorisi matematigin bir ¢ok dalinda ve diger bilimlerde de uygulama sahasina
sahiptir. Bunlardan birkagi1 diferansiyel denklemler, fonksiyonel analiz, yaklasim teorisi,
istatistik, ekonomi olmakla birlikte daha bir ¢ok alanda da sabit nokta teorisi

kullanilmaktadir.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ile ilgili yapilan ¢alismalar pek ¢ok yazar tarafindan
farkli uzaylar iizerinde de ele alinmistir. Takahashi 1970 yilindaki makalesinde, metrik
uzaylardaki konvekslik yapisini tanitip genislemeyen doniisiimler i¢in bazi sabit nokta
teoremleri tlizerine ¢alismistir ve her normlu uzaym konveks metrik uzay oldugunu
belirtmistir. Konveks metrik uzay, normlu uzayin bir genisletilmis hali olmasindan
dolay1 Banach uzaylarda yapilan bazi calismalar konveks metrik uzaylara taginmistir.
Shimizu and Takahashi (1996), Beg et al. (2006), Giindiiz and Akbulut (2013),
Yildirim et al. (2013) ve daha birgok yazar konveks metrik uzaylarda ¢aligmislardir.

2007 yilinda Huang ve Zhang metrik uzaylarm genislemesi olan konik metrik uzay

kavramini verdiler. Bu uzayda X ve y nin arasindaki uzaklik olan d(x,y), metrik

uzaylardan farkli olarak sirali bir Banach uzaymda vektdér olarak tanimlanmigtir.
Ardindan bu iki yazar basta Banach sabit nokta teoremi olmak iizere literatiirdeki bazi
teoremlerin  konik metrik uzaylardaki karsiliklarini ispatlamiglardir. Daha sonra
Rezapour and Halmbarani (2008), Huang and Zhang (2007) in ¢alismalarinda kullandig1

normallik sartmin kaldirilabilir oldugunu gostermislerdir.



Bu c¢alismada, Girig boliimiinden sonra, Kuramsal Temeller adini alan ikinci bdliimde,

calismamizda kullandigimiz temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde ilk olarak Takahashi’nin 1970 yilinda ortaya koydugu konveks yap1
kavram1 ve oOzellikleri verilmistir. Ayrica normlu uzaylarda tanimli olan diizgiin
konveks normlu uzay ve kesin konveks uzay gibi kavramlarin konveks yap1 ile birlikte
yeniden diizenlenmis olan formlar1 tanitilmistir. Daha sonra konik metrik uzay ve

ozellikleri verilmis akabinde bu uzayda bazi sabit nokta teoremleri ifade edilmistir.

Dérdiincii boliimde oncelikle Karapmar’in 2009 yilindaki makalesinde konik metrik
uzaylar i¢in ortaya koydugu daraltanlik kosulunu sadece birim doniisiimlerin sagladigi
gosterilmis ve daha sonra bu daraltanlik kosulu genellestirilerek bazi sabit nokta
teoremleri ispatlanmistir. Son olarak, konveks metrik uzaylarda ve gorintii kiimesi
Banach cebiri olan konik metrik uzaylarda benzer daraltanlik kosullar1 ig¢in bazi

teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Besinci boliimde ise ¢calismamizda elde ettigimiz bazi sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Tamm 2.1.1 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d:XxX —R bir

fonksiyon olsun. Eger her X,y,ze X i¢in,
M1l d(x,y)>0 ve d(x,y)=0=x=Yy
M2. d(x,y)=d(y,X)

M3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X fizerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir

ve X =(X,d) ile gosterilir.

Ornek 2.1.2: x=(X,%,,... X )eR" ve y=(y,Y,,...Y,) €R" olmak iizere R"xR"

den R ye tanimlanan
d(x,y) =D |% -y
i=1

doniisiimii R" {izerinde bir metriktir.

Tamm 2.1.3 (Yakinsak Dizi): X =(X,d) bir metrik uzay, {x,} bu uzayda bir dizi ve
Xe X olsun. Her £ >0 igin n>n, oldugunda
d(x,,x)<e
olacak sekilde bir n, =n, (&) sayisi varsa, {X,} dizisi X noktasmna yakmstyor denir.
men =X veya X, — X, (N —o0)

seklinde gosterilir.



Tamm 2.1.4 (Cauchy Dizisi): X =(X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi

olsun. Her ¢ >0 i¢in n,m>n, oldugunda
d(x,,x,) <&

olacak sekilde bir ny =n, (&) sayisi varsa, {X, } dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.5 (Tam Metrik Uzay): X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x}

Cauchy dizisi yakinsak ise, (X,d) metrik uzayma tam metrik uzay denir.

Tamm 2.1.6: (X,d) metrik uzay ve x, € X,r >0 olsun. x, merkezli r yarigapl kapali

yuvar ve ag¢ik yuvar sirasi ile

1) B[x,, r]={xe X :d(x,,x) <r},
2) B(x,,r)={xeX:d(x,,x)<r},

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.1.7 (Vektor Uzay): V bos olmayan bir kiime ve F cismi R veya C olsun.

+:VxV 5V, (X, y) > X+Y,
S FExV >V, (a,x) > ax,
doniisimleri ile toplama c¢arpma islemlerini tanimlayalim. Eger her X,y,zeV ve

a,beF icin;

1) x+(y+z2)=(X+y)+z

2) X+y=Yy+X

3) X+0=60+Xx=X olacak sekilde bir d €V elemani vardir.

4) X+ (—Xx)=(=x)+x =80 olacak sekilde —Xx €V eleman1 (—Xx toplamada ters
elemandir) vardir.

5) (ab)x=a(bx)

6) a(x+y)=ax+ay



7) (a+b)x=ax+hy

8) 1.x=X (1 ¢arpmada birim ya da etkisiz elemandir).

sartlar1 saglaniyorsa V' ye F iizerinde bir vektdr uzayi (lineer uzay) denir. F =R
alinirsa V' ye reel vektor uzayr ve F=C alinirsa V ye kompleks vektor uzayr adi

verilir.

Tanmim 2.1.8 (Konveks Kiime): V bir lineer uzay ve AcV olsun. Her x,y € A i¢in
B={zeV:z=ax+(@1-a)y,0<a<l}c A

ise, A kiumesine konvekstir denir.

Bir bagka ifadeyle, A kiimesinden alman herhangi iki noktayi birlestiren dogru pargasi

yine A kiimesinde kaliyor ise A kiimesi konvekstir.

Sekil 2.1. Konveks kiime

Tanmmm 2.1.9 (Starshaped Kiime): S, V reel lineer uzaymin bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. Her XS ve 1€[0,1] i¢cin X, €S olmak iizere
AX+([A-A)%, €S

oluyorsa S ye x, a gore bir yildizil (starshaped) kiime denir.



Geometrik olarak; eer X, € S noktasi, her XeS i¢in x, ile X noktalarini birlestiren
dogru parcalar1 S nin iginde kalacak sekilde mevcut ise o zaman S kiimesi X,

noktasina gore yildizil kiimedir.

Asagida verilen sekilde goriildigi gibi yildizil kiimenin dyle bir X, noktasi vardir ki, bu

X, noktasmi kiimenin tiim noktalarma birlestiren |XX0| dogru pargalarmnin tamami

kiimenin i¢inde yer almaktadir.

Sekil 2.2. Yildizil (Starshaped) kiime

Reel lineer uzayin bos olmayan her konveks alt kiimesi, elemanlarinin her birine gore
yildizildir. Fakat tersine, elemanlarinin her birine gore yildizil olan reel lineer uzayin

bos olmayan her alt kiimesi konveks bir kiime olmayabilir.

Tamm 2.1.10 (Normlu Uzay): N, F cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. || || N>R

fonksiyonun x deki degerini ||| ile gésterelim. Bu fonksiyon igin,
NL. [|x|=0 ve x| =0< x=0
N2. |lax| = |a||X]. (e e F)

N3. [lx+y] <[x]+]ly]



sartlar1 saglantyorsa | | fonksiyonuna N de bir norm ve (N,| |) ikilisine de normlu

uzay denir.

Tamm 2.1.11 (Banach Uzay): N normlu bir lineer uzay olsun. N, d(x,y)=|x-y|

metrigine gore tam ise N ye Banach uzay denir.

Tamm 2.1.12 (Kesin Konveks Banach Uzay): X bir Banach uzay olsun. Eger her
x,yeS, ={xe X:|x|=1, x=y veher 1€(0,)) i¢in

l@-2)x+2y| <1

sart1 saglaniyorsa, X Banach uzayina kesin (strictly) konveks uzay denir.

Tamm 2.1.13 (Diizgiin Konveks Banach Uzay): X bir Banach uzay olsun. Her £ >0

ve x| <1, ||y <1 ve |[x—y|>¢ sartini saglayan her x,y e X igin
1
E||x+ y||<1-6(e)

olacak sekilde &(g)>0 sayist varsa, X Banach uzayma diizgiin (uniformly) konveks

uzay ad1 verlir.
Not 2.1.14: Her diizgiin konveks Banach uzayi, kesin konveks Banach uzaydir.
2.2. Sabit Nokta Kavram

Tamm 2.2.1 (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve T :X — X herhangi bir
dontisiim olsun. Eger TX=X olacak sekilde bir xe X varsa, bu X noktasina T nin
sabit noktasi denir. Sabit nokta geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: T:R - R
bir doniisiim ise bu durumda T nin sabit noktalari, T nin grafigi ile y =X dogrusunun

kesistigi noktalardir.



v
>

Sekil 2.3. Ug sabit noktaya sahip bir T doniisiimii

Yukardaki sekle bakilirsa bir doniisiimiin birden fazla sabit noktasi olabilir. T nin tiim

sabit noktalarmmn kiimesi F(T) veya Fix(T) ile gosterilir. Ornegin, X =R olmak

tizere T:X —>X, TXx=XC0sSX donisiminin sabit noktalarinin  kiimesi

F(T) ={2kxz:k € Z} {0} dur.

X bos olmayan bir kiime ve T,S: X — X herhangi iki doniisiim olsun. Eger Tx = SX
olacak sekilde bir X € X varsa, bu X noktasma T ve S doniisiimlerinin ¢akisik noktasi

denir. Ornegin; Eger X =R, Tx=x+4 Ve Sx=x>+3x+1 ise -1, 3 noktalar1 T ve S

nin ¢akisik noktalaridir.

Tamim 2.2.2 (Daraltan Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim

olsun. Her x,y e X igin,

d(Tx, Ty) <kd(x,y)

olacak sekilde bir 0 <k <1 sabit sayisi varsa, T ye daraltan doniigiim denir.

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Herhangi iki X ve y noktasi

arasindaki mesafe, bu noktalarm goriintiileri olan Tx ve Ty noktalar1 arasindaki



mesafeden daha biiyiiktiir. Farkli bir agidan bakilacak olursa; 0<s<r olmak iizere,
asagidaki sekilde goriildigi gibi B(X,r) yuvarindaki her y elemaninin goriintiisi,

B(Tx,s) yuvarinn igine diiger.

Sekil 2.4. T bir daraltan doniisiim

Ornek 2.23: X =R, d(X,y)=|X—y| olmak tiizere T:X —> X, Tx=%sinx

doniistimiinii ele alalim. T doniisiimii R {izerinde tiirevlenebilir oldugundan Ortalama

Deger Teoremi kullanilirsa

d(Tx, Ty) =[Tx-Ty|= ‘T (©)(x— y)‘

:l|cosc||x—y|
2
s%|x—y|=%d(x, y)

esitsizligi, T nin bir daraltan doniisiim oldugunu gosterir.

Asagidaki teorem, verilen bir doniisiimiin sabit noktasmin varhigmi ve tekligini garanti

eden 6nemli teoremlerden ilkidir.
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Teorem 2.2.4 (Banach Daralma Tlkesi): (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Eger her x,y e X igin,

d(Tx,Ty) <kd(x,y)

olacak sekilde bir 0<k <1 sabit sayis1 varsa, bu durumda T bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Ispat: x, , X de keyfi bir nokta ve

X =T X =T =T X0 Xy =T, =T,
olsun. Ik olarak {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ve daha sonra bu dizinin
limit noktasinin TX =X denkleminin bir tek ¢oziimii oldugunu gosterecegiz. N >0 igin

d (X1 %) = d (T, T, ;) <kd (X, X, 4) <. <K (X, %)

n’ nl
olur. m>n igin
d(x,, X,) <d(X,,X,.) + (X0, X.0) +e (X, 10 X)

<K"d (X, %)+ - K™ (X4, X))

<k"d (X, %) [ 1+k+k*+...]

:1_k 01 %), (N — o)

olur. Yani,

d (%, %) = d(Xo,Xl)

dir. 0<k <1 oldugundan N— oo igin limit alinirsa, d(X_,X

n’'m

)—0 olur. Bu da {x,}
dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X metrik uzayr tam oldugundan X, — X ve

dolayisiyla x , —x dir. T doniisimii siirekli oldugundan dizisel siireklidir, yani

n+1

Tx, > Tx dir. x,, =Tx, de Nn— oo i¢in limit almirsa TX=X elde edilir. Simdi bu sabit
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noktanin tek oldugunu gosterelim. y, T nin baska bir sabit noktas1 yani, Ty =y olsun.

Bu durumda
d(x,y) =d(Tx,Ty) <kd(x,y)

olur. Bu durum d(x,y) =0 olmasini gerektirir. Bu da x = y demektir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konveks Metrik Uzay

Bu kisimda ilk olarak 1970 yilinda Takahashi tarafindan ifade edilen konveks metrik
uzay kavrami verilecek ve daha sonra bu yapi ile ilgili baz1 6rneklere, 6zelliklere ve

yapilan ¢alismalara deginilecektir.

Tamm 3.1.1: (X,d) metrik uzay ve 1=[0,1] olmak iizere W:XxX x| —X bir

doniisiim olsun. Eger her (x,y,A)e X xX x| ve ue X i¢in
d(u,W(x,y, 1)) <Ad(u,x)+@1—A)d(u,y)

esitsizligi saglaniyorsa, W doniisiimiine X tizerinde konveks yapt ve W konveks

yapisi ile birlikte (X,d) metrik uzayina konveks metrik uzay denir. Bu uzay1 géstermek

icin (X,d,W) notasyonu kullanilir (Takahashi 1970).

Ornek 3.1.2: (X,||[) bir normlu uzay olsun. Her x,yeX, Ael igin

W(X,y,A) =Ax+(L—A)y olarak tanimlanan donlisim X iizerinde bir konveks yapidir
(Takahashi 1970).

Yukaridaki Ornekten anlagilacagi tlizere her normlu uzay konveks metrik uzaydir.

Asagidaki 6rnek bu ifadenin tersinin dogru olmadigm gosterir.

Ornek 3.1.3: X ={(x,%,) e R?:x >0,x, >0} olmak iizere Xx=(x,X,),y=(Y,,Y,) Ve
Ael igin d:XxX —[0,00) metrigini ve W:XxXx|—>X doniigimii sirasiyla

asagidaki gibi tanimlansin

d(X, y) =% = Y|+ [%%, = V1Ya|,
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W(x,y,4) =[2% + (L= 2y, lgiig:j;;ayz] .

Yukarida olusturulan (X,d,W) tgliisii bir konveks metrik uzaydir ancak bir normlu

uzay degildir (Beg et al. 2006).

Coziim: Burada d(x,y) nin metrik oldugu agiktrr. Simdi her (X,y,4)e X xXx1 ve
ueX i¢cin  d@UW(XY,A2)<AdU,x)+@A-A)d(u,y) esitliginin  saglandigini

gosterelim.

d(u,W (X, Y, 4)) =|u, — (A%, + A= 2) y)|+|uu, — (Ax%, + 1= 2)y,Y,)|
=[A(uy = %) = (= AUy = Y|+ AUy, =% %,) = (1= A)(Uu, = YY)
S AU, = %[+ @=A)[uy = Yy |+ A|ugu, = XX, |+ @L— A)|uu, — Y, Y, |
=Ad(u,x)+(1-A)d(u,y)

olup (X,d,W) nin konveks metrik uzay oldugu goriilir. Ancak d(x,y)=|x-y| ile
tanimlanan || |: X —[0,00) dniisiimii a€ R olmak iizere
lax—ay]|=al[x, = ya| +a* [x%, = V1Y, | # [a] (%, = y|+ X%, = Y1y, [) = [a][[x - V]
ve
Jax —ay] = faf[[x - ]

oldugundan normun 6zelligini saglamaz.

Tammm 3.1.4: (X,d,W) bir konveks metrik uzay ve Cc X olsun. Eger her
(X,y,4) eCxCxl i¢in W(x,y,A) eC oluyorsa C ye konveks kiime denir (Takahashi
1970).

Tammm 3.1.5: (X,d,W) bir konveks metrik uzay ve Cc X olsun. Eger her
(X, %, 4) eCxCx1 icin W(X,x,,4) €C olacak sekilde X, €C eleman: varsa, C ye
yildizil kiime denir (Lei and Xie 1992).
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Takahashi 1970 yilinda B(x,r) ve B[x,r] yuvarlarinin konveks kiimeye birer drnek

oldugunu gostermistir.

Onerme 3.1.6: (X,d,W) konveks metrik uzay ise asagidaki esitlikler saglanir:

) d(xy)=d(X,W(x,y,A)+d(y,W(x,y, 1))
i) d(x,W(x,y,4))=@1-A)d(x,y)
iii) d(y,W(x y,A))=Ad(x,y) (Asadi 2014).

Ispat: i) Konveks metrik uzay tanmmindan d(x,W(x,y,A))<@-A)d(x,y) Ve
d(y,W(x,Yy,4)) <Ad(X,y) esitsizlikleri yazilir. Ayrica metrik uzaym M3 o6zelligi ve

tisteki esitsizlikler kullanilarak

d(x,y)<d(x,W(x,y,4))+dW(x,y,4),Y)
<@-=-A)d(x, y)+Ad(x,y) =d(x,y)

elde edilir. Buradan
d(x,y)=d(x,W(x,y,4))+d(y,W(x,y, 1))

yazilir. Boylece ispat tamamlamis olur.

i) Konveks yapi tanimindan ve i) den yararlanarak
d(x,W(x,y,4)) <(1-A)d(x,y) =d(x,y)—Ad (X, y)
=[d(xW(x,y,4)) +d(y,W(x,y, A1))]-Ad (X, y)

ve d(y,W(x,y,4)) <Ad(x,y) esitsizligini kullanarak d(x,W(x,y,1))=@A—-A)d(X,y)

esitligi gosterilir.

iii) 1) ve ii) den kolaylikla elde edilir.

Literatiirde normlu uzaylar i¢in mevcut olan diizgiin (uniformly) uzay ve kesin (strictly)

uzay gibi kavramlar, konveks metrik uzaylarda asagidaki sekilde tanimlanir.
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Tanmmm 3.1.7: X bir konveks metrik uzay olsun. Her £¢>0 ve r>0, d(z,x)<r,

d(z,y) <r ve d(x,y)>reg sartin1 saglayan her X,y,ze X igin
1
d(z,W(x, y,z)) <r(l-a(e))<r

olacak sekilde «(g) sayist varsa, X e diizglin (uniformly) konveks uzay adi verilir

(Beg et al. 2006).

Not 3.1.8: Diizgiin konveks Banach uzay, diizgiin konveks metrik uzaydir. 1972 yilinda
Goebel ve Kirk, diizgiin konveks bir Banach uzayin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi
iizerinde taniml1 bir asimptotik genislemeyen doniisiimiin sabit noktaya sahip oldugunu
ispatlamiglardir. Daha sonra Beg (2001) ayni teoremi diizgiin konveks metrik uzayda

ispatlamistir.

Tammm 3.1.9: X bir konveks metrik uzay olsun. d(z,x)<r, d(z,y)<r sartin

saglayan her X,y,ze X i¢in
1
d(z,W(x, y,z)) <r

esitsizligi saglaniyorsa, X e kesin (strictly) konveks uzay adi verilir (Beg et al. 2006).

Tamm 3.1.10: (X,d) bir metrik uzay ve 1=[0,1] olmak iizere W:X*x1®— X
dontistimii tanimlansin. Eger a,+b,+c, =1 olacak sekilde her
(x.y,z,a,b,,¢,)eX°x1°ve ue X igin

dW(x,y,z,a,,b,c,)u)<ad(x,u)+bd(y,u)+c.d(z,u)

esitsizligi saglaniyorsa, W doniisiimii ile birlikte (X,d) metrik uzayma, genisletilmis

konveks metrik uzay denir (Wang and Liu 2009).
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Not 3.1.11: Her diizgiin konveks uzay, kesin konveks uzaydir. Ayrica Tanim 3.1.10

daki konvekslik yapisi iizerinde, z Yyi sabit tutup ve c, =0 alarak her genisletilmis

konveks metrik uzayin bir konveks metrik uzay olugu rahatlikla goriiliir.

3.2. Konik Metrik Uzay

Bu boliimde kisaca konik metrik kavramindan bahsedip daha sonra literatiirde gecen
konik Banach uzaylarda bazi sabit nokta teoremlerini verecegiz. Konik metrigi, bilinen
metrik kavramimin deger kiimesi negatif olmayan reel sayilar yerine, sirali bir Banach
uzay almarak tanimlanir. Buradaki konik kavrami, sirali Banach uzay elde etmek igin

kullanilan bir kavram olup ilk olarak bu kavrami vererek baslayacagiz.

Tammm 3.2.1: E bir reel Banach uzay ve P, E nin bir altkiimesi olsun. Asagidaki

sartlar1 saglayan P kiimesine konik denir.
P1. P bos olmayan kapali bir kiime ve P # {6} ;
P2. a,beR, a,b>0, x,yeP=ax+byeP;

P3. xe P ve —xe P = x =46 (Huang and Zhang 2007).

Ornek 3.2.2: E =R? olmak iizere P ={(x,y) e R?:x,y >0}, E de koniktir.

E reel Banach uzayinda P c E konigi verilsin. E de P ye gore bir “<” kismi
siralama x<y <> y—xeP seklinde tanimlanir. Eger X<y ve X#Y ise bu durum “

x<y”ile, y—xeintP ise X<V ile gosterilir.

Tamm 3.2.3: E bir reel Banach uzay ve P, E nin bir altkiimesi olsun. Her x,y € E

ve 0<x<Yy i¢in

[x|<K]y]
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olacak sekilde K >0 sayisi varsa P konigine normal konik denir. Yukardaki kosulu
saglayan en kiigiik pozitif K tamsayisina P nin normal sabiti denir (Huang and Zhang
2007).

Onerme 3.2.4: K <1 normal sabitine sahip konik yoktur (Rezapour and Hamlbarani
2008).

ispat : P, K <1 normal sabitine sahip konik ve X, P nin sifirdan farkli elemani olsun.

O halde K <1-¢ olacak sekilde bir 0< & <1 degeri vardir. (1—&)x <x olup normallik
sartindan  (1—¢)[x|<K|X| olur. Ancak K<l-& oldugundan  K|x|<1-¢]x|

esitsizligi gergeklenir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde 1< K olmalidir.

Onerme 3.2.5: E bir reel Banach uzay ve P c E bir konik olsun. ae P olsun. Eger

a<dave O0<A<lise a=8 dir (Radenovi¢ and Rhoades 2009).

Tammm 3.2.6: X bos olmayan bir kiime ve E bir reel Banach olsun. Eger

d: X x X — E bir fonksiyon olmak tizere her x,y,z e X i¢in,
M1. d(x,y)=60 ve d(X,y) =0 =>x=Yy

M2. d(x,y)=d(y,x)

M3. d(x,y) <d(x,2)+d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X fizerinde bir konik metrik, d ile birlikte X e konik
metrik uzay denir ve (X,d) ile gosterilir (Huang and Zhang 2007).

Not 3.2.7: Eger E=R ve P=[0,00) alirsak, d nin bir metrik oldugunu goriiriiz. O

halde her metrigin bir konik metrik oldugunu soyleyebiliriz.

Ornek 3.2.8: E=R? de P={(x,y)€E|x y>0} konik kiimesi verilsin. X =R ve

d: X x X = E olmak iizere
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d(x,y)=(x-y|,a|x-y]),a>0

bigiminde tanimlansin. O zaman (X,d) bir konik metrik uzaydir (Huang and Zhang
2007).

Tamm 3.2.9: (X,d) konik metrik uzay, {x,} X iginde bir dizi ve X & X olsun.

(i) Her ceE ve f<c i¢in AN eN &8yle ki Vn>N i¢in d(x,,X) <c oluyorsa {x,}

dizisine yakinsak dizi denir ve N — o0 i¢in X, — X yada lim_ X =X ile gosterilir.

(if) Her ce E ve <c i¢in IN eN 0yle ki vn,m>N i¢in d(x,,X )<< C oluyorsa
{x, } dizisine Cauchy dizisi denir.
(iii) Her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d) ikilisine tam konik metrik uzay denir

(Huang and Zhang 2007).

Teorem 3.2.10: (X,d) konik normlu uzay, P normal sabiti K olan normal konik ve

{x,}, X debirdizive xe X olsun. Asagidaki ifadeler saglanr.
i) X, > x<d(x,X) >6, n—>o,

i) {Xn}, X de yakmsak bir dizi = {Xn} in limiti tektir,

iii) {x,} bir Cauchy dizisi <d(x,,x,)—>6, n,m— oo,

iv) X, > X vey —>y=d(x,Y,)—>d(Xy), n—oo(Huang and Zhang 2007).

Onerme 3.2.11: (X,d) konik normlu uzay, P normal sabiti K olan normal konik,
{Xn} ve {yn}, X ic¢inde iki dizi ve N—o0 igin X, =X, Yy, =Y olsun. Eger her

neN igin X, <y, ise x<y olur (Abuloha 2009).

Huang ve Zhang (2007) Banach, Kannan ve Chatterjea sabit nokta teoremlerini, P vyi

normal konik alarak, konik metrik uzaylara agagidaki gibi genisletmistir.
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Teorem 3.2.12: (X,d) tam konik metrik uzay ve P normal sabiti K olan normal

konik olsun. Eger T : X — X doniisiimii k €[0,1) olmak {izere her X,y e X i¢in

d(Tx,Ty) <kd(x,y)

esitsizligini sagliyorsa, T doniisimii X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Herhangi bir

xe X i¢in {T"x} dizisi bu sabit noktaya yakinsar (Huang and Zhang 2007).

Ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve
X =TX, X =TX =T Xgy00, X,y = TX, =T "X,
seklinde bir {x } dizisi olsun. Buradan

d (Xn+1’ Xn) = d (TxnfTXn—l) < kd (Xni Xn—l)
<K (X, 5, X, 5) <. <K (X, X,)

elde edilir. n>m igin

d(Xn’Xm) = d(xn’ Xn—1)+d(xn—l’ Xn—2)+"'+d(xm+l’ Xm)
< (K" k"2 4L+ k™)d (X, %)

m

1-k

<

d (X, %)
olur. P normal sabiti K olan normal konik oldugundan
800 %)) 7 K 406 )]
n m 1—k 0

elde edilir. n,m — oo i¢in limit almwrsa, d(x,,X,)— @& olur. Bu da {x,} dizi Cauchy

dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan X" e X vardir; dyleki x, — X" (n — )

dir. O halde
d(Tx*, x") =d(Tx,, Tx") +d(Tx,, X")
<kd(x,,x")+d(X,.,,X")
ve
Hd(l'x*,x*) sK(kHd(xn,x*) +Hd(xn,x*))
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olup yukaridaki esitsizlik N —» oo i¢in limit alinirsa Hd(Tx*, X")

=0 olur. Bu esitlikten

Tx" = x" elde edilir. Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y*, T nin baska

bir sabit noktasi olsun yani, Ty" = y* olsun. Bu durumda
d(x’,y") =d(Tx", Ty") <kd(x",y")

olur. Onerme 3.2.5 den d(x*,y*) =8 olup x* =y" elde edilir. O halde T déniisiimiiniin

sabit noktas1 tektir.

Teorem 3.2.13: (X,d) tam konik metrik uzay ve P normal sabiti K olan normal

konik olsun. Eger T : X — X doniisimii k e [O,%) olmak tizere her X,y € X igin

d(Tx, Ty) <k[d(TX,x)+d(Ty, y)]
esitsizligini sagliyorsa, T doniisimii X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Herhangi bir

xe X i¢in {T"x} dizisi bu sabit noktaya yakimsar (Huang and Zhang 2007).

Teorem 3.2.14: (X,d) tam konik metrik uzay ve P normal sabiti K olan normal

konik olsun. Eger T : X — X doniisiimii k e [O,%) olmak iizere her X,y € X i¢in

d(Tx, Ty) <k[d(Tx, y) +d(Ty, X)]
esitsizligini saglhiyorsa, T donlisimii X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Herhangi bir

xe X i¢in {T"x} dizisi bu sabit noktaya yakmsar (Huang and Zhang 2007).

Not 3.2.15: Rezapour ve Hamlbarani (2008) de 3.2.12, 3.2.13, 3.2.14 teoremlerinde
gecen P konisinin normallik sartmi kaldirarak, herhangi bir konik iizerinde de bu

teoremlerin gecerli oldugunu gostermislerdir.

Konik metrik uzaylar, metrik uzaylarin olusturdugu topolojiye benzer bir topoloji

olusturur. Bunun i¢in dncelikle gerekli dnermeyi verelim.
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Onerme 3.2.16: (X,d) bir konik metrik uzay olsun. Her ¢, >0 ve ¢, > 8, c,c, €E

i¢in C<C, Ve C<C, olacak sekilde c> 6, ¢ < E vardir (Turkoglu and Abuloha 2010).

Teorem 3.2.17: Her (X,d) konik metrik uzay1 bir topolojik uzaydir (Turkoglu and
Abuloha 2010).

Ispat: c>>0, ceE igin B(x,c)={ye X :d(x,y) <c} ve S={B(x,c):xe X,c> 6}
olmak iizere 7, ={U < X :Vxe X,3IB e f,xe BcU} kiimesi topolojinin &zelliklerini

sagladigin1 gosterelim.

1) D, X e,

7,) UV er, ise UNV ez, oldugunu gosterlim. xeU nV ise xeU ve xeV dir.
Boylece XeB(x,c))cU ve xeB(xc,)cV olacak sekilde ¢ >6,c,>6 vard.

Onerme 3.2.16 dan c<c, Ve c<cC, olacak sekilde c>>6 bulabiliriz. Ayrica

x € B(x,c) = B(x,c,) " B(x,c,) cU NV oldugundan U NV ez, dir.

;) Her aeA i¢in U, ez, olsun. xeU,,U, ise xeU, olacak sekilde o, €A
bulabiliriz. U, ez, oldugundan xeB(x,c)cU, <U,,U, olacak sekilde c>6

vardir. Buise U,_,U, €7, oldugunu gosterir.

Konik metrik uzay tanimindan sonra konik normlu uzay: asagidaki gibi tanimlamak

oldukca dogaldur.

Tamim 3.2.18: X, R iizerinde bir vektor uzay olsun. || ||C : X = E fonksiyonunun x

deki degerini ||X||C ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in,
NL. x|, 26 ve |x|. =0 <= x=6

N2. [jx+yll, <[x]; + (v
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N3. [, =[K[[x]; . (k eR)

sartlar1 saglamyorsa || | fonksiyonuna X de bir konik norm ve (X,|| |.) ikilisine de

konik normlu uzay denir (Karapmar 2009).

Tamm 3.2.19: (X,|| |.) konik normlu uzay, {x,} X de bir dizi ve xe X olsun.

(i) Her ce E ve <c igin IN eN byle ki Vn>N igin |x, — x|, < ¢ oluyorsa {x,}

dizisine yaknsak dizi denir ve N —o0 i¢in X, — X yada lim_ X, =X ile gosterilir.

(ii) Her ceE ve #<c igin IN eN dyle ki Vn,m=N igin ||, —x,[. < ¢ oluyorsa

{x, } dizisine Cauchy dizisi denir.

(iii) Her Cauchy dizisi yakmsak ise (X,| |.) ikilisine tam konik normlu uzay denir

(Karapinar 2009).

Teorem 3.2.20: (X,|| |.) konik normlu uzay, P normal sabiti K olan normal konik,

ve {Xn} X de bir dizi ve X e X olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
i) X, > xe|x, —x|, >80, no>owo;
ii) {x,} bir Cauchy dizisi < |x,—X,[. =6, n.m—o;

i) X, >xvey ->y= ||Xn - yn”c —>||X— y||c, N — oo (Karapmar 2009).

Tam konik normlu uzaya konik Banach uzay denir. Asagida Karapinar (2009)

tarafindan konik Banach uzaylarinda ispatlanan bazi teoremler verilecektir.

Teorem 3.2.21: X, ||, =d(x,0) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti

K olan normal konik olsun. C < X kapali, konveks bir alt kiime ve T:C —>C

doniigiimii verilsin. Eger her X,y € C igin
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d(x, TxX)+d(y,Ty) <qd(x,y) (3.2)

esitsizligi saglanacak sekilde 2<q<4 sayisi varsa, T nin en az bir sabit noktas1 vardir

(Karapmar 2009).

Ispat : x;, C de keyfi nokta ve {x }dizisi asagidaki gibi

X, +TX,

n+l

, n=012,...

tanimlansin. 11k olarak

=T, = 2Dx, (2] =20, =x,.) (32

esitliginden
d(x,,Tx,) =, —Txn||C

= 2||Xn = Xn+1||C =2d (Xn ) Xn+1)

oldugu goriiliir. (3.1) deki daraltanlik kosulu ile yukaridaki esitlikten
2d(x, 4, %) +2d(x,, X,,;) <qd (X, ;, X,)

elde edilir. Boylece d(X,.,,X,)<kd(x,, X, ,),k=(q—2)/2<1 esitsizligi goriilir.
Buradan {x } bir Cauchy dizisi olup bir zeC i¢in {x }, z ye yakmsar. Uggen
esitsizliginden
d(z,Tx,)<d(z,x,)+d(x,,Tx,)
=d(z,x,)+2d(x,, X,.;)
ifadesi ve Teorem 3.2.20 (iii) den Tx, — z oldugu goriiliir. (3.2) esitligi diislinerek ve

(3.1) deki kosulda X yerine z, y yerine x_, alarak asagidaki ifadeye ulasilir.

n+1
d(z,Tz)+2d(x,, X,,,) <qd(z,X,).

Boylece N — o iken limit alirsak d(z,Tz) <& elde edilir ve buradan Tz =z dir.
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Teorem 3.2.22: X, ||, =d(x,0) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti

K olan normal konik olsun. C < X kapal, konveks bir alt kiime ve T:C —>C

doniisiimii verilsin. Eger her x,y e C igin
d(Tx, Ty) +d(x, TX) +d(y,Ty) <rd(X,y)

esitsizligi saglanacak sekilde 2<r <5 sayis1 varsa, T nin en az bir sabit noktas1 vardir
(Karapinar 2009).

Daha sonra ki yillarda Moosaei ve Asadi yukardaki teoremin daraltanlik kosulunu

genigletip konveks metrik uzaylarda bir ve iki doniisiim i¢in asagidaki gibi vermislerdir.

Teorem 3.2.23: (X,d,W) tam konveks metrik uzay olsun. C < X Dbos kiimeden
farkli, kapali, konveks bir alt kiime olmak iizere f :C — C déniisiimii verilsin. Eger her

X,y €C igin
ad(x, f(x))+bd(y, f(y))+cd(f(x), f(y))<kd(x,y)

esitsizligi saglanacak sekilde 2b —|C| <k<2(@a+b+c) —|C| sayis1 varsa, f ninen az bir

sabit noktas1 vardir (Moosaei 2012).

Teorem 3.2.24: (X,d,W) konveks metrik uzay olsun. C < X bos kiimeden farkl bir

alt kiime ve S,T:C — C asagidaki kosullar1 saglayan doniisiimler olsun:
i) T(C)=S(C),
i) S(C) konveks ve tam alt uzay.
Eger her x,y €C i¢in
ad(Tx, Ty) + A(d(Sx, TX) + d (Sy, Ty)) + »(d (Sx, Ty) +d (Sy, Tx)) < kd (Sx, Sy)

olacak sekilde 2ﬂ+7/—|7/|—0{£k<a+4ﬂ+3}/—|}/| ve [+y<0 olacak sekilde reel

sayilar1 varsa, S ve T nin en az bir ¢akisik noktasi vardir (Moosaei 2014).
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Teorem 3.2.25: (X,d,W) tam konveks metrik uzay olsun. C < X Dbos kiimeden

farkli, kapali, konveks bir alt kiime olmak tizere T :C — C doniisiimii verilsin. Eger her

X,y €C igin
ad(x, Tx)+bd(y, Ty) +cd(Tx, Ty) +ed (x, Ty) + fd(y, Tx) <kd(X, y)

esitsizligi saglanacak sekilde

b+e—|f|(1-2)—|c|A ke a+b+c+e+f—[c|A-|f|@1-2)
1-2 B 1-2

reel sayilari varsa, T nin en az bir sabit noktasi vardir (Asadi 2014).

Ayrica Mutlu ve Yolcu (2013) yaptiklar1 ¢aligmada, Karapmar (2009) ve Moosaei

(2012) nin teoremlerinde gegen bazi esitsizlikleri kullanarak @ = operatorii yardimi ile

benzer teoremler ispatlamislardir. Teoremlerin ifadesini vermeden 6nce gerekli bilgiler

asagida ifade edilmistir.

Tamim 3.2.26: E bir vektor uzay1 ve E nin iizerinde bir ¢arpma islemi tanimli olsun.

Elemanlarin carpimi asagidaki aksiyomlar1 saglasin. Her X,y € E i¢in

(1) x(yz) =(xy)z,

(2) x(y+2z)=xy+xz,

(3) (x+y)z=xz+yz,

(4) aeF igin a(xy)=x(ay).
Bu durumda E ye bir cebir denir. Her XxeE icin ex=xe=X esitligini saglayan
0 =#ecE varsa E ye birimli cebir denir. Her x,y € E i¢in xy = yx ise E ye degismeli

cebir denir (Gok 2010).

Tanmmm 3.2.27: Normlu bir E uzay1 cebir aksiyomlarmi saglasin. Her x,y € E igin
Ixy| <[X|ly| ise E ye normlu cebir denir. Tam normlu cebire bir Banach cebiri denir

(Gék 2010).
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Ornek 3.2.28: E bir Banach uzayr ve E den E ye taniml tiim siirekli lineer
operatdrlerin kiimesi B(E) olsun. S,T e B(E) icin (ST)(x) =S(Tx) carpimi bileske
olarak tammlansm. |ST||<||S|||T|| oldugu i¢in B(E) bir Banach cebiridir. Her x € E

icin 1(X) = x birim operatorii | , E nin birim elemanidir (Gok 2010).

Ornek 3.229: E=C[0,1] olsun. f,geC[0,]] ve her xeC[0,1] igin
(fg)(x) = f (X)g(x) seklinde tanimlansm. Siirekli iki fonksiyonun ¢arpmmu da siirekli
oldugundan fg e C[0,1] dir. | fg]=sup,o4|(fa)(X)|<|f|||o]| oldugundan C[0,1] bir
Banach cebiridir (Gok 2010).

Tamm 3.2.30: E Banach cebiri ve (E,|||.) Banach uzay olsun. @ :E—E,

_ 11
@, (x) =¥’ ?x kurali ile artan pozitif bir doniisiimdiir. Burada —+==1 dir. Eger

P9

E=Rise ® :R—>R, ® (x)=|x""x kuralile bir p -Laplace déniisimdiir.

®, :E — E doniistiminiin tanimi kullamlarak asagidaki 6zellikler gosterilebilir.

(1) Her x,y €E igin x<y ise ® (X)<D (y);
(2) @, siirekli, birebir, drten ve ayrica terside siirekli bir doniigiim;
(3) Her x,y e E igin @ (xy) =@, (X)P,(y);

(4) Her x,y € E igin @ (x+Yy)<® (x)+® (y) dir (Mutlu and Yolcu 2013).

Teorem 3.2.31: X, ||, =d(x,0) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti
K olan normal konik olsun. E bir Banach cebiri olmak iizere @, :E — E bir doniisiim
ve C c X kapal, konveks bir alt kiimesi olmak tizere T:C —C doniistimii verilsin.

Eger her x,y eC igin

@, (d(x, X))+ D (d(y,Ty)) <k®,(d(x,y))
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esitsizligi saglanacak sekilde 2P <k <4P™ sayis1 varsa, T nin en az bir sabit noktasi

vardir (Mutlu and Yolcu 2013).

Teorem 3.2.32: X, ||, =d(x,0) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti
K olan normal konik olsun. E bir Banach cebiri olmak tizere @ :E — E bir doniisim
ve C c X kapali, konveks bir alt kiimesi olmak tlizere T :C — C doniistimii verilsin.
Eger her x,y €C i¢in

ad (d(Tx,Ty)) +b® (d(x,Tx)) +c® (d(y,Ty)) <rd (d(x,Y))

esitsizligi saglanacak sekilde 0<® (r)<® (a)+2(®,(b)+D,(c)) sayilar1 varsa, T

nin en az bir sabit noktas1 vardir (Mutlu and Yolcu 2013).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde oncelikle Materyal ve Yontem kisminda Karapmar (2009) tarafindan
verilen Teorem 3.2.21 ve 3.2.22 nin sadece birim doniisiimler igin gegerli oldugunun

ispat1 verilecektir.

Teorem 4.1: X, ||x|. =d(x,6) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti

K olan normal konik olsun. C < X kapali, konveks bir alt kiime ve T:C—>C

doniisiimii verilsin. Eger her X,y €C i¢in
d(x, Tx)+d(y,Ty)<qd(x,y)

esitsizligi saglanacak sekilde 2<q<4 sayisi varsa, T bir birim doniisiimdiir.

Ispat: Varsayalim ki T birim déniisiim olmasm. O halde X,#Tx, olacak sekilde

X, €C vardrr. x, = L{rx" alalim ve X, # X, oldugu rahatlikla goriilebilir. Ayrica

3X, +TX
X _Txo = 4()(0 _(%)j = 4(Xo - X1)

olup d(Xy, TXy) =% —TXo|lc =4[% — x|, =4d(X,, %) den d(x,, Tx,) =4d(x,, %) elde
ederiz. Simdi hipotezde X yerine X,,y Yyerine X, koyalim

d (%o, T%) +d (%, Tx) < qd (%), X,)

4d (%, %) +d (%, Tx;) <qd (%, %)

d(x,Tx) <(q-4)d(x,, %) <0

elde ederiz. Bu ise konik metrik tanimiyla ¢elisir. O halde T birim doniigiimdiir.
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Teorem 4.2: X, ||x|. =d(x,68) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti

K olan normal konik olsun. C < X kapali, konveks bir alt kiime ve T:C—>C

dontisiimii verilsin. Eger her x,y € C i¢in
d(Tx, Ty) +d(x, TX) +d(y,Ty) <rd(X,y)

esitsizligi saglanacak sekilde 2<r <5 sayisi varsa, T bir birim doniisiimdiir.

4x, +TX

Ispat: Bunu gostermek igin x, = 0 alarak Teorem 4.1 in ispatinda oldugu gibi

benzer sekilde rahatca gdsterilebilir.

Asagida yazacagimiz teoremle birlikte Karapinarin ¢alismasmi hem genisletip hem de

teorideki sinirlamayi kaldirabiliriz.

Teorem 4.3: X, ||, =d(x,0) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti K

olan normal konik olsun. C < X kapali, konveks bir alt kiime olmak tizere T:C —C

doniisiimii verilsin. Her X,y eC ve X# Y i¢in
d(x, TX)+d(y, Ty) <ad(Xx,Ty)+kd(X,y)

olacak sekilde a <2 ve K reel sayilar1 varsa, T nin en az bir sabit noktasi vardir.

27 =K olacak sekilde y>1 reel sayisi vardir. Aksi

Ispat: o <2 oldugundan o < .
7/ R

2y -k

taktirde her ¥ >1 i¢in <a olursa y - iken 2<a olur. Bu ise a <2 kabuli

ile gelisir. X,, C de keyfi nokta ve

(r=Dx, +Tx,

Xn +1
e

, h=0,12,...
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dizisini ele alahm. Bazi n,eN igin X =X ise X, =Tx, oldugu kolaylkla

No+1

gosterilebilir. Dolayisiyla islemlerimize bundan sonra her neN i¢in X, # X, olarak

devam edecegiz. Ilk olarak asagidaki

_((;/—1)xn+Txn

X, _TXn = ]/[Xn )]
e
= 7/(Xn - Xn+1)
ve
Xn _TXn_l — (}/—1)Xn_1 +TXn—1 _TXn—l

4
-1
B 7/7 (Xn—l _Tanl)

= (7 =D(X 1 =)
esitlikleriyle birlikte
d(x,,Tx,) =|x, —Txn||C =X, - xnﬂ||C =yd(X,,X,,,) 4.1)

ve

d(x,, Tx,y) =%, —Txn71||C =(r-D)|x,s - xn||C =(y-1d (X, X,) (4.2)
oldugunu goriiriiz. Hipotezde X yerine X, y yerine X , alinirsa

d(x,,Tx,)+d(X, ., Tx ) <ead(X,,Tx, ,)+kd(X ;,X,)
esitsizlikleri elde edilir. Usteki esitsizlikte (4.1) ve (4.2) deki esitlikler kullanilarak
yd(X,, X, ;) +rd(x, ., x,) <a(y-Dd(x,,,x,)+kd (X, X,)

ve

d (X Xp00) <

a(]/_l)-’_k_?/ d(Xn—l' Xn)
e



31

27 = oldugundan aly—+k=y
y—1 Y

yazilir, o < <1 dir. Banach Daralma ilkesindeki

teknik ile {Xn} nin bir Cauchy dizisi oldugunu sdyleyebiliriz ve x" eC olmak fizere
X, = X* dir. Ayrica (4.1) ve iiggen esitsizliginden
d(x", Tx,) <d (X", x,)+d(x,,Tx,)
=d(X", x,)+yd (X4, X,)
ifadesi yazilabilir. Nn—oco i¢in limit almirsa Tx, — X" elde edilir. En kotii ihtimal ile

X, =X olursa X, ,#X, oldugundan x,,=x" olur ve hipotezde x=x",y=Xx, ,

alinirsa

d(X", TX) +d (X, 0, TX, 1) Sad (X7, T ) +kd (X, X, o)

n;+1

esitsizligi saglanir. Yukaridaki ifade de j — oo iken limit alinirsa d(X",Tx") =@ olur.

Buradan x" =Tx" esitligini yani T nin sabit noktasmin oldugunu gostermis oluruz.

Teorem 4.4: X, ||, =d(x,0) normu ile bir konik Banach uzay ve P normal sabiti K
olan normal konik olsun. E bir Banach cebiri olmak lizere @ :E — E doniisiimii ve

C < X kapali, konveks bir alt kiime olmak iizere T :C — C doniisiimii verilsin. Her

X,yeC ve X#Y i¢in
@, (d(x,TX))+ D (d(y,Ty)) <a® (d(x,Ty)) + kd (d(x,y))
olacak sekilde @ (a) <2 ve k sayilar1 varsa, T nin en az bir sabit noktasi vardir.

24—, (k)

Ispat: ® (o) <2 oldugundan @ (@) < olacak sekilde A>1 reel sayisi

vardir. X,, C de keyfi nokta ve

(A-Dx, +TX,

X1 2 , n=0,12,...



32

dizisini ele alalm. Teorem 4.3 nin ispatinda oldugu gibi d(x,,TX,)=Ad(x,,,X,) Ve
d(x,,Tx, ,)=(A-Dd(x,,x, ) esitlikleri gegerlidir. Hipotezde X yerine X , y yerine
X, , alirsak ve yukardaki esitlikleri uygularsak

CDp(Z’d(XnH’ n))+q) (/Id(xn’ n—l))<aq) ((2’ 1)d(xn7 n—l))+kq) (d(xn’ n—l))

elde ederiz. Burada @ ozelliginden ve @ nin tersinin @, oldugunu diisiinerek (

¢linkli @ (D (X)) =x=D (D (X)) oldugu tamimdan goriiliir.)

D, (Ad (X510, %)) + P (Ad (X, %,4)) = P (P (@)(A =D (X, X, 1)) <KD, (A (X, %,1))
CDp[ﬂ’d(Xnﬂ’ n)+ﬂ’d(xn7 n—1) (D (CK)(/1 1)d(xn’ n—1)]<kq) (d(xn' n—l))
A00,0) < VT RLAED 4

24—, (K)

elde ederiz. 4 nimn se¢iminden @ (o) < olup

Py(K)+ (@)A1
p)

dir. Boylece {Xn} Cauchy dizisidir ve x, — X" olacak sekilde x" € C vardir. Ayrica

d(x", Tx,) <d (X", x,)+d(x,,Tx,)
=d(X", x,)+ Ad(X,.1, X,)

esitsizliginde N—oo igin limit almwrsa Tx, — X dir. En kotii ihtimal ile Xo, =X

olursa X, ,; # X, oldugundan Xx, ., = X" olur ve hipotezde x =x",y = X, .1 alirsak

nj+1

©,(d (X', TX) + @, (A%, 1, TX, ) Sa®, (d(X, T, ) +KD,(d(X, %, ,,))

nj+11

esitsizligini elde ederiz. Bu ifade, ®  nin 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse

d (X" TX) +d (X, 10 TX, 1) =P (@)d (X7, T, 1) < D (K)A(X, X, 1)

nj+11

bulunur. j — oo i¢in limit almirsa X" =Tx" elde edilir.
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Simdi yukardaki Teorem 4.3’tin konveks metrik uzaylarda bir ve iki doniisiim igin ispati

verilecektir.

Teorem 4.5: (X,d,W) tam konveks metrik uzay olsun. C < X bos kiimeden farkli,
kapali, konveks bir alt kiime ve T :C — C doniigiimii verilsin. Her x,yeC ve X#Y
i¢in

d(x, Tx)+d(y, Ty) <ad(x,Ty) +kd(x,y)

olacak sekilde <2 ve k reel sayilar1 varsa, T nin en az bir sabit noktas1 vardir.

2y —
y—=1

Ispat: a <2 oldugundan o < olacak sekilde y>1 reel sayisi vardir. Aksi

2y —k

taktirde her ¥ >1 i¢in

<a olursa y - iken 2<a olur. Buise a <2 kabuli

ile gelisir. X, € C olmak iizere
y—1
X =W(X,,Tx,,—/), n=0,12,...
Y

dizisini ele alalim. Baz1 neN i¢in X =X, ise

d (TXn ! Xn) = d (Txn ! Xn+1)
(MW, T, Z7)
V4

<74 x)
V4
ve
y—1
d(Tx,, x,) <——d(Tx,,X,)
v

=d(Tx,,x,)=0
=TX, = X,
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dir. Yani X, T nin sabit noktasi olur ve ispat biter. Bundan sonra her neN i¢in

X, # X, alalm. Onerme 3.1.6 (i) de x=Xx,, y=Tx, 4 :7/__1 alinirsa
Y

d(x,,Tx,)=yd(X.,X..,) (4.3)
elde edilir. Ayrica iisteki esitlik ve Onerme 3.1.6 (i) de x=x, y=Tx, /1:7
alinirsa
d(TX,, %,.0) = (7 ~Dd (%, %) (4.4)
esitligi bulunur. Hipotezde X yerine X , y yerine x , koyarsak
d(x,, Tx,)+d(X,;, TX,,) <ed(X,, TX, ;) +kd (X, ;,X,)
esitsizligine ulasiriz. Usteki ifadede (4.3) ve (4.4) deki esitlikleri kullanirsak

]/d (Xn’ Xn—l) + ]/d (Xn—l’ Xn) < a(ﬂ/—l)d (Xn—l' Xn) + kd (Xn—l’ Xn)

d (X Xp0) <

DK=Y g4(x %)
V4

<1 dir ve Banach Daralma Ilkesindeki

olur. a<

27 = oldugundan aly=+k-y
y—1 Y

teknik ile (X,) nin bir Cauchy dizisi oldugunu sdyleriz. X tam oldugudan X, — X

olacak sekilde x" € X vardir. Ayrica (4.3) ve liggen esitsizliginden
d(x’,Tx,) <d (X", x,)+d(X,, Tx,) =d (X", X,)+rd (X1, X,)

ifadesini yazabiliriz. n — oo igin limit alirsak Tx, — X~ elde ederiz. En kotii ihtimal ile

Xy, =X olursa Xo 11 % X, oldugundan x

=Xx" olur ve hipotezde x=x",y=x, .,
]

n; +1
alirsak

d(x*, Tx")+d(x Txnj+1) <ad (x*,Txnj+1) +kd (X7, an+1)

nj+11

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki ifade de j— oo i¢in limit alirsak d (X, TX")=0

olur. Buradan x" =Tx" olup ispat tamamlanir.
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Teorem 4.6: (X,d,W) konveks metrik uzay olsun. C < X bos kiimeden farkli bir alt

kiime ve S,T:C — C asagidaki kosullar1 saglayan dontisimler olsun:
() T(C)=S(E©),
(i) S(C) konveks ve tam alt uzay.
Eger her x,y eC ve X#Y i¢in
d(Sx,TxX)+d(Sy,Ty) < ad(Sx, Ty) + kd (Sx, Sy)

olacak sekilde o <2 ve k reel sayilari varsa, S ve T nin en az bir ¢akisik noktasi

vardrr.

i olacak sekilde y >1 reel sayis1 vardir. x,, C de

Ispat: a <2 oldugundan o < .
7/ —_—

keyfi bir nokta olsun. S(C) konveks bir kiime oldugunundan, C kiimesinde

S(xl):W(SxO,Txo,y—_l) olacak sekilde bir X eleman: bulabiliriz. Bunu devam
/4

ettirerek C de asagidaki sekilde oldugu gibi bir {x.} dizisi elde ederiz.

S(x ) =W(Sx.,Tx., 2=, n=0,12,..
¥

n+1
Bazi neN igin X =X, ise

d (Txn ' an) = d (TXn ! an+l)
— (T W(Sx,, Tx, 770
e

<74y sx)
¥
ve

d(Tx,,Sx,) sy—_ld(Txn,an)
/4

=d(Tx,,Sx,)=0
= Tx, = SX,



36

dir. Yani x,, T ve Snin gakisik noktasi olur ve ispat biter. Bundan sonra her ne N

igin X, # X, alalim. Onerme 3.1.6 (ii) de x=Sx, y=Tx, A= 77L hmirsa

4
d(Sx,,Tx,) = yd(Sx,,SX,.,,) (4.5)
elde edilir. Ayrica iisteki esitlik ve Onerme 3.1.6 (i) de x=Sx,, y=Tx, /1:7/7_1
alinirsa
d(Tx,,SX,.,) = (¥ —-Dd(Sx,,SX,.,)
veya

d(Tx, ,,Sx,) =(y —Dd(SX, ,,Sx,) (4.6)
esitligi bulunur. Hipotezde X yerine X , y yerine X , koyarsak
d(Sx,, Tx,)+d(SX, ;,TX, ;) <ad(SX,,Tx, ) +kd(Sx, ,,Sx,)
esitsizligine ulasiriz. Usteki ifadede (4.5) ve (4.6) deki esitlikleri kullanirsak
y[d(Sx,,SX, ;) +d(Sx, ;. SX,)] < a(y —1D)d(SX, ,, Sx,) + kd(Sx, ;, Sx,)

ve

d (an ! an+1) < 0{(7/ _1) - k — }/ d (an—l' an)
v

olur. a<27_k oldugundan aly D +k=y

r-1 4

<1 dir ve Banach Daralma Ilkesindeki

teknik ile (Sx,) nin bir Cauchy dizisi oldugunu sdyleriz. S(C) tam oldugudan (Sx,)
dizisi, S(C) de bir z noktasma yakimsar dyleki z=Sp olacak sekilde peC vardur.
Ayrica (4.5) ve liggen esitsizliginden

d(z,Tx,) <d(z,Sx,)+d(Sx,,Tx,) =d(z,Sx,)+»d(SX, ,, SX,)

n+1?

ifadesini yazabiliriz. N — oo i¢in limit alirsak Tx, — z elde ederiz. En kétii ihtimal ile

X, = P olursa Xq1 % X, oldugundan X, , # p olur ve hipotezde x=p,y = Xq .1 alirsak

n;+1
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d(z,Tp)+d(Sx Txnﬁl) <ad (z,Txnﬁl) +kd(z, San+1)

nj+1’

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki ifade de j — oo igin limit alirsak d(z,Tp) =0 olur.

Buradan Tp =z =Sp olup ispat tamamlanir.

Son olarak d(x,Tx)+d(y,Ty) <ad(x,Ty)+kd(x,y) daraltanlik kosulu i¢in bir not

yazalim.

Not 4.7: Teorem 4.5 deki kosullar saglansin. Eger T, X, noktasinda siirekli ise bu

nokta T nin sabit noktasidir. Bunu gostermek igin Y, # X, olacak sekilde bir y, €C
segelim ve ardindan y_, =W (y,, xo,%) olacak sekilde C de bir {y,} dizisi olusturalim.

Y, = X, oldugu ag¢iktir ayrica T nin X, noktasinda siirekli olmasindan Ty, —Tx, dur.

Daraltanlik kosuluna uygulamadan 6nce her neN igin Yy, # X, oldugunu tiimevarim

teknigi ile gosterelim.
() n=0 i¢in Yy, # X, oldugu se¢imimizden bellidir.
(if) n=k igin Yy, # X, oldugunu varsayalim.

(iii) n=k+1 i¢in Y, , # X, oldugunu gosterelim.

Burada Y, ,, =X, oldugunu kabul edelim. Boylece
1
d(Yi: %) =d (Y, Vi) =d (Y, W (Y4, XO’E))
1
Szd(yk’xo):> Y =%

esitligini elde ederiz. Bu ise tiimavarimin ikinci adimi ile geligir. Bundan dolay1 her

neN igin Yy, # X, dir. Simdi daraltanlik kosulunda X yerine X,, y Yyerine y, yazip

N — o0 i¢in limit alirsak 2d(X,, TX,) < ad(X,,TX,) olup X, =Tx, oldugu goriiliir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada ilk olarak, Karapmar’in 2009 yilindaki makalesindeki Teorem 3.2.21 ve
Teorem 3.2.22 nin sadece T birim doniisiimii i¢in saglandigin1 gosterdik. Ardindan bu

teoremlerdeki smirlandirmay: kaldirip daha da genislettik. Daha sonra @ operatori

yardimu ile benzer daraltanlik kosulunu saglayan ve goriintii kiimesi Banach cebiri olan
konik metrik uzayda tanimlanan T dondsiimiiniin en az bir sabit noktaya sahip
oldugunu gosterdik. Son olarak, konik metrik uzayda yaptigimiz g¢alismay1 konveks
metrik uzaylara tastyip,

d(x, TX)+d(y,Ty) <ead(x,Ty)+kd(X,y)
esitsizligini saglayan doniisiimler i¢in Asadi (2014) nin ¢alismasindaki
2B+y—|y|l—a<k<a+4B+3y—|y|, p+y<0
ve

b+e—|f|@-2)—|c[2 ke a+b+c+e+ f—[c|A-|f|(1-2)
1-4 B 1-4

kuvvetli sartlarm yerine o <2 gibi daha zayif bir kosul altinda sabit nokta ve c¢akisik

noktanim varligindan bahsettik.

Konu ile ilgilenen arastirmacilar bu tezde konik ve konveks metrik uzayda ispatlanan
teoremleri konik konveks metrik uzaylar ve yildizil metrik uzaylar i¢in yeniden

diizenleyebilir. Teoremlerdeki normallik sart1 kaldirilarak ve mevcut daraltanlik kosulu
(i) d(x, TX)+d(y,Ty) <ad(y,Tx)+kd(X,y)

(i) d(x, TX)+d(y,Ty) <ad(x,Ty)+ Bd(y,Tx) + kd (X, y)

seklinde ve buna benzer olarak genisletilerek yeni c¢aligmalar yapilabilir. E-Lipschitz

sabitli bir doniisiimiin « = =1 i¢in yukaridaki (i) esitsizligini sagladig1 kolaylikla
gosterilebilir. Dolayisiyla yukaridaki esitsizlikleri ve bunlarin genellestirmelerini

saglayan doniisiimlerle literatiirdeki mevcut doniistimler (daraltan, genislemeyen,
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Lipschitzian v.s.) arasindaki baglantilar arastirilabilir. Arastrma bulgular kismindaki

teoremlerin ispatlarmda  gecen X, =W (X,,TX,, 7—_1) dizisi yerine

- -1 ) R
X1 =W(Xn,Tyn,7—1), Y, :W(Xn,TXn,%) seklindeki iki adim veya {li¢ adimdan
v
olusan alternative diziler secilerek doniisiimlerin sabit noktasina yaklagmadaki etkileri
arastirilabilir. Ayrica son bir ka¢ yilda Banach cebiri lizerindeki caligmalar artig
gostermektedir. Bundan dolayr arastrmacilar literatiirde var olan sabit nokta
teoremlerini yeniden diizenleyerek Banach cebiri iizerindeki metrik uzaylarda

gosterebilirler.
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