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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

IDEAL YAKINSAKLIK VE BOLZANO-WEIERSTRASS OZELLIGI

Mustafa GULFIRAT

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Cihan ORHAN

Bu tez 4 boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, asimptotik ve logaritmik yogunluk, istatistiksel yakinsak, ideal ve

ideal yakinsaklik kavramlari tanimlanip bu yakinsakligin bazi ¢zelliklerini goste-

rilmistir. Ustelik /*-yakimsaklik kavrami tammlanip, I ve I*-yakisakliklarm hangi

durumlarda denk oldugu gosterilmisgtir. Devaminda /-yakinsakligin korunmasi tanim-
lanip, siirekli fonksiyonlarin I-yakinsakligi koruduguna iligkin bir 6nerme verilmistir.

Bu boliimde son olarak fonksiyon dizilerinin ideal yakinsakligi tanimlanmistir.

Uciingii boliimde Riemann o6zelligi(R), W ozelligi ve R iizerindeki BW ozelligine
tanimlanip ideal gesitlerine deginilmistir. R, W ve BW ozellikleri arasindaki iligki
incelenmigtir.

Dordiincii boliimde, keyfi bir X kiimesi tizerindeki BW ozelligi tanimlanip, Arzela-
Ascoli ve Helly Secim teoremlerinin orjinal ve ideal versiyonlarina yer verilmistir.

Haziran 2018, 37 sayfa

Anahtar Kelimeler: Ideal Yakinsaklik, Istatistiksel Yakinsaklik, Bolzano-
Weierstrass Ozelligi, Riemann Ozelligi, Arzela-Ascoli Teoremi ve Helly Segme
Teoremi

ii



ABSTRACT

Master Thesis

IDEAL CONVERGENCE AND THE BOLZANO-WEIERSTRASS PROPERTY

Mustafa GULFIRAT

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cihan ORHAN

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In chapter two, the concepts of asymptotic and logarithmic density, statistical con-
vergence, ideal and ideal convergence have been studied. Some properties of ideal
convergence has been given. Also, the concept of I*-convergence has been consid-
ered. We have also examined the equivalence of Iand I*- convergences under some
conditions. Later on, the concept of preservation of I-convergence has been given
and it has been proved that continuous functions preserve I-convergence. In this
chapter, finally ideal convergence of sequences of functions has been given.

In chapter three, the concept of Riemann property(R), the W property and BW
property on R has been studied and their ideal versions has been recalled. The
relationship among R, W and BW property have been investigated.

In chapter four, the BW property on an arbitrary set X has been given and the
original and ideal versions of the Arzela-Ascoli and Helly’s selection theorems have
been considered.

June 2018, 37 pages

Key Words: Ideal Convergence, Statistical Convergence, The Bolzano-Weierstrass
Property, Riemann’s Property, The Arzela-Ascoli Theorem and Helly’s Selection
Theorem
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1. GIRIiS

H. Fast, H.Steinhaus ve I. J. Schoenberg tarafindan tanitilan istatistiksel yakinsaklik
kavrami 1980 yilinda Saldt, 1985 yilinda J.A. Fridy, 1990 yilinda J.A. Fridy ve
H. Miller ve 1993 yilinda J.A. Fridy ve C. Orhan tarafindan geligtirilmigtir. N
dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir [ ideali {izerine kurulan ve P. Kostyrko,
M. Macaj ve T. Saldt tarafindan tamtilan ideal yakinsaklik kavrami, istatistiksel

yakinsakligin bir genislemesidir.

Dizilerin yakinsakligini ele alan her teorem icin, bu teoremlerin ideal yakinsaklik
kavramina genigletilebilecegi ve hangi tiir ideal simiflar1 iizerinde boyle bir genisle-
menin dogru olabilecegi sorusu akla gelmektedir. 1892 yilinda B. Riemann tarafin-
dan verilen Riemann Teoreminde garthh yakinsak bir serinin terimlerinin yerlerini
sonsuz ¢oklukta degistirmekle, serinin toplaminin istenilen her degere esit yapilabile-
cegini biliyoruz. Ideal veriyonunda ise hangi tiir idealler icin Riemann Teoreminde
ad1 gecen permiitasyonun bulunabilecegi sorusu akla geliyor. Ornegin 7, N tizerinde
bir permiitasyon olmak tizere {n € N: 7 (n) # n} kiimesi hangi sartlar altinda
idealine aittir? Bu ve benzeri sorular1 bu tezimizde inceleyecegiz. 2010 yilinda R.
Filipéw ve P. Szuca tarafindan belirli ideal tiirleri ve Riemann 6zelligi arasindaki
iliski incelenmistir. 2007 yilinda Bolzano-Weierstrass Teoreminin ideal versiyonu ve
2012 yilinda Arzela-Ascoli ve Helly gibi klasik se¢im teoremlerinin ideal versiyonlar:

Filipéw vd. (2012) tarafindan ¢aligilmigtr.

Bu yiiksek lisans tezi yukarida belirtilen calismalarin bir derlemesidir ve bu yiiksek
lisans tezinin amaci baz klasik yakinsaklik teoremlerinin ideal versiyonlarini incele-

mektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Cauchy anlaminda yakinsak dizi veya serilerin bir diger yakinsaklik yontemine gore
durumunun ne olacaginin aragtirilmasi Analizin énemli konularindandir. Biz de bu
boliimde ilk olarak N dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi olan [ ideali

yardimiyla yakinsakligi genisletecegiz ve bu yakinsakligin bazi 6zelliklerini gorecegiz.
2.1 Temel Bilgiler

Tanim 2.1 (Asimptotik Yogunluk) A C N olsun ve her n igin

1 n
dn (4) = " xa (B)
k=1
seklinde tanimlansin.

d(A) = lim infd, (A) ve d(A) = lim supd, (A) saylarina sirasiyla A kiimesinin
alt ve iist asimptotik yogunlugu denir.Eger d (A) = d (A) ise (d,, (A)) dizisinin limiti
mevcuttur. Dahasi lim d, (A) = d(A) ile gosterilir ve d (A) sayisina A kiimesinin

asimptotik yogunlugu denir (Salat ve Tijdeman 1983).

Tanim 2.2 (Logaritmik Yogunluk) A C N olsun. Her n igin

)=y

k=1

n—oo n—oo

ve s, = i 1 seklinde tammlansin. § (4) = lim inf§, (4) ve § (A) = lim supd, (A)
sayllarln];;lraSlyla A kiimesinin alt ve iist logaritmik yogunlugu denir. Eger § (A) =
5 (A) ise (8, (A)) dizisinin limiti mevcut olup nh_)rgo dn (A) = 6 (A) ile gosterilir ve
d (A) sayisia A kiimesinin logaritmik yogunlugu denir (Salat ve Tijdeman 1983).

Uyar1 2.1 Biliniyor ki asimptotik yogunluk mevcut ise logaritmik yogunluk da

mevcuttur ve bu degerler birbirine egittir.



Tanim 2.3 (Istatistiksel Yakinsaklik) z = (z,,) reel terimli bir dizi olsun. Her
e > 0i¢in d{neN: |z, —L| >¢}) = 0 olacak sekilde bir L sayis1 mevcut ise

r = (z,,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir (Fast 1951).

Bu kavram Cauchy yakinsaklik kavraminin bir genislemesidir.

Tanim 2.4 (Ideal) Bir X kiimesi icin X # @ olsun. I C 2% smifiicin, her A, B € T
iken AUB € [ veher A € I, B C Aiken B € [ gercekleniyorsa [ sinifina X iizerinde

bir ideal denir.

Eger I # @ ve X ¢ I ise I simifina agikar olmayan ideal denir (Kostyrko vd. 2000).

Tanim 2.5 (Uygun Ideal) X iizerinde I asikar olmayan ideali, her z € X icin
{z} € I sartim saghyorsa uygun ideal adim alir (Kostyrko vd. 2000).

Tanim 2.6 (Siizgeg) X # @ olsun. F C 2% simfi igin, @ ¢ F, her A, B € F iken
ANBeF veher A€ F, AC B iken B € F gergekleniyorsa F smifina X iizerinde
bir siizge¢ denir (Kostyrko vd. 2000).

I idealinin X iizerinde agikar olmayan bir ideal olmasi icin gerek ve yeter sart
F=F({)={X\A: Ael}

smifinin X {izerinde bir siizge¢ olmasidir (Kostyrko vd. 2000).

2.2 ideal Yakinsaklik

Bu kesimde bir metrik uzayda ideal yakinsakligi ve buna iligkin baz temel bilgileri

hatirlatacagiz.



Tanim 2.7 (Ideal Yakinsaklik) (X, p) bir metrik uzay ve I,N iizerinde asikar

olmayan bir ideal olsun. x = (x,,) € X ve her € > 0 i¢in
Ale)={neN:p(x,,§) =z} el

olacak sekilde bir £ € X noktasi mevcut ise x = (z,,) dizisi £ noktasina [-yakinsaktir

denir ve [-lim x,, = ¢ ile gosterilir (Kostyrko vd. 2000).

n—oo

Ornek 2.1 N dogal sayilar kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin siifi Fin olsun.
Fin asikar olmayan uygun idealdir. Fin-yakinsaklik , X uzayi iizerindeki p metrigine

gore Cauchy yakinsaklik ile gakigir (Kostyrko vd. 2000).

Ornek 2.2 I, = {ACN:d(A) =0} simfi tammlansm. O halde I; asikar olmayan
uygun idealdir ve I;-yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile gakigir (Kostyrko vd.
2000).

Ornek 2.3 [; = {ACN:§(A) =0} smifi tammlansin. I, agikar olmayan uy-

gun idealdir. [Is-yakinsaklik logaritmik istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir
(Kostyrko vd. 2000).

Ornek 2.4 A; kiimeleri ikiger ikiser ayrik ve sonsuz c¢oklukta elemana sahip olan

kiimeler olmak iizere N = (J A; dogal sayilar kiimesinin bir ayrigimin gz niine
j=1

alalim.

I={A:ANA;#4¢@; j=1,2,3,.. k}

smifi, agikar olmayan bir idealdir (Kostyrko vd. 2000).

Uyar1 2.2 Eger [ sinifi X uzay: iizerinde uygun ideal ise o uzayda Cauchy yakin-
saklik, I-yakinsakligi gerektirir.

Simdi de I-yakinsaklik tarafindan gergeklenen yakinsaklik aksiyomlarini inceleyelim.

Agagida verilen ozellikler Cauchy yakinsakligin en bilinen aksiyomlaridir.
4



(S) Her sabit {¢,¢,...,&, ...} dizisi £ noktasina yakinsar.

(H) Keyfi yakinsak her dizinin limiti tektir.

(F') Yakinsak bir dizinin tiim alt dizileri ayn1 degere yakinsar.

(U) x = (x,,) dizisinin her bir alt dizisi, £ noktasina yakinsak bir alt diziye sahip ise

bu z = (z,) dizisi de £ noktasima yakinsar (Kostyrko vd. 2000).

Onerme 2.1 Kabul edelim ki X uzay: en az iki elemana sahip olsun ve I C 2%

uygun ideal olsun.

a) [-yakinsaklik (S), (H), (U) ozelliklerini gercekler.

b) Eger I ideali, sonsuz ¢oklukta elemana sahip bir kiime igeriyorsa I-yakinsaklik

(F) ozelligini gergeklemez (Kostyrko vd. 2000).

Ispat. a) (9) ozelligi aciktir. (H) 6zelliginin ispat1 i¢in kabul edelim ki z = (x,,),
X uzaymnda bir dizi, a,b € X ve a # b igin
I —limz, =a ve I —limz, = b olsun.

I-yakimsaklik tanimindan; her £ > 0 icin

Ai(e)={neN:p(zp,a) >c} el
ve

As(e)={neN:p(x,,b) >ec} el
oldugundan N\ 4; (¢) ,N\ A, (¢) € F elde edilir. Siizgecin tanimidan
(N\A4; (g)) N (N\A; (¢)) # @. Yani

N\A; () ={n e N:p(z,,a) <e}

N\As () ={n e N:p(z,,b) <e}
kiimelerinin en az bir ortak elemani vardir. a # b oldugundan
pla,b) < p(zn,a)+p (@, b)
< €E+e
= 2¢e
< p(a,b)



olur ki bu ¢eligkidir. /-yakinsaklikta limit mevcut ise tektir.

Burada (U) 6zelliginin kontrapozitifinin gergeklendigini gosterelim. Kabul edelim ki
xr = (z,) dizisi a noktasina ideal yakinsamasin.

O halde en az bir ¢, > 0 i¢in
Alee) = {n € N| plan,a) > e} ¢ 1

bulunur.

A(e,) ¢ I oldugundan A(e,) sonsuz elemanli bir kiimedir. O halde
A(EO) = {nl < ng < 713}
seklindedir.

Her £ € N i¢in y;, := x,, olsun. Burada (y;) dizisi = () dizisinin bir alt dizisi
oldugu agiktir. Son olarak (y;) alt dizisinin a’ya [-yakinsak olmayan en az bir alt

dizisi olacagindan ispat tamamlanir.
b) A € I sonsuz ¢oklukta elemana sahip kiime olsun. O halde
A={n1<ny<ng<..<np<..}

seklinde yazilabilir. I agikar olmayan ideal oldugundan B = N\ A kiimesi de sonsuz

coklukta elemana sahip kiimedir ve
B=N\A={m; <mp<mz<..<my<..}
seklinde yazilabilir.

r = (x,) dizisini a,b € X elemanlarindan olugacak sekilde segelim ve a # b olsun.
Her k£ € N iin z,, = a ve x,,, = b alahm. Acik¢a goriiliir ki / — limz,, = b olur.
Yani © = (z,,) dizisi b noktasina [-yakinsak olur. Fakat x = (x,) dizisinin bir alt

dizisi olan (z,, ) dizisi sabit dizi olup a noktasina I-yakinsar.

Bu sartlar altinda dizinin kendisi b € X noktasina yakinsarken ayni dizinin alt dizisi

a € X noktasina yakinsak oldu. Boylece (F') 6zelligi gergeklenmedi. m



Uyar1 2.3 Eger I, herhangi bir sonsuz coklukta elemana sahip kiime igcermeyen
uygun bir ideal ise [-yakinsaklik ile Cauchy yakinsaklik cakigir. Hatta (F') ozelligi

gerceklenir.
2.3 [ ve I* Yakinsaklik

Tanim 2.8 (X, p) bir metrik uzay, © = (z,) C X ve I, N iizerinde agikar olmayan
bir ideal olsun. Bir M = {m; < my < m3 < ... < my < ...} € F(I) ciimlesi i¢in
lim p (z,,&) = 0 saglaniyorsa x = (x,,) dizisi £ noktasina [*-yakinsaktir denir ve

I* — lim z, = ¢ ile gosterilir (Kostyrko vd. 2000).

n—0o0

Onerme 2.2 Iuygun bir ideal olsun. Eger I* — lim z, = € ise [ — lim z, = &

gerceklenir (Kostyrko vd. 2000).

Ispat. I* — lim z, = € olsun. O halde
M:=N\E={m; <ms<mzg<..<my<..}

olacak gekilde bir F € I vardir oyleki kh_)rgo p (xm,, &) = 0 gergeklenir. Dolayisi ile
her ¢ > 0 verildiginde her k > ko i¢in p(z,.£) < € olacak bicimde bir ky € N
vardir. O halde k < ko igin p (2, , &) > € gergeklenir. Yani {m; < ma <msz < ... <
M, } kiimesi igin p (2, ,&) > € olur.(I, bir uygun ideal oldugundan sonlu sayida
elemana sahip tiim alt kiimeleri igerir. O halde {m; < ms < mg < ... < my,} € 1
olur).

Boylece
A(S):{HGN: p(xnaf) Z€}CEU{m1 <m2<m3<...<mk0}el

olur ve A(e) € I elde edilir. O halde I — lim z,, = £ bulunur. m

n—oo

Bu kesimin devaminda [-yakinsaklik ile [*-yakinsakligin hangi durumlarda denk

olacagini inceleyecegiz.



Teorem 2.1 (X, p) bir metrik uzay ve I C 2 uygun bir ideal olsun. Eger X, bir
yigilma noktasina sahip degil ise [-yakinsaklik ile [*-yakinsaklik denktir (Kostyrko
vd. 2000).

Ispat. Onerme 2.2’den denkligin bir tarafi acik. Simdide I — lim z,, = ¢ iken boyle
bir (X, p) metrik uzaymin yapisi altinda I* — lim x, = £ oldugunu gosterecegiz.

n—oo

I — lim z,, = £ oldugundan her ¢ > 0 igin A(e) ={n € N: p(z,,&) > ¢} € I olur.

X, bir yigilma noktasina sahip olmadigi i¢in B (§,¢) = {x € X : p(z,§) < e} ={¢}

olacak bi¢imde bir € > 0 vardir. Dolayis ile
{neN:p(x,,&) <e}={neN:z,=¢}eF ()
elde edilir. ({n € N: p(x,,&) > e} € I oldugundan tiimleyeni igin
{neN:p(x,,&) <ec} e F(I)

gerceklenir.) Yani M = {n € N: z, = £} € F(I) ciimlesi i¢in nllj&p (xn,€&) =0 olur
ki bu da I* — nh—{{olo x, = & olmasini gerektirir. m
Tamm 2.9 I C 2% uygun bir ideal olsun. [ idealine ait ikiser ikiser ayrik ve
sayllabilir {A;, Ay, ...} kiimeler ailesi i¢in 4,, A B,, (n € N) sonlu ciimle ve

U By, ) € I sartm saglayan sayilabilir bir { By, By, ...} kiimeler ailesi varsa,
I 1deah (AP) sartin saglar denir (Kostyrko vd. 2000).

Uyar1 2.4 B = U B, ve B € I olup her n € N i¢in B,, C B oldugundan ve [ bir
ideal oldugundan her n € Nigin B, € I elde edilir (Kostyrko vd. 2000).

Teorem 2.2 [ C 2% uygun bir ideal olsun.

i) I, (AP) sartim saghyor ve (X,p) keyfi bir metrik uzay ise X'de
I— nllj& x, = & olacak gekildeki bir x = (z,,) dizisi i¢in [* — nh_)rlgo x, = & gerceklenir.
ii) (X,p) en az bir yigilma noktasina sahip bir metrik uzay ve X’'deki keyfi bir

n—oo

(AP) sarti saglar (Kostyrko vd. 2000).



Ispat. i) Hipotezden I, (AP) sartim saglasin ve I — lim z,, = £ olsun. O halde her

n—oo

e>0igin A(e) ={n eN: p(z,,&) > ¢} € I olmahdir. Jimdi

/h.::{n eN: p($n>€)2f1}
Ay={neN: 1 <p(z,,&) <1}

Ap={neN:  <p(z,,§) <5y} (n>2)
olarak alalim. Dikkat edilirse ¢ # j i¢in A; N Aj = @ gergeklenir.
(AP) sarti nedeniyle Vj € N igin A; A B; sonlu kiime olacak sekilde

B = (U Bn) € I vardmr.
n=1
Bizim gostermek istedigimiz M = N\ B i¢in lim p (z,,§) = 0 oldugudur.

neM

0 > 0 olsun ve k+r1 < 0 olacak sekilde bir £ € N secelim. O halde

{HGNZ p(l‘n,f)25}CA1UA2UUAk+1

gergeklenir. j =1,2,...,k+1igin A; A B; sonlu kiime oldugundan

k-+1 k+1
(UBj)ﬂ{neN:n>n0}:(UAj)ﬂ{nEN:n>n0}
j=1 i=1

olacak bi¢cimde bir ng € N vardir.

k+1 k+1
n>mngven ¢ Bisen ¢ |J Bj ve bir 6nceki kiime esitliginden n ¢ (J A; olur ki
=1 =1
e !
{neN: p(z,,§ >0} C JUA; oldugundan n € {n € N: p(z,,§) < d} elde
j=1
edilir. Bu ise [* — lim x,, = £ olmasim gosterir.

ii) X’in yigilma noktasmin £ € X oldugunu kabul edelim. O halde 7}1_{20 Ty, =& ve
(p (x,,€)) dizisi azalarak 0’a yakinsak olacak bi¢cimde X’de bir (z,,) dizisi mevcuttur.
Her n € N igin €, = p (x,,&) ve her n € Nigin {A;, As, ..., A, ...} kiimeler ailesi [
idealine ait ve bog olmayan ayrik kiimeler olsunlar. Eger n € A; ise y,, = x; olacak

bicimde bir (y,) dizisi tanimlayalim. ¢ > 0 olsun ve ¢, < ¢ olacak sekilde bir m € N

secelim. O halde
A()={neN: p(y,,§) >} C A UAU...UA, €1 (2.1)
olup A (§) € Ielde edilir. Yani I — lim y,, = £ olur. Hipotezden

I"— lim y, =&

n—oo
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olur ki I*-yakisaklik tammmindan B € I ve M = N\B = {mq,ms,...} igin
klim Ym, = & olur. Keyfi bir j € N i¢in B; = A; N B olarak alalim.

Her j € Nigin A; N B C A; € I olup her j € N igin B; € I elde edilir. Ustelik

o0 o)

GBjZUAijzBmUAjcB
j=1

j=1 j=1

elde edilir, bu da B € [ oldugundan |J B; € I olmasm gerektirir. j € N sabit
j=1

olsun. klim Ym,, = & oldugundan limitin tanim geregince her > 0 i¢in

{mr € N: p(ym,,&) > 0} C M kiimesi sonlu sayida elemana sahiptir. (2.1)’den

M kiimesi ile A; sadece sonlu sayida ortak elemana sahiptir. Buradan
Aj C (A] N B) U {ml,mg, ce ,mko}
olacak bicimde bir ky € N elde edilir.

Son olarak her ;7 € N i¢in
Bj\A; = B;NA;
= (A;NB)NA;
= (BNA;)NAS
= BN (A;NAS

- @
oldugundan
Aj A B = (A4;\B)) U (B;\4))
———
1%
= A;\B;
C {my,ma,...,my}

olup A; A B, kiimesinin sonlu oldugu elde edilir. j keyfi olup (AP) sart1 saglanir. m

2.4 I-Yakinsakligi Koruyan Fonksiyonlar

Bu kesimde siirekli fonksiyonlarin ideal yakinsakligi koruduguna iligkin bir énerme

verecegiz.
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Tanim 2.10 (X, p) bir metrik uzay ve I C 2N uygun bir ideal olsun. Eger X
uzayindaki her z = (z,,) dizisi igin I—JLH;O z, =& (£ € X)iken I—Ji_)n;og (xn) = g (&)
ise g : X — X fonksiyonu X uzaymda [-yakinsakligi korur denir (Kostyrko vd.
2000).

Onerme 2.3 I, keyfi bir uygun ideal olsun. ¢ : X — X fonksiyonu X uzaynda
I-yakinsaklig1 korumasi i¢in gerek ve yeter sart g fonksiyonunun X uzayinda siirekli

olmasidir (Kostyrko vd. 2000).

Ispat. Kabul edelim ki ¢ fonksiyonu bir £ € X noktasinda siirekli olmasm. O halde
im p (2, €) = 0
ven € Nigin p(g(x,),g(§)) > 6 olacak sekilde bir § > 0 sayis1 ve X’de bir (z,,)

dizisi meveuttur. Burada lim p (z,,£) = 0 oldugundan I — lim z,, = £ olur.

O halde o
{neN:p(g(zn),g(§) =20t =N¢gI

olup

[ = lim g (z,) # g (£)

bulunur.

Simdi de I — lim z,, = £ ve g fonksiyonu siirekli olsun. O halde keyfi bir € > 0 i¢in
r € B(£,0) iken g (x) € B(g(&),¢) olacak bi¢imde bir § > 0 vardir. Simdi

C(0) ={neN:p(2,;,§) <} C{neN:p(g(zn),g9(£)) <e}=Dle)

elde edilir.

I — lim z, = £ oldugundan {n € N: p(z,,&) > ¢} € I olur ki bu da

n—oo

C(6)={neN:p(an€) <8} eF(I)

olmasidir. Ustelik C'(§) C D (&) oldugundan ve F (I)'nin siizgeg olmasidan D () €
F (I) elde edilir. Buradan

{neN:p(g(x,),9(§) >ct el

olmasin elde ederiz. O halde I — lim ¢ (x,) = ¢ (£) elde edilir. m

n—oo
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2.5 I-Limit Noktalar1 ve I-Degme Noktalari

Bu kesimde 7-limit noktalar1 ve /-degme noktalarini inceleyecegiz.

Tanim 2.11 (X p) bir metrik uzay ve z = (z,,), X’de bir dizi olsun.

1. Eger M ¢ I ve klim T, = & olacak sekilde bir M = {m; <my < ...} CN

kiimesi varsa £ € X, (x,,) dizisinin bir /-limit noktasidir denir.

2. Eger her ¢ > 0 igin {n € N : p(x,,§) < e} ¢ I gerceklenirse £ € X, (z,,)
dizisinin bir /-degme noktasidir denir (Kostyrko vd. 2000).

xr = (x,) dizisinin tiim /-limit noktalar1 ve /-degme noktalarimin kiimesi sirasi ile

I (A;) ve I(T,) ile gosterilir.

I(A;) C I(T,) gergeklenir (Kostyrko vd. 2000).

Ispat. ¢ € I(A,) olsun. O halde M ¢ I ve klim T, = & olacak sekilde bir
M = {m; < ms < ...} C N kiimesi mevcuttur. § > 0 alalim ve klirn p(Tm,,&) =0
olmasindan her k£ > k¢ igin p (2, ,£) < 0 olacak bicimde bir ky € N vardir. Buradan

yararlanarak k < ky olacak sekildeki k’lardan sonlu tanesi icin p (2, ,§) > 0 olur.
M = {m; < my < ...} kiimesi i¢in kh_)rgo T, = & olup

M\{my,ma,...,mp} C{n eN:p(x,,§) <}
olmasindan {n € N: p(z,,£) < 6} ¢ I elde edilir. Bu ise £ € I (I';) olmasidir. m
Teorem 2.3 I, uygun bir ideal olsun. I (I',) kiimesi, X’deki her = = (z,,) dizisi
icin X’de kapalidir (Kostyrko vd. 2000).
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Ispat. y € I (T',) olsun. Keyfi bir € > 0 icin a € I (T,) N B (y, ) olacak sekilde bir
a € X mevcuttur, yani a € B (y,¢) . Buradan ise B (a,0) C B (y,¢) olacak bi¢imde
bir § > 0 vardir. O halde {n € N: p(z,,a) < 0} C {n € N: p(x,,y) < ¢} olur
ve a € I (I';) oldugundan her 6 > 0 igin {n € N: p(z,,a) < 6} ¢ I biliniyor. Son
olarak ideal tanimindan {n € N: p (z,,y) < e} ¢ I ile istenilen elde edilir. Boylece
y € I(I';) elde edilir. m

2.6 Fonksiyon Dizilerinin I-Yakinsaklig:

Bu kesimde fonksiyon dizilerinin noktasal ideal yakinsakligini tamimlayacagiz.

Tanim 2.12 X bog olmayan bir kiime, (Y, p) bir metrik uzay ve I, uygun bir ideal
olsun. Her n icin f, : X — Y geklinde tamimlansin. Her z € X i¢in

I—lim f,(2) = f (@)

n—oo

ise (f,) fonksiyon dizisi f : X — Y seklinde tammh fonksiyona noktasal ideal
yakinsaktir denir. f fonksiyonu /—limit fonksiyonu olarak adlandirilip

f = I —lim f,, seklinde gosterilir ve bu [—limit fonksiyonu tektir (Kostyrko vd.
2000).

Tanim 2.13 (Maksimal Ideal) I C 2" simfinin bir maksimal uygun ideal olmas:
icin gerek ve yeter gsart her A C N i¢in A € [ yada N\A € [ olmasidir (Kostyrko
vd. 2000).
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3. BW-OZELLiGI VE R-OZELLIiGi

Bu boliimde hangi tiir ideallerin (R) 6zelligine sahip oldugunu gosterip, (R) ve (W)

ozelliklerinin denk olduklarini gosterecegiz.

Agikca belirtilmedik¢e bu boliimde diigiiniilen [ ideali i¢in I # P (N) olup tiim

sonlu kiimeleri icermektedir.

3.1 Temel Bilgiler

Once Riemann Teoremini hatirlatalim.

Teorem 3.1 (Riemann Teoremi) Eger ) a, serisi sarth yakimsak bir seri ise
neN
terimlerinin yerlerini sonsuz c¢oklukta degistirmekle, serinin toplami istenilen her

degere esit yapilabilir (Yurtsever 1981).

Tanim 3.1 (Riemann Ozelligi) Her sarth  yakmsak > a, serisi ve
neN

reR=RU{—00,00} igin Y ar,@m =7 ve
neN

{neN:m (n)#n}el

olacak sekilde bir 7 : N — N permiitasyonu varsa I C P (N) ideali (R) ozelligine

sahiptir denir (Filipow ve Szuca 2010).

Tanim 3.2 (W Ozelligi) Her sarth yakinsak 3 a,, serisiicin . a,, serisi de sarth
neN neA
yakinsak olacak sekilde bir A € I mevcut ise I ideali (W) 6zelligine sahiptir denir

(Filipow ve Szuca 2010).

Tanim 3.3 (P-Ideal) Keyfi bir (4,) C I olsun. Her n € N icin 4,\A € Fin
olacak gekilde bir A € I varsa I idealine bir P-ideal denir (Filipow ve Szuca 2010).
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Tanim 3.4 (Yogun Ideal) Her A ¢ I kiimesi, sonsuz ¢oklukta elemana sahip bir
B alt kiimesi igeriyor ve B € I gergekleniyorsa I idealine yogun denir (Filipow ve

Szuca 2010).

Tanim 3.5 (Erdds-Ulam Ideali) f:N — R* seklinde tanimh bir f fonksiyonu
icin

> [

i€AN{1,2,...n}

€Uf: ACN: lim

n—oo " - 0
> 1)

simifi N iizerinde bir idealdir ve Erdos-Ulam ideali olarak adlandirilir (Filipow ve

Szuca 2010).

3.2 Analitik idealler

Bu kesimde ilk olarak N iizerinde bir I ideali ile alt 6lcii arasindaki iligki ¢aligilmigtir.

Tanim 3.6 Acik kiimelerin bir sayilabilir arakesiti bir G5 kiimesi, kapali kiimelerin
bir sayilabilir birlegsimi bir f, kiimesi olarak adlandirilir (Royden ve Fitzpatrick

2010).

Eger I, Cantor uzayimnin Gy alt kiimelerinin bir siirekli goriintiisii ise I analitiktir

denir ve Cantor Uzayimn [, alt kiimesi ise F ,’dir (Filipow ve Szuca 2010).

¢ : P(N) — [0, 00] seklinde tamml fonksiyonu

¢(2)=0
¢(A) <¢(AUB) < ¢(A)+¢(B)

sartlarini sagliyorsa bu ¢ fonksiyonuna N iizerinde alt 6l¢ii denir.

Her n € Nigin ¢ (A) = lim ¢ (A Nn) ise ¢ alttan yari-siirekli(lsc) olur. Buradaki n

ile {0,1,...,n — 1} kiimesi simgelenmektedir.
15



N iizerinde ¢ keyfi alttan yari-siirekli olmak iizere
PN) — [0,00]
A — [JA], = limsup,_ & (A\n) = lim ¢ (A\n)

[RP

seklinde taniml fonksiyon alt 6lciidiir.

Exh () = {ACN: ||A||¢:0}
Fin(¢) = {ACN: ¢ (A) < o}

aileleri birer idealdir (Filipow ve Szuca 2010).

Teorem 3.2 N iizerinde bir [ ideali i¢in agagidakiler denktir.
1) I bir analitik P — idealdir.
2) N tizerinde I = Exh(¢) olacak sekilde en az bir ¢ alttan yari-siirekli alt olgii

vardir (Filipow ve Szuca 2010).

Teorem 3.3 N iizerinde bir / ideali i¢in agagidakiler denktir:

1) I bir F , idealdir.

2) N iizerinde I = Fin(¢) olacak sekilde en az bir ¢ alttan yari-siirekli alt 6lgii
vardir (Filipow ve Szuca 2010).

Not: I, N iizerinde bir ideal, A C N ve (z,,) reel sayilarin keyfi bir dizisi olsun.
(z,,) [ Aile (25),c4 alt dizisini ifade edecegiz.

(25,),,c 4 alt dizisi verildiginde her € > 0 i¢in
{neA: |z, —z|>e}el
ise (@), 4 dizisi I-yakinsaktir (Filipow ve Szuca 2010).

Not: N iizerinde bir [ ideali verilsin.

1) Keyfi (z,),cy sinuirh reel terimli dizisi igin (), 4 dizisi yakinsak olacak sekilde

neA
bir A ¢ I varsa bu ideal Fin — BW olarak adlandirilir.
2) Keyfi (2,,), o strh reel terimli dizisi icin (z,,),, 4 dizisi I-yakinsak olacak sekilde

bir A ¢ I varsa bu ideal BW olarak adlandirilir (Filipow ve Szuca 2010).
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Lemma 3.1 [ ideali (R) 6zelligine sahip ise yogundur (Filipow ve Szuca 2010).

Ispat. Kabul edelim ki I yogun olmasmn. O halde I idealinde olmayan en az
bir A kiimesi var oyleki A kiimesi [ idealine ait sonlu kiime igerir. Bir kiime [
idealinde degilse |A| = N saglanir. Burada |A| notasyonu A kiimesinin kardinalini
gostermektedir. Yani |A| = N olacak gekilde bir A C N (A ¢ I) olsun ve her B C A
icin

Bel<— |B|<N (3.1)

gerceklenir.

A= {ny:keN}veny<n; <..olsun.

Simdi her £ € N i¢in a,, = % ve n € N\A i¢in a,, = 0 olsun. Acik¢a goriildiigii
gibi Z a, serisi sarth yakinsaktir. n ¢ A i¢in a,, = 0 oldugundan Z ap = Z an,

neA neA neN
saglanir.

Simdi de {n € N : 7, (n) # n} € I sartim sagladigim kabul edip en az bir 7 € R icin
Z Ur,(n) = 7 olmadigini gosterelim. D = {n € N: 7, (n) # n} € I olsun.

neN

D € I olup AN D C D oldugundan ideal tanimi geregince A N D € [ saglanir.
AND C Aolup (3.1)’den B = AN D olarak alahm. Buradan |A N D| < N olup

gerceklenir.

Sonug olarak Z la,| = r olup r = +00 i¢in sart saglanmadi. O halde [ ide-

neDNA
ali, (R) ozelligine sahip degildir. m

Tanim 3.7 (Toplam Ideal) Zu (n) = 400 olacak gekildeki negatif terimli ol-

neN
mayan »_ wu(n) serisi igin
neN

Iu:{ACN: zu(n)<oo}

neA

idealine toplam(summable) ideal denir (Filipow ve Szuca 2010).
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Asgagidaki lemmay1 ispatsiz verecegiz.

Lemma 3.2 Bir toplam idealin yogun olmasi icin gerek ve yeter sart

lim u(n) =0

n—oo

kogulunun gerceklenmesidir (Farah 2000).

Lemma 3.3 Hig bir toplam ideal (R) o6zelligine sahip degildir (Filipow ve Szuca
2010).

Ispat. I={ ACN: Z u(n) < oo} bir toplam ideal olsun. u (n) ’in iki durumunu
neA

inceleyecegiz.
Ldurum: A. = {n € N:u(n) > e} kiimesi sonsuz ¢oklukta elemana sahip kiime

olacak gekilde bir € > 0 sayis1 vardir.

2.durum: lim u (n) = 0 olmasidir.

1.durumu kabul edelim. O halde u (n) dizisinin 0’a yakinsak olamayacag1 agiktir. O
halde Lemma 3.2’den toplam ideal yogun degildir. Lemma 3.1 geregince de [ ideali
(R) ozelligine sahip degildir.

2.durumu kabul edelim. lim u (n) = 0 ve [ idealinin tanimindan Zu (n) = +o00

n—00
neN

i¢in
M0<N0<M1<N1<...

ve

! <%u(z‘)g !

n -+ 2 v n—+1

olacak gekilde dogal sayilarin (M,,) ve (N,) alt dizileri mevcuttur.

A= U [M,,, N) NN olsun ve bazi n € N igin eger i € [M,,, N,,] ise a; = (—1)" u (7)
neN
ve diger yerlerde a; = 0 tanimlayalim. Leibniz kriterinden Zai = s serisi sarth
ieN
yakinsak oldugu goriiliiyor. Dikkat edilirse B € I oldugunda

Dlal= D> Jal= D uli) <> u(i) <oo
i€B i€BNA i€BNA i€B
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olup Z a; mutlak yakinsak dolayisiyla yakinsaktir.
i€B

Kabul edelim ki Zaﬂ(i) =s+1veC ={neN:xm(n)#n} € I olacak gekilde
ieN
7 : N — N ile tanimli bir permiitasyon 7 olsun. r = Z a; = Zaﬂ(i) olsun. O
icC icC
halde

S—7T = E ai—g a;

ieN icC

= s+1-r

olur ki bu ¢eligkidir.O halde kabuliimiiz yanhstir ve biylece toplam ideal (R) 6zel-
ligine sahip degildir. m

Teorem 3.4 I, N iizerinde bir ideal olmak iizere agagidaki énermeler denktir:
1) [ ideali (R) ©zelligine sahiptir.
2) I ideali bir toplam ideale genisletilemez.

3) I ideali (W) ozelligine sahiptir (Filipow ve Szuca 2010).

Ispat. (1) = (2) : Kontrapozitifini alalim. I idealinin bir .J toplam ideal geniglemesi
olsun. Lemma 3.3 geregince J toplam ideal oldugundan (R) tzelligine sahip degildir.
I C J olup J ideali (R) ozelligine sahip olmadigindan I ideali de (R) 6zelligine sahip
degildir.

(2) = (3) : Kabul edelim ki I ideali (W) 6zelligine sahip olmasin. Burada sozii

edilen seri Zan olsun. Iddia ediyoruz ki ya her A € I icin Zaf{ < 00 ya da
neN neA
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Zag > —oo saglanir. Kabul edelim ki Zaz = 400 olacak bigimde bir A € [

neA neA
ve Z a, = —oo olacak bicimde bir B € I mevcut olsun. Ustelik C = AUB € |

neB
olmak {izere E a; = +oo ve 5 a, = —oo gergeklenir.
neC neC

O halde Z a, sartli yakinsak olacak gekilde bir D C ' mevcuttur. Bu ise ¢eligkidir,

neD
giinkii I ideali (W) ozelligine sahip degildir. O halde kabuliimiiz yanlgtir. Yani her

A € I icin Z a; =400 ya da her B € I igin Z a, = —oo olmamalidir. Genelligi

neA neB
bozmaksizin kabul edelim ki her A € [ i¢in Z a < oo olsun. Simdi
neA

f: N — R

+

no— f)=a

seklinde taniml fonksiyon icin I; toplam ideali /'nin bir genislemesi olur.

(3) = (1) : I ideali (W) 6zelligine sahip olsun. Ustelik Z a, serisi sarth yakinsak
neN
ve r € R olsun. Z a, serisi sarth yakinsak oldugundan ve Riemann Teoreminden

neN
> ar (o) = r olacak gekilde bir 7, (n) : N — N permiitasyonu mevcuttur. Goster-
neN
memiz gereken

{neN:m (n)#n}el
oldugudur.

{neA:m(n)#n}CA = {neA:n.(n)#n}tel
= {neA:m(n)=n} ¢l
=

)

)
{neN:m. (n)=n} &I

)

= {neN:m.(n)#n}el
olur ki istenilen elde edilir. Boylece I ideali (R) 6zelligine sahiptir. m

Sonug 3.1 Her maksimal ideal (R) 6zelligine sahiptir (Filipow ve Szuca 2010).

Sonug 3.2 Eger bir I ideali BW o6zelligine sahip degil ise (R) 6zelligine sahiptir
(Filipow ve Szuca 2010).
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Tanim 3.8 (Yogunluk ideali) I, , N tizerinde ikiger ikiger ayrik araliklar ve p,,,
I, tizerinde bir 6l¢ii olsun. O halde ¢ = sup p,, bir alttan yari-siirekli alt 6l¢ii olur

ve I = Exh (¢) idealine yogunluk(density) ideali denir (Filipow ve Szuca 2010).

Bir sonraki lemma ve teoremleri ispatsiz verecegiz.

Lemma 3.4 ¢ alttan yari-siirekli alt 6lgii ve I = Exh (¢) olsun. O halde I ide-
alinin bir yogun ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul lim ¢ ({n}) = 0 olmasidir

(Hernéndez ve Hrusdk 2007).

Teorem 3.5 Bir / yogun yogunluk idealinin bir Erdos-Ulam ideali olmasi igin gerek
ve yeter kosul I, araliginin ve g, 6lgiisiiniin her se¢imi igin limsup,, u,, (I,) < oo

olmasidir (Filipow vd. 2007).

Teorem 3.6 Bir yogunluk idealinin BW o6zelligine sahip olmamasi igin gerek ve

yeter kogul bir Erdés-Ulam ideali olmasidir (Filipow vd. 2007).

Onerme 3.1 Bir yogunluk idealinin (R) ozelligine sahip olmas i¢in gerek ve yeter

kogul BW 6zelligine sahip olmamasidir (Filipow ve Szuca 2010).

Ispat. Yeter sart Sonug 3.2’den aciktir.

Simdi I, yogunluk ideali (R) 6zelligine sahip olsun, gosterecegiz ki BW ozelligine
sahip degildir.
f,,, I, araligl tizerinde bir 6lgii ve ¢ = sup p,, olacak sekilde I = Exzh (¢) olsun.

O halde 2 durum incelenmelidir:

1) {neN:¢({n}) > 0} kiimesi sonsuz goklukta elemana sahip olacak sekilde bir
0 > 0 vardir.
2) lim ¢ ({n}) = 0 gergeklenir.

1. durumda [ ideali Lemma 3.4’den yogun degildir. Boylece Lemma 3.1 ’den

(R) ozelligine sahip degildir. Ustelik bu durum altmnda Sonug 3.2 nedeniyle BW
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ozelligine sahiptir (bu sart altinda dikkat edilirse R 6zelligine sahip degildir).

2.durumu inceleyelim. Ilk olarak bu durum altinda I yogunluk ideali Lemma 3.4’den
yogun idealdir.

Bu durumun iki alt durumu vardir:

) sup s, (I,) < o0

ve

b) sup p,, (I,) = oo olmasidir.

a) Bu sartlar altinda [ ideali Teorem 3.5’den Erdos-Ulam idealidir ve Teorem 3.6’den
hig bir Erdos-Ulam ideali BWW 6zelligine sahip olmadigindan Sonug 3.2 ile (R) 6zelligine
sahiptir.

b) Bu alt durumda ise sup y,, (I,) = oo olsun. O halde Teorem 3.5’den [ ideali
Erdos-Ulam ideali degﬂdi?, Teorem 3.6’den ise BW ozelligine sahiptir. Ispatin de-
vaminda gosterecegiz ki I ideali (R) 6zelligine sahip degildir. Simdi

i) ko < ky <ksy...

ii) Vn € N i¢in A, C I, ve

iii) n < py,, (A,) < n+ 1 olacak sekilde (ky,),cy Ve (Ay), ey dizileri vardir.

A= |J A, olsun ve n € N igin

neN

(=1)" e, ({51

n2 )

1€ A,
0 , diger yerlerde

olsun. O halde

Sl = L T lal = X% it = 3 e

neN neNicA, neNicA, neN

Ay, .
% < ™ olup Y a, serisi

neN

olur ve n <y, (A,) < n + 1 oldugundan 75 <

mutlak yakinsak seri degildir.

—1)" i 1" Ap
Sa, = S S = Zz(l)légn({}) _ Z(l){;gn()

neN neNi€Ay, neNicAy, neN

olup




oldugundan ) a, serisi yakinsak seridir. O halde ) a,, serisi sarth yakimsak bir
neN neN
seridir. Gosterelim ki B € [ igin ) a, serisi mutlak yakinsaktir.
neB

Bunun ic¢in B € I olsun.

0= B, = fim o(B\) = fim (supe, (8\0) 1))

oldugundan her n > N igin p, (BN1,) < 1 olacak bigimde bir N € N vardir.

Diger taraftan

Sl = £( £ o)

i€B neN \:iel,NB

_ Z Z Nknn(Q{i})

neNiel,NB

neN

= ¥ “kn (An05) + 3 Hip (AnOB) nﬂB

n<N n>N

< Z My, (AnNB) AnﬂB 4 Z #
n<N n>N

< o0

olur ki bu da ) a; serisinin mutlak yakimsak olmasi demektir, yani I ideali (1)
i€eB
ozelligine sahip degildir. Buradan ise Teorem 3.4 yardimuyla [ ideali (R) ozelligine

sahip degildir. m

Ornek 3.1 (Louveau-Velickovic ) (n;),  dogal sayilarin artan bir dizisi ve I,

ieN
N iizerinde ikiger ikiger ayrik araliklar olsunlar 6yleki |I;| = 2™ gergeklensin. I; iizerinde

n;

o8 (A) =

ile bir ¢; alt 6l¢ii tammlansim. O halde; ¢ = sup ¢; bir alttan yari-siirekli alt ol¢tidiir
ve ozel olarak LV{,, = Exh(¢) ideali Louveau-Velickovic ideali olarak adlandirilir

(Filipow ve Szuca 2010).
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Teorem 3.7 Bir Louveau-Velickovic ideali (R) 6zelligine sahip degildir (Filipow ve

Szuca 2010).

Ispat. I = LV, bir Louveau-Velickovic ideali olsun.

(_1)1 n e Ii

12"

0 s ngéIl

1 € Nigin a,, =

olsun.

Shl = £ (L)

neN 1€N \ne€l;

= Z Z i21"i

1eEN nel;

I.
= 2 i|2;l|z'

1€N

27Li
i27li

1€N

S

1€N

olup seri raksaktir yani > a, serisi mutlak yakinsak degildir. Ayrica
neN

Sa - (T

neN €N \n€l;

- ¥ (—1)'2n
- 12

€N

_ Z(_-l)i
jen "
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olup > a, serisi yakinsaktir. Dolayisi ile > a, serisi sarth yakinsaktir.
neN neN

A € I keyfi olsun. O halde her i > N igin [ANL| < 2? olacak bigimde bir
N € N mevcuttur. Gergekten de sonsuz ¢oklukta i igin [ANT| > % oldugunu

kabul edelim.
log, (|JANT| +1)

¢ (A) = .
1 2
> ogs (37)
n;
_ o lossi
n;
— 1

olup Louveau-Velickovic Idealinin tanimi geregi kabul edilen durum altinda A ¢ I
olur ki bu celigkidir. O halde A € I ise her i > N icin |[A N 1| < £* olacak bicimde

bir N € N mevcuttur.

Gosterelim ki Y a, serisi mutlak yakinsaktr.
neA

Lo = (Tl

neA €N \neljnA

= X > &

ieENneljnA

_ Z |ANT;]|
- 1274

€N

o AN [ANL|
= > w2
<N i>N

A
g
+
g
S|
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olur ki bu da ) a, serisi mutlak yakinsak demektir. Ayrica > a, serisi sarth
neA neA
yakinsak degildir. O halde Louveau-Velickovic ideali (W) ozelligine sahip degildir,

Teorem 3.4 ’den (R) ozelligine de sahip degildir. m
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4. I SECME TEOREMLERI

Bu boliimde 6ncelikle Arzela-Ascoli ve Helly Secim teoremlerinin orjinal versiyon-

larin1 daha sonra da ideal versiyonlarini inceleyecegiz.
4.1 Temel Bilgiler

Tanmim 4.1 Her € > 0 sayis1 verildiginde X uzay1 € yarigaph acik yuvarlarin sonlu
tanesi ile ortiiliiyor ise (X, d) metrik uzayma tiimden simirh(totally bounded) denir.

Diger bir deyisle her € > 0 i¢in X = | J B (z;, ¢) olacak sekilde
i=1

Sp=A{z1,29,...0,} C X
sonlu kiimesinin mevcut olmasidir (Royden ve Fitzpatrick 2010).
Tanim 4.2 (X, d) bir metrik uzay ve D C X olsun. D kiimesinin bir elemani X’in

her bog olmayan acik alt kiimesi tarafindan iceriliyor ise D kiimesine X’de yogun

denir (Royden ve Fitzpatrick 2010).

Tanim 4.3 Bir (X, d) metrik uzay: sayilabilir ve yogun bir alt kiimeye sahip ise bu
metrik uzaya ayrilabilir denir (Royden ve Fitzpatrick 2010).

Teorem 4.1 Bir kompakt metrik uzay tiimden simirhidir (Royden ve Fitzpatrick

2010).

Tanim 4.4 Eger her (z,),.y C X dizisinin (2,),., alt dizisi I-yakinsak olacak

sekilde bir A ¢ I mevcut ise (X, ) € BW denir (Filipow vd. 2012).

Sonug 4.1 Her kompakt X metrik uzay: i¢in I € BW ise (X, 1) € BW (Filipow
vd. 2012).
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4.2 Arzela-Ascoli Teoremi

Asgagida Arzela-Ascoli teoreminin klasik ve ideal benzerleri ele alinacaktir.

Teorem 4.2 (Arzela-Ascoli Teoremi) [0,1] aralig: tizerinde tanmimh reel degerli
stirekli fonksiyonlarin bir (f,)nen dizisi diizgiin simirh ve egsiirekli ise bu (fy,)nen

dizisinin diizgiin yakmsak bir (f,, )ken alt dizisi vardir (Shapiro 1999).

Ispat. Ispat1 3 adimda yapacagz.

1. adim Bir X = [0, 1] kompakt metrik uzayinimn ayrilabilir oldugunu yani sayilabilir

yogun bir alt kiimeye sahip oldugunu goésterelim.

X kompakt metrik uzay olsun, Teorem 4.1’den tiimden sinirlidir. O halde her n € N
icin X = | B (z;,2) olacak sekilde S, = {z1,2,...2,} C [0,1] sonlu kiimesi
i=1

mevcuttur.

S=Js.

neN

olarak alalim. S kiimesi X’in sayilabilir ve yogun bir alt kiimesidir.

2. adim Bu adimda (f,,) dizisinin S iizerinde noktasal yakisak olan bir alt dizisini

bulacagiz.

S sayilabilir oldugundan S = {z1, xs, ...} olarak yazlabilir. Hipotezden (f,) sinirh
dizi oldugundan (f,, (x1)) say1 dizisi de simrhdir. Bolzano Weierstrass Teoreminden
(fn (x1)) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir, bu alt dizi (f1, (1)) olsun. (f1.,)
dizisi de siirh oldugundan (fi,, (z2)) say1 dizisi de siirhdir. Bolzano Weierstrass
Teoreminden (f;,, (z2)) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir, bu dizi (fa,, (z2)) ol-

sun.

Dikkat edilirse (fa,,) dizisi (f1,) dizisinin alt dizisi olup z;ve 2 noktalarinda yakin-
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saktir. Bu sekilde devam edilirse,

fl,l f1,2
Joa fae
fn,l fn,2

elde edilir ve n.satir (n — 1) . satirin alt dizisi olup z1, z, ...z, noktalarinda yakin-
saktir. O halde (f,,) diyagonal dizisi (f,,) dizisinin S tizerinde yakinsak olan bir alt

dizisidir.

3. adim Bir 6nceki adimda buldugumuz (g,,) diyagonal dizisinin X iizerinde diizgiin

yakinsak oldugunu gosterecegiz.

Egsiireklilikten, her € > 0 i¢in bir § > 0 mevcut dyle ki d (z,y) < ¢ sartin1 saglayan
her z,y € X igin

90 () = g0 )] <

gerceklenir. M > % olacak gekildeki M € N dogal sayisin sabitleyip, Sy, C S sonlu

kiimesini g6z oniine alalim. (g,) diyagonal dizisi S iizerinde noktasal yakinsak olup

Sy tizerinde de noktasal yakinsaktir. O halde (g,) diyagonal dizisi Sy, iizerinde
Cauchy dizisi olup her s € Sy, icin bir N > 0 mevcut 6yle ki her n,m > N icin

€

’gn (S> —9m (S)‘ < §

gerceklenir.

Her n,m > M igin € X sabit olsun. O zaman z eleman: i¢in 1.adimdan d (z, S) <

6 olur ki

|gn (J}) — 9m (:L’)l < lgn (ZE) — On (S>l+lgn (S) — 9m (8>l+lgm (S) — 9m (I‘)L

g
< < <3

wim
wolm

< ¢

bulunur. O halde (f,,) dizisinin (g,) alt dizisi X tizerinde diizgiin Cauchy dizisidir.

C' (X) tam uzay oldugundan, (g,) dizisi X iizerinde diizgiin yakimsaktir. m
29



Simdi Arzela-Ascoli teoreminin ideal versiyonuna ge¢gmeden 6nce ispatta kullanacagimiz

Arzela-Ascoli teoreminin bir sonucunu verelim.

Sonug 4.2 X kompakt metrik uzay ve X {izerinde taniml reel degerli tiim siirekli
fonksiyonlarin uzayr C'(X) olsun. A C C (X) olmak tizere A kiimesinin kompakt
olmas igin gerek ve yeter kosul A kiimesinin kapali, diizgiin sinirli ve eg siirekli

olmasidir (Shapiro 1999).

Teorem 4.3 (Arzela-Ascoli Teoreminin Ideal Versiyonu) I, N iizerinde bir

ideal olsun. Asagidaki nermeler denktir:
(1) I € BW

(2) [0,1] iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin her diizgiin simirh ve

mevcuttur (Filipow vd. 2012).

Ispat. (1=2): [0, 1] iizerinde reel degerli stirekli fonksiyonlarin diizgiin smirh ve eg
stirekli keyfi bir ( f,,)nen dizisini ele alahm. X = C[0,1] ve Y = {f, :n € N}X olsun.
O halde Y kapalidir. Simdi eg siireklilik ve diizgiin sinirliligini gosterelim.

A ={zeX:d(x A =0}
oldugu biliniyor.
Y ={/i:neNl ={feC0,1]:herneNicn d(f,, f) = 0}
Her n i¢in d (f,, f) = max |fu (z) — f(2)] = 0.
O halde bir M > 0 bulabiliriz 6yleki her f € C[0,1] ve her z € [0,1] i¢in
[f (@) < [fa(2) = F @)+ [fo (@) <O+ M =M

olup Y diizgiin simirhdir.

Simdi eg siirekliligine bakalim. (f,,) dizisi esg siirekli oldugundan her ¢ > 0 i¢in
bir 6 > 0 bulabiliriz 6yleki d(z,y) < J olacak sekilde ki her z,y € [0,1] i¢in

|fn (x) — fu (y)| < € saglanur.
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Her € > 0 i¢in bir 6 > 0 mevcut dyleki d (z,y) < 0 iken |f (z) — f (y)| < e saglamr

m?

[f (@) = F W < (@) = (@) + [fo (@) = fu ()] + [ fn () = F (v)

-~ -~ -~

0 <e 0

<e

J/

oldugu (f,,) dizisinin es siirekliliginden agik olup Y eg siireklidir. O halde Arzela-
Ascoli teoreminin sonucundan Y kapali, sinirli ve es siirekli oldugundan kompakt
bir kiimedir. Sonug 4.1’den I € BW ve Y kompakt oldugundan (Y, ) € BW 'dir.
O halde her (f,)nen € Y icin (f,)nea alt dizisi I-yakinsak olacak bi¢imde bir A ¢ [

mevcuttur. Dolayisiyla (f,),eca diizgiin I-yakinsaktir.

(2=1): (zn),cy reel sayilarn siurh dizisi olsun. Vn € N igin
fo :[0,1] — R
a —  fula) =z,

sabit fonksiyon olsun. (z,), .y dizisi stmirh oldugundan her n € N i¢in |z,| < M
olacak gekilde bir M > 0 mevcuttur. Boylece bir M > 0 bulduk 6yleki her n € N
ve x € [0,1] icin | f,, (z)| = |xn| < M gerceklenir. O halde (f,,)nen diizgiin sinirhdir.

Her € > 0 igin bir § = d(g) > 0 mevcut dyle ki d(z,y) < § olacak gekilde ki her
z,y € [0,1] i¢in | f, (x) — fn (v)| < € saglanir mu?

lt—y| < 6 = |x,— 2, = 0 < e olup (fn)nen es siirekli olur. O halde (2)’deki
hipotezden (f,,)neca alt dizisi I-yakinsak olacak sekilde bir A ¢ I mevcuttur. Yani
bir A ¢ I var 8yle ki (f,)nea = (2n)nea alt dizisi I-yakisaktir. Dolaysiyla I € BW

saglanir. m

4.3 Helly Se¢im Teoremi

Asagida klasik Helly teoremi ve ideal versiyonu incelenecektir.
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Onerme 4.1 (Diyagonal Metot) A = (a,;) reel veya kompleks sayilarin bir

n,k>1

matrisi olsun. Her n,k > 1 i¢in |a, x| < C olacak bi¢gimde bir C' > 0 mevcut ise

lim a,; = a, on=1,2,..
j—o0
lim app, =a, ; n=12 .
j—o0

olacak bicimde bir (k;) dizisi ve bir (a,) dizisi mevcuttur (Khan 2006).

Onerme 4.2 (Helly Secim Teoremi) (F}) r>1 dizisi [a,b] tizerinde tanimh azal-
mayan fonksiyonlarm bir dizisi olsun. Ayrica bir ¢ > 0 vardir 6yleki her x € [a, b] ve
her k£ > 1 i¢in |F}, (z)| < ¢ olsun. O halde bir (Fk(j))j>1 alt dizisi ve [a, b] tizerinde

tanmiml azalmayan bir I fonksiyonu vardir dyleki her = € [a, b] i¢in

hm Fk(j) (:B) =F ({L’)

J—00

saglanir (Khan 2006).

Ispat. Ispat1 4 adimda yapacagz.

1.Adim: a, b noktalarimi ve (a,b) araligindaki tiim rasyonel sayilarin kiimesini
D := {r, : n € N} olarak tammlayalim. a, := Fy (r,), & > 1,n > 1 ile bir A :=
(an,r) matrisini tamimlayalim. Diyagonal metot ile bir Fy, alt dizisi ve D {izerinde

taniml bir F' fonksiyonu vardir 6yleki

lim Fk(j) (’l“n) =F (Tn) ,VTn eD

Jj—oo

saglanir.
2.Adim: F}, azalmayan fonksiyonlar oldugu icin
Gy (z) = liminf Fy) () , G2 (v) = limsup Fi;) (@)
J J

ile tanimli fonksiyonlar da [a, b] lizerinde azalmayandir. Bu yiizden G; ve G fonksi-
yonlarinin siireksiz oldugu noktalar en fazla sayilabilirdir. Bu sayilabilir kiime

disinda siireklidirler.
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3.Adim: Bir = € (a,b) elemam Gy ve Gy fonksiyonlarinin ortak siireklilik noktasi

olsun. Keyfi bir r,, € D i¢in 1.adim1 uygulayacak olursak

Gi(rn) = li]m inf Fij) (1)

= lim F) (ry)

J—00

= limsup Fy) (1)
J
== GQ (Tn)

elde edilir. Gergekten l.adimda Fj (r,,) dizisinin yakisak bir alt dizisi bulundu ve

bu da Fj;) (r,) dizisiydi. Bu dizi yakinsak oldugu icin haliyle

lim Fj; (rn) = lim sup Fii (rn) = liminf Fyi) (rn)
J J

J—0o0

saglanir. r, — x ise siireklilik dizisel siireklilige denk olacagindan G (r,,) — G1 (2)
ve Gy (1) — G (z) olur. Gy (r,) = G2 () olup limitin tekliginden G, (z) = Ga (2)
elde edilir.

Bu yiizden G ve G fonksiyonlarinin ortak siireklilik noktalar: icin Fj(;) («) dizisinin
limiti mevcuttur. Boyle bir z noktasi igin F' (x) := G () = G2 () tanimlansin. Bu
yiizden F, [a,b] iizerinde G; ve G5 fonksiyonlarimin siireksiz oldugu bir sayilabilir
kiime hari¢ tiim x € [a,b] igin tanimhdir ve tanimh oldugu kiime iizerinde azal-
mayandir. (G; ve GG fonksiyonlar1 azalmayan oldugundan F’nin azalmayan oldugu

elde edilir.

4.Adim: G, ya da Gy fonksiyonlarinin siireksizlik noktalarinda F' (z)’i tanimlaya-

bilmek igin bu noktalarmn kiimesini (5,,),,~, olarak alalim. Simdi

ile B matrisini tanimlayalim. Diyagonal metot yontemi ile bir (j (i)),5, alt dizisi ve

bir (¢:),,>; say1 dizisi vardir oyleki by, ji) — ¢ (i — 00) (m =1,2,...) saglanr.

F(Sy) :=c¢y = lim Fr (Sm)

olur. Buradan ise her x € [a,8] i¢in F'(z) tammhdur. Cinkii lim Fy,  (2) = F (2)

olup ve son olarak [y, (r) azalmayan oldugundan F'(r)’de azalmayandir. m
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NOT : X uzayinda ki her sayilabilir kiimenin kapaniginin kompakt ve birinci sayila-

bilir olmasi (*) gart1 olsun.

Sonug 4.3 Kabul edelim ki X bir Hausdorff topolojik uzay1 () sartim gergeklesin.
Eger,

1) I ideali bir F,, ideale genisletilebilir veya,

2) I ideali bir maksimal P-ideale genisletilebilir ise (X, I) € BW (Filipow vd. 2012).

Teorem 4.4 (Helly Secim Teoreminin Ideal Versiyonu) I, N iizerinde bir ideal
olsun. Kabul edelim ki

1) I ideali bir F, ideale genigletilebilir veya

2) I ideali bir maksimal P-ideale genisletilebilir olsun.

O halde R iizerinde taniml reel degerli diizgiin sinirli monoton fonksiyonlarin bir
dizisi (fy),cy olmak tizere (f,),., alt dizisi noktasal yakinsak olacak sekilde bir

A € It meveuttur (Filipow vd. 2012).

Ispat. R iizerinde tanimh reel degerli diizgiin smirli monoton fonksiyonlarm bir
dizisi (fy), ey Olsun. O halde en az bir 7 > 0 bulabiliriz 6yle ki her n € Nve her z € R
icin | f, (x)| < r gerceklenir. Carpim topolojisi ile [—r,r] araligi iizerinde degerli,
R iizerinde tanimh tiim monoton fonksiyonlarin uzayi Steen (1995)’de 107. 6rnege
benzer gekilde kompakt ve birinci sayilabilirdir. Boylece () sarti saglanip Sonug

4.3’den (fy),c4 alt dizisi noktasal yakinsak olacak sekilde bir A € I mevcuttur. m
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5. SONUC

Ideal yakinsakligin, Cauchy yakinsakligin belirli teoremlerine uygulanmasi iizerine
yapilan bu tez caligmasinda kaynaklar kisminda verilen bir ¢cok makale ve kitap-
tan yararlanilmistir. Ilk olarak ideal simifi tamimlanip bu siifla ilgili 6rnekler ve-
rilmig, bu ideal sinifi {izerinde [-yakinsaklik ve [*- yakinsaklik kavramlar1 tanim-
lanmis ve aralarindaki iligkiler incelenmistir. Daha sonra Riemann (R) Ozelligi,
Bolzano-Weierstrass Ozelligi, W Ozelligi tanimlanip, aralarindaki iliskiler ve hangi
tiir ideallerin bu 6zelliklere sahip oldugu incelenmistir. Klasik yakinsaklik teoremleri
olan Arzela-Ascoli Teoremi ve Helly Se¢im Teoreminin orijinal halleri ve Bolzano-

Weierstrass Ozelligine sahip belirli idealler icin ideal versiyonlar: calisilmistar.
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