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OZET

BiKOMPLEKS SAYILAR VE CEBIRSEL YAPILARI
YUKSEK LiSANS TEZi
SEVIM ASLAN
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. SERRPIL HALICI)
DENIZLi, MAYIS 2018

Bu c¢aligmada, bikompleks sayilar kiimesi ayrintili bi¢imde ele alindu.

Ikinci boliimde, 6nce bu kiimenin cebirsel ve aritmetik 6zellikleri incelendi ve
daha sonra bu sayilarin normlari, eslenik gesitleri, sifir bolenleri ele alindi. Ayrica,
bu say1 kiimesindeki elemanlarmn farkli gosterimleri de ele alindi. Ozellikle
idempotent gosterime vurgu yapildi.

Ucgiincii boliimde bikompleks sayilarm matris gdsterimlerinin nasil elde edildigi
ele alinarak detayli olarak incelendi. Ustelik, bu sayilarin cebirsel yapilari da
incelendi.

Dordiincii boliimde ise, bikompleks degiskenli polinomlar ve onlarin sifir yerleri
incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Bikompleks Sayilar, Bikompleks Cebir, Idempotent
Gosterim, Bikompleks Polinomlar.



ABSTRACT

BICOMPLEX NUMBERS AND THEIR ALGEBRAIC STRUCTURES
MSC THESIS
SEVIM ASLAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR:ASSOC. DOC. DR. SERPIL HALICI)
DENIZLI, MAY 2018

In this study, the set of bicomplex numbers was discussed in detail.

In the second part, firstly the algebraic and arithmetic properties of this set were
examined and then the norms of these numbers, the conjugation varieties, the
divisors of zero were discussed. In addition, different representations of the
elements in this number set were also discussed. Especially the effect on
idempotent representation was emphasized.

In the third part, we have examined in detail the way in which matrix
representations of bicomplex numbers are obtained. Moreover, the algebraic
structures of these numbers have been studied.

In the fourth chapter, polynomials with bicomplex variables and their zeros are
examined.

KEYWORDS: Bicomplex Numbers, Bicomplex Algebra, Idempotent Representation,
Bicomplex Polynomials.
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1. GIRIS

11 Tarihge

1843 yilinda W.R. Hamilton (Ahlfors 1953), kompleks sayilar cisminin bir
geniglemesi olarak kuaterniyonlari tanimladi. Kuaterniyonlar, degigsmeli olmayan bir
halka olup kompleks sayilarin bir ¢ok 6zelligini tasirlar ve kompleks sayilarla benzer
bir yapiya sahiptirler. Hamilton kuaterniyonlariin baz elemanlarinin ¢arpimi

asagidaki tablo ile verilir.

1 i ] k
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Tablo 1.1: Kuaterniyonlarin Baz Elemanlarinin Carpim Tablosu

Tarihi 1800°lii yillara dayanan bikompleks sayilar ise, ilk olarak 1892 de Corrada
Segre (Segre 1892) tarafindan tamimlanmistir. Hem kuaterniyonlar hem de
bikompleks sayilarin kiimeleri kompleks sayilar kiimesinin bir genellemesi olup,
aslinda bu iki kiime birbirinden farklidirlar. Kuaterniyonlar, degismeli olmayan bir
boliim cebiri olustururken, bikompleks sayilar, sifir bolene sahip olan degismeli bir

halka olustururlar.

Bikompleks sayilar, kuaterniyon cebirinin alt cebirlerinden biridir. Bikompleks
sayilar uzayinin 4-boyutlu Euclid uzayina gémiilebilir oldugunu Segre (Segre 1892)
gosterdi. Dolayisiyla, bikompleks sayilarin kuaterniyonlara benzerlikleri ve
farkliliklar incelenmistir. Dolayisiyla, bikompleks sayilarin reel ve kompleks matris

temsilleri, kuaterniyonlara benzer sekilde yapilabilir. Kuaterniyonlar kiimesinde

1



degisme Ozelligi olmadigindan sagdan ve soldan carpimlar sonucu farkli matrisler
elde edilir. Bikompleks sayilarda ise, degisme 6zelliginin varligindan dolayr matris

carpimi da degismelidir.

Bikompleks sayilar cebirinin ozelliklerini  gelistirmek amaci1 ile, C. Segre,
trikompleks sayilar ve n-kompleks sayilar: dikkate almigtir (Segre 1892). Price (Price
1991), bikompleks sayilarin analizini ¢alisarak bu sayilar1 detayli bir sekilde

incelemistir.

1893 de Scheffers (Scheffers 1893), tek degiskenli kompleks fonksiyonlarin
bikompleks fonksiyonlara bir genellestirmesini ¢alisti. Bikompleks sayilarla ilgili
gelismelerin  en c¢ok kaydedildigi yillar 1928-1940 yillaridir. Mesela, bu
calismalardan bazilar1 i¢in (Vignaux 1938, Scorza-Dragoni 1934) ve (Morin 1935)
kaynaklarma bakilabilir. Ozellikle Ringleb’in, 1933 de yazdig1 makalesinde (Ringleb
1933), bikompleks degiskenli analitik fonksiyonlarla tek degiskenli kompleks
analitik fonksiyonlar arasindaki iliskiyi vermesi sonucu, bu konudaki ¢alismalar hiz

kazanmustir.

Ustelik bikompleks cebir, son yillarda yaygin bigimde fizik ve matematik alaninda
calisanlarin arastirma konusu haline gelmistir. Mesela, kuantum mekaniginin
matematiksel yapisi, kompleks sayilar cismi {lizerinde incelendiginden, bu alandaki
caligmalar1 bikompleks sayilar tizerinde ¢alisan bir ¢ok yazar vardir (Rochon 2000,
Karakug 2015, Ronn 2001, Riley 1953). Dolasiyla, standart kuantum mekaniginin bir
genellemesi olan bu yeni alan, bikompleks kuantum mekanigi olarak da bilinir. Son
yillarda bazi1 arastirmacilar bikompleks sayilarin cebirsel, geometrik, topolojik ve
dinamik ozelliklerini ¢alismaya basladilar (Rochon 2004, Babadag, Hahn 1994,
Vignaux 1938, Dimiev 2007). Ayrica, bikompleks sayilar yardimiyla, hiperkompleks

fonksiyonlarin 6zellikleri de literatiirde incelenmektedir (Colombo 2011).

Bu calismada, oncelikle bikompleks sayilarin eslenik ve normlarini inceleyerek
idempotent gosterim yardimiyla bu sayi sisteminin bazi énemli 6zellikleri verildi.
Ayrica, bikompleks degiskenli polinomlar da incelendi. Calismamizda, bikompleks
polinomlarin bazi temel dzellikleri ele alind1 ve bikompleks polinomlarin sifirlari da

incelendi.



Asagidaki tabloda, reel sayilarin genislemesi verilmistir (Lavoie 2012).




2. BIKOMPLEKS SAYILAR

2.1 Bikompleks Sayilarin Tanim

(C = {Zl +jZ2 | Zl’ZZ € (C, ]'2 = _1}

bi¢giminde tanimlanan kiimeye bikompleks sayilar kiimesi denir. Burada j imajiner
birim olup i #j ve ij =ji dir. Yani bikompleks sayilar; kompleks katsayili
kompleks sayilardir. Z = z; + jz, bikompleks sayis1 kompleks sayilar iizerinde

tanimlanabildigi gibi reel sayilar lizerinde de tanimlanabilir.
z, = x; + iy, Ve z, = x, + iy, olup, bikompleks sayilar kiimesi;
BC = {x; + iy, +jx; + ky, | x1,%2,y1, ¥, € R}
bi¢iminde de yazilabilir. Bu ¢alismada incelenecek olan BC nin iki alt kiimesi
C(i),C() dir:
C(i)={z,+jzy|2,=0,2z, €C}

ve

C(H)=1{z1 tjzz | 21,2, ER}

bi¢iminde yazilir. C(i) ve C(j) kiimeleri izomorf cisimlerdir. BC kiimesinin bir alt

kiimesi olan ve

D={x+kylx,yeR}

bigiminde tanimlanan kiimeye hiperbolik sayilar kiimesi denir. Burada k hiperbolik

birim olup, k% = 1 dir. iki hiperbolik say1 & = x; + ky, ve & = x, + ky,
iken, bunlarmn toplamlar1 ve ¢arpimlari, sirasiyla

1+ & =(x+x) +k(yr +y2)

ve



§1&2 = (X1 + y1¥2) + k(x1y2 + x2)1)

olarak tanimlanir. i ve j imajiner birim olup, ij = ji = k dir. Boylece BC kiimesinde
bir alt kiime, halka olarak diisiiniildiigiinde hiperbolik sayilarin kiimesine izomorf

olacak sekilde vardir; yani,
D={x+ky|lx,y€eR}

kiimesi BC kiimesinin tiim 0zelliklerine sahip olur. Bikompleks sayilarin baz

elemanlar1 arasindaki bagintilar, asagidaki tabloyla verilebilir.

1 i j k
1 1 i ] k
i i -1 k S|

Tablo 2.1: Bikompleks Baz Elemanlarinin Carpim Tablosu

2.2  Bikompleks Sayilarin Farkh Yazilimlar:

Z =z, + jz, bikompleks sayisinin farkli gosterimleri bu sayilarin daha iyi

anlasilmasini saglar. Bu farkli gésterimler asagidaki gibi siralanabilir.

Zy =x1 + iy, Ve z, = X, + 1y, 5 X1, Y1 X2, Y2 € Rolsun. O zaman,

a) Z=(x;+y;0)+jlxa+y0) =2 +jz,

b) Z = (x1 +x3)) +i(y, +y2j) = +id;

C) Z = (x;+y:k) +i(y; — x3k) =& +i&;



d) Z = (x; +y2k) +j(xy —y1k) = g +jus
e) Z: (x1 +y1l)+k(y2_le) :W1+kW2
f) Z=(x1+x)) +k(y, —y1J) = w1 + kw,

0) Z=x1+yii+xj +yk

Burada; zy,z;,wy,w, € C(0), (1,03, w1, w3 € C() Ve &1, 65, 11, 12 € D dir.
Z bikompleks sayisinin farkli gosterimleri asagidaki gibi de siralanabilir:

a) BC —gosterimi: Z = z; + jz, (kompleks form)

b) €% —gosterimi : (zq,2;) ( kompleks cift )

c) R* —godsterimi : x; + y4i + xpj + y,k ( vektor form )

d) R* —gosterimi : (x4, Y1, X2, V2) ( dortlii form )

2.3 Bikompleks Sayilar Kiimesinde Aritmetik islemler

2.3.1 Bikompleks Sayilarin Esitligi

Iki bikompleks say1 Z = z; + jz, ve W = w; + jw, olsun. Bikompleks sayilar

ancak ve ancak bilesen bilesen esittirler. Yani,
Z=W@lewlve Zy = Wy

bi¢imindedir.



2.3.2 Bikompleks Sayilarin Toplam

Bikompleks sayilar kiimesinin iki elemanm Z = z; + jz, ve W = w; + jw, olsun.
Bikompleks sayilarda toplama islemi;
Z+W: (Zl+W1)+j(Zz+W2)

bi¢iminde tanimlanabilir. Dolayisiyla, bikompleks sayilar kiimesi toplama islemine

gore kapalidir.

2.3.3 Bikompleks Sayilarin Carpimi

Bikompleks sayilar kiimesinin iki elemam Z = z; + jz, ve W = w; + jw, olsun.
Bikompleks sayilarda ¢arpma iglemi,

ZW = (z1 + jzo)(wy + jwy)

W = (z1wy — ZaW3) + j(z1w; + Z,w4)

bigiminde tanimlanabilir. Yani, bikompleks sayilar kiimesi ¢arpma islemine gore

kapalidir.

2.3.4 Bikompleks Sayilarin Skalerle Carpim

Z =z, +jz, € BCve a € R olsun. Bir bikompleks sayinin skalerle ¢carpimi;
aZ = a(zy +jz;) = (azy) +j(azy)
bigiminde tanimlanabilir.

Tanimlardan BC, BC = {z; + jz, | z;,z, € C}, deki toplama, skalerle garpma ve
carpma islemi gosterir ki bikompleks sayilar kiimesi bir cebir yapisi olusturur ve
bikompleks cebir olarak adlandirilir. Dolayisiyla, carpma islemi birlesmeli, toplama

tizerinde dagilmali ve en onemlisi degismelidir. Yani, bikompleks cebir, degismeli



bir cebirdir. Bu nedenle, bu cebir kompleks sayilarin cebirsel islemlerinin bazilarini

genellestirilmesine izin verir.

2.4  Bikompleks Sayilarin Eslenikleri

BC cebirinin yapisi; kompleks tipte iki imajiner birim ve bir hiperbolik birimden

dolay, ii¢ farkli eslenik tanimina miisaade eder. Yani, Z = z; + jz,, 71, Z, € C sayisi

i¢in, asagidaki eslenikler tanimlanabilir:

Iii. =Dt =0ZNH=03—-jn

(= - eslenik)

(T - eslenik)

(* - eslenik)

Bu esleniklerin C(i) , C(j) ve D kiimeleri tizerinde nasil hareket ettigi asagidaki gibi

goriilebilir;

a) ZeC@) ise,yaniz, =0, Z =2z, = x1 + iy, ise,

I=Zi=x,—iy,=2z,"=2", Zt=zV=2 =2 7t=12Z

olur.

b) ZeC() ise, Z=27 olup {; = x; +jx, ise,

5_1 =1, 0" = X1 —JX, :(1Jr

dir.

C) Z€eDise Z=x;+ijy,0lupy; =x, =0 ise,

olur.

Z=x—ijy,=2%, 7*=12Z



Yani hem 1 —eslenik hem de * —eslenik bilinen kompleks eslenikle gakisir, ayni

olur.

Kisaca;

z€CH) = zZz=2"
ZzEC(H) = Z=12Z
z€D = Z=2*

Yukarida tanimlanan ii¢ eslenik, bikompleks sayilarin farkli yazilimlar1 kullanarak

asagidaki gibi de yazilabilir;

i. Z:xl_y1i+ij_y2k (]_Sa.blt)

Bikompleks sayilarda eslenige ait genel 6zellikler asagidaki gibi siralanabilir:

i Z+WY=Z+W, Z+W)T=z2T+WwT, Z+W) =Z"+W*

i. Z=z @YHht=2z @)=z

iii. Zwy=2w, Zwt=zt.wt, Zzw)y =z.w*



2.5  Bikompleks Sayillarin Modiilleri

C kiimesinde bir sayiy1 eslenigi ile carpmak, bu saymin modiiliine karsilik gelir.
Dolayisiyla, ti¢ farkli eslenik bikompleks sayilara uygulandiginda ii¢ farkli modiil
tanimi1 asagidaki gibi yapilabilir:

a) |Z|;* =2.Z = (|12,1? — |2,|) + 2Re(2,2;)j
b) 121, =2.2" = 2% + z,?

Q) 121> =2.2* = (Iz1]% + |2,|%) = 2Im(z, )k

biciminde siralanabilir. Bu modiiller, reel degerli olmamalarina ragmen carpimla

ilgili asagidaki 6zellikleri saglarlar:

a) |z.wl*=1z|,%. 1w
b) 1Zwl* =1z, 1wl;®

c) 1Z.WI* = 1212 Wi~

2.5.1 Bikompleks Sayilarin Oklid Normu

C(i)? = C() X C(Q) = {(z1,22) | 7, + jz, € BC}
ya da

C(H)? =CG) x €Y ={ ({1, 8 | ¢4+, € BC)
ya da

R* = { (g, y1, %2, ¥2) | (x1 +iy1) +j(x, +iy,) € BC}

10



olmak {izere |Z| Oklid normu, yukaridaki kiimeler yardimiyla, asagidaki gibi

tanimlanir.
1Z] = 12112 + | 2,12 = V12 + 14]% = ,/Re(lZlkz)
= Vx2 + 312 + x2 + y,?
Ayrica;

1Z.W| <V2|zZ|.|W|

oldugu goriilebilir.

Ornek 2.5.1.1 Q =1+ i+ 2j + 3k Fibonacci katsayil1 bikompleks sayisinin normu
asagidaki gibi bulunur:

Q sayisinin C(i) ve C(j) yazilim,

Q1 = VIzil* + 2,2 = V1L +1012 = 12 + 12 + 22 + 32 = V15

olur.

2.6 BC de Sifir Bolenler ve Terslenebilirlik

Ug farkl1 modiil ile ilgili esitlikler,
1Z|,> = 2.Z € C(j),
1Z|,* = 2.2" € C(D),

1Z|,>=2.Z2* €D

olup, dnce

11



7.7 =Z|;*
esitligi incelenirse; Z # 0 fakat |Z|; = 0 iken Z bir sifir bolendir |Z]; # 0 ise, Z
terslenebilirdir yani, Z.Z = |Z|;* esitligi | Z|;* ile boliiniirse

7.7
1],

olur, dolayisiyla Z terslenebilirdir ve Z nin tersi;

_ Z
12];2

-1

dir. Dolayisiyla BC de terslenebilir ve terslenemez eleman tanimi verilmis olur.

Kisaca 6zetlenirse;
1. Z # 0 bikompleks sayisi terslenebilirdir ancak ve ancak |Z| j # 0dr.
Yada;

Z # 0 bikompleks sayisi terslenebilirdir ancak ve ancak |Z|; sifir bolen degildir.

Bu durumda;
.I.
L_Z
2
1Z];
ve
L_Z
2
AP
yazilir.

2. Z # 0 bikompleks sayist sifir bolendir ancak ve ancak |Z|; = 0 ya da denk olarak
|Z|, sifir bolendir.

Z A

Z_1 = =
A4S

Bikompleks sayilarin 6zel gosterimleri, cebirsel islemlerin yapilmasinda avantajhidar.

Z =z, + jz, olarak verilsin. O zaman, |Z|j2 = z,%2 + 7,2 olup Z terslenebilirdir
ancak ve ancak z;2 + z,2 # 0 dur.

12



Z1 Ve z, her ikisi de sifirdan farkl fakat kareleri toplami z,% + z,2 = 0 ise,

Z =z, + jz, bikompleks sayisi sifir bolendir. Bu ise z;2 = —z,2 demektir, yani

7z, = *iz, dir.
Boylece BC de tiim sifir bolenler
z=A14=1ij), A2€C@) —{0}

formundadir. Bu yazilimin Z nin farkli gésterimine bagli oldugu goriilebilir.
Z =0 41, {4,{; € C(j) ise, bu durumda;

Zz" =0 |G| = 15| ve R(%,4,") =0
olur. Buradan dolay1 {; ve {,, C(j) de ortogonaldir.
Boylece;

(1 =2js
dir. Buradan Z = {; + i{, sifir bolendir ve {; € C(j) \ {0} olup
Z=40 % G =40 11)
olur. Son esitlikten
Z.2=0+35=0

esitligi de elde edilir.

Asagidaki teoremde sifir bolenlerin kiimesi incelendi ve BC de sifir bolenlerin
kiimesi & ile gosterildi, ve ayrica §, = § U {0} gosterimi kullanilda.

Teorem 2.6.1 Z # 0 olsun, o zaman asagidakiler denktir.

1. Z bikompleks sayisi terslenebilirdir.
2. Z sifir bolen degildir.

3. ZZt %0

4. Z.Z#0

5. Z.72" & 6,
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6. |Z]; #0
7. 1Zl; %0
8. |Zlx € b,
9. Z =1z +jzyise z? + z,% # 0 dir.
10. Z = { + iy ise {2 + §* # 0 dur.

Dikkat edilirse, BC halka oldugundan 1. ve 2. denktir. Aslinda, genel bir halkada
sifir bolen olmayan, sifirdan farkli elemanlarin kiimesi terslenebilir elemanlarin

kiimesinden farklidir.

Sonug¢ 2.6.1 Z # 0 olsun, o zaman asagidakiler denktir.

1. Z terslenebilir degildir.
2. Z sifir bolendir.
3. 2.Zt=0=2.Z
4. Z.7* €6,

5. 12, = 0 = |z,
6. |Z|x € &y

7. Z =1z +jzyise z2 + z,% = 0 dur.
8

L Z =0+ i 0se 2+ 3% = 0dir.

2.7  Bikompleks Sayilarin idempotent Gosterimi

Herhangi bir halkada, karesi kendisine esit olan elemanlara idempotent elemanlar
denir. Bikompleks sayilarda bazi hesaplamalarin kolayca yapilabilmesi igin
idempotent gosterim  kullanilir. Bikompleks sayilar kiimesinin idempotent
elemanlari,
:1+ij, e+:1—ij

2 2

e

bikompleks sayilaridir. Burada, e? =e ve (e*)? = et oldugu kolayca goriiliir.

ee™ = 0 6zelliginden e ve e* her ikisi de sifir bolendir. Ayrica

14



e+et=1
ve

e—et=ij
olur.

Sonug 2.7.1 e ve e* idempotent elemanlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

+ +

ie = —je, ie” = je

ke =e, ket = —e™*
Idempotent gosterim C de yoktur. Herhangi bir Z = z, + jz, € BC i¢in Z idempotent
gosterimi asagidaki gibidir:

Zl_iZZ+Zl+iZ2 _Zz+iZ1+Z2—iZ1

Z=2z1+jz; = > +J >
_ 21—2i22+Zl-;izz+l_jzl—2izz_ijzl-;izz
= (Zl_lZ2)1+l]+(Z1+LZZ)1;L]
Oyle ki
Z = Bie + Bre”

olur. Burada B, = z; — iz, ve B, = z; + iz, , C(i) de kompleks sayilardir.

Z = Bie + Bret formiiline Z bikompleks sayisinin C(i) — idempotent gdsterimi
denir. B; ve B, € C(i) oldugundan B e + B,e™ = 0 dir ancak ve ancak f; = 0 ve
ﬁz = 0 dir.

Sonu¢ 2.7.2 Z bikompleks sayisinin idempotent gosterimi bir tektir. Gergekten,

Z # 0 0yleki Z nin iki tane idempotent gdsterimi var olsun.
Z=Bie+Pret =pe+ B et
ise,

(ﬁl - ,31’)6' + (ﬁz - 32,)3-‘- =0 ve burada ﬁl = ﬁll ve ﬁz = ﬁzl olmalidir.

Dolayistyla idempotent gdsterim bir tektir.
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Asagidaki Onerme, tim cebirsel islemlerde bikompleks sayilarin idempotent

gosteriminin avantajli oldugunu gosterir.

Onerme 2.7.1 Bikompleks sayilarm toplama ve carpma islemi idempotent

gosterimine gore terim terim yapilabilir:
Yani; Z = e + Bret ve W =y e +ye’
olsun o0 zaman;

Z+W = (pr+y)e+ (B +y2)e"

Z.W = (B1.v1)e+ (B2.v2)et

Z" = B"e + B,et
olur.

Z = Bie + B,e* idempotent gosterimindeki B; ve B, katsayilari, tek tiirlii taniml
kompleks sayilardir. Z bikompleks sayist {3,{, € C(j) olmak iizere Z = {; + i(,

formunda olsun o zaman;

Z=ae+ae’ =({—jile+ (G +jd)e?
olur. Burada; a; = {3 —j{, ve a; = {; +j{,, C(j) de kompleks sayilardir.

Boylece gortlir ki; her bikompleks sayi, kompleks katsayili iki idempotent
gosterime sahiptir. Bu gosterimden biri C(i) den, digeri C(j) den katsayilidir:

Z = Bie + et = aje + aye”
olmak iizere, bu gosterimler arasinda iligski bulunur; Z = B,e + Bye™ iken;
eZ = f1e? + frete = ae? + ayete
eZ = e = a e
ve

etZ = Brete + Br(e™)? = ajete + ay(e™)?
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etZ = Bet = ayet
olur.
Boylece, a; # B; olup e ile ¢arpimlari esit olur.
pre =are = (B —a)e=0

O zaman e ve (B; — a;) sifir bdlendir. Aym sekilde a, # B, olup e™ ile ¢arpimlari

da esit olur.
Be™ = azet = (B, —az)et =0
O zaman e* ve (B, — a) sifir bdlendir. Oyle ki B; — a; sifir blen oldugundan
B1 — a; = Ae* yazlabilir. Clinkii Ae*e = 0 iken A € C(i) yada A € C(j) dir.
pi1=c +idy, P =c,+id, alinirsa, 0 zaman
Z = Bie + Bret
Z =(c; +idy)e+ (c; +idy)e”
Z =ce—jdie+cyet +jdyet
Z = (c; —jdye+ (cz +jdy)e”
Z =a.e + aye’
elde edilir. Burada a; = ¢; —jd;, ay, = ¢, + jd,; boylece
Pr—ay=c +idy —cy +jdy =d (i +))
= id; (1 —ij)
= 2d,ie™ = 2d,je”

olur.

Ornek 2.7.1 Z = (1 +i) +j(3 — 2i) = z; + jz, olsun. Buradan;
Br=2—izy, Br=0+1)—i(3—2i)=—-1-2i
B, =2, +izy,, Br=(1+1i)+i(3—2i)=3+4i
olup Z nin birinci idempotent gosterimi;

Z = pBie+ Pret =(—1—-20)e+ (3+4i)e”
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dir. Ayn1 bikompleks sayis1 C(j) katsayili olarak da yazilabilir:
Z=Q1+3)+i(1-2) =4 +ig,
a, =4 —j{,ve a, ={; +j¢; oldugundan oy = -1+ 2j ve a, =3 +4j
bulunur. Z nin ikinci idempotent gosterimi;
Z=a.e+azet =(—=1+2j)e+ (3+4j)et
bicimindedir. Boylece, bu durumda,
p1=—1—-2i=c;+idyve B, =3+4i=c,—1id,
a,=—1+2j=c;—jdy ve a, =3+4j =c, +]jd,
olup
Br—a; =di(i+])

bulunur. Buradan,

By —a; ==2(i+j) = —4iet = —4je”

olup d; = —2 elde edilir. Bu 6rnekteki d; digeriyle aynidir.

Eslenik ve modiil tanimlarinin idempotent gosterimleri de yapilabilir.

B1, P2 € C(i) ve ay,a, € C(j) olmak lizere Z = fie + et = a,e + ayet alinirsa

0 zaman,
7 =pe+ Biet =a,e+ae’
Zt = pe+ piet = a,Te + a;Tet
7" = pe+ et =a;fe + ayfet
olur.
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Boylece ii¢ ¢esit modiil kareleri sdyle olur:
e | ye gbre modil;
12|, =zZ
121,* = (Bre + Boe*)( Boe + Bre*)
121 = p1Bze + BiBre™
|Z|i2 = (a1e + aze™)(aze + are™)

1Z|;* = ayaye + a;aet = aya, € C())

e j ye gore modiil;
1z|;? = zz*
|Z1;* = (Bre + Boe)(By e + Pret)
|Z|;% = BiBre + BiBae = P
2 + T Tot
1Z|;" = (1e + aze™)(az"e + a;Te™)

12];* = aya,Te + (e, M) et € C(0)

e k ya gore modiil;
zl,* =22
|Z|k2 = (Be + ﬁze+)(Ee +Ee+)
|ZI,* = BiBre + BaBze* = |Bi1%e + B, %
Z1* = (are + azet)(arTe + aye?)

1Z|.* = qyaite + apa,Tet = |a|?e + |ay|2et €D

yazilabilir. |Z] kz formiiliinde idempotent katsayilar, negatif olmayan katsayilardir.

Aslinda bu 6zellik negatif olmayan hiperbolik sayilarin karakteristik bir 6zelligidir.
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ﬁl,ﬁz € C(l) ve aq,a, € C(]) |ken Z = Ble +Bze+ = a,e + aze+ 0|Up

1 1
1Z] = =V B11*+1B2|* = =+ lay|*+|a,|?
\/E Bl BZ \/E 1 2

olur.

Teorem 2.7.1 Z # 0 bikompleks say1 olsun. 5,8, € C(i) ve ay,a, € C(j) iken
Z = Bie + et = aje + aye™ eleman igin asagidakiler denktir (Luna 2015).

1. Z terslenebilirdir.
2. 181 * 0 ve BZ * O dlr.
3. al * 0 ve az * O dlr.

Z nin tersi,
Z7l=p"te+ B, et =y e +a, et
ile verilir.

Idempotent ayrisimina gore, bikompleks sayilarm sifir bélenleri igin ikinci bir tanim

yapilabilir.

Sonu¢ 2.7.3 Z + 0 bikompleks say1 olsun. 1,5, € C(i) ve a;,a, € C(j) iken
Z = Bie + Bret = aje + ayet sayisi igin asagidakiler dogrudur (Luna 2015).

1. Z sifir bolendir.
2. ﬁ1=0 ve ﬁ2¢0yadaﬁ1¢()ve ﬁ2=0d1r.
3. a;=0ve a, #0yada a; #0 ve a, # 0 d.
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Yani, herhangi bir sifir bolen, asagidaki formlardan birine gore yazilabilir:

Z=pe; pr1€CH\{0}

Z = p,e*; B € C()\ {0}

Z=aje; a; €CQGH)\ {0}

Z = aye*; a; € C()H\ {0}

Ayrica, 0 ve 1 agikar idempotent elemanlardir.

Simdi, e ve et dan baska bikompleks sayilar kiimesinde baska idempotent eleman
varligina bakilirsa; B; ve B, kompleks katsayilar1 C(i) de olup Z = B e + Bre*

bikompeks sayisinin idempotent elemanlari oldugu varsayilirsa,
0 zaman Z? = Z esitliginden;
Bi’e + B, et = Bie + Pret
yazilir. Bu durumda,
B’ =PBi ve B, =B,
elde edilir.
Buise 8; = {0,1} ve S, = {0,1} olmasi demektir.

Boylece, olasi tiim durumlar birlestirilirse bikompleks sayilar kiimesinde en fazla 4

tane farkli idempotent eleman vardir, ve bu elemanlar asagidaki gibi yazilabilir:

Z,=0e+0et=0
Z,=1le+1let =1
Zz;=1le+0et =e¢

Z,=0e+1let =e*
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Boylece bikompleks sayilar kiimesinde asikar idempotent elemanlardan baska e ve

e’ vardir.

Sonug 2.7.4 By,B, € C(i)olup Z = Bre + Bret ve ZT = B,e + Bre* gosterimleri
bikompleks sayisinin idempotent bilesenlerini bikompleks sayinin kendisi ile ifade

edilmesine izin verir (Luna 2015).
Gergekten; 51, B, sayilar1 asagidaki gibi yazilabilir:
f1=pie+ et =Ze+ ZTe*
Bo = ret + fre =Zet + ZTe
olup Z yi, C(j) den katsayilarla yazarsak, Z = y,e + y,e™ iken,
Yi=vie+v.iet =Ze+ Zet
Y2 =V +yv,e=Ze+ Ze”t

yazilabilir.

2.8 Bikompleks Sayilarin Carpim ve Oklid Normu
Herhangi Z, W bikompleks sayilari igin,
1Z.W| <~2|Z].|W|

esitliginin var oldugu biliniyor.

Dikkat edilirse bu esitsizlik i¢in Z = e, W = e alinirsa

1
le.e| = |e|] = —
V2
ve
1
V20el.le] = —=
V2
oldugu gortiliir.
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Onerme 2.8.1 U = u, + ju, , Z bikompleks sayilar1 C(i), C(j) ya da ID kiimesinde

ise, 0 zaman,

a. Z€C(i) yadaZ € C(j) iken|Z.U| = |Z]|.|U] olur.
b. Z=x,+ky,€D; x;,y, € R iken genelde

|Z.U| # |Z|.|U|
dir. Kisaca;
1Z.U|? = |Z|?.|U|? + 4x,y; Re(iu, %z)
olur (Luna 2015).
Ispat:
a. Z=2z,€ C@) ve U=uy +ju, = (uy —iuy)e + (uy + iuy)e”
olsun. O zaman;
1Z.U|? = |z, (uy + jup)|? = [(z1wq) + j(z1up) |?
1Z.U? = lzyuy|? + |25 |? = |z |2 [UI? = |Z]2.|UJ?
olur. Burada, kompleks saymin Oklid normunun modiiliine esit oldugunu kullanild.
Simdi;
Z=x1+jx; = (x; —ixy)e+ (x; + ixy)et € C(j) iken,
1Z.U)? = |((xy — ix)e + (g + ix)e™). ((ug — iug)e + (ug + iuz)eJ’)|2
1Z. U2 = (g — ix) (uq — iup)e + (xq + i) (uyg + iup)e|?
12U = 2 (1 — a2 Jug — iup]? + g + i |2 uy + i1,

1Z.U|? = |Z|*.|U|?

elde edilir.
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b. Son olarak,
Z=x1+ijy; = ty)e+ (x; —y)e" € D
olsun. O zaman,
1Z.UI? = [(x + 5jy2) (ug + jup)|?
1Z.U|? = |(x1 + y2) (ug — iuz)e + (g — yp) (ug + iuy)e*|?
1Z.U1% = 2 (Ge1 + y2)% Tug = |2 + (1 = y2)2 g + i1 |?)
1Z.U|? = |Z|*.|U|? + 4%y, Re(iu 1)

elde edilir. [

Asagidaki énermede ¢arpimim Oklid normu ile Oklid normlarin ¢arpimlarinin esit

olmasi i¢in Z garpimlarinin bazi siniflar1 incelendi.

Onerme 2.8.2 iki bikompleks say1 Z = e + et ve W = y,e + y,e™ olsun. O

Zaman,

|Z.W| =|Z|.|[W]| ancak ve ancak |B;| = |B,| ya da |y;| = |y,| ya da ikisi de
dogrudur (Luna 2015).

Ispat:
Z.W = Biyie + Bryze’

1
ZWE =218l + 162720
1
1Z|%. [W|? = Z(|ﬁ1|2 + 18219 (ly1l? + ly21»)

(8117 = 18213 Clyal? = 1) = 0

elde edilir. -
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3. BIKOMPLEKS SAYILAR KUMESININ CEBIRSEL
YAPILARI

3.1  Bikompleks Sayilar Halkasi

Bikompleks sayilarin toplama ve ¢arpma islemleri, sirasiyla, karsilikli elemanlarin

toplanmasi ve ¢arpilmasiyla bulunur.
Teorem 3.1.1 Bikompleks sayilar kiimesi toplama islemine gore bir gruptur.
Ispat: BC = {Z =z, + jz,| 21,2, € C,j? = —1} bikompleks sayilar kiimesi
tizerinde tanimlanan, V Z, W,V € BC igin,

+: BCxBC — BC
isleminin asagidaki 6zellikleri sagladigi kolayca goriiliir:

1. Z+ W € BC (kapalilik 6zelligi)
2. Z+W)+V=Z+ W +V) (birlesme 6zelligi)
3. e+Z=Z+e=7Z = 3Fe€BC (¢ =0+ 0 = 0 birim eleman 6zelligi)

B

Z+(-Z2)=(-2)+Z=e=3(—Z) € BC (ters eleman 6zelligi)
Dolayisiyla (BC, +) cebirsel yapist bir grup olur. Ayrica,

5. Z+W=W+7Z
oldugu i¢in, (BC, +) yapis1 bir degismeli gruptur.

Teorem 3.1.2 Bikompleks sayilar kiimesi bir halkadir.
Ispat: (BC, +) degismeli grup iken BC iizerinde tanimlanan,

-t BCxBC — BC
isleminde, V Z, W,V € BC igin,

1. W.Z € BC (kapalilik 6zelligi)
2. Z.(W.V) =(Z.W).V (birlesme 6zelligi)
3. ZWH+V)=ZW+ZV
W +V).Z=W.Z+V.Z (dagilma ozellikleri)
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ozellikleri saglandigi i¢in (BC, +, -) yapis1 bir halkadir. Ayrica,

4, ZW =W.Z
oldugundan (BC, +, *) yapisi bir degismeli halkadir.

Teorem 3.1.3 Bikompleks sayilar kiimesi bir cisim degildir.
Ispat: (BC, +) degismeli grubunun birim eleman1 € = 0 + jO = 0 olmak iizere,
BC* = BC — {&}
olsun. BC* kiimesi iizerinde tanimlanan, her Z, W,V € BC"* i¢in,
BC* x BC* — BC*
islemi kapal1 ve birlesmelidir. Ayrica,
Z.6=0.Z=7=136€BC, (6=1+j0)

birim elemanli olup,

2.2'=717=6=3Z"1eBC

esitliginin saglanabilmesi i¢in; z;,z, € C iken her Z = z; + jz, € BC sayisinin

tersinin varligi, yani

1 1 _ Zl_jZZ

esitliginde gerekli islemler yapilirsa,

7-1 = l _ (X1 + iy1) — j(xz + 1y,)
Z (X +iy)? 4 (xp +iy,)?

(x1 +iy;) — jlxy +iy,)
(X122 — ¥12 + %2 = y,2) + 2i(x1y1 + x2Y5)

77l =

bulunur. Bu esitlikte 6zel olarak z; = 1+1i, z, = —1+1i alinirsa,
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1
Z7' =2
z

taniml1 degildir. Dolayisiyla, (BC, +, .) yapisi bir cisim degildir.

Teorem 3.1.4 Bikompleks sayilar kiimesi, reel sayilar cismi iizerinde bir vektor

uzayidir.

Ispat: Her o, € R ve V Z,W € BC igin,
: R XBC — BC

(a,Z) — aZ =a(x; +iy; +jx, +ky,)

fonksiyonu i¢in asagidaki esitliklerin dogru oldugu kolayca goriilebilir.

i.a(Z+W)=aZ+ aW
ii. (a+pB)Z=0aZ+pZ
iii. a(BZ) = (af)Z

. Z=2.1=172

Dolayisiyla, bikompleks sayilar kiimesi bir vektor uzaydir ve {1,i,j,k} kiimesi
de BC nin R cismi {izerindeki dort boyutlu standart bazidir.

Teorem 3.1.5 Bikompleks sayilar kiimesi, kompleks sayilar cismi iizerinde de bir

vektor uzaydir.

Ispat: Benzer sekilde ispatlanir.
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{1,i} kiimesi BC uzaymin C cismi tizerindeki iki boyutlu standart bazidir. Bilindigi
gibi halka teoride terslenebilir elemanlara birimsel denir ve genel olarak sifir
bdlenlerin ve birim olmayan elemanlarin kiimesi aym1 olmak zorunda degildir.
Bikompleks sayilar halkasindaki birim olmayan elamanlar sifir bolenler ile gakisir.
Kisacasi, birim olmayan elamanlardan sifir bolenleri ¢ikarirsak geri kalan elemanlar
sifirdir. Diger bir deyisle, BC deki terslenebilir elemanlarin kiimesi BC™! ile
gosterilirse ve § sifir bolenler kiimesi olmak tizere, BC kiimesi asagidaki ayrisima
sahip olur.
BC=BCluéu{0}

Herhangi asikar olmayan bir halkada oldugu gibi, BC halkasinin birden ¢ok ideali

vardir. Bunlardan ikisi asagidaki gibidir:
BC, = BCe ve BC,+ = BCe™
Bu ideallerin 6nemli 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir.

BC, N BC,+ = {0}

olup,
BC, + BC,+ = BC
dir. Ayrica,
eBC,+ =0, e*BC,=0
yazilabilir.

3.2 Lineer Uzaylar ve BC Uzaymdaki Modiiller

Bilindigi gibi, S <R vyani, R nin alt halkas1 S iken, R halkasi S iizerinde bir
modiildir. Bu durumda R, C(i), C(j)ve D kiimeleri BC nin alt halkalar1 olur.
Dolayistyla, BC kiimesi bu alt kiimeler iizerinde modiildiir. Ustelik BC kiimesi,

kendisi Uzerinde de bir modiildiir.

R, C(i) ve C(j) kiimeleri birer cisim oldugundan, BC kiimesi, sirastyla, bir reel lineer

uzaydir, C(i) —kompleks lineer uzay, C(j) —kompleks lineer uzay olur. Dolayisiyla,
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her bir Z = x; + y,i + x,j + y,k € BC igin,

(1 + 1l + x5 + y2k) — (%1, y1,%2,7,) € R? (3.2.1)
doniistimii, reel uzaylarin bir izomorfizmidir ve bu doéniistim 1,1, j, k bikompleks
sayilarini, R* nin standart bazina déniistiiriir. Z € BC eleman igin,

Z=(x +y10) +jlx, +iyy) =2z, +jz,

olup, BC kiimesinin elemanlar1

Z = Zq +jZZ L (le Zz) € (Cz(l) (322)

yazilabildiginden BC uzay1 C(i) — lineer uzayr olur. Bu durumdayken 1 ve j
bikompleks sayilari, C2(i) nin standart bazmna resmedilir ve R* ile C?(i) arasinda

asagidaki izomorfizm yazilabilir:

(X1, Y1, X2, ¥2) V= (%1 + iy1, %, + iy,) € C*(0) (3.2.3)

BC ye bir C2(j) —lineer uzay1 olarak bakilirsa ve

(x1 +jx2) +ilys +jy2) = § +id,

esitligi kullanilirsa,

Z =0+ (8,8) € C)) (3.2.4)

olur. Bu izomorfizm 1 ve i bikompleks sayilarin1 C?(j) deki standart baza gétiiriir ve

R* ve C2(j) arasinda
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(1, Y1, %2, ¥2) V= (X1 + jx2,¥1 + jy2) € C3()) (3.2.5)

izomorfizmi tanimlanabilir. Bu izomorfizmalarin farkli oldugu agiktir. Bu durum,
yine BC uzaymda C2(i) ve C?(j) kompleks kiimelerinin farkli rolleri oldugunu
gosterir. BC uzayma C(i) ya da C(j) lineer uzaylari olarak bakildiginda bir fark daha
g0ze ¢arpar; mesela {1, i} kiimesi, BC uzayina,C(j) —lineer uzay olarak bakildiginda
lineer bagimsizdir, fakat BC ye C(i) —lineer uzay olarak bakildiginda ayni kiime

lineer bagimlidir.

Ayrica, Z = (x; + iyy) + k(y, — ix;) = w; + kw, oldugundan, BC uzay: ile C?(i)

arasinda bir baska C(i) — lineer izomorfizmi de vardir:
Z=(x;+iy) + k(y, —ixy) = w; + kw, — (0w, w,) € C2()  (3.2.6)

(3.2.2) ve (3.2.6) esitliklerinde izomorfizmler arasinda bir iliski vardir: (3.2.2)
esitliginde izomorfizma 1,j bikompleks sayilarim C?(i) nin standart bazina
resmeder, k = ij bikompleks sayis1 (0,i) € C%(i) elamanma bu izomorfizm ile

resmedilir.

Boylece, standart baz {(1,0),(0,i)} bazina doniisiir. Bu baz degisim matrisi
asagidaki gibi yazilabilir:

[1 0

0 —i

Yani, (z;,2,) € C2(i) cifti, bu izomorfizma yardimiyla (wq, w,) € C2(j) ¢iftine
10 211 _[4 1_ [P
lo =il al=lm] =[] @27)

kurali ile resmedilmis olur. Dolayisiyla, bu esitlik (3.2.2) ve (3.2.6) arasindaki kesin

bagintiy1 verir. Benzer sekilde,
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Z=(x;+x) +k(y; —y1j) = w1 + kw;

esitliginden yararlanarak, C2(j) de asagidaki izomorfizma tanimlanabilir:
Z = (x; +jx3) + k(y; — jy1) = w1 + kw, — (w1, w;) € C*() (3.2.8)

Bu izomorfizmile BC3 Z = {; +i{, — ({1,{,) € C?(j) izomorfimi arasinda bir

bagint1 vardir. Bu baginti, standart bazdan {(1,0), (0,j)} bazina baz degisimi ile

[0 5]

verilir. Bu baz degisiminin matrisi

dir. Boylece ({;,{,) € C2(j) gifti ile (wy, w,) € C2(j) cifti
[1 O][Q]= (1]=[(U1]
0 1o ]7 -] T L,
biciminde iliskilidir. Dolayistyla, BC uzayindaki farkli lineer yapilar incelenmis olur.
@ : C@{) — C[H) (3.2.9)

x+iy— ox+iy) =x+jy

izomorfizmasinin varligina ragmen, arasindaki bazi farkliliklar vardir. C(i) ve C(j)

deki katsayilar karsilastirildiginda izomorfizma agikga goriiliir. Yani;

Z = Bie+ Pret = (c; +idy)e + (¢, +idy)e* (3.2.10)

Z=a.e+ a,et =(c; —jd)e+ (c; +jdy)e”
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bu durum a; = (@(B))T ve a, = ¢(B,) oldugunu gosterir.

Not: BC ile C?(i) ve C2(j) kompleks uzaylar1 arasinda tammlanan izomorfizmler
yardimiyla, idempotent gosterimler ikiden ¢cok kompleks lineer uzay izomorfizmasi

oldugunu belirtir.

Onerme 3.2.1

1—ij
+ _
2 ¢ T

sifir bélenleri, bir C(i) — lineer uzay ya da C(j) — lineer uzay olarak goriildigiinde

BC uzayinda lineer bagimsiz olurlar (Luna,2015).
Ispat: ZeBC, BC — C%(i)
Z =2z +jz; — (21,22) € C(Q)

izomorfizmini kullanarak e ve e™ bikompleks sayilar1 asagidaki sayilara resmedilir:

(1 i) 11_
— |- =) = -
¢ 23) =300

+ (1 —i> 1 1 —i
—_ - —] = — —_
¢ 2° 2 2(' 2

ML) +2,0,-i)=0; 24,4, €C>)
esitligine dikkat edilirse,
AM+4,=0
AM—=2,=0 1,=2,=0
olur. Yani e ve e™ lineer bagimsiz olurlar.
C%()) igin,
BC — C%(j)

izomorfizmi i¢inde 4; = A1, = 0 olur. ]
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Z = Bie+ et — (B, ;) € C*(i)

izomorfizmasim1  kullanarak  kompleks lineer uzaylar arasinda asagidaki

izomorfizmalar tanimlanir:
Z = Bre + Bre* — (B, B2) € C*(D) (3.2.11)
Z = ae + azet — (ay,ay) € C3(j) (3.2.12)

(3.2.4) ve (3.2.12) arasindaki bagmtilarin yanisira (3.2.2) ve (3.2.11) arasindaki

(G2 @)

bagintilar, standart bazdan C? (i) deki

bazina ve C2(j) deki

Baz degisim matrisleri kullanarak, asagidaki bagintilar elde edilir: C?(i) uzaymda

S R (3:213)

ve C%(j) uzayinda

[1 _JH ] 51+52]=[Zi]

olur.

D? =D x D kiimesine dikkat edilirse, karsilikli elemanlarm toplami ile D bir
toplamsal abel grup olur. D de skaler ile garpma yardimiyla D? hiperbolik modiil,

yada D —modiil olur.
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Boylece;
Z=(x;+ky,) +i(y; —kx;) =& +1ié,
Z = (x1 +kxp) +j(x; —ky,) = w1 + jw;

formiilleri asagidaki D —modiil izomorfizmleri verir:

Z = (x1 + kyy) +i(y; — kx) = & + & — (§1,8,) € D? (3.2.14)
ve
Z = (xy +kyy) +j(xz — ky)) = uy +jup = (ug, pt2) € D? (3.2.15)

dir.

3.3  BC Uzaymin Cebir Yapisi

BC lineer uzayi, ti¢ farkli yapiya sahiptir. Bu yapilar, R —lineer uzay, C(i) —lineer
uzay ve C(j) — lineer uzaylaridir. BC kiimesi bir halka oldugundan, bu uzaylar cebir

tiretir, sirasiyla, reel cebir ve kompleks cebir olarak adlandirilirlar.

Once, reel cebir incelenirse,

(x1 + iy1 + jxo + ky,) ¥ (x1,1,%2,¥2) € R*
(1 + ity + js, + kt;) — (51, 1,55, t,) € R?

ile tanimlanan reel izomorfizmler yardimiyla, R* de asagidaki ¢arpma tamimlanabilir:

(X1, Y1, X2, ¥2) (81, t1, S, t2)
= (X151 — Y1ts — X282 + Yoty Xgty + Y181 — Xty — YaS,

X1Sz — Y1ty + X251 — Yaty, X1ty + V1S, + Xty + Y251) (3.2.16)

Dolayisiyla bikompleks ¢arpimin 6zelliklerinden, (3.2.16) esitligi degismeli bir reel

cebir yardimiyla R* ii verir.
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Ustelik,
X1+ iy1 + jxg + kyz v (X1, y1, %2, ¥2)
izomorfizmi, bir reel cebir izomorfizmine genisler.

Bilindigi gibi, R* de ¢arpma i¢in ¢ok fazla secenek yoktur. (3.2.16) da verilen
carpim bu seceneklerden biridir ve bu g¢arpim kuaterniyon ¢arpim ile

karsilastirilabilir.

Diger iki kompleks cebir ele alinirsa;

21 +jzz = (21, 22) € C°(0)
wy + kw, — (w1, w,) € C2(i)

Bie + Be* — (B, B2) € C*(i)

izomorfizmleri, C(i) —lineer uzay olan C2(i) uzay: iizerinde tanitmak igin ii¢ durum

verir: Her (24, z,), (P1,:p2), (W1, w2), (61, 62), (a1, az) (¢, ¢2) igin;

(21, 22) (P1,02) = (Z1P1 — Z2P2, Z1P2 + Z2D1)

(W1, w3)(04,07) = (W01 + wy60,, w10, +w,6;)

(ay,a3)(cy,c3) = (ay¢1, aycy)

yazilabilir. Bikompleks carpimin 6zelliklerinden dolay1, C?(i) iizerinde tanimlanan
yukaridaki carpimlarin her biri degismeli birer carpimdir. C?(i) lineer uzay olarak

ele alindiginda yukaridaki ti¢ formiil gercekten {i¢ farkli carpim tanimlar.

C2(i) uzay1 i¢in { (1,0), (0,1) }, { (1,0),(0,1) }, { (2 2) (1 ) } bazlar ve

2° 2

[0 21 a]= 1w ]= )

R B
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esitlikleri dikkate alinarak bu {i¢ formiiliin C2(i) iizerinde ayni ¢arpimi tanimladig

goriiliir. Mesela;
[0 Z1al=[-1=10,]
esitliginden

(l)l = Zl’ (1)2 == _iZZ

ve
01 =py, 0, = —ip;
olur. Boylece,

(w1, wy) (64, 60;) = (W10, + wy0,, wi6, +w,0;)

= (z1p1 — Z2p2, —i(z1p2 + 22p1))

:[1 0 [21291—22192]: W191+W292]
0 —il'Llzipz +2Z2p4 W192 + W291
elde edilir.

Not: C2(j) kompleks lineer uzaymda da ayni islemler takip edilir.

BC halkas1 hem kendi iizerinde hem de DD iizerinde bir modiildiir. Dolayisiyla, BC
uzay1 hem bir D —cebir, hem de BC —cebiri olur. BC cebiri, bir D —cebir olan D?

cebirine izomorftur. Bu izomorfizmalar asagidaki gibidir:

BC 3 Z = (x; +ky,) +i(y; —kxy) =& +ié; — (§1,82) € D?
ve

BC 3 Z = (x1 + kyy) +j(xz —ky1) = ug +jpz — (ug, 112) € D?

dir.
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3.4  Bikompleks Sayillarin Matris Gosterimleri

C kiimesindeki elemanlarin matris gosterimi
x =y
[y ¥

bi¢imindedir ve 2 X 2 tipindeki reel matrislerin kiimesine izomorftur. Yani, z € C,

z = x + iy olmak lizere
x =y
¢c:Cr— [y x ]
e e . x =y . ..
doniisimii C ile A¢ arasinda, A¢ Z{u‘l = [ X ]: x,yE]R{}, bir cisim

y
izomorfizmasidir. Ayrica, bu matrisler carpma islemine gére degismelidir ve A # 0

iken A matrisinin tersi vardir.
¢¢ izomorfizm altinda i sayisinin matris temsili asagidaki gibi yazilabilir:
0 —17_
[ 1 0 ] ~
dir. Z = x + iy iken

b=, J|=x[y 1]+¥[] T ]=rk+n

burada I,, 2 x 2 birim matristir. Z nin modiiliiniin karesi, det ¢¢(z) ile aymidir.
Yani,
|z|? = x% + y? = det ¢¢(2)
dir. Ustelik, ¢ doniisiimii C cismini A kiimesinin bir alt kiimesine doniistiiriir.
Benzer sonuglar BC halkasina da uygulanabilir. Dolayisiyla, asagidaki doniisiim
Z € BC, Z = z; + jz, olmak lizere
. Z1 T2
Pepy : BC— [zz A ]
bir halka izomorfizmi olusturur ve elde edilen matrislerin kiimesi

Ape = {A = [2 _ij]: 24,2, € (C(i)}
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olarak yazilabilir.

Asagidaki esitliklere dikkat edilirse,
ben®=[g V] =11
bey () = [(1) _01] =1
depy(e) = %[1 _11] =¢
beiy(e™) = %[_ll ;] ="

olup, Z = z; + jz, bikompleks sayisinin ;) (Z) goriintiisii

‘ib(c(i)(Z) = z;ly + 2,7 = Bre + Bret

bi¢giminde olur. Beklenildigi gibi, Z bikompleks sayisini C(j) —kompleks elemanli

ya da hiperbolik elemanli matrislerle esleyen iki benzer doniisiim vardir:

ZeEBC Z=4§ +i¢, ve Z =& +i&, olmakiizere

degy BC— [ 7]

ve

e ff

Sonug olarak, bikompleks sayilar, 4 X 4 reel matrisler yardimiyla asagidaki gibi
temsil edilebilir: Z = x; +iy; + jx, + ky, € BC olmak iizere

X1 ~Y1 X2 Y2

yi X1 TY2 TX2

Xo —Y2 X1 —)N
Y2 X2 yir X1

Or : BC —

bi¢imindedir.
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Ornek 3.4.1 Z = 1 + 2i + 3j + 5k bikompleks sayisinin matris gosterimi

z=(1x2i)+(3250);

Z1 Z2

ve kompleks matris gosterimini kullanarak,
Z1 T2y
[Zz Zq ]

matrisi yardimiyla asagidaki esitlikler yardimiyla yazilabilir:

z1=14+2i - zz[é _f

7z, =3+50 - w=[§ _35

-z, = —3—05i —>[:§ _53-

olup

1 -2 -3 5

2 1 -5 -3

2 3 -5 1 -2

5 3 2 1

bi¢ciminde bulunur.

4 x 4 her matris, R* iizerinde bir reel lineer doniisiim belirler. R* uzayina BC uzay:
olarak bakildiginda, donisiimlerin hepsi BC -lineer doniisiim olmaz. BC -lineer

dontisiimii temsil eden matrisler, ¢ (Z) formuna sahip olur.
BC ile R* arasinda asagidaki esleme mevcut oldugundan
Z =x;+iy; +jx; + ky; & (1,1, %2,¥2)
BC ile C? arasinda asagidaki iki esleme yapilir:
Z =21 +jz; & (21,25) = (X1 + iy, % + 1y2) € C* (D) & (X1, 1, %2, ¥2)
ve

Z=04]j0 o (01,0) = (o +jx,y1 +jy2) € C2()) = (X1, X2, y1, ¥2)-
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Bir C(i) —lineer doniisiimiin olan
T: R* — R* R —lineer
dontisimiine dikkat edilirse, 0 zaman T dontistiminiin matrisi,
a —-b ¢ —d
b a d c

[ —-m u -v
m | v u

bi¢iminde olur. Halbuki, T doniisiimi, C(j) — linecer doniisimii olarak dikkate

almirsa, 0zaman T doniislimiiniin matrisi,
A B —-E -F
C D -G —-H
E F A B
G H C D

bigiminde olur. Dolayisiyla, Ok (Z) matrisi hem bir C(i) —lineer doniistimiinii, hem

de bir C(j) —lineer doniisiimiinii temsil eder.

3.5  Bilineer Form ve i¢ Carpim

R —reel lineer uzay iizerinde bilineer form asagidaki formiille verilir:
Her x,y € R i¢in,
Br(x,y) =x.y
bi¢imindedir. Karsilik gelen reel kuadratik form
Q = Br(x,x) = x?

bicimindedir ve bu R iizerinde Oklid metrigi tanimlar. C uzayi, hem reel hem de
kompleks uzay olarak alinabilir. C uzayi, reel lineer uzay olarak dikkate alindiginda,

yani C = R? iken, bilineer form asagidaki gibi verilir: z = x + iy, w = u + iv iken
Ber(z, W) = xu + yv
dir. Aslinda bu, R? deki standart i¢ carpimdir. Karsilik gelen kuadratik form ise,

Qcr(2) = Ber(z,2) = x* + y?
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dir. Ve bu, C deki Oklid metrigini tanimlar.

C uzayi, kompleks lineer uzay olarak dikkate alindiginda, bu uzay, asagidaki gibi,

hem lineer hem eslenik lineer forma sahiptir:

Be1(z,w) = z.w

Beo(z,w) = z.w

Yukaridaki formlardan ikincisi C uzay1 lzerinde, kompleks degerli standart ig

carpimdir. Bu formlar, asagidaki kuadratik formlar1 {iretir:
Q¢1(z) = Bea(z,2) = z?
Qc2(2) = Bgp(2,2) = |z]* = x* + y?
Burada, Q¢ (z) = Qcr(2) olup bu, C iizerinde Oklid metriginin karesidir.

Bc1 Ve Qc, formlar1 matematigin farkli alanlarinda kullanilir. Fakat, B¢, formu
genelde i¢ carpim olarak adlandirilmaz ve Qc;(z) klasik anlamda herhangi bir
metrik tanimlamaz. Bu kavramlar bikompleks uzayda da dikkate alinabilir. BC

tizerinde bir reel yapi olarak:
R* = { (x1,y1,%2,¥2) = Z }
dikkate alinirsa, reel bilineer form asagidaki gibi olur:
Z =0 +iy) +jlxy +iy,)ve W= (ug +ivy) + j(u, + iv,) igin,
Bpcr(Z, W) = x1uy + Y101 + XUy + Y21,

Ki bu form, R* iizerindeki standart i¢ ¢arpimdir. Karsilik gelen kuadratik form ise

asagidaki gibidir:
Opcr(Z) = Bper(Z,Z) = %12 4+ y12 4 %% + 5,7
bu form, BC iizerinde Oklid metrigi tanimlar.

BC kimesi, C(i) — kompleks lineer uzayi olarak dikkate alindiginda, yani
BC = C2(i) oldugunda, bu uzay asagidaki gibi hem C(i) — bilineer, hem de

C(i) —eslenik lineer forma sahiptir:
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1
Bpci (Z, W) = zyw, + z,w, = 3 zwt +ztw)

1 _
Bpg;i2(Z, W) = zywy + z,W, = S@w+ zZtw)

Ikinci esitlik, C2(i) iizerinde, C(i) — degerli standart i¢c ¢arpimdir. Bu ¢arpimlar,

sirastyla asagidaki kuadratik formlar iiretir:
Opci1(Z) = Byein(Z,2) = 2,2 + 2,2 = ZZT = |Z|j2

ve

1 _
Opc;i2(Z) = Bpe,i2(Z,2) = |z1|* + |2,* = E(ZZ* +2Z12)

1 2. 1 r o
=532l + |27],7) = 5021 + 121, )

burada Qpc.i2(Z) = Qpcr(Z), €% de standart Oklid metriginin karesidir. Byc,; ; Ve
Opc.i1 formlar1 kompleks Laplas teoride kullanilir. Fakat Bpc,; 1, BC iizerinde bir i¢

carpim olarak adlandirilmaz. Ve Qpc.; 1 klasik anlamda bir metrik tanimlamaz.
BC iizerindeki diger kompleks yapilar, BC = C?(j) aym sekilde elde edilir.

Bu durumlarda karsilik gelen kuadratik formlar1 yazmak 6nemlidir:
Quc; j1(2) = &* + §P = 2Z = 21,7

ve

1 -
Qpc; j2(Z) = 6117 + 1817 = 5@z SAD

1 2 2 1 2 = 2
=2(1z1* +127,7) =3 (121i* +121,%)
Burada ikinci esitlik, Qpc.;,(Z) ile ¢akisir. Ve her ikisi de Oklid metriginin karesine

esittir.

BC kiimesi D? olarak yorumlandiginda durumlar farklidir:
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1
Bye,p1(Z, W) =&y + $ou, = E(ZW* +Z*'W)
ve
° e Xowt 4 2w = Loz + 2wt
Bpg;p2(Z, W) = &1u1° + $op =§(ZW +Z W)ZE(ZW‘FZ wT)

formlar1 6nceki durumlara benzer fakat, her iki form C degil veya R de degil de, D
kiimesinde deger alir. Birincisi hiperbolik bilineer form, ikincisi de hiperbolik

eslenik lineer form olarak adlandirilir. Ustelik,

OBc; p1(6) = Bpe,p1(Z,2) = &2+ &2 =27 = |7),°

ve

QIBC; D,z(f) = BIBC; D,Z(Z:Z) = 51510 + fz‘fz‘>
1 1
o (ZzZt+7°7) = > (ZZ+ 77

1 1
=7 021" +12°1%) = 5 (121" +12°1,7)

dir. Burada, Qgc.p,1 hiperbolik degerlidir ve Qgc. p, de reel degerlidir, fakat pozitif

taniml1 degildir.

Sonug olarak, BC uzay1, bir bikompleks modiildiir yani kendi iizerinde modiildiir ve

bu asagidaki bilineer formunu verir;

Bpc(Z,W) = Z.W

Ayrica, asagidaki ti¢ bikompleks eslenik lineer-tip formu verir:

Bgc, par(Z,W)=Z. W, (— - eslenik lineer form)
Bge, +(Z,W) =W.WT, (t - eslenik lineer form)
Bgc, (Z,W)=2ZW", (* - eslenik lineer form).
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R —degerli kuadratik form olan
Q(C,Z(Z) =x? + 3’2

ye dikkat edilirse; Bc,(z,z) ile bu form cakistigindan Qc, asagidaki gibi

carpanlarina ayrilir.

Q2=@tiy)x—iy)=z2
Bu esitlik, kompleks sayilarin kullanilmasiin gerekliliginin nedenlerinden biri
olarak goriilebilir. Reel—degerli ve pozitif tanimli olan Q¢ ,(z) kuadratik formu iki
lineer formun ¢arpimi olarak yazilmak istenirse o zaman i imajiner birimi mecburen

ortaya ¢ikar tiim C uzayim iiretir.
Bikompleks sayilarla baglantili benzer bir diisiince sudur;

C(i) —degerli kuadratik forma dikkat edilirse,

Opc.11(Z) = 2y* + z,°

ifadesi asagidaki gibi ¢arpanlara ayrilir:
Opc.i1(Z) = (21 + jz3) (2, — jzu) = Z.Z1

Burada, Qpc. ;1 in degerler kiimesi, C(i) — bir — boyutludur ancak Qpgc.;; In
carpanlar1 C(i) —iki—boyutludur. Boylece, BC C(i) —cebiri ayn1 reel C cebirinin,
reel kuadratik formdan elde edildigi gibi kompleks kuadratik formdan da elde edilir.

Dikkat edilirse, carpanlarin bir boyutlu degil iki boyutlu olmas1 énemlidir. Ciinkdi,
712+ 232 = (21 + i2,) (21 — i2,)

ifadesinin ¢arpanlarina ayrilmasi istenilen durumu kargilamiyor.

Bagka bir say1 sisteminin degil fakat BC nin de ayni rolii oynayabilecegi goriilebilir.

Varsayilir Ki,

z12 + z,% = (azy + bzy)(czy + dzy); 21,7, € C(i)

esitligini saglayacak sekilde C(i) —iki—boyutlu degismeli cebiri var olsun.
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Her z, ve z, ve a, b, ¢, d elemanlari igin,

Z1% + 2z,% = acz;* + bdz,* + (ad + bc)z, 2,

olur. Bu esitlikten

ac=1, bd=1, ad+bc=0
yazilir.
Boylece, tiim katsayilar terslenebilir elemanlardir ve
c'd+dlc=0 yani (c"'d)?=-1
olur. Dolayisiyla j = c~1d gosterimini kullanarak
j2=—1vej™ =

yazilir. Bu durumda c¢arpanlara ayirma asagidaki gibi olur.

Z12 + Zz2 = (24 +jz3) (21 — jz,)

Boylece, 1 ile j = +i yeni eleman ile iiretilen kompleks cebiri arandiginda tam

olarak BC ye ulasilmis olunur.

Ayni methodla C(j) —degerli kuadratik form olan ¢;% + ¢, ile baslanirsa ayn1 BC

elde edilir.

Son olarak D —cebir D? iizerinde hareket eden D —degerli kuadratik form olan

&% + &,% kuadratik form ile baslanirsa o zaman i ya da j imajiner birimlerinden her

hangi biri carpimin iki ¢arpana ayrilmasinda ortaya ¢ikar.
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4. BIKOMPLEKS POLINOMLAR

Z = z; + jz,, bikompleks degiskenli, n dereceli polinom

n
p() = ) 4zt
k=0

biciminde yazilabilir. C (i) —idempotent gosterimi yardimiyla, Z sayis1 agagidaki gibi

yazilabilir.
Z = Ble + Bze+

Burada ; =z, —iz, ve B, = z; + jz, , Z bikompleks sayisinin idempotent

katsayilaridir.

Polinomun katsayilari ise, A lar olup bu katsayilar A, = y,e + 8 e* olarak

yazilabilir.
Z* = g, fe + p,fe*

oldugundan, p(z) polinomununu tekrar yazarsak,

p() = ) Bie + ) Gubet = 0B e + p(By)e*
k=0 k=0

bigiminde olur. Simdi, S; ve S, ile @ ve ¢ fonksiyonlarinin farkli koklerinin kiimesi

ve S ile p polinomunun koklerinin kiimesi gosterilirse, 0 zaman
S=Se+Se*

yazilir. Boylece, n dereceli p(Z) bikompleks polinomunun koklerinin yapisi

asagidaki ti¢ durum ile agiklanabilir:
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1. Hem @, hem de ¢ polinomlar1 en az bir dereceli ve eger

S1 = {,31,1:.31,2» ---:,Bl,k} ve S, = {.32,1”32,2, ---'BZ,Z}

ise, 0 zaman p nin farkli koklerinin kiimesi

S={Zst =Brse++Byret|s=1. kvet=1..1

bigiminde verilir.

2. Eger @ 6zdes olarak sifirsa, o zaman

S;=C ve S;={By1, B} Ll=n
bi¢cimindedir. Buna gore S kokler kiimesi
S={Z,=de++p,,e"| 1€C, t=1,..,1}
bulunur. Benzer olarak, eger ¢ 6zdes olarak sifir ise, o zaman
S, =CveS; ={fi1, -, Brx} k=n
bi¢imindedir. Bu durumda,;
S={Z;=Pise+ret|1eC, s=1,..k}

bulunur.

3. Ay = ype + 8ye™ harig, tiim A katsayilar1 e (yada e* ) nin kompleks katlari ise
ki durumda 6, # 0 (yada y, # 0) demektir, p polinomunun kokii yoktur.

Ornek 4.1 p(Z) = (1 +ji)Z? — (i — j) polinomunun kokleri asagidaki gibi

bulunur:

p(Z) polinomuna karsilik gelen farkli kokler kiimesi

0(B,) = 2(,312 - i), o(B2) = 0.

47



bi¢imindedir. Bu durumda p nin sifirlarinin kiimesi:

S={i(§+i§)e+ let| 1€ C})

olarak bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, ilk boliimde bikompleks cebir ile ilgili kisa bir tarih¢e verilmistir.

Ikinci boliimde, bikompleks sayilar ile ilgili bazi temel bilgiler verilmistir.

Bikompleks sayilara karsilik gelen idempotent 6zellikler incelenmistir.

Ugiincii béliimde, bikompleks cebir ile ilgili tamm ve teoremlere yer verildikten

sonra bikompleks cebire ait matris gosterimlerine yer verilmistir.

Dérdiincti boliimde, bikompleks katsayili polinom tanimi verilmistir. Ayrica

bikompleks polinomun kokleri incelenmistir.

Bu calisma, bikompleks cebir ile ilgili bilgi edinmek isteyenlere temel bilgi ve
Ozellikleri sunan bir calisma olmustur. Dolayisiyla bu tezden yararlanarak,

bikompleks sayilar teorisi incelenebilir.
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