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STOKASTIK SURECLER iCiN KOORDINATLARDA BAZI KONVEKSLIK
CESITLERI VE HERMITE-HADAMARD ESITSIZLiGi

OZET

Bu tezde Oncelikle reel sayilar kiimesi iizerinde taniml konveks, log-konveks, ¢-
konveks, h-konveks, harmonik konveks ve preinveks stokastik siirecler hakkinda
kisaca bazi temel bilgiler verilmistir. Tezin &zgiin kismtmi olusturan arastirma
bulgulan béliimiinde ise bu siiregler koordinatlarda tanimlanmis ve bu siirecler icin
Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks, Log-Konveks, ¢-konveks. h-Konveks, Harmonik
konveks, Preinveks, Stokastik Siiregler, Hermite-Hadamard Esitsizligi.



SOME TYPES OF CONVEXITY FOR STOCHASTIC PROCESSES ON THE,
CO-ORDINATES AND HERMITE-HADAMARD INEQUALITY

SUMMARY

In this thesis, some basic information is briefly given about convex, log-convex, ¢-
convex, h-convex, harmonic convex and preinvex stochastic processes on real
numbers. In the research findings which are the original part of this study, relevant
these processes are defined on the co-ordinates and Hermite-Hadamard type
inequalities are obtained for these processes.

Keywords: Convex, Log-Convex, ¢@-Convex, h-Convex, Harmonic Convex.

Preinvex, Stochastic Processes, Hermite-Hadamard Inequality
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BOLUM 1. GIRiS

Olasilik teorisinde stokastik kavrami, ilk kez bu teorinin kurucularindan olan
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baslamistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmug olmasina ragmen Bortkiyevig'in (1868-1913) biiyitk katkisiyla yirminci

asrin baslarinda yeniden kullaniimaya baslamistir,

Stokastik siiregler, esasen zaman iginde gelisen olasiliksal modelleri inceleyen
olasilik teorisinin dnemli bir dalidir. 1900 yilinda Fransiz matematikei Bachalier ilk
kez Brown hareketinin matematiksel modelini kurmustur. 1905 yilinda Einstein ve
Smoluhovski bazi fizik problemlerinin incelenmesinde olasilik teorisini kullanmak
zorunda kalmuslar ve Bachalier’'nin kurmus oldugiu siirece benzer bir siiregle
kargtlagmuglardir. 1914 yilinda Planck ve Fokker, olasilik teorisini kullanarak
difiizyon olaymni incelemeye ¢ahsmiglardir. Tiim bunlar matematikte yeni bir kavram

olan stokastik siire¢ kavraminmn meydana gikmasina yol agmustir.

Stokastik siiregler teorisinin matematiksel temelleri 20. yiizyilda Markov, Slutski,
Wiener, Hincin, Kolmogorov gibi matematikgiler tarafindan verilmistir. Stokastik
stirecler teorisinin sonraki gelismesi Feller, Levy, Wald, Doob, lto, Dynkin,

Skorohod, Takac ve Cinlar gibi matematikgilerin calismalari ile olmustur.

Son yillarda, konvekslik ve esitsizlik kavramlari, optimizasyon ve matematiksel
programlama problemlerinin incelenmesinde daha genis bir ¢alisma imkani sagladig
icin, literatiirde 8nemli bir yere sahip olmustur. Bilhassa, stokastik siiregler igin
stokastik  monotonluk ve konveksligi tamimlamak optimizasyonda optimal
tasarimlarda, olasiliksal nicelikler mevcut oldugunda sayisal yaklasimlar elde

edebilmek icin biiyiik 6nem tasimaktadir.

1980°de Nikodem, konveks stokastik silire¢leri tamimlamis ve konveks stokastik

siiregler igin bilinen bazi 6zellikleri vermistir. Bu calismada, [u, v] kiimesi iizerinde



tammh her reel konveks X stokastik siireci i¢in elde edilen Hermite-Hadamard

esitsizligi asagidaki gibidir:

X(u + v") < v—i;f:x(‘—“-')dt < X (u.-)-;X (v,")

2
Alinan bu sonucu olasiliksal olarak agagidaki gibi yorumlamak miimkiindiir:
X(ET,) <5 EX(T,") <, EX(T",), T € Cy,
Burada E beklenen deger, T (T*) [u,v] araliginda ({u,v} kiimesi iizerinde) diizgiin
dagilima sahip bir rastgele degisken, Cg, [u,v] iizerinde tanimli biitiin reel konveks
stokastik siiregler kilmesi ve <, ise rastgele de@iskenlerin konveks siralamasi

olarak tamimlanir.

Jensen-konveks, A-konveks stokastik siirecler 1992°de Skowronski tarafindan
tanimlanmigtic. Ayrica Kotrys 2012°de stokastik siiregler igin konvekslik ve strongly
konvekslik kavramlarini tammlamig ve bu siiregler i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

ve Jensen egitsizligini elde etmis, Kuhn ve Bernstein-Doetsch teoremini ispatlamistr.

2012den itibaren Iscan ve caligma ekibi, stokastik siiregler icin GA konvekslik,
preinvekslik ve bunun genellestirmeleri iizerine aragtirmalar yapmaktadir. Son
yillarda bu ekipten Okur ve ¢aligma arkadaslan da bagimsiz olarak reel eksende ve
koordinatlarda gesitli konveks stokastik sitregler iizerinde yogun olarak ¢alismakta ve
bu siiregler i¢in Hermit-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmektedir. 2015°de Barraez
h-konveks stokastik stiregleri tanimlamis ve bu siiregler icin baz) integral
egitsizlikieri elde etmistir. 2015°den beri Maden ve galigma arkadasiari s-konveks,
log-konveks stokastik siiregler tizerinde ¢ahgmalar yapmaktadir. 2016°da Bodur ¢-
konveks stokastik siirec;lt.er igin Hermite-Hadamard esitsizligini elde etmistir. Ayrica
Sel ve ekibi koordinatlarda stokastik siiregleri tamimlamis ve bu siiregler icin Hermit-
Hadamard tipli egitsizlikler elde etmistir.

Bu tezin kaynak arastirmast kisminda ise stokastik siiregler ile ilgili gerekli temel
kavramlar verilmistir. Materyal ve yontem kisminda ise, reel sayilar iizerinde tanimls
bazi konveks stokastik siiregler hakkinda bazi bilgiler sunulmustur, Son olarak, tezin
aragtirma bulgulan kisminda s6z konusu bu siiregler koordinatlarda tanimlanmstir.

Ayrica bu siiregler igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

I



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Stokastik Siirecler ile ilgili Temel Kavramlar

Stokastik siiregleri tanimlayabilmek igin 6ncelikle ¢-cebir. olasihk uzayi, olay,
rastgele degisken, stokastik siirecin dagilimi ve beklenen degeri gibi kavramlarin

bilinmesi gerekmektedir. Asagida bu kavramlarin tanimlar verilmektedir [1].

Tanmm 2.1[1]. Q * @ kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir J simifi:
1) Qe g,
2) VAeJigin A€,
3) Ikiger ikiser ayrik ¥(A4,) € 3 dizisi igin U, 4, € 3
ozelliklerine sahip olsun. Bu taktirde 3 sinifina Q’da bir “g-cebir’dir denir. Bir o-

cebir, sayilabilir birlesim, kesisim ve tiimleme islemine g6re kapalidir.

Tamim 2.2[1]. R reel sayilar kiimesindeki agik araliklarin simifimi kapsayan en kiigiik
araliklann g-cebirine “Borel cebiri” denir. Borel cebirinin her bir elemanina “Borel

kiimesi” denir,

Tamm 2.3[1]. Sonuglarimin kiimesi belli olan ancak gergeklestiginde hangi sonucun
ortaya g¢ikacagi dnceden bilinmeyen deneylere “olasilik deneyi” veya “stokastik

deney” denir.

Tanmim 2.4[1]. Bir stokastik deneyin tiim olabilir sonuglarmin kiimesine “Srnek

uzay” denir. Ornek uzayin her alt kiimesine “olay™ denir.

Tamm 2.5[1]. 3,  # @ 6rnek uzay iizerinde tantmlanmus bir o-cebir olmak iizere,
P:3 - R fonksivonu

1) YA€ Jicin P(A) 2 0,

2y P(Q) =1,

3) Ikiger ikiser ayrik V(A4,) € I dizisi igin P(UZ-; 4,) = £, P(4,)



ozelliklerine sahip ise, P fonksiyonuna 3 fizerinde bir “olasilik 6lgiisii” denir. P(A)

degerine ise, A olayinin olasihik dlgiisii veya “A olayinin olasiligi” denir.

Tamim 2.6[1]. Q # @ bir 6rnek uzay, Q’da tanimlanmis bir o-cebir ve P, 3 fizerinde
tammlanmis bir olasilik Glgiisti olmak iizere, (Q,3, P) tigliisiine bir “olasilik uzayr”

denir.

Tamim 2.7[1]. (2,3, P) bir olasilik uzay, £:Q — R bir fonksiyonu Yx € R sayisi
icin {w:f(w) x} €T yani J-Blciilebilir ise, & fonksiyonuna bir “rastgele

degisken” denir.

Tamm 2.38[1). (9,3, P) bir olasibk uzayi ve @+ T € R bir kiime olsun. Reel
degerli X(t,w) fonksiyonu, her t € T igin Q kiimesinde tammlanmis bir rastgele
degisken ise, bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t,w),Y(t, w)
sembolleri ile gosterilebilir. Eger burada T = R* ise ve t parametresi zaman: ifade

ediyorsa, bu durumda X (¢, w) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik siire¢” denir.

Tanm 2.9[1]. X(t,w) bir stokastik siireg, ty,ts,..,t, € T olsun. Bu durumda

......

X(t, w) stokastik siirecinin n-boyutlu dagthm fonksiyonu denir. Her t,,t,, ..., t, igin

,,,,,,,,,,

stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlari denir. Sontu boyutlu dagilim

fonksiyonu asagidaki 5zelliklere sahiptir:
1. F:,,tz....,rn(xvxz ey X)) = Fe o tartney (%1, X3 vev ) Xy g, 90),

2. Ftl.tz’“_.tn(xl,xz ...,xn) = Ftllvtlzl""cln(xil' x;z, ...,x,-n).

Tamum 2.10(1]. X(¢,w) bir stokastik siire¢, F,(x) bu stokastik siirecin bir boyutlu

+oo

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t igin f_m {x[d F(x) < 40 ise E(X(t,w)) =

fj: xd Fy(x) integraline X(¢, w) stokastik siirecinin beklenen degeri denir. Stokastik

siirecinin beklenen degeri my (t) sembolii ile de gosterilmektedir.



BOLUM3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bdliimde, ilk kisimda ¢alisma boyunca materyal olarak kullanilan kuadratik orta
anlamda yakinsama, tiirevlenebilme ve integrallenebilme tanimlari verilmistir. Diger
kisimda ise koordinatlarda kullanilan tanim ve ySntem olarak, R kiimesi iizerinde
tamml konveks, log-konveks, ¢@-konveks, h-konveks, harmonik ve preinveks

stokastik siireclerle ilgili gerekli temel bilgiler kisaca sunulmustur.
3.1. Materyal

Bu kisimda, kuadratik orta anlamda yakinsama, tiirevlenebilme ve integrallenebilme

tanimlar verilmistir [1].

Tamm 3.1[1]. Ayni bir (Q,3, P) olasilik uzayinda {X,}, n = 1 rastgele degiskenler
dizisi ve X rastgele degiskeni verilsin. Bunun yani sira E|X,] < o ve E|X] < oo
olsun. Eger 0 < r < o0 ve n — oo iken E[X, — X|" = [|X,(w) — X(w)|"dP(w) —
0 ise, bu taktirde {X,} dizisi X"ye r. mertebeden orta anlamda yakinsiyor denir ve
bu yakinsama n — oo iken X, A X seklinde yazilir. Bu yakinsama ¢esidine analizde
L, anlaminda yakinsama denir. Ozel olarak + = 2 oldugunda bu yakinsamaya

kuadratik orta yakinsama denir. Bu yakinsama Lim X, =X seklinde yazihr,

n—o

Burada Li.m. “limit in mean” kelimelerinin kisaltilmis yazilimidir.

.....

asagidaki gibi yapilabilir.

Tanmm 3.2[1]. (Q,3, P) olasihik uzayinda t € T € R olmak iizere Xp(t,w)lbn=1
stokastik slirecler dizisi ve X(t,w) stokastik siireci verilsin. Bunun yan: sira

E|Xp(t, w)] < 00 ve E[X(t,w)| < oo olsun. Eger V¢ € T igin Li.m.E (Xp(t,w) —
n—ao

X(t,w))? =0 ise {X,(t,w)}), n=1 stokastik siiregler dizisi. X(¢t,w) stokastik

siirecine kuadratik orta anlamda yakinsakutr denir ve L im. X,(t, @) = X(t,w)ile
R—roo

gosterilir,

Ly



Tamm 3.3[1). X(t,w) stokastik siireci verilsin. Eger
E\ing E(X(t+4)—X()*=0

ise, bu durumda X(t,w) stokastik siirecine t noktasinda kuadratik orta anlamda
siireklidir denir ve bu durum asagidaki gibi gosterilir:

l.&'.rgl.X(t + A) = X(¢).
Tanm 3.4[1]. (2,3, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak tizere X(t, w) stokastik
siireci verilsin. Eger mevcut ise, asagidaki limite X(¢t) = X(¢t,w) stokastik siirecinin

kuadratik orta anlamda tiirevi denir.
Xt+A)Y-Xx(®
m.

LAl—'.o A = X'(t).
Bu tanimi agagidaki gibi yazmak miimkiindiir:
X(t+A) - X(¢ 2
limE ( ) ()—X'(t) =0,

A0 a
X(t, w) stokastik stirecinin kuadratik orta anlamda tiirevinin bir kosulun saglanmas
varlifi igin gerekli kosul ise X(t,w) stokastik sitirecinin kuadratik orta anlamda

stirekli olmasidir.

Tanim 3.5[1). (2,3, P) olasilik uzayinda ¢t € T € R olmak iizere X (¢, w) stokastik
stokastik siireci verilsin. Ayrica [u, v] araliginin pargalanisi u = t,, t b, bty =0,

Aty =ty —tg—y, k=12,..,n olmak Uzere [ i m max|At,|=0olsun. Bu
n—w ksn

durumda

L v
l.i.rg.ZX(tk,w)A te = f X(t, w)dt
A=/ L

esitligine X (¢, w) stokastik fonksiyonunun [u,v] araligindaki integrali denir.

Uyar 3.1. Bu tez boyunca *hemen hemen her yerde” kavrami literatiirde “almost

everywhere” kavramiyla es anlamda kullanilmistir.



3.2. Yontem

Bu kisimda, R kiimesi {izerine tammh konveks, log-konveks, @-konveks, h-konveks,
harmonik konveks ve preinveks stokastik siireglerle ilgili temel bilgiler kisaca

sunulmustur.
3.2.1. Konveks Stokastik Siiregler

Bu kisimda, konveks stokastik siire¢ tanim: ve bu siire¢ icin Hermite-Hadamard
egitsizligi verilmigtir. Bu kismin tamaminda aksi belirtilmedik¢e / € R bir aralik,

wv el u<vvede[0,1]dir[2].

Tanmm 3.6[2]. X:/ X2 > R bir stokastik siire¢ olsun, Bu taktirde her ¢,s € [ igin
hemen hemen her yerde asagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece / kiimesi
tizerinde konvekstir denir:

X(At+ (1 —=A)s) < AX(t) + (1 - D)X(s,0).

- T 1 o . o .
Eger esitsizlikte 1 = 3 alinirsa bu siirece Jensen-konveks stokastik siirec denir.

Lemma 3.112]. X: [u,v] X 2 = R kuadratik orta anlamda integrailenebilir konveks

bir stokastik siireg olsun. Bu taktirde hemen hemen her yerde

1 1 1 v
f X+ (1~ v, )dA = f X(Av + (1 — A, )dd = —— f X(t)de
0 0 v=uJy,
esitligi mevcuttur.
Teorem 3.1|2]. X: [u,v] x 2 - R kuadratik orta anlamda integrallenebilir konveks

bir stokastik siireg¢ olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik hemen hemen her yerde

mevcuttur:

u+v 1 v Xw)+Xw)
x( - ) <— uf,, X(t)dt < . . (3.1)



3.2.2. Log-Konveks Stokastik Siirecler

Bu kisimda log-konveks stokastik siire¢ tanimi ve bu siireg igin Hermite-Hadamard
esitsizligi verilmigtir. Bu kismin tamaminda aksi belirtilmedik¢e / € R bir aralik,

u,vel u<vvede€[0,1])dir[3].

Tanim 3.7[3]. X:IX £ = R, bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde her t,s € I
hemen hemen her yerde asagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece / kiimesi
lizerinde log-konvekstir denir:

XAt + (1 - Ds.) < (X, )] X (s,)]0D.

Teorem 3.2[3]. X:[u,v] x2 > R, log-konveks stokastik siireci kuadratik orta
anlamda integrallenebilir olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik hemen hemen her

yerde mevcuttur;

X(u ; v,-) < exp[ ! fvln[X(t,-)]dt]

v—u

< - i ” LUG(X(t,-),X(u +v—t))dt

1 v
S—— fr ‘ X(t)dt < L(X(w,), X(v,) (3.2)

Burada L(p, q) pozitif reel sayilarin logaritmik ortalamasidir:

L(p.q) = !lnp —Ing' P .
P . pP=q

3.2.3. p-Konveks Stokastik Siirecler

Bu kisimda @-konveks stokastik stire¢ tanimi ve @-konveks stokastik siiregler igin
Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir. Bu kismin tamaminda aksi belirtiimedikge
u < v olmak iizere [u,v] S R bir aralik, ¢: [u, v] = [u,v] bir fonksiyon, A € [0,1]
ve g(u) < @(v)dir [4).



Tamm 3.8[4]. X:[u,v] x 2 > R bir stokastik siireg olsun. Eger her t,s € [, v]
hemen hemen her yerde
X(Ap(t) + (1 = Do(s),) < X (@(t),) + (1 = DX (p(5),”)

esitsizligi saglaniyorsa X’e [u, v] aralig) iizerinde ¢@-konveks stokastik siirec denir.

Lemma 3.3{4]. Eger @-konveks X:[u,v] x 0 - R stokastik siireci kuadratik orta

anlamda integrallenebilir ise asagidaki esitlik hemen hemen her yerde mevcuttur:

1 1
f X(Ap(w) + (1 = Dp(v),)dA = f X((1 = Do) + Ap() )dA
4] 0

1 w()
= — X(t,)dt,
2G) = 0@ Jygy X
Teorem 3.3[4]. ¢: [u, v] > [u, v] kuadratik orta anlamda siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger ¢-konveks X:[u,v]xQ > R stokastik siireci kuadratik orta anlamda
integrallenebilir ise asagidaki esitsizlik hemen hemen her yerde mevcuttur;

o(u) + ¢(v) 1 #v)
X( 2 ' ) T o) )y

X(t,)de

1
< E[X (9(w),) + (@), (3.3)

3.2.4. h-Konveks Stokastik Siirecler

Bu kisimda h-konveks stokastik siire¢ tamimt ve bu siire¢ler i¢in Hermite-Hadamard
esitsizligi verilmistir. Bu kismin tamaminda aksi belirtilmedikge h: (0,1) - R non-
negatif bir fonksiyon, h £ 0,/ € R bir aralik, u,v€ [, u < v, h G) >0vehre
(0,1)"dir [5].

Tanum 3.9[5]. X: I x 2 — R bir stokastik siire¢ olsun. Eger her t,s € / hemen her
yerde
X(At+(1-2)s,) <h(A) X)) +h(1-DX(s,)

egitsizligi saglaniyorsa bu siirece / kiimesi tizerinde h-konvekstir denir.
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Lemma 3.4[5]. Eger non-negatif, h-konveks X:[u,v] x 2 = R stokastik siireci
kuadratik orta anlamda integratlenebilir ise asagidaki esitlik hemen hemen her yerde

mevcuttur:

1 1 1 v
fo X(Au + (1 — v, )dA = fo X(w + (1 - Hu)dd = —— I X

Teorem 3.4[5]. h:(0,1) » R kuadratik orta anlamda siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger h-konveks X:[u,v] X2 - R stokastik siireci kuadratik orta anlamda

integrallenebilir ise asafidaki esitsizlik hemen hemen her yerde meveuttur [28]:

1 (u+v

m(z) P

3.2.5. Harmonik Konveks Stokastik Siirecler

1 v 1
) So= ufu X(e)dt < (X () +X (v,-))f0 h(D)dA.  (3.4)

Bu kisimda, harmonik konveks stokastik siiregler tanimi ve bu siiregler i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Bu kismin tamaminda ! = [u,v] € (0, ) bir

arahk, u <vved € [0,1]dir [6].

Tamm 3.10[6]. X:! x Q = R pozitif bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde her ¢,5 €
I i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizligi saglayan siirece / kiimesi lizerinde

harmonik kenvekstir denir:

ts
X (m) < AX(s,) + (1 = DXL,

Lemma 3.5[6]. X: [u, v} x  — R kuadratik orta anlamda integrallenebilir harmonik

konveks bir stokastik siireg olsun. Bu taktirde hemen hemen her yerde

g uv . uv uv  UX(t)
J;X(Au+(1—,1)v'°)d’1‘foX(Av+(1-,1)u")d’1‘v—ufu e

esitligi mevcuttur,




Teorem 3.5{6]. X: [u,v] x © - R kuadratik orta anlamda integrallenebilir harmonik
konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik hemen hemen her

yerde mevcuttur:

X( 2uv ’_) - vuv f"X(t;) . X(u,) +X(v,-).

u+v -ulj, t? - 2 (3:5)

3.2.6. Preinveks Stokastik Siirecler

Bu kisimda preinvex stokastik siire¢ tanmimi verilmis ve bu siireg¢ icin Hermite-
Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Bu kismin tamaminda aksi belirilmedikee [ <
R™ bostan farkh kapali bir kiime, u,v€l, u<v, n:1x{ = R" fonksiyonu ve

X:1 X 0 — R stokastik siireci kuadratik orta anlamda siirekli olarak kabul edilmistir

[7].

Tanim 3.11[7]. t €1 olsun. Eger her s € / ve A € [0,1] igin 5 + An(t,s) €1 ise, I
kiimesine ¢t noktasinda n’ya gore inveks bir kiime denir. Eger I kiimesi her bir t € [

noktasinda invex ise, / kiimesine ’ya gore inveks bir kiime denir. (n(¢,t) = 0)

Ayrica her konveks kiimenin n(t, s) = t — s fonksiyonuna gére invex oldugu agiktir.

Fakat bunun tersi genelde dogru degildir.

Tamm 3.12[7). Her t,s €l igin hemen hemen her yerde asagidaki esitsizligi
saglayan X:/ % ) - R stokastik siirecine / kiimesi iizerinde 1’ya gore preinvekstir
denir:

X(t + An(s,t),) < (1 = D)X() + X (s,).
Ayrica her X:1 x {1 = R stokastik siireci sabit A € (0,1) i¢in A-preinvex, 1 =1/2

igin Jensen-preinvex ve n(t,s) = t — s icin konvekstir.

C Kosulu: / © R, n’ya gore inveks agik bir altkiime olsun. Bu taktirde, herhangi bir
t,s €lvelde[0,1]igin

n(s.s + An(t,s)) = —An(t, s);

I



n(t.s + an(t, ) = (1 — (e, s)
elde edilir. Ayrica C kosulundan her t,s € 1 ve 13,1, € [0,1] icin asagidaki esitlik

elde edilir:

n(s + A n(s.t)s + 2, (L, 5)) = (A, = 4,)n(t, 5).

Lemma 3.6[7]. X: [u,u + n(v,u)] x @ -» R kuadratik orta anlamda integrallenebilir

preinvex bir stokastik siireg olsun. Bu taktirde hemen hemen her yerde

w+n(v,u)

f X(t)de

u

. 1 1
J; X(u + ;{-n(v, u),.)d}[ :fo X(u - (1 — A)n(v, U)f)dil = r’(v, u)

esitligi meveuttur,

Teorem 3.6(7]. X: [u,u + n(v,u)] x Q - R kuadratik orta anlamda integrallenebilir
preinveks bir stokastik stire¢ olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik hemen hemen her

yerde mevcuttur:

u+n(v,u)

2u +n(v,u) 1 X(w)+X(w,)
x( : ) <o f X(t)dt < 36



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu biliimde, koordinatlarda konveks, log-konveks, @-konveks, h-konveks, harmonik
konveks ve preinveks stokastik siire¢ler tanimlanmis ve bu siirecler icin Hermite-

Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.

4.1. Koordinatlarda Konveks Stokastik Siirecler

Bu kisimda, koordinatlarda konveks stokastik siiregler tammu verilmis ve bu siiregler
i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmisti. Bu kismin tamaminda aksi
belirtilmedikge A:==T x §, T.\SC R, u,u; €T, v,,1, €S, u; < uy, v, <V, ve
A, 44,4, € [0,1]) dir [8].

Tamm 4.1{8]. Eger her (t,5,),(t2,52) € A igin hemen hemen her yerde agagidaki
esitsizlik saglantrsa, X: A X £2 = R stokastik siirecine A kiimesi iizerinde konvekstir

denir:
X((Aty + (1 — Dtz sy + (1 — Asy),.)
< AX((ty, s1)0) + (1 = AX((t2.55)). (4.1)

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise .X"e A kiimesi tizerinde konkavdir denir.

Tanim 4.2[8]. Eger her t € T, 5 € S igin hemen hemen her yerde
Xs:T X Q> R, X(u,) = X((w,8),), XeSX2 =R, X,(v,) = X((t,v),)
kismi doniisimleri konveks ise X:A X2 — R stokastik siirecine koordinatlarda

konvekstir denir.

Koordinatlarda konveks stokastik siire¢ formal olarak asagidaki gibi de
tanimlanmaktadir:
Tamim 4.3[8]. Eger her (¢4, 1), (£2,52) € A igin hemen hemen her yerde
X((Aaty + (1 = 2D, A5, + (1 = A)s,),)
< A X((8,50),) + 1, (1 - A)X((t1,52),°)
(1 = 22X ((t2,51),) + (1= A)(2 = 1)X((t, 52).7).
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ise X:A x 2 —» R stokastik siirecine koordinatlarda konveks stokastik siireg denir.

Lemma 4.1[8]. A kiimesi iizerinde konveks her X:A x 2 » R stokastik siireci,

koordinatlarda konvekstir, fakat tersi genel olarak dogru degildir.

Ispat: X: A x 2 — R stokastik siireci A kiimesi iizerinde konveks olsun. Bu durumda
Xp: S x> R, Xe(v,) = X((t,v),") kismi déniigiimii icin 5,,5, € S olmak iizere
hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:
Xe(A28, + (1= 2)s,,) = X(("-': Az + (1 - 43) 52):‘)
= X((Aat + (1 - )t dpsy + (1 = 23) 52),)
< A X((650),) + (1= A)X((t,52),)
= 42X, (51,) + (1 = )X, (s2.).
Yukaridaki esitsizlige gore, X,, § kiimesi iizerinde konvekstir. Benzer sekilde X;: T X
N-R X(u)=X ((u, s),-) kismi déniisiimiiniin de T kiimesi iizerinde konveks

oldugu gosterilebilir.

Simdi lemmanin tersinin gene! olarak dogru olmadigy gosterilsin:
X:[0,1]% x 2 - [0, o0), Xo((t, 5),:) = ts olsun. Bu durumda X,, {0,1]% kiimesi
iizerinde konveks degildir. Gergekten, eger (¢,0),(0,s) € [0,1]? ise hemen hemen
her yerde asagidaki esitlikler yazilabilir:

Xy ((,1(:, 0)+(1- A)(O,s)),-) =Xo((At, (1 = 1)s),)) = A(1 = A)ts;

A‘XU((tl 0)-') + (1 - A)XU((OIS)I') =0.

Boylece t, s € (0,1) igin hemen hemen her yerde

XU ((;{(tt 0) + (1 - A)(O,S)),') > AXU((tn 0)1') + (1 - A)XO((Ol S)-')

esitsizligi elde edilir. Bu durumda X, [0,1] kiimesi iizerinde konveks degildir.

Teorem 4.1]8]. A:= [uy,u,] x [v,,v,] olsun. A kiimesi iizerinde konveks X:A X
2 - R stokastik siireci kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Bu taktirde

hemen her yerde asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligi mevcuttur:

u1+uz 171+U2)
o))




iz vp
1 v, + vz) 1 f (ul + Uy )
< —_c. R — .
_z(uz_ul)fx((c, 5 ,)dr+2(v2_vl) x((2520s). ) ds
Ity 121

Uz vy

1
= (uz — u Y (v, ~ vy) f f X((t.5).) dsdt

u; m

1
= muf (X((t, U1),-) + X((t, uz),.)) dt

1 f
+-———4(v2 —— vf (X((ul. )} + X{((u, s),.)) ds

< X((uln vl)-') + X((ult Vz);‘) + X((uzo U1).') + X((uZJ UZ)-')

. (4.2)

ispat: X:Ax02 > R stokastik siireci A kiimesi iizerinde konveks oldugundan
Xe[vpwm]x2-R X, (v,.) = X((t, v),.) doniisiimi her t € {u;, u,] igin [v,, v,]
kiimesi @izerinde konvekstir. Bu durumda (3.1) esitsizligi saglanir ve her t € [uy, us)

i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik yazilabilir:

-]
v + vy ) 1 f X0} + X (v,)
< Vds <
%e(F52) s o= [ Kt < S
L4}

Yani her ¢ € [uy, u;] igin hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:

X ((t = ; = )) — [ X((t,s),)ds < X(Cm)) + X(C v2):)

UV — W 2
v

1
Yukanidaki esitsizligin [uy, u,] Gzerinde t parametresine gore integrali alinip
1

esitsizligin her tarafy ile garpilirsa hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik

la~U,y
elde edilir:
Uz Uz Uz
1 v, + 1, 1
e [ () e [ [ x@ayasa
Uy — Uy uf ( 2 (uz — wy )(v, — vy) g (( ) )
1 1 1

1 Uy
= 2(u, — ul)-; f (X ((AADEN((( vz),-)) dt. (43)
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Benzer sekilde X:[uy,u;] X2 » R, X;(u,) = X((u,s),) doniisiimii yardimyla

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir:

v2 U V2
1 u1 +u2 1
X ( ,s),-)ds < f fx t,s).) dsdt
) (3 Gt - ) ) M)
1 1 1

1 F
< 2(vy — V_l) ! (X ((ul,s),-) + X((uz, s),.)) e (4.4)

(4.3) ve (4.4) esitsizlikleri taraf tarafa toplanilirsa, (4.2) esitsizligindeki ikinci ve
iigiincii esitsizlikler elde edilir. Benzer sekilde (3.1) esitsizligi saglandifindan hemen

hemen her yerde asagidaki esitsizlikler mevcuttur:

uz
+ + v 1 v+
X (ul U2 U 2),- < fx (t,—l VZ),- dt;
2 2 uz_ul 2

Uy

vz
Uy +u, ny+v 1 uy, +
X (1 it 2),- < fX (1 uz,s),- ds.
2 2 Uz_vl 2

"

Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplamr ve gerekli iglemler yapilirsa (4.2)
esitsizligindeki birinci esitsizlik elde edilir. Ayrica (3.1) esitsizligi saglandigindan

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlikler elde edilir:

53]

— f X (Ceo vy )ae < XL 20:) : X(Gam),).
= fx (v e X ) 10
= f ¢ (a9 < X)) 2 (CEAD)
m— f X ((uz,s),)ds < (2, v1)r) ’zfX ((uz, Vz):').

v

Son olarak yukandaki esitsizlikler taraf tarafa toplamir ve gerekli islemler yapihirsa,

(4.2) esitsizligindeki son esitsizlik elde edilir.
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4.2. Koordinatlarda Log-Konveks Stokastik Siire¢ler

Bu kisimda koordinatlarda log-konveks stokastik siire¢ tanimi verilmis ve bu siiregler
igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmisti. Bu kismun tamaminda aksi
belirtilmedike A:==T XS, T,SCR, u,u, €T, v;,v, €S, U <up v <V, ve
A, Ay, A, € [0,1) dir [9].

Tamm 4.4[9]. Her (t,s,), (t;,5,) € A igin hemen hemen her yerde asagidaki
esitsizlik saglanirsa, X:A x 2 - R, stokastik siitecine A kiimesi iizerinde log-

konvekstir denir;

X((ty + A= Dtz 25y + (1~ Dsy),)
S X1, 51, )XDD (8, 5).1). (4.5)

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise X’e A kiimesi iizerinde log-konkavdir

denir.

Tanim 4.5[9]. Eger her u € T, v € § icin hemen hemen her yerde
Xs:Tx02= Ry, X(ur) = X((w5)) Xe: S X0~ Ry, X (v,) = X((£,v),").

kismi doniisiimleri log-konveks ise X: A x 2 = R, stokastik siirecine koordinatlarda

log-konvekstir denir.

Koordinatlarda konveks stokastik siire¢ formal olarak asagidaki gibi de

tammlanmaktadir:
Tanim 4.6]9]. Eger her (¢, 5,),(¢2,5,) € & igin hemen hemen her yerde
Xty + (1= Atz Az, + (1 = A3)s,),)
< Xtk ((tn51)-'))(’1‘(1_'12)((’:1» 52)-')){(1"3')'{2(&2:31):')X(1_a‘)(1-12)((t2- Sz)u‘)

ise X:A X 12 - R, stokastik siirecine A kiimesi iizerinde log-konvekstir denir.



Lemma 4.2[9]. A kiimesi Gzerinde log-konveks her X: A x 2 = R, stokastik siireci,

koordinatlarda log-konvekstir, fakat tersi genel olarak dogru degildir.

ispat. X:Ax 0 - R, stokastik siireci A kiimesi iizerinde log-konveks olsun. Bu
durumda X;:§ X2 - R, ,X.(v,) = X((t,v),) kismi doniisiimii igin s,,5, €S

olmak iizere hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:
Xe((A2s1 + (1= 22)52,) = X((£, 251 + (1 — A3)s2),)
= X((A2t + (1 = 206, 2351 + (1 = 1p)5,).)
< X*2((t,5,), )X O (L, 5,),) = X]2(5,,)%x 0 (s,,0).

Yukaridaki esitsizlige gore, X,, S kiimesi iizerinde log-konvekstir. Benzer sekilde
X T x 2 - Ry, X:(u,) =X((u, s),-) kismi ddniisiimiintin de 7 kiimesi iizerinde

log-konveks oldugu gosterilebilir.

$imdi lemmanin tersinin genel olarak dogru olmadig gésterilsin:

Xo:[0,112 x 2 > Ry, Xp((t,5),)) = e olsun. Bu durumda Xg, [0,1]% kiimesi
lizerinde log-konveks degildir. Gergekten, eger (t,0),(0,s) € [0,1]2 ise hemen

hemen her yerde asagidaki esitlikler yazilabilir:
logXo ((A(,0) + (1 = 1)(0,5)).') = logXo((Ae, (1 = )s),7) = A(1 = A)ts;
MogXy((£,0),) + (1 — DlogXy((0,5),)) = 0.
Boylece t,s € (0,1) igin hemen hemen her yerde
logXo ((A(£,0) + (1 - 1)(0.5)).) > MogXe((£,0),") + (1 — D)logXe((0,5).")

esitsizligi elde edilir ki, bu durumda X,, [0,1]* kiimesi Gzerinde log-konveks

degildir.



Teorem 4.2[9). A: = [uy, u,] X [v4, ;] olsun. A kiimesi iizerinde log-konveks X: A x
f2 - R, stokastik siireci kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Bu taktirde

asagidaki esitsizlik hemen hemen her yerde mevcuttur:

Uz ¥

1
(uz — u) (v, — vy) uf vf X((t,s),) dtds

1 f

- 5(72—_1115! L (X((e,v0)), X (6 v2),)) dt
1

+mvf . (X((ulr S):'), X((uzl s)'.)) ds
1 f

< muf (X((t, v} + X((¢, vz),-)) dt

1
Y =) vf (%1, 5)) + X ((uzo5),) ) ds

L (X((ul, v ), X ((ug, Uz)-')) +L (X((ul,v,_),-),x((um 1,2)_.))
L (X (. v2)), X 2),)) + £ (X (Ctzv0),). X ((uz0v),))

IA
Bl

< (X((ul. 1)) + X((uz, v1),) + X((uy v2),) + X((u, Vz).-)). (4.6)

o=

ispat: X:A x 02 —» R stokastik siireci A kiimesi iizerinde log-konveks oldugundan
X [vp vl X2 > R, Xi(v,.) = X((t,v),.) donilsimi her ¢t € [uy,u;] igin
[v1,v,] X 12 kiimesi tizerinde log-konvekstir. Bu durumda (3.2) esitsizligi saglanir ve
X((t, 5),) stirecinde her 0 < 1< 1 igin 5 = 1A + (1 — Ay, degisken doniisiimii
yaptlirsa, her t,5 > 0 i¢in L{¢,s) S? oldugundan her t € [uy,u;] icin hemen

hemen her yerde asagidaki esitsizlik yazilabilir:

Nz UV,

1
(uz - ul)(vz = vl) f f X((th);‘) dtds

Uy vy
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1 Uz

1
= of J X((t vy + (1 — Vvy),) dedA
1 tz 1
Ax -2 .
<o f Of XA((6, v )X 0D ((,v,), ) dAde
= f L{x(Ctv0)) X (6, v,),)) dt

1 s
= muf (X((t: v1),') ot X((t, vz),.)) dt.

Ayrica, Xp: [v1,1,] X 2 > R, X, (v,.) = X((¢,v),.) doniisimii her ¢ € [u,,1,] icin
[v1, ¥,] kilmesi iizerinde log-konveks oldugundan asagidaki esitsizlikler mevcuttur:

X((6v1),) < XM(uy, 1), )XOD ((uy, v) )i X((6vy),) <
X ((uy, V), )X ((ua, v2)).

Yukandaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve bu esitsiziiklerin t degiskenine gore

her iki tarafin [u,, u,] arahg iizerinde integrali almip ile arpilirsa asagidaki

2(1z~u,)
esitsizlikleri yazmak mitmkiindiir:

1
2(u; —uy) ! (Xt v0.) + X((ev2),)) de

o1 f( XA, 9, X0 (g 03),) Ja
- 2(“2 - ul) e +XA((U.1,U2),')X(1—A) ((uz, vz),')

(),
- 2 ) +X’1((u1, vz),')X(l_A) ((uZJ vZ)J')
1
< E (L (X((ul: vl),-),X((uz, vl)l')) +L (X((ul' Vz),'),X((HZ- vz)'.)))

= %(X((ulr vl),-) + X((uz, Ul),‘) + X((ul,vz)'.) + X((uz' vz)'_))- (4.7)

Benzer sekilde Xq:[uy,u,] X2 - R Xs(u,) = X((w,5),") doniisiimii yardimyla

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlikler elde edilir:




Uz 2

1
(g — uy) (Vg — vy) 1 f f X((¢,s),) deds
1
< r— vf L (X((ul,s),'),X((uz, s)_.)) ds

1
= 2(v, — vl)! (X((ups)-') + X((uz, s),.)) ds

= (X((ul, 1)) + X (2, v1),) + X((uy, v2),) + X((u,, vz),-)). (4.8)

(4.7) ve (4.8) esitsizlikleri taraf tarafa toplamlir ve gerekli islemler yapilursa, (4.6)

esitsizligi elde edilir.
4.3. Koordinatlarda ¢-Konveks Stokastik Siiregler

Bu kisimda, ¢-konveks stokastik siire¢ tanimi verilmis ve bu siiregler i¢cin Hermite-
Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Bu kismin tamaminda aksi belirtilmedikge A:=
[ur uz] X [v1,0,], ACR?, wy <uy, vy <1y, @:A— A bir fonksiyon. ¢@(u,) <
P(uz), p(v1) < @p(v2) ve 4,41,2; € [0,1]'dir.

Tanm 4.7. Eger her (¢;,5;),(¢3,5,) € A icin hemen hemen her yerde asagidaki
egitsizlik saglamirsa, X:A x ) > R stokastik siirecine A kiimesi (izerinde Q-

konvekstir denir:
X((op(ty) + (1 = De(t2), A0 (s1) + (1 ~ Dep(s2)).)
< X ((o(t2). 0(s1))) + (1 = DX ((0t). 0(s3)),-). (4.9)
Yukandaki esitsizlik yon degistirdiginde ise X'e A kiimesi iizerinde @-konkavdir

denir.

Tamim 4.8. Eger her u € [uy,u,), v € [v,, v,] icin hemen hemen her yerde

Xl ] x 2 >R, X(w) = X((u,5),),




Xt: [vl, v2] X R, Xt(v,') = X((t,v),)
kismi déniisiimleri @-konveks ise X: A X 2 — R stokastik siirecine koordinatlarda Q-

konvekstir denir.

Koordinatlarda ¢-konveks stokastik siireg formal olarak agagidaki gibi de
tanimlanmaktadir;

Tanim 4.9. Eger her (¢,,5,), (t2,5,) € A igin hemen hemen her yerde
X((uo(t)) + (1= 1)), A20(s1) + (1 = 1)9)s,)),7)
< L2X(( (80, 9(s1))) + 4, (1 = )X ((0(8:), 0(5,)).")
+(1 = A)LX((p(t2), 0(s1))) + (1 = 1,)(1 — L)X ((@(t,), 9(s2)).").

ise X:A X 2 - R stokastik siirecine koordinatlarda @-konvekstir denir.

Lemma 4.3. A kiimesi {izerinde @-konveks her X:4 X 2 » R stokastik siireci,

koordinatlarda @-konvekstir, fakat tersi genel olarak dogru degildir.

Ispat: X:Ax 2 > R stokastik siireci A kiimesi iizerinde @-konveks olsun. Bu
durumda X: [vy,v,] X 2 - R, X,(v,)) := X((¢,v),") kismi doniisiimii igin s,,5, €
[v1, 2] olmak iizere hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:
X((ao(s)) + (1 - A2)@(s2))) = X((t A 0(sy) + (1 = 12)9(s2)).)
= X((A2t + (1 — )¢, A200(s,) + (1 — A2)e(s2)),)
< X ((6 o(s1)) + (1 = 2)X((L 9(52)),7)
= X {9p(s1)) + (1 = 1) X, ((s2)).
Yukaridaki esitsizlige gére X, [vy, v,] kiimesi tizerinde @-konvekstir, Benzer sckilde
Xoi[upup] x 2 >R Xo(u,) = X((u,s),”) kismi doniisiimiiniin de [uy, ]

kiimesi tizerinde ¢-konveks oldugu gosterilebilir.

Simdi tersinin gene! olarak dogru olmadig gésterilsin;

Xo:[0.1]% x 2 = [0, ), Xo((t,5),) =ts ve @:[0,1]2 > [0,1]%, @(t,s) = (t,5)
olsun. Bu durumda X, [0,1]? kiimesi iizerinde ¢-konveks degildir,

Gergekten, eger (¢,0),(0,s) € [0,1]? ise hemen hemen her yerde asagidaki esitlikler

yazilabilir:
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Xo (A0, 0) + (1 = De(o, $).-) = %o ((4€£,0) + (1 - (O, )
= Xo((At, (1 = A)s),’) = A(1 - Dts;
AXo(p(t,0),2) + (1 — )X, (9(0, 5),°)
= AXo((t,0),)) + (1 = DX,((0,5),) = 0.
Bdylece ¢, s € (0,1) igin hemen hemen her yerde
Xo ((A0(£,0) + (1 - D9(0,5)).) > AXa(@(£,0),) + (1 — DXo(0(0,5),)

esitsizligi elde edilir ki, bu durumda X, [0,1]? kiimesi iizerinde @-konveks degildir.

Teorem 4.3. A kiimesi lizerinde ¢-konveks X:A x 2 — R stokastik siireci kuadratik
orta anlamda integrallenebilir ve ¢:A— A kuadratik orta anlamda siirekli bir
fonksiyon olsun. Bu taktirde hemen hemen her yerde asagidaki Hermite-Hadamard

esitsizligi dogrudur:

o(uy) + () o(vy) + @(v;)
X (( 2 ' 2 ) )

pluz)

1 P(v1) + @(v2)
G ((t ) )‘“

p(v2)

1 @) + o(uz)
" 2000 - 90 ) f}x(( 2 'S)')‘“

p{ry

() ova)

1
= W) — 9@ () — 9(72) M[ ) w([ ) X((t.5).") deds

p(uz)

1
= oty - o(uy)) QJ (X (o)) + x((t, (p(uz)),.)) dt

1)
. p(va)
") - o) w({ ) (*(toau). ) + X((p(2).5),)) ds
- 1( X((p(u). o)) + X((9(ty), @(v2)).) )
T A ((p(u2), 0 (1)) + X ((0 (1), @(v2)))

(4.10)



Ispat: X:A x 2 - R stokastik siireci A kiimesi iizerinde ¢-konveks oldugundan
Xe: [, 1] X2 = R, X,(v,.) = X{(¢,v),.) doniisiimi her ¢t € [uy,u,] icin [vy, va]
kiimesi {izerinde @-konvekstir. Bu durumda hemen hemen her yerde (3.1) esitsizligi

saflanir ve her t € [u,,u,] icin asagidaki esitsizlik yazilabilir:

o(vz)
p(v1) + o(v2)
() < e J He(sds
< Xe(p(vy),) + Xt((p(v?.):').

2
Yani her t € [uy,u,] igin asafndaki esitsizlik hemen hemen her yerde dogrudur:
o(vz)

o) +o(v2)
(e ) < oot | xena

e(vy)

< X((t: 49(”1))-') + X((tn (0(1’2))-')
< > :
Yukandaki esitsizligin [¢(u,), @(u)] iizerinde t parametresine gore integrali alinip

esitsizligin her tarafi ile garpilirsa hemen hemen her yerde asagidaki

1
puz)-e(u,y)
esitsizlik elde edilir:

p(uz)

(V1) + @(vy)
@(uz) — (p(ul)(p_u[ ( 5 ),)dt
1 e(z) @(v)
(fﬂ(uz) o)) e(,) — o)) X((t,5),)dsdt
ouy) @)
1 P(uz)
=2t - co(ul))wl (x(CCo@0)) + X((t o@w,)).) ) de. (411)

Benzer sekilde Xg:[uy,u,] x 2 - R, X.(w,) = X((u, s),-) doniisiimii yardimiyla
hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir:
p(vz)

1 o (uy) + @(uy)
o) =) ) X(( 2 's)')‘“

p(uz) @(va)

1
= W) — 9@ @) — (o) / [ x(e)asae

wliy) @(vy)
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o(vz)
1

= 2p(vn) - o) m({ | (x(Co 1), 9).) + X ((0(ur), $)))ds. (4.12)

(4.11) ve (4.12) esitsizlikleri taraf tarafa toplamilirsa, (4.10) esitsizligindeki ikinci ve
ligiincii egitsizlikler elde edilir. Benzer gekilde (3.3) esitsizligi saglandigindan hemen

hemen her yerde agagidaki esitsizlikler mevcuttur:

X ((cp(ua L IC) )

2 ¥
o(uz)
f p(vy) + ‘P(”z))
< P g

X ((¢(u1) + () o(vy) + <P(Vz) )
. ,

@(ve)
1 p(u1) + o(u,)
< orves | M) e

Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplamir ve gerekli islemler yapilirsa (4.10)

esitsizligindeki birinci esitsizlik elde edilir. Ayrica (3.3) egsitsizligi saglandigindan
hemen hemen her yerde asagwdaki esitsizlikler elde edilir:
p(uz)

1
Pp(uz) — o(uy) f X (6 p(w1)),)dt

231

< X((pQuy), p(v1)),) + X ((@ (), 0(v1)).") )
< 5 ;
w(uz)

1
@ (uz) — o) (

X ((t,@(wa)),)dt

iy

< X(Co), o)) + X((9(u2). (v2)),)
< . ;

@(va)
1

mw(u ) X ((p(1).5).)ds

< X)) @(v1)),) + X((p(ur) 9 (v2)),")
— 2 '
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1 @o(vz)
X ((p(uy),s),)ds
TG —pt | K@)
o)
X ((p(u2), p(¥1)),) + X ({0(u2), 0(v,)).)
< > ;
Son olarak yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve gerekli islemler yapilirsa,

(4.10) esitsizligindeki son esitsizlik elde edilir.

4.4. Koordinatlarda h-Konveks Stokastik Siirecler

Bu kisimda koordinatlarda h-konveks stokastik siire¢ tanimi verilmis ve bu siireler
igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Bu kismin tamaminda aksi
belirtilmedikge A:=T XS, T,.SC R, uj,up €T, vy, v, €S, u; <up, vy < vy,
44,4, €(01) ve h:(0,1) >R non-negatif bir fonksiyon, hZ 0,

Q) (9 o) > 0

Tamm 4.10. Eger her (t1,5,),(t2,52) € A igin hemen hemen her yerde asapidaki
esitsizlik saBlanirsa, X:A X2 - R stokastik siirecine A kiimesi iizerinde h-
konvekstir denir:

X((Aty + (1= tg, a5, + (1= A)s,),.)

< R(A)X((¢1,51),) + h(1 — DX((t3,55),°) (4.13)

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise X ‘e A iizerinde h-konkavdir denir.

Tanim 4.11. Eger her u € T, v € S igin hemen hemen her yerde
Xa:Tx02-R, X(w) =X((ws)), Xp: Sx2 >R, X,(v,) = X((t,v),)
kismi doniigtimleri sirasiyla h, ve h,-konveks ise X:A x 2 — R stokastik siirecine

koordinatlarda (h,, h,)-konvekstir denir.

Koordinatlarda (h;, h,)-konveks stokastik stire¢ formal olarak asagidaki gibi de
tanimlanmaktadir;

Tamim 4.12. Eger her (¢1,5,), (t;,5,) € A i¢in hemen hemen her yerde



X((Ayty + (1= Atz a5y + (1 = A3)s5),)
< hy (A1) ha ()X ((t1,51),) + Ay (A)ho(1 — Az)X((tpSz)-‘)
+hi (1 — 2Dk, (Az)X((fzn $1)0) + Ry (1 — 2)hy(1 - flz)X((tzn 52)-')-
ise X:A x 2 - R stokastik siirecine koordinatlarda (Ry, hp)-konveks stokastik siireg

denir.

Lemma 4.4. A kiimesi iizerinde h-konveks her X:A x 2 - R stokastik siireci,

koordinatiarda h-konvekstir, fakat tersi genel olarak dogru degildir.

Ispat: X:Ax 2 - R stokastik siireci A kiimesi iizerinde h-konveks olsun. Bu
durumda X.:Sx2 - R X.(v,):=X((t,v),) kismi doniislimii i¢in s;,5, €S
olmak iizere hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:
Xe(Az 51 + (1= 23)55,) = X((t, 438, + (1= 1) 52),°)
= X((Az28 + (1 — A0t 455, + (1 = 4,) s2))
< hy(A)X((t51),) + hy(1 A)X((¢, S2)r7)
= hp(A2)X:(51,7) + ha(1 = 1) X, (s2,7).

Yukaridaki esitsizlige gére, X,, S kiimesi iizerinde hy-konvekstir. Benzer sekilde
XaTxN-R X, (u,) = X((u, s),-) kismi doniistimiiniin de T kiimesi iizerinde h, -

konveks oldugu gosterilebilir.

Simdi lemmanin tersinin genel olarak dogru olmadig1 gésterilsin:
Xo:[0,1]° x 2 - [0, ), XO((t,s),-) =ts ve h:(0,1) » R non-negaiif, h # 0,
h(2) = A olsun. Bu durumda X, [0,1)? kilmesi iizerinde h-konveks degildir.
Gergekten, eger (t,0), (0,s) € [0,1]° ise hemen hemen her yerde asagidaki esitlikler
yazilabilir:
Xo ((A6,0) + (1= 1)(0,9)),) = Xo((At, (1 = D)s).1) = A(1 = A)ts;
R(D)Xo((£,0),7) + A1 = 1)X,((0,5),")
= 2X%((£,0),) + (1~ DX,((0,5),-) = 0.

Bdylece t,s € (0,1) igin hemen hemen her yerde

Xo ((A(£,0) + (1 - D)(o, $)) > h(A)Xo((6,0),7) + h(1 ~ 1)X,((0,5).")




esitsizligi elde edilir. Bu durumda X,,, [0,1]? kiimesi iizerinde h-konveks degildir.

Teorem 4.4. A:=[uy,u;] % [vy,v,] olsun. A kilmesi Gzerinde (h, h;)-konveks
X:Ax 02 > R kuadratik orta anlamda integrallenebilir bir stokastik siireg ve
hy, h2:(0,1) > R kuaratik orta anlamda siirekli iki fonksiyon olsun. Bu taktirde

hemen hemen her yerde asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligi meveuttur:

1 X((u1+u2 v1+v2) )
mgm(z) 22
Uz

! f X ((t %ﬁ) ) dt

S
4h, (7) (uz ~uy) 1

Va2

1 U, +u
+4h1(%)(1’2‘—171)fx(( 12 2:5)")5-'5

. U g
= (e = uy)(v; - Ul)! ! X((t's)") dsdt
1 1 i
< ——_Z(uz — ul)fo h, () d/lp_uf (X((t, vl),-) +x((t, 1’2):')) dt
1 1 ¢
+ 2(v, — VJJ{-} hy(4;) dAy vf (X((ul, S),-) + X((uy, s),.)) ds

< (X((ul, v),) + X((uy, v2),) + X((ug, v1),) + X((uz,vz),-))

1 1
x f hy (A dA, f hy (1) dA,. (4.14)
0 1]

ispat: X:A x 2 > R stokastik siireci A kiimesi iizerinde h-konveks oldugundan
Xe: [, v2] X 2 > R, X, (v,.) = X({t,v),.) déntisiimil her ¢ € [uy,u,] icin [vy,v,]
kiimesi {izerinde h,-konvekstir. Bu durumda (3.1) esitsizligi saglamir ve her t €

[u1, ;] igin hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik yazilabilir:

vz
1 vy + v, ) 1 f
o« .
2h (l) Xt( 2 )T -y X (s,)ds
2\2 31




1
< (Xt(vl,') + Xr(vz,'))]. hz(lz) dﬂ.z.
0

Yani her t € [u;,u,] igin hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:

1 1)X ((t:zl-;_vz,o)) < > 1 o fX ((tus).')ds

2h, (7 e

1
S (X((t, vl),') + X((t, VZ),')) f hz(/lz) dl].z.
¢

Yukandaki esitsizligin [u;,u,] iizerinde t parametresine g6re integrali alinip

1
Uz =Uy

esitsizligin her tarafi ile carpilirsa hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik

elde edilir;

Uz

! f X ((t #) ) dt

2hy (3) (up —w) g,

. uy ¥,
S T Tep— uf ! X((t.s),’) dsdt
1t p
== fo ha(12) d, f (x(Ct.v).) + x(Ce, v,),))dt. (4.15)

Ty
Benzer sekilde Xg:[uy,up] X 2> R, Xo(u,) = X((w,5),:) donilsiimii yardimiyla

hemen hemen her yerde agagidaki esitsizlik elde edilir:

L

1 fX((uI;uz,S).')dS

2hy () (v, = v) |

: u; v
= (U — ) (v, — 1) uf vj X((t,s).) dsdt
1 g i
== V1fo hi(4,) daxvf (X((ups).') + X((uz.s),-)) ds. (4.16)

(4.15) ve (4.16) esitsizlikleri taraf tarafa toplanilirsa, (4.14) esitsizligindeki ikinci ve
tgiincii egitsizlikler elde edilir. Benzer sekilde (3.4) esitsizligi saglandigindan hemen

hemen her yerde asagidaki esitsizlikler mevcuttur:



1 ¥ (u1+u2’vl+v2),' > 1 fX (t'vl-i-vz)'_ de;
1 2 2 Uy — Uy 2
2h (3)
V2
¥ (u1+u2 ul-l-vz). < 1 fX (u1+u2 5). ds
2 "2 A Vs — 1 2 ) '
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Yukanidaki esitsizlikler sirasiyla 2h, (-;—) ve 2h G) ile carpthp taraf tarafa toplanir

ve gerekli islemler yapilirsa (4.14) esitsizligindeki birinci esitsizlik elde edilir. Ayrica

(3.4) esitsizligi saglandigindan hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlikler elde

edilir:

Uz .

= ul! X ((tvy),)dt < (X((ul,vl),-) + X((uz'vl)"))]u hy (1) Ay
iy 1

— ! X ((t,v),)dt < (X((ul. vp),) + X((uz,vz),-))f0 hy(A,) dAy;
V2 .

— 171! X ((uy,8),)ds < (X((ul,vl),-) + X((r.tl,vz),-))[lJ hy (1) dAy;
va 1

T 1’1! X ((uz,8),)ds < (X((uz,vl),-) +X((u2,v2),.))fo ha(1y) d2,.

Son olarak yukanidaki ilk iki esitsizlik f, hy(A;) d4,, son iki esitsizlik Jy ha(A)) da,
carpihip taraf tarafa toplanir ve gerekli islemler yapilirsa, (4.14) esitsizligindeki son

esitsizlik elde edilir.

4.5. Koordinatlarda Harmonik Konveks Stokastik Siiregler

Bu kisimda, koordinatlarda harmonik konveks stokastik siiregler tanimi verilmis ve
bu siiregler igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Bu kismin tamaminda

aksi belirtilmedikge A= [uy,u,] X [v,v,] € (0,00) x (0,0), u; < u,, vy < vy ve
11, AIJAZ € [0,1]’d|r [IO].
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Tamm 4.13(10]. Eger her (t,5,),(t;,5,) €A igin hemen hemen her yerde
asagtdaki esitsizlik saglanirsa, X: A x 2 = R stokastik siirecine A kiimesi iizerinde

harmonik konvekstir denir:

( tifs 5152 )
Atj_ + (1 - A)tz ,Asl + (1 - A)Sz'

< AX((t51)0) + (1= DX((t2r55),). (4.17)
Yukandaki esitsizlik ydn degistirdiginde ise .Y’e A kiimesi iizerinde harmonik

konkavdir denir.

Tamim 4.14[10]. Eger her ¢ € [uy, u,], s € [vy, v,] igin hemen hemen her yerde
Xst[un,up] X 2 - R, X,(,) = X((w,5),),
Xe:[vpvp] X 2 5 R, Xe(v,) = X((t,v),)

kismi doniisiimleri harmonik konveks ise X:A X —» R stokastik siirecine

koordinatlarda harmonik konvekstir denir,

Koordinatlarda harmonik konveks stokastik siire¢ formal olarak asagidaki gibi de

tanimlanmaktadir:

Tamm 4.15{10]. Eger her (t,s,), (t;,5;) € A igin hemen hemen her yerde

( tit; 5153 )
Aty + (1= 243t 25 + (1 — Ay)s,”
= /1112)(((51-51)-') +4,(1- Az)x((fl-sz)-')
+(1 - 11)321"(('?2:31):') +(1-2))(1 - Az)X((tz,Sz),-)
ise X:AX 02— R stokastik siirecine koordinatlarda harmonik konveks stokastik

slireg denir,

Lemma 4.5[10]. A kiimesi Gzerinde harmonik konveks her X:A x 2 — R stokastik

siireci, koordinatlarda harmonik konvekstir. fakat tersi genel olarak dogru degildir.
ispat. X: A x 2 — R stokastik siireci A kiimesi tizerinde harmonik konveks olsun. Bu

durumda X;: [v1,v,] X 2 = R, X,(v,) = X((t,v),”) kismi dSniigimil igin 51,52 €

[1,v2] olmak iizere hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:

kY




5152

i (/1251 +s(11$2— A3)s; '.) =X ((t'lzsl +(- 12)52) '.)

g t? 515,
- A+ (1= A0t Ays, + (1 —Ay)s, /"

< X((ts)e) + (1 - 2)X((ts1),)
= X (s,) + (1 = A2)X(51,).

Yukaridaki esitsizlige gore, X,, [v,,v,] kiimesi iizerinde harmonik konvekstir.

Benzer gekilde Xs: [uy,u,] X 2 — R, X,(w,) = X((w,5),) kismi déniisiimiiniin de

[1t1, ;] kiimesi iizerinde harmonik konveks oldugu gosterilebilir.

$imdi lemmantn tersinin genel olarak dogru olmadi gosterilsin:

X:[1,3] x [2,3] X 2 = [0,0), X{(t,5),]) = (t —1)(s — 2) olsun. Bu durumda X,
[1,3] x [2,3] kiimesi tizerinde harmonik konveks degildir.

Gergekten, eger (1,3) x (2,3) € [1,3] x [2,3] ve @ € (0,1) ise hemen hemen her
yerde agagidaki egitlikler yazilabilir:

X( 2 9 ) —X(23) _1-8

20+(1-6)1'36+3(1-6)/" ) “\\1+8'"/)") " 1+8’
8X((1,3).-) + (1 — )X((2.3),)) = 0.

Boylece 8 € (0,1) igin hemen hemen her yerde

2 9
X ((29 +(1-0)1'36+3(1— 9))") > 0x((1,3),) + (1 - )x((2,3),)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda X, [1,3] x [2,3] kiimesi izerinde harmonik

konveks degildir.

Teorem 4.5[10). A kiimesi iizerinde harmonik konveks X:A x 2 > R stokastik
siireci kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Bu taktirde hemen her yerde
asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligi mevcuttur:
2 2 r1 2
(G ) mt | #4(( ). )

1




4]
v vy 1 2u uy
bt [ Le((2e ) )
2w, —vy) ) st (u1 + u, ) s
5]

Hz T2
U U Ty Uy

1
= (uz — ) )(vy — vy) f f @X ((¢,5),) dsdt

Uy vy

Uz
Uyl 1
<1t =y | 7 EE ) +X(@v).)) e
U
vz
ViV 1
4w, —vy) J s
vy

(X((ul,s).-) + X((uz.s),-)) ds

< X((T-h- V1)»‘) + X((ul: vz):‘) + X((uz: '71)»') + X((uz’ Vz)-')
< 7 :

(4.18)

ispat. X:Ax 02 > R stokastik sireci A kiimesi iizerinde harmonik konvcks
oldugundan X;: [v, v,] X 2 - R, X,(v,.) = X((t,v)..) dénisiimii her ¢ € [uy,u,]
igin [vy,v,] kiimesi iizerinde harmonik konvekstir. Bu durumda (3.5) esitsizligi

saglamr ve her t€ [u;,u;] igin hemen hemen her yerde asagdaki esitsizlik

yazilabilir:
¢ (v,.) )
21711’2 vlvz 1 Xt V1,' +Xr(vz,‘
X ( '.) < f—X g d S '
v, + v, v, —v, J 52 e(s)ds 2
51

Yani her t € [uy,u,] i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik dogrudur:

V2

({62 )) € 2% [ L (e Jas M)+ X(Cr))

'v1+vz' Z—Ulv 2
1

Yukaridaki esitsizligin [uy,u,] iizerinde t parametresine gére integrali alinip

esitsizligin her tarafi uu’u: ile carpilirsa hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik
27y

elde edilir:

Uz

g 1 2n,v
- f -;X((t, 2 ).-)dt
Uy — Uy ; t 121 + Vs
1
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Uz V3

[] @x((t, $).) dsd

Uy

U U V01 V5
~ (ug —u)(v; —vy)

Uz
U Uy 1

- Z(uz —ul) £2
Uy

(%6 v).) + X((6,v2).7)) e (4.19)

Benzer sekilde Xg:[uy,u,] x02 - R, X,(u,) = X((u, s).-) donlistimii yardimiyla

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir:

.

2
(P) 1 2uu
1z f—ZX(( 12 ,s),-)ds
Uy =1y Y Uy +u2

L]

Uz ¥

ffﬁx((t-s).')dsdt

W v

U U1 U,
T (uy —u)(vy; —vy)

V2
V1V 1

T 2(v, —vy) ) s?
vy

(X(Cu1, 9).) + X((uz, $)))ds. (4.20)

(4.19) ve (4.20) esitsizlikleri taraf tarafa toplanilirsa, (4.18) esitsizligindeki ikinci ve
liglincli esitsizlikler elde edilir. Benzer sekilde (3.5) esitsizligi saglandigindan hemen

hemen her yerde asagidaki esitsizlikler meveuttur:

Hz
2uu 2 v U 1 2
X( 12’ 12).-5 1Uz f__X (t, 12)’. at;
U +u2 (2% + [5) Uy — U, 52 141 + [%5]

Uy
L
2uyu;, 2y v v 1 2u4u
(R, By ) v (1 (2 ) )
U.1+u2 v1+vz Uy =~ 52 u1+u2
4]

Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplamir ve gerekli islemler yapilirsa (4.18)
esitsizligindeki birinci esitsizlik elde edilir. Ayrica (3.5) esitsizligi saglandigindan

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlikler elde edilir:

f tizX((t, ) )de < X((u1 1)) -:l!- X((uy, Vl).-);

Uy

Uy Uy
Uy — Uy

Uz

1
f t—zx((r, vy),)dt <

Ut

Uilsy
U — Uy

X((u1,v2),) + X((uz,v2),)
- ;

34



]

f %X((ul,s),-)ds <

L2t

Vv,

X((uy, 1)) + X((uy, v2),) i
VvV — 1 ,

2

2

f éX((uz, s))ds <

L5

"1V, X((“Zlvl)l') + X((uz, vZ)l')

2

Vo=

Son olarak yukandaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve gerekli islemler yapilirsa,

(4.18) esitsizligindeki son esitsizlik elde edilir.

4.6. Koordinatlarda Preinvex Stokastik Siirecler icin

Bu kisimda, koordinatlarda preinveks stokastik siiregler tammi verilmis ve bu
stiregler igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir. Bu kismin tamaminda aksi
belirtilmedikee A:=T x §, 7,5 € R" bostan farkli kapal birer kiime, u,,u; €T,
v,V €5, wy <Up, vy <y 4, 4,4, €[0,1], 0 :TXT > R", 1,:5 xS - R"
fonksiyonlari ve X: A X () — R stokastik siireci kuadratik orta anlamda siirekli olarak

kabul edilmistir.

Tanmm 4.16. (u,v) € T x S olsun. Eger her (t,s) €T x Sve 1,1, € [0,1] igin
(u+ A0 (6w),v + Am5(5,v)) ET X §

ise, T X § kiimesine (1, v) noktasinda 5’ya gore inveks bir kiime denir. Eger T

kiimesi her bir (u,v) € T X § noktasinda invex ise, T X § kiimesine 1, ve n,’ye

gore inveks bir kiime denir.

Tanum 4.17. Eger her (¢,5,),(t2,5,) € A igin hemen hemen her yerde asagidaki
esitsizlik saglamirsa, X: A X 2 - R stokastik siirecine A kiimesi iizerinde 71 ve 1, ye

gbre preinvekstir denir:
X (6 + Amu (e ty), 51 + Any(s5,50)),. )
< (1= DX((en51)0) + AX((t2,50)). (4.21)

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise .X"e A kiimesi iizerinde n, ve n."ye gbre

prekonkavdir denir.
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Tanim 4.18. Eger her t € T, s € § igin hemen hemen her yerde
X:TxN-R, X,(u,) = X((u,s),-), X SxN-R, X, (v) = X((,,v),)
kismi doniistimleri sirasiyla 1,, n,’ye gore preinveks ise X:A x 2 > R stokastik

siirecine koordinatlarda n, ve 1, ye gore preinvekstir denir.

Koordinatlarda preinveks stokastik siire¢ formal olarak asagidaki gibi de
tanimlanmaktadir;

Tamim 4.19. Eger her (¢,,51), (t2,5;) € 4 igin hemen hemen her yerde
X ((t1 + A (ta, t1), 51 + 12?72(52:51)):-)
< (-0 = 20X((ty,50)) + (1 - A)AX((t,52).)
+A1(1 = )X (2, 51)) + 114, X((t2,55),).
ise X:Ax - R stokastik siirecine koordinatlarda 7, ve 7,'ye gére preinveks

stokastik siire¢ denir.

Lemma 4.6. A kiimesi iizerinde 7, ve 7,'ye gdre preinveks her X:Ax 2 - R
stokastik siireci, koordinatlarda 1, ve 1,’ye gbre preinvekstir, fakat tersi genel olarak

dogru degildir.

ispat: X:A X 2 — R stokastik siireci A {izerinde 11 ve 1, ye goére preinveks olsun.
Bu durumda X: S X 2 > R, X.(v,) = X({¢t,v),") kismi doniisiimii icin n(t,¢t) =0

ve 51,52 € S olmak @izere hemen hemen her yerde agafidaki esitsizlik dogrudur:
Xe(s1 + A2n(sz,51)0) = X((t, 51+ Azq(sz,sl)).')
=X ((t + 2,7(8,£), 51 + Aon(s,, sl)),-)

< (1= 2)X((t,50).) + :X(Ct,s),)
= (1 = 22)Xe(51.) + 22X, (s,1).
Yukaridaki esitsizlige gore, X,, S kiimesi iizerinde ,"ye gore preinvekstir. Benzer
sekilde X;:T x 2 » R, X;(u,") := X((u,s),-) kismi doniisiimiiniin de T kitmesi

iizerinde 7, ye gore preinveks oldugu gosterilebilir.

Simdi lemmanin tersinin genel olarak dogru olmadig gosterilsin:
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Xo:[0,1]2 x 2 = [0,00), Xo((t,5)) =ts ve 5:[0,1]% > [0, ), n(s,t) =s—t
olsun. Bu durumda X,, [0,1)° kiimesi iizerinde 1’ya gore preinveks degildir.
Gergekten, eger (¢,0),(0,5) € [0,1]* ise hemen hemen her yerde asagidaki esitlikler

yazilabilir:
X ((6,0) + 1n((0.9), ,0))) =% (@ -De.as)) =41 - pyes;
AXo((2,0),-) + (1 = DXe((0,5),) = 0.

Béylece t,s € (0,1) i¢in hemen hemen her yerde

X, (((t, 0) + A((0.5), (¢,0))) ) > 2Xo((6,0),7) + (1 = )X,((0,5),")

esitsizligi elde edilir. Bu durumda X;, [0,1]? kiimesi {izerinde n’ya gbre preinveks

degildir.

Teorem 4.6. A:= [uy,uy + ny(uz,u)] X [v4, 01 + 0(v2,17)] ve A X kiimesi
iizerinde ny ve 1, ye gore preinveks X:A x £2 —» R stokastik stireci kuadratik ora
anlamda integraitenebilir olsun ve ny, 1, igin “C” kosulu saglansin. Bu taktirde u, <
uy + MUz, uy) ve vy < vy + 7,(vy, 1) igin hemen her yerde agagidaki Hermite-

Hadamard esitsizlii mevcuttur:

1 1
X ((ul +§ MUz, uy), 1y +§ N2(v2, V1)) -')
ty+ 0y (uzuy)
<! f X((t e )) )dt
€ UL+ = (v, 1) )
21, (uz.uy) : ) Lcehtd
1

v+ n2(va,)

1 1
X ((u1 +E nl(uz,ul),s) ) ds

+-——
21,(va,vy)

vy
tyt Py (liz) v+ i (va,wy)

! X((t,5),)dsdt

<
1 (Uz, Uy} (v, vy)

Uy v
1 Uyt 0y (uz.ny)
= 41y (uz 1) u] (X((t' vl)") + X((t: vz),‘)) dt
1

Vit n2(v2.0)

! (X((ul,s),-) +X((u2.s),‘)) ds

+-—_.
41n,(va, 1)

151
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< X((ull vl)t') + X((uli vz)u') + X((uz- vl)") + X((uz; 172),')
= ) .

(4.22)

ispat: X:Ax 0 - R stokastik siireci A kiimesi iizerinde konveks oldugundan
Xelvp v + ma(vz, )] x 2 - R, X, (v,.) =X((t,v),.) donlsiimii her t€
[ug, ug + n(uaawy)] igin (v, vy + 2(v5,v,)] kiimesi Gizerinde konvekstir. Bu
durumda (3.6) esitsizligi saglanir ve her t € [v, v, + 5;(v,, ;)] icin hemen hemen
her yerde asagidaki esitsizlik yazilabilir:

v+ 72 (v2.1)

1 1
Xe (U1 '*'5 ?72(”2-"1).') L [ X (s,)ds <

X (vy,) + X (v2,)
772(172:171) .

2

51
Yani her t € [u;,1; + n,(u;, 1)) i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik
dogrudur:

v+ 2 (va.0y)

1 1
X ((t, v, + 7 n2(vs, vi),-)) < ERCRD) f X ((t,5),)ds

< X6 v)) + X((t,v2),)
< 5 a
Yukandaki esitsizligin [u;, u; + 1,(uz, uy)] tzerinde t parametresine gbre integrali

alinip esitsizligin her tarafi ile ¢arpthrsa hemen hemen her yerde asaidaki

S
1y (tz,14)
esitsizlik elde edilir:

1ty + 1y (Lg,0)

_T;'Ri_zm f X ((t' V1 +% n2(va, Vl)) .-) dt

ty
gt gy (uziy) v+ apa (v2,0)

! f f X((t,5),) dsdt

<
1 (uy, uy) N2 (v, vy)

iy |2

et 0y (Ug,uy)

P
21 (uz,uy)

(x(&v)) + x(t.v2),)) de. (4.23)

Uy
Benzer sekilde Xg: [uy,uy + 11 (uz 1)l X 2 > R, X (w,) = X((u,5),") doniistimii

yardimiyla hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir:
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. i+ N2 (Va.04) .
_— X (u +=ny(u,u ,s),-)ds
N2 (v2,14) f ( 1 2’?1( 2 U;)
vy
g+ (uazuy ) v+ na(va,v,)

1
= N1 (U, ) 2V, vy) f f X((t,5),") dsdt

uy ty

vy + N2(V2.0;)

1
= Tna(vn ) f (%(0,9).) + X(@2,5),) ) ds. (4.24)

L4t
(4.23) ve (4.24) esitsizlikleri taraf tarafa toplanilirsa, (4.22) esitsizligindeki ikinci ve
ligiincil esitsizlikler elde edilir. Benzer sekilde (3.6) esitsizligi saglandigindan hemen

hemen her yerde asagidaki esitsizlikler mevcuttur:

1 1
X (u1 +§‘ m(uz,uy), 1y +E Uz(”znvl))o'

Uyt 71 (iz.U,)

1 J 1
S X (t,v + = (v, v ).-)dt:
71 (s 17 ( 1V 3 n2(va,vp)

Uy

1 1
X (u1 +§ muzu) vy +§ n2(vy, V1))u'

v+ 2(va,vy)
< T(i;v_ﬂ U[ X ((ul +;— N (uz,ul),s) ) ds.
Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplamir ve gerekli islemler yapilirsa (4.22)
esitsizligindeki birinci esitsizlik elde edilir. Ayrica (3.6) esitsizlifi saglandigindan
hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlikler elde edilir:

Hy+ 7y (Uaiky)

1 . X((ul,v1),~) + X((uZ-vl)").
| A(Emas 2 '
. Uy+ it (Uuzu;) X(( ) )+X(( ) )

U Uz ), Up, Uz ), .

proen Bl EEICIOOUE z '

LI%Y

i+ (v, )

1 X((uy,v),") + X((uyv2),°)
n2(v2, 1) X () )ds < 2 :

vy
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v+ 12 (va.ty)

1 X({uz, v1),) + X((uz, v3),-
m f X((uz-s).')dss (uz V1 )2 (ug vy )

Son olarak yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve gerekli islemler yapilirsa,

(4.22) esitsizligindeki son esitsizlik elde edilir.
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BOLUMS5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin giris kisminda ilk olarak bu konuda literatiirde yer alan arastirmalardan
kisaca bahsedilmistir. Kaynak arastirmasi kisminda, stokastik stiregler ile ilgili
gerekli temel kavramlar verilmistir. Materyal ve yontem kisminda ise, reel sayilar
iizerinde tammh bazi konveks stokastik siiregler hakkinda baz biigiler sunulmustur.
Son olarak, tezin aragtirma bulgulart kisminda s6z konusu bu siiregler koordinatlarda

tammlanmustir. Ayrica bu siiregler igin Hermite-Hadamard esitsizlizi elde edilmistir,

Bu calismada bulunun sonuglar, diizgiin dagihma sahip gesitli konveks stokastik
siireclerin  beklenen degeri ile maksimum ve minimum degerlerinin
kargilagtinimasinda gereklidir. Yani bu tezde ele alinan gesitli konveks stokastik
siiregler igin elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri, olasiliksal olarak
genel durumda kisaca asagidaki gibi yorumlamak miimkiindiir:

X(EA,) <5 EX(4,) <, EX(A",)
Burada E, beklenen deger; X, A = [a, b] X [c,d] kiimesi iizerinde diizgiin dagilim
sahip belli bir konveks stokastik siireg ve <, ise rastgele degiskenlerin konveks
siralamasi olarak tanimlanir. Bu tezde ise asagndaki gibidir:
I. X, konveks iken X(A.0(4),) < EX(4,) < A O(X(A,));
2. X, log-konveks iken X(A. 0(4),") <4 EX(4,") <¢ L. O(X(A,)):
3. X, @ -konveks iken X(A 0(9(4)),") ¢ EX(A) <g A O(X(@(4),)):

4. X, h-konveks iken —r ( (@ FA-00),) <o EX(8,) <00 28.0(X(8,)) [ h(A) dA;
5. X, harmonik-konveks iken X(H. 0(4),) <4 EX(4,) <q A.O(X(A,-));
6. X, preinveks iken X(A. 0(4),") <, EX(A,) < A.O(X(A),

Burada A.O. aritmetik, H.O, harmonik ve L.O, logaritmik ortalamay gostermektedir.
Bu konuda, bazi konveks stokastik siireglerin n-boyutlu uzayda incelenmesi veya bu

siiregler igin  Hermite-Hadamard  esitsizliginin genellestirilmesi yapilabilecek

calismalardandir,
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