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OZET

Doktora Tezi
UZAY FORMLARINDA LINEER WEINGARTEN YUZEYLERI

Feray Bayar

Ondokuz Mayis Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ayhan Sarioglugil

Oklid uzayinda lineer Weingarten kanal ylizeyleri ya bir tubular yiizeydir ya da bir
dénel ylzeye paraleldir. Bu calismada bu sonu¢ diger uzay formlarina
genellegtirilerek, lineer Weingarten kanal ylzeylerinin herhangi bir uzay formunda
izotermik oldugu ispatlanmaktadir. Buna gére birinci bélimde problemin acgik
ifadesi ve tezin amaci ayrintili olarak belirtilmis olup literatiir 6zeti verilmistir. ikinci
boélim, Mdbius ve Lie kire geometrinin temel kavramlarina ayrilir iken, Gguncu
bélimde problemin ¢6zim metodunu iceren Oklid uzayinda siniflandirma
sonugclarinin nasil elde edildigi gdsterilmistir. Dérdiinct bélim genel siniflandirma
sonuglarini icermesinin yani sira lineer Weingarten ylzeylerinin 6zel omega
yuzeyleri olarak nasil ortaya c¢iktiklari ve izotermik ylzeylerin ayrintili incelemesi
verilmektedir. Son bdlimde ise elde edilen bulgular 6zetlenerek sonuclarin olasi
uygulama alanlari ifade edilmi stir.

Haziran 2018, 74 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lineer Weingarten yUzeyleri, Uzay formlari, Omega ytzeyleri,

izotermik yiizeyler, Kanal ylizeyleri



ABSTRACT

Doctoral Dissertation
LINEAR WEINGARTEN SURFACES IN SPACE FORMS

Feray Bayar

Ondokuz Mayis University
Graduate School of Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan Sarioglugil

In Euclidean space every linear Weingarten channel surface is either tubular or
parallel to a surface of revolution. In this thesis, by generalizing this result to other
space forms, it's proven that the linear Weingarten channel surfaces are
isothermic in any space form. Hereunder, in the first chapter the clear description
of the problem and the aim of the thesis is determined and the literature is
summarized. While the second chapter is parted into the basic notions of Mdbius
and Lie sphere geometry, in the third chapter it is pointed how to obtain the
classification results, which contain the methods in Euclidean space. The fourth
chapter has not only the general classification results but also it gives how the
linear Weingarten surfaces appear as special omega surfaces and besides
detailed review of the isothermic surfaces. At the last chapter the results which
acquired are summarized and possible applications of the results are stated.

June 2018, 74 pages

Key Words: Linear Weingarten surfaces, Space forms, Omega surfaces, Isothermic
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1. GIRIS

Uzay formlarinda lineer Weingarten yuzeylerinin olusturdugu ylzey siniflari,
diferansiyel geometri alaninda calisan arastirmacilarin son zamanlarda en cazip
calisma alanlarindan biri haline gelmistir. Bunun sebepleri su sekilde agiklanabilir:
ilk olarak, bu yiizeylere sabit Gauss ve sabit ortalama egrilikli ylzeylerin alt
siniflarina benzer sekilde, integrallenebilir bir sistemle yaklasilabilir. ikinci olarak
ise Riemann veya Lorentz uzay formlarinda bazi lineer Weingarten ylzey tipleri
(en ¢ok dikkat ¢ekeni hiperbolik uzayda Bryant tipi lineer Weingarten ylizeyleri)
Oklid uzayindaki minimal ylizeyler gibi benzer metotlara erisebilmeyi saglayan
Weierstrass tipi gosterimlere sahiptir. Hatta bazi lineer Weingarten ylzeyleri
(6rnegin; Oklid uzayindaki yari kiiresel ylizeyler) kendi dzelliklerinin gerekliligi ve
dogal bir sonucu olarak singilerligi gelistirmektedir. Dolayisiyla ylzeylerde

singulerligi calisabilmek i¢in bu ylUzeyler en ideal sinif haline gelmektedir.

Oklid uzayinda f : 3> — R? yiizeyi verilsin. a, b, ¢ € R? ve bu ylizeyin Gauss

ve ortalama egrilikleri,sirasiyla, K ile H olmak Uzere
aK +2bH +c =0 (1.1)

seklinde asikar olmayan bir baginti saglaniyorsa, f ytizeyine bir lineer Weingarten
ylzeyi adi verilir. Agik¢a sabit ortalama egrilikli yuzeyler (@ = 0) ve sabit Gauss
egrilikli yizeyler (b = 0) birer lineer Weingarten ylzey 6rnekleridir. Bunlara gore
daha az bilinen ise egrilik yarigaplarinin ortalamalar sabit (¢ = 0) olan ytzeyler,

yani minimal ylzeylerin paralel yGzeyleridir.

Lineer Weingarten ylzeyleri igin (1.1) denklemine benzer bir tanim, Lorentz
uzay formlarinda (spacelike) lineer Weingarten yudzeyler icin kullanihr. Gauss
egriliginin (agilk) K = kk, gosterimi veya (kapali) indirgenmis gd&steriminin
kullanilip kullaniimamasi yapi denkleminden bagimsiz iken, kapali formda Gauss
egriligini kullanmak daha yaygindir. Bu nedenle (1.1) denklemi asli egriliklerin
kuadratik bir denklemi olarak kalir. Bu durumda lineer Weingarten ylzeyi 6zel
olarak tip ylizeyi adini alir. Diger bir ifadeyle, verilen bir lineer Weingarten
ylzeyinin sabit asli egrilige sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, (1.1) kuadratik

denkleminin ac — b* = 0 diskriminantina sahip olmasidir.
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Biitlin uzay formlarindaki geometriler S Mobius (konformal) geometrinin alt

geometrileri olarak ortaya ¢gikmaktadir. g € R*! olmak Uzere

Ri={xel :(x,x)=0,(x,q) =—-1) (1.2)

kuadrigi « := —|g|* sabit egriligine sahiptir (Burstall vd, 2012). Lie kiire geometrisi
ise ayni zamanda Lorentz uzay formlarini icermektedir (Blaschke, 1929). Bu
baglamda tubular ylzey olmayan lineer Weingarten ylzeyleri, 6zel olarak
Q-ylzeyleri olarak karakterize edilebilir (Burstall, 2006). Q-yuzeyleri, (Demoulin,
1911a) ve (Eisenhart, [1915b) kaynaklarindan da gdérilecegi Uzere genel
Ozelliklere sahip, genis kapsamli Lie kire geometrisinin esnek ylzeyleridir veya
buna denk bir ifadeyle harmonik olarak egrilik kirelerini ayiran izotermik kire
kongrianslarinin bir ¢ifti tarafindan belirlenen Legendre liftleri ile karakterize
edilebilir (Blaschke, [1929). Bdyle bir Q ylzeyinin herhangi bir uzay formunda
lineer Weingarten olmasli icin gerek ve yeter kosul ylzeyin izotermik kire
kongriansindan her birinin bir uzay formu izdigimadnt tanimlayan, sabit bir kire
kompleksinde degerler almasidir (Burstall, 2006).

Lineer Weingarten yUzeylerinin 6zel Q-yuzeyleri olarak karakterizasyonu, bu
yUzey siniflarina integrallenebilir sistem yaklagimi araciligiyla geometrik bir bakig
saglamaktadir. Boylece izotermik yUzeylerin zengin teorisi ulasilabilir hale
gelmektedir. Ozel olarak, izotermik yiizeylerin déniisiimler agisindan zengin
teorisi ulasilabilir hale gelmektedir. Klasik ¢aligmalar igin (Christoffel, [1867),
(Demoulin, |1911b), (Calapso, 1903), (Calapsol [1915), (Bianchi, 1905), (Bianchil,
1904), (Musso and Nicolodi, [2006) veya (Bobenko, |2008) kaynaklari incelenebilir.
Bunlardan bagimsiz olarak Q yiizeylerinin déntdstumlerinin klasik degerlendirmesi
(Eisenhart, 1915b) ve (Eisenhart, [1915a) kaynaklarinda verilmistir, ayrica modern
yaklasimlar igin (Clarkel [2012) ve (Pember, [2015) incelenebilir.

Lineer Weingarten kanal yUzeyleri yani, 1-parametreli kire ailesinin zarfi
olan lineer Weingarten vyiizeyleri Oklid uzayinda siniflandiriimistir
(Hertrich-deromin vd, 2015), (Tuncger vd, 2011) ve (Lopez, 2008b). Bunlar ya acgik
bir sekilde parametrik hale getirilebilen tubular ylzeyler ya da dénel ylzeylerdir.
Bu yuzeyler birinci olarak Hilbert’in yari kiresel ytzeylerin singllerliginin varhgi

Uzerine olan teoreminin genellestirmesini incelemek (Aledo Sanchez and Espinar,
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2007), (Lopez, 2008b), ikinci olarak da Lie geometride iki ydnden de esnek
yuzeyleri (Musso and Nicolodi, 2006) arastirmak adina &6nemli &6rnekler
icermektedir.

Bu tez galismasinda s6z0 edilen lineer Weingarten kanal yUzeylerinin bir
uzay form geometrisinde daha genel olugsumlar igin siniflandiriimasini ispatlamak
Uzere kUre geometri metotlarini uygulamak amaglanmaktadir. Bu amag
dogrultusunda, daha genel siniflandirma sonucuna ulasmak arzu edilmektedir.
Daha acik belirtmek gerekirse, bu alternatif yaklasim Oklidyen durumun yetersiz
kaldigi bazi durumlarda geometrik bir kavrama saglayacaktir. Bu da lineer
Weingarten ylUzeylerinin Lie geometrik karakterizasyonu kullanilarak yapilacaktir.
Diger taraftan, lineer Weingarten kanal ylzeyleri Lie kire geometrisinde ¢oklu
esnek ylzeyler (multiply non-rigid surfaces) olusturdugu igin, bu yaklagimin
Q-ylOzeyleri sinifinin  daha iyi anlasilmasini kolaylastirmasi beklenmektedir
(Ferapontov, 2002) ve (Musso and Nicolodi, 2006). Ama¢ sadece bu
degerlendirmeler altinda ylzeylerin soyut bir siniflandirmasini yapmak degil, ayni
zamanda vyapilanlarin uygulanabilirligini elde etmektir. Ornegin Weierstrass
gbsterimi veya olasi doéndstmler kullaniminin yaninda uygun veri ve eliptik
fonksiyonlara gére acik parametrik gdsterimlerin bulunmasi ve deneyler igin uygun
grafik veya nimerik modeller, daha da 6tesi Uretilen verilerin analizinin yapilmasi
tez calismasinin olasi sonuglaridir. Yani temel amag, farkli bakig agilarinin ilgisini
ceken lineer Weingarten yizeylerinin 6zel bir sinifi olan lineer Weingarten kanal

yUzeylerinin siniflandiriimasi icin kiire geometrisi metotlarina bagvurmakir.






2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

2.1. Mobius Geometri

Projektif geometrinin bir alt geometrisi olan Mébius geometride herhangi bir agiyi
élcmek mimkiin iken, Oklid geometrisinin aksine uzaklik diciilemez. Bu nedenle
yUzeylerin M6bius geometrisi, metriklerin konformal bir ¢esidiyle donatiimis ancak
bilinen bir metrik tagimayan herhangi bir ambient uzaydaki ytzeylerin geometrisi
olarak ele alinabilir. F. Klein’a gbére ylzeylerin Mdbius geometrisi ise Mdbius
déntstmleri altinda korunan konformal S kiiresi icindeki yiizeylerin 6zelliklerini
inceler. (Burada M6bius dénlisiimii ile S° de hiperkdreleri koruyan bir donisim,
hiperkiire ile de R* Oklid uzayindaki bir afin hiperdiizlemi ve S° c R* kiiresinin
enine kesisimi belirtimektedir). S3 = R3 U {co} kiiresinin M6bius dénlistimlerinin
grubu inversiyonlar, yani S® deki hiperkirelerin yansimalari tarafindan
Uretilmektedir.

Mébius diferansiyel geometride uzakligin 6lgilememesi ilging sonuclar
olusturur. Ornegin; Mdbius geometriye gdre diizlemler (co noktasini igeren kiireler
olarak) ve R? deki kiireler birbirine denktir. Buradan Klein'in bakis aglsmeﬂ
dayanarak Mébius geometrinin Oklid geometrinin bir alt geometrisi oldugu
sonucuna ulasilabilir.

Bunun diginda, yuzeylerin klasik diferansiyel geometrik invaryantlari da
anlamini yitirir. Ornegin; bir ylizey Gizerindeki indirgenmis metrik kavraminin yani
sira egrilik kavrami da R*® uzayindaki kiire ve diizlem 6rneklerinden dolayi
manasizlasir. Bunun sebebi, bu kavramlarin ambient uzayin metrikleri kullanilarak
tanimlanmalarindan kaynaklanmaktadir.

Moébius geometri klasik olarak projektif geometrinin  baglaminda yer
almaktadir. R® Oklid uzay konformal olarak S* birim kiiresine stereografik
izdGstm dénlsimu ile denk oldugundan, Mébius uzayinda galisabilmek igin temel
uzay olarak R? yerine S3 alinabilir. Bu 6zellik, co noktasini dikkate almak icin
hiperkire ve hiperdizlemleri ayirt etmeye gerek kalmayacagindan igleri daha da

kolaylastirmaktadir.

'Klein'in bakis agisi: Mébius déniigiimlerinin grubu inversiyonlar tarafindan Uretilir. Yani
dizlemlerdeki (6zel kireler olarak) yansimalara kisitlayarak Oklid uzayinda izometrilerin grubu elde
edilir.



2.1.1. Light koni modeli

Bu bélim boyunca (Cecil, 1992) kaynagindan yararlanilacaktir.

x,y € R*icin x.y garpimi, x ve y vektorlerinin i¢ carpimi olmak (izere, S° birim
kiiresi, Yx € R*icin x.x = 1 kosulunu saglayan noktalarin kiimesidir. R? Oklid uzays,

R* de x; = 0 denklemi ile verilen hiperdiizlem ile tanimlanirsa
(0, x5, x3,x4) ~R* c R* (2.1)

yazilabilir.
Tanim 2.1. S birim kiiresinin giiney kutup noktas! P = (-1, 0, 0,0) olmak (izere,
7:8%—{P} - R}

X2 X3 X4
X1+1’X1+1’X1+1

) (2.2)

(X1, X2, X3, X4) = T(X1, X2, X3, X4) = (0,

déndsimune stereografik izdlisim déndsdmi ad verilir.

R3
o
Sekil 2.1: Stereografik izdlisim
Tanim 2.2. u = (u», u3, us) € R3 noktasi igin
o:R > S§°—{P}
o) = (1 —uu 2u ) (2.3)

l+uu 1+uu

dénlsUmu de ters stereografik izdlistim dénlstimd olarak tanimlidir.
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Bu bolimde amag S°® de yoénlendirilemeyen hiperkirelerin  uzayini
olusturmaktir. Bu nedenle, 5— boyutlu R*! Minkowski uzayinda bazi temel

bilgilerin bilinmesi gerekmektedir.

Tanim 2.3. x,y € R*! igin

(X, ) = =x1y1 + X2y2 + X3Y3 + XaY4 + X5)5 (2.4)

bilneer formuna Lorentz skalar ¢arpimi denir. Ayrica herhangi bir x € R*! vektor
sirasiyla, (x,x) > 0 ise spacelike, (x,x) < 0 ise timelike ve (x,x) = 0 ise lightlike

olarak adlandirilir.

Tanim 2.4. R*! Minkowski uzayinda biitiin lightlike vektorlerin kiimesi
L* = {x = (x1, X2, X3, X4, x5) € R* [ x |= 0} (2.5)

seklinde bir donel koni meydana getirmektedir. Bu koniye light koni denir. Timelike
vektorler light koni iginde, spacelike vektorler diginda ve lightlike vektorler koni

Uzerindedir.

Mébius geometrinin klasik light koni modelinin temeli R* Oklid uzayinin RP*
projektif uzayinin bir alt afin uzayi olacak sekilde gémulmesiyle olusturulur. Yani
temel fikir S = R3 U {oo} konformal 3— kiresini bir kuadrik olarak R*! Minkowski
uzaymnin projektif light konisi olacak sekilde RP* projektif uzayina gémmekiir.

Kisaca S° = PL* ile gosterilebilir.

Tanim 2.5. RP* projektif uzayinin bir afin hiperdiizlemi R* olmak tizere

w83 cR* - RP?

(X1, X2, X3, X4, X5) = [(1, X2, X3, X4, X5)] (2.6)

dénusimune bir embedding (gbmme) denir.

Burada her bir [(xg, X1, X2, X3, X4)], X0 # O noktalarininy e R*ve 1 <i <4,y =
;“—(; icin [(1, y1,y2,¥3,¥4)] = [(1,y)] seklinde tek bir gdsterimi vardir.
S3 birim klresinin y € S3 igin [1,y] noktalari ile meydana gelen y gdmmesi

altindaki gorintisu X olmak Gzere, [(1,y)] noktast i¢in ((1,y)(1,y)) = -1.1+y.y =0
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bulunur. Tersine (1, y) vektorinin kendisi ile i¢ carpimi 0 ise y € S elde edilir. Bu
nedenle, T = y(S?) kimesi R*! icindeki lightlike vektorlerin projektif siniflarindan
meydana gelmektedir.

Simdi, R* Oklid uzayini x, = 0 denklemi ile R* uzayinin bir alt uzayi olarak
tanimlayarak, (2.3) ve denklemlerinin bilegkesi

Yo : R> - RP*

1 —-u.u 2u 1+uu 1-uu

u— (o)) = [(1 N=ll———

M+uu 1+uu

s )] (2.7)

seklinde yazilir. RP* projektif uzayinda z = (21,22, 23, 24, 2s) homojen koordinatlari
ile bir z noktasi verilsin. (yo)(R?) kimesi, [+1,-1,0,0, O]E] aykiri noktasi disindaki

(z,z) = 0 denklemi ile verilen £ kiimesinde yatan noktalarin kiimesidir.

Tanim 2.6. [+1,-1,0,0,0] aykiri noktasI disindaki noktalar diizglin noktalar ve X

kiresi de Mdbius kiresi veya Mébius uzayi olarak adlandirilir.

2.1.2. Mobius geometrinin temel bilesenleri

Mobius geometrinin temel elemanlari S* kiiresindeki hiperkirelerdir. Bu bélimden
itibaren S* kiresindeki hiperkireler s ile gosterilecektir. Ayrica bu bdlim boyunca
(Hertrich-Jeromin, 2003) faydanilacaktir.

R* Oklid uzayinda 3— boyutlu hiperdiizlem E> olmak (izere s ¢ S hiperkiiresi
igin s = E®> N §3 olsun. s hiperkiresi boyunca S kiiresine degen bir ¢ ¢ R* konisi
icin

1. s bir blyUk kire degil ise, ¢ konisinin tepe noktasi ile tanimlanabilir. Diger bir

ifadeyle, R* deki kiirenin disindaki her nokta s hiperkiiresine karsilik gelir.

2. s bir buydk kire ise, ¢ konisinin (aslinda silindir haline gelir) tepe noktasi
gémmesi ile sonsuzdaki hiperdiizlemde yatar. Yani S* kiresindeki her
bir hiperkiire RP* projektif uzayindaki bir noktaya karsilik gelir.

Bu nedenle s ¢ S* hiperkiresi ile buna karsilik gelen S° ¢ RP* dis uzayindak{|

herhangi bir nokta birbirine denktir.

2[+1,-1,0,0,0] noktas! P € S giiney kutup noktasinin ¢ déniisiimii altindaki gériintiistidir.
SBurada p =~ [(1,p)] = (1, p) seklinde tanimlandigindan, notasyon olarak s ¢ S3,s € R* ve
P € RP* veya P € R’ yazilabilir.



Sekil 2.2: Mdbius geometride hiperkireler

Tanim 2.7. Herhangi bir s kiresinin homojen koordinatlardaki secimine lift adi

verilir.

Bundan sonraki gosterimlerde noktalarin ya da kurelerin liftleri kalin harflerle
gbsterilecektir. Ornegin; s kiiresinin lifti igin s kullanilacaktr.

Mébius geometrinin bazi 6nemli bilesenleri su sekilde agiklanabilir.

o Noktalar: Herhangi bir y € S* c RP* noktasi icin y € R*! ve (y,y) = 0
oldugundan y bir lightlike vektérdr.

e Hiperkiireler: m ¢ R* merkezlf_f] ve p,0 < p < m yaricap! ile verilen bir s ¢ S°?

hiperkiiresi, y € S* igin
my=cosp, O<p<nm (2.8)

denklemi ile verilir. s hiperkiiresi R* Oklid uzay! ile S kiiresinin kesisimidir.
Afin uzaydaki [(1, y)] noktasl igin denklemi

((1,), (cos p,m)) =0

seklinde yazilabilir. Bu sebeple, y € S3 noktasinin denklemi ile verilen
hiperdizlemde olmasi igin gerek ve yeter kosul [(1,y)] noktasinin

[£] = [(cos p, m)] noktasinin polar hiperdizleminde yatmasidir.

“m ve —m noktalarinin, sirasiyla, p ve & — p yarigaph ayni kiirenin merkezleri olduguna dikkat
ediniz.



0<p<migin
(€ &) = —cos’p+mm = 1-cos’p = sin*p > 0, (2.9)

yazilabilir. Buradan ¢ vektord R*! de bir spacelike vektordir. Bu nedenle (2.8) ile
verilen hiperkire, RP* projektif uzayinda [£] spacelike vektori ile tanimlanabilir.

Dolayisiyla, S* deki hiperkirelerin uzayinin

RP} = {[£]I(£,&) > 0) (2.10)

ifadesiyle verilen projektif uzayin dis uzayina diffeomorfik oldugu sonucu

cikarilabilir.

Sekil 2.3: Yaricap ve merkezi ile verilen bir hiperkire

Tanim 2.8. Herhangi bir £ € R*! noktasi igin
S¥M = eRM|(£,0)=1) (2.11)

kimesine RPﬁ dig uzayinin Lorentz kdresi denir.

Burada, ¢ = ¢/ £ sinp and (£, ) = 1 olmak lzere [¢] = [£] yazilabilir.

Ayrica s klresinin iki olasi yénlendirmesi, yaricap p nun pozitif veya negatif
olmasina bagh olarak ayirt edilebilir. Bu ise yoénlendirilebilen kirelerin Lie

geometrisinin incelenecegi bir sonraki bélimde goérilecektir.
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Sekil 2.4: R*! Minkowski uzayinda dogrular olarak S* de hiperkureler

2.1.3. Uzay formlari

Bu kisimda 3-boyutlu R3,S3 H® uzay formlari (Hertrich-Jeromin, [2003)

dogrultusunda agiklanmaktadir.

Lemma 2.9. g € R*!'\0 olmak (izere « := —|g|* olsun. Bu takdirde,

O, :=1lyeLq,y =-1} (2.12)

seklinde (, ) indirgenmis metrigi ile verilen 3— boyutlu afin kuadrigi sabit « egriligine

sahiptir.
Kanit. « # 0 ve k = 0 durumlari ayri ayri degerlendirilecektir.

1. k # 0 olsun. Bu takdirde
Z 4,1 _
E,:={xeR"|(y,q) = -1} (2.13)

afin hiperdizlemi igin:

e k > 0ise, (x*,q) = 0 olacak sekilde bir x € Ej]‘ icin f‘] orijin segilerek
X = %q + x* yazilabilir. Bu durumda (x, x) = 0 olmasi icin gerek ve yeter
kosul (x*, x*) = 1 oldugundan E; hiperdizlemi 4—boyutlu OKlid uzay:
halini alir. Boylece Q, = L* N E, kuadrigi % yaricapli ve k sabit egriligine

sahip bir Oklid kiiresi olur.
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e k < 0 ise, E‘q‘ hiperdizlemi 4—boyutlu Minkowski uzayidir. Dolayisiyla,

Q. kuadrigi ﬁ yaricapli standart 2— kanatl hiperboloid olur.

2. k =0olsun ve o € Q, noktasini segelim. Bu takdirde,

R?® - Q. c R*®(0,q) = R*!

K
x—>0+x+7q (2.14)

dénistmi Q, kuadrigini parametrik olarak ifade eden bir izometridir.
Sekil 2.5 sabit egrilikli uzaylar light koni kuadrikleri olarak géstermektedir. O

Tanim 2.10. —|g|*> € {-1,0,1} seklinde verilen her bir ¢ vektérii icin Mébius
geometrinin alt geometrilerinden biri elde edilir. Bu durumlar i¢in g vektort uzay

form vektord olarak adlandirilir.

Tanim 2.11. P € RP*igin
{s c S3(s, P) = 0} (2.15)

seklinde verilen hiperklrelerin kiimesine lineer kire kompleksi denir.

2.1.4. Mobius donlsumleri
Bu bdlim boyunca (Cecil, 1992) kaynagi kullanilacaktir.

Tanim 2.12. Hiperkureleri hiperkirelere resmeden n : S3 — 3 diffeomorfizmine

bir M6bius dénisimu adi verilir.

Buradan herhangi bir Mobius déntstimu RP kurelerin uzayindan kendisi
Uizerine bir dénisim indirger. Bdylece bu dénisimin RP* (zerinde tek bir
projektif dénligsiime genisleyecegi gosterilebilir.

Daha 6nce de belirtildigi Uzere, Mdbius geometride agilar 6lgilebilir iken uzakhk
6lcimi mimkin degildir. Bu nedenle uzay formlarinin konformal déniistmlerinin
grubu altinda korunan geometrik nicelikler incelenebilir. Herhangi bir ambient
uzayin Mobius dondsimu uzayin konformal yapisini korur, dolayisiyla uzayin

icindeki herhangi bir ylzeyin konformal yapisi da korunacaktir. Dahasi, ylzeye
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Sekil 2.5: Light koni kuadrikleri olarak sabit egrilikli uzaylar

teget kirelerin kontaktlik mertebeleri de korunacagindan asli egrilik kireleri de
korunacaktir.

Herhangi bir A Lorentz déntstimu

Ae€04,1)={A €GIO)AX,AY) = (X, Y)} (2.16)

absolut kuadrik olan S* ¢ RP* kiiresini koruyan RP* projektif uzayinin bir projektif
dénlsimine indirgenir. Dolayisiyla ayni anda S° deki hem nokta hem de kiirelere
etki eder. Bu yolla herhangi bir Lorentz doénisiimi tek bir  : S° — S3 Mbbius
dénlsimi yani S3 uzayinin global bir konformal déniisimiini tanimlar. Tersine, A
Lorentz déniisimil isaretine gdre tek olmak lizere, S3 uzayinin herhangi bir Mébius

déntsimia R*! uzayinin bir A Lorentz déntsiimiinden gelmektedir.
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2.2. Lie kiire geometrisi

Lie geometrisinde ana kavram ydnlendirilmis kontakt kavramidir. Yonlendirilmig
hiperkiireler R*?> Minkowski uzayinin projektif light konisi igindeki noktalar
tarafindan temsil edilir. iki ydnlendiriimis kiire arasindaki yénlendirilmis kontaktlik
ise projektif light konide yer alan bir dogrunun Gzerinde yer alan temsili iki nokta ile
birebir karsihk gelmektedir.

Bu kisimda projektif light konide yer alan noktalarin kiimesi ile R® de yer
alan bGtan yoénlendirilmis hiperkarelerin, yonlendirilmis hiperdizlemlerin ve nokta
kirelerin kiimesine, diger bir ifadeyle S* deki bitiin yénlendirilmis hiperkiireler ve
nokta kireler ile birebir karsilik geldikleri gérllecektir. Bunun igin temel olarak
(Cecll, 1992) kaynagindan faydalanilacaktir.

(.9) den, her bir yonlendirilemeyen s hiperklresi veya R® deki bir
hiperdiizlemin RP* projektif uzayinda bir ¢ spacelike noktasina karsilik geldigi

bilinmektedir. iki +—-— noktasi, [£] spacelike noktasina karsilik gelen bir

RV

hiperkireye veya bir hiperdlizlemin yénlendirmeleriyle asagida gésterildigi sekilde
iliskilendirilebilir, bknz (2.8).

1. Oncelikle R*!' Minkowski uzayi, RP’ projektif uzayina gébmmesi ile bir
afin uzayi olarak gémailiir. Yani, y — [(y, 1)] olacak sekilde R® Oklid uzayini

elde edebilmek amaciyla x¢ koordinati eklenir.
2. R® Oklid uzayinda orijinden gegen dogrularin uzay RP° olsun. ¢ € §! ise, &

vektord R*! uzayinda bir birim spacelike vektérdiir. Bu durumda

G+ G+ G+ G+ =1,

olacagindan RP3 projektif uzayindaki £¢* kuadriginde bulunan [(Z, 1)] noktasi

homojen koordinatlarda
(X, X) = —x7 + x5 + 23 + x5 + x5 — xg = 0,

seklinde yazilabilir. Burada (,) garpimi R® uzay Uzerinde (4,2) isaretli bir
(indefinite) i¢ carpim tanimlar. R® uzay! (4, 2) isaretine sahip oldugundan R*?

notasyonu ile gésterilecektir.
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Tanim 2.13. Yukarida verilen (, ) i¢ carpimina Lie i¢ ¢arpimi ve

L =PL = {(x): x e R*, (x,x) =0} (2.17)

seklinde tanimli projektif light koniye de Lie quadrigi adi verilir.

Simdi R* uzayinda S birim kiiresinde yonlendiriimig hiperkiireler ve nokta kiireler
yukarida verilen agiklamalar dogrultusunda g6z énline alinacaktir.

Mobius geometride S* de verilen p,0 < p < n kiresel yaricaph ve p € §3
merkezli bir yoénlendirlemeyen s hiperkiresi RP* projektif uzayindaki
[£] = [cos p, p] noktasina karsilik gelir, bknz (2.9). Bu kirenin iki yénlendirmesinin

24 lizerindeki noktalara birebir karsilik getirmek igin éncelikle

(&,6) = —coszp +1= sinzp (2.18)

olduguna dikkat edilmelidir. sinp > 0 i¢in 0 < p < 7 oldugundan (&£, ¢) = 1 kosulunu
saglayan ¢ = +£&/sinp vektorleri gbz dnlne alinarak & vektori sinp ile bolindr.

Daha sonra

[(¢, D] = [(£, £sinp)] = [(cos p, m, £sin p)] (2.19)

noktalarini elde etmek igin £* Lie kuadrigine bu iki nokta resmedilir. Son koordinatin
isaretini yaricapa dahil ederek, —r < p < m olmak Uzere p # 0 isaretli yaricapi ile

verilen s yonlendirilmig kiiresi diizenlenir. Dolayisiyla s hiperkiiresi £* kuadriginde

s = [(cos p, m, sinp)] (2.20)

noktasi ile temsil edilir. Yaricapin p = 0 olmasi durumunda [(1,m,0)] nokta kire
olusacagindan formdil yine gecerlidir.
Lie kiire geometrisinde bir s kiresinin lifti s6z konusu oldugunda bir énceki

bélimde oldugu gibi s notasyonu kullanilacaktir.
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2.2.1. Kontakt elemanlar

Mobius geometride, iki kire arasindaki ag¢i Mobius doénlsimler tarafindan
korunan temel niceliktir. Yénlendirilmis kirelerin Lie geometisinde karsilik gelen
temel kavram ise kirelerin ydnlendiriimis kontakt kavramidir.

Klasik olarak, R? Oklid uzayinda verilen s, ve s, kiireleri birbirine teget ve ayni

ybnlendirmeye sahip iseler ydnlendirilmis kontakt yapiya sahiplerdir.

Tanim 2.14. s, ve s, liftleri ile verilen iki kiire, sirasiyla, s; ve s, olmak Uzere
(51,92) =0 (2.21)

ifadesi sa@laniyorsa kiireler yonli kontakttir. Burada (s;,s,) < £* projektif

dogrusuna bir kontakt eleman adi verilir.

Ayrica (s, s,y dogrusu 2* kuadriginde yatiyorsa, (s;, s,) dogrusu Uzerindeki
R3 uzayindaki kirelerin kiimesine karsilik gelen noktalar tam olarak s; ve s,
karelerinin her ikisi ile yonlendirilmis kontaktta olan tim kdrelerin kimesidir. Boyle
bir 1-parametreli kiire ailesine R* U co uzayinda bir parabolik pencil denir.
Kontakt elemanlarin uzayi veya diger bir ifadeyle L°> konisindeki 2—boyutlu
null-diizlemlerin uzayi ya da £* Lie kuadrigindeki projektif dogrularin uzay € ile

gOsterilecektir.

Tanim 2.15. p € R*? vektord igin Tanim ile benzer olarak verilen
{see*:(s,p) =0}

kimesine lineer kiire kompleksi denir.

Mobius geometri |p|> = —1 olacak sekilde verilen bir p € R*? nokta kiire
kompleksi ile Lie kiire geometrisinin bir alt geometrisidir. Glnk{ p* Gzerine olan
izdisim doénisimi p nokta kire kompleksinin kirelerini, £* kuadrigindeki
noktalara dénustarr.

Bir p € R*?, |p|* = —1 nokta kiire kompleksi ve g € p*,|q* = —« € {-1,0, 1}

uzay form vektérl secilerek
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Ri={xel’:(x,p)=0,(x,q) =1} (2.22)

seklindeki yazilan kuadrik p vektorinin MoObius geometrisi icindeki noktalardan
olusur ve Q, uzayina karsilik gelir.

Bundan sonrasi igin uzay formlari L’ light konideki kopyalari yardimiyla
belirlenecektir. Ayrica herhangi bir uzay formundaki noktalar ile Lie geometrideki

temsilcileri olan uzay form lifleri ayirt edilmeyecektir.

Tanim 2.16. Bir p nokta kire kompleksi ve g uzay form vekt6ri verilsin. sile (s, p) #
0 olacak sekilde bir s € £* kiiresinin uzay form lifti gdsterilsin. Bu takdirde s nin

(p, q) ifadesine gore egriligi

‘= (s,9)
(s, p)

seklinde tanimlanir.
(Cecil, [1992) kaynagindan da ayrintili bir sekilde goérllecegi gibi, bir dnceki
tanimda verilen egrilik tanimi her bir uzay formu icin elde edilebilir. Yani, R?

uzayinda p # 0 yaricapl, m merkezli bir kiirenin, L’ light konideki karsiligi olan s

verildiginde egrilik su sekilde hesaplanir.

R*2 Minkowski uzayi, R* @ (o, p,q) uzay icinde bilesenlerine ayrilabilir. s
kiresi nokta kire kompleksinde yatmadigindan p-koordinati 1 olacak sekilde

dlzenlenebilir. Bu islem sonundaki yeni temsilci &

1 1
§= —(0+m+—(|m|2—p2)q)+p (2.23)
P 2

seklinde olur. Bu nedenle kirenin egriligi « = % olarak tanimhdir.

Tanim 2.17. Bir p nokta kire kompleksi ve g uzay form vektéri icin
T:={xel:(x,p)=-1,(x,q) = 0} (2.24)

kimesi (hiper)dlizlemlerin uzayi olarak adlandirilr.
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T klmesinin, R igindeki sifir egrilikli hiperkurelerden olustuguna dikkat ediniz.
Buna paralel olarak, R? Oklid uzayinda bir érnek verilebilir.
Ornek 2.18. f : X2 — R3 ylizeyi icin p € R*?, |p|*> = —1 nokta kiire kompleksi ve
gLp, |gI* = 0 uzay form vektori olsun. o> = 0 ve (0, g) = —1 olacak sekilde o € p*

noktasini segelim . f ylzeyi homojen koordinatlarda

.52 _ P
> —>iR,T—0+f+7q (2.25)

seklinde ve n ylzeyin Gauss dénisimu olmak Uzere, f ylzeyinin tanjant dizlem

kongriansi,

n:2 53, n=n+(f,n)q+p, (2.26)

olarak yazilir. Ayrica
() =0 (2.27)
(di,n) =0 (2.28)

oldugu kolayca gértilebilir.

2.2.2. Legendre immersiyonlari

Bu kisimda, Legendre déndsimleri ve Legendre immersiyonlarinin hem Mdébius
hem de Lie geometrik yaklagimlari (Hertrich-Jeromin, 2003) ve (Cecil, 1992)
dogrultusunda gz 6niine alinacaktir.

Tanim 2.19. s : ¥" — RP* kirelerinin diferansiyellenebilir bir m—parametreli
ailesine bir kiire kongriansi denir.

Tanim 2.20. s;,s, : ¥* — 2% klre kongruanslari verilsin. s, s, kirelerinin liftleri

siraslyla, s, s, olmak Uzere

(51,%) =0 (2.29)
(ds1,%) =0 (2.30)

ifadeleri saglaniyor ise, A : ¥* — £ donlsimiine bir Legendre déniisimi ad

verilir.
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Tanimdan kolayca goérilecegi Uzere, kire kongrianslarinin A Legendre
dénlsimuna gerdigi agiktir.
Mdébius geometride, ylzey ve kire kongrianslarinin her ikisi de 2—parametreli
vektor ailesinin zarflaridir. Aralarindaki tek fark, yiizeyler £3 kuadriginde iken kiire
kongriianslarinin S3! Lorentz kiiresinde yatmasidir. Buna ragmen, Lie geometride
Legendre donUsumleri ve kire kongrUanslari farkli kavramlarin zarfidir. Kire
kongrlanslarindan her biri aslinda Legendre déntstmlerinin tek bir kesitidir.

Simdi kesit kavrami tanimlanacaktir.

Tanim 2.21. Bir s : > — £* dénusimu her (1, v) € X% igin s(u, v) C A(u, v) kosulunu

sagliyor ise, A Legendre dénlistiimiiniin kesiti olarak tanimlanir.
A Legendre déntsiminin kesitlerinin kiimesi I'A ile gdsterilir.

Tanim 2.22. Herhangi bir (u, v) € 2* ve keyfi w € T, £* igin
YseTA:ds(v) eA=>w=0 (2.31)
ifadesiyle verilen immersiyon sarti saglaniyor ise A Legendre dénlsimine bir

Legendre immersiyonu adi verilir.

Simdi herhangi bir uzay formunda verilen bir § : ¥ — R ylzeyinin Legendre

lifti tanimlanacaktir.
Tanim 2.23. f : ¥ — R ylzeyi verilsin. n : ¥ — T ylizeyin tanjant diizlem
kongriansi olmak Uzere

£ = (f,n) (2.32)

ifadesine f ylzeyinin Legendre lifti denir.

2.2.3. Lie kire déonusiumleri

Bu kisimda (Cecil, [1992) kaynagina gére Lie dénlsUmleri kisa ve agik olarak

tanitilacaktir.

Tanim 2.24. €* Lie kuadrigini kendisine resmeden, RP° projektif uzayinin projektif

dénusimune bir Lie kiire déndgdmd denir.
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Lie kire dontstimu bir projektif doniisiim oldugundan, 24 Lie kuadrigindeki
dogrulari yine £* Uzerindeki dogrulara resmeder. Bu nedenle, R*® veya S°
uzaylarindaki kirelerin ydnlendirilmis kontakthgini korur.

Tersine, £* kuadriginde diffeomorfizmi koruyan herhangi bir dogrunun, bir
projektif dénlsimin £* kuadrigine kisitlamasi oldugunu, yani yonli kontakthg
koruyan yonlendirilmis klrelerin uzayinin bir dénisumuU ifade eden Lie kdre
geometrisinin temel teoremi kullanilarak bir Lie kiire dénisumuddar.

Moébius donasimler igin verilen ayni tip nedenlerden o6tarl, Lie kire
déndstumlerinin grubunun, O(4,2) ile R*? uzayinin ortogonal dénislmlerinin
grubu verilmek Uzere, O0(4,2)/+l grubuna izomorf oldugu gdsterilebilir.
Yoénlendirilemeyen kirelerin uzayi (zerinde tanimh her bir Mébius dénigimu

yonlendirilmis kirelerin £* uzay tizerinde iki Lie kiire dénlistim indirger.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolim, tez calismasinin sonuglarini elde etmekte kullanilan ydntemi
icermektedir. Ayrica aksi belirtiimedigi sirece (Hertrich-deromin, 2014)

kaynagindan yararlanilacaktir.

Tanim 3.1. y — y(r) parametrik bir egri olsun. y egrisi boyunca bir birim vektér
alani t — N(¢) olmak iizere, Vt € I icin N(t) L v () kosulu saglaniyor ise N vektor

alanina y boyunca bir birim normal vektér alani, (y, N) ¢iftine de bir serit adi verilir.

Tanim 3.2. Biry — y(r) parametrik egrisi verilsin. Buna gére,

Y (t)

F =T@) =
Be 280 = 7@

sarti saglaniyorsat — F(t) € S O(3) déntsumUne bir ¢atr adi verilir. Buna ek olarak
F(t)e, = N(¢)
ise, F donastumune (y, N) seritinin ¢atisi denir.
v egrisi boyunca ikinci bir birim normal vektér alani
B:=T XN = Fe,

olacagindan F = (T, N, B) yazilabilir. Bu durumda herhangi 1 ve u fonksiyonlari igin

y egrisi boyunca herhangi bir N normal vektér alani
N = AN + uB
seklindedir. Burada F ve F herhangi iki (adapted) ¢ati olmak lizere

I 0 0
F=F|0 cosp —sing
0 sing cosgp

seklinde bir normal dénme ile iligkilendirilir.
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Lemma 3.3. (y, N) seridinin bir F = (T, N, B) ¢atisi verilsin. Bu durumda

0 -k, kg
F=F¢p, ¢=l¥Y1|lk, 0 -t (3.1)
Kk, T O

olacak sekilde «,, k, ve T fonksiyonlari tek olarak belirlidir.

Tanim 3.4. (3.1) ifadesine (y, N) seridinin yapi denklemleri adi verilir. Burada «,
normal egrilik, «, jeodezik egrilik ve T ise burulma (torsiyon) olarak adlandirilir. y

egrisi yay uzunlugu parametresi ile verilmis ise, yapi denklemleri

T =«,N - K,B
F =F¢p N =-«,T+1B (3.2)
B =kT-1N

seklindedir.

Teorem 3.5. s — K, (), k,(5), T(ss) fonksiyonlar sabitlendiginde «,, k, ve 7, sirasiyla,
normal egrilik, geodezik egrilik ve burulma olacak sekilde yay uzunlugu
parametreli bir y egrisi ve y boyunca bir birim normal vektor alani vardir. Ayrica bu
serit Oklid hareketine bagl olarak tektir. Bu teorem seritler icin temel teorem

olarak adlandirilir.

Tanim 3.6. U > (u,v) — o(u,v) € R parametrik olarak verilen bir ylizey olmak
Uzere (u,v) € U icin I := do.do seklinde pozitif tanimh, simetrik, bilineer forma o

ylzeyinin 1. temel formu denir ve
I = Edu* + 2Fdudv + Gdv*

veya

E F

F G

seklinde yazilir. Burada E := |o,)*, F := 0,.0,,G := |o,|* bigiminde tanimlidir.

22



Tanim 3.7. (u,v) — o(u,v) yuzeyi verilsin. Buna gore

TuX0, 0, X0,

n:.= =
lowXo,|  VEG - F?

birim normal vektdr alanina o ylzeyinin Gauss déndistimi ad verilir.

Tanim 3.8. Bir o ylzeyinin Gauss dénisimul n olsun. Il := —dn.do seklinde

tanimanan déndsime o ylzeyinin 2. temel formu denir ve

II = edu® + 2fdu.dv + gdv*

veya
e
1l = /
f g
biciminde yazilir. Burada ¢ := -n,.o,, f = —-n,o, = —-n,0,,8 = —-n,o, e
tanimhdir.

Tanim 3.9. Bir o ylzeyinin Gauss, ortalama ve asli egrilikleri, sirasiyla, K, H, k, k,

olarak verilsin. o ylzeyinin herhangi bir (u, v) noktasi igin

ki(u,v) = ky(u,v)

veya

(H* - K)(u,v) =0

ise bu noktaya bir umbilik nokta denir. YUzeyin her noktasi bir umbilik nokta ise o

yUzeyi bir umbilik ytizey adini alr.

Teorem 3.10. y egrisi, oy ve o, gibi herhangi iki ylizeyin arakesiti ve o ylzeyinin
bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu egrinin o, ylzeyinin bir egrilik gizgisi olmasi igin gerek
ve yeter kosul o; ve o, ylzeylerinin sabit bir a¢i altinda kesigsmeleridir. Bu teorem

Joachimstal Teoremi olarak adlandirilir (Abbena vd, 2017).
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Teorem 3.11. t — o(t) = o(u(r),v(t)) egrisi verilsin. v egrisinin bir egrilik cizgisi
olmasi icin gerek ve yeter kosul o ylUzeyinin herhangi bir (u,v) = (u(t),v(?))

noktasindaki bir asli egriligi k£ ve Gauss déntisimi n olmak Gzere

ul
(dn+kdo)l |=0

Vv

olmasidir.
Tanim 3.12. Bir o ylzeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla, K ve H olmak

Uzere,

aK +2bH +c¢ =0 (3.3)

esitligi saglaniyorsa o ylzeyine bir lineer Weingarten ylizeyi adi verilir. Burada

a # 0 ve ki, ky yizeyin asli egrilikleri olmak tzere, (3.3) denklemi

(aky + b)(aks + b) + A = 0 (3.4)

seklinde de ifade edilebilir.
Ornek 3.13. Lineer Weingarten ylizeyleri cok sayida ilging yiizey alt siniflarini
icermektedir. Buna gbre

e (a,b,c) =(1,0,0) icin acilabilir (flat) ylzeyler

e (a,b,c) =(0,1,0) ise minimal ylzeyler,

e (a,b,c) =(0,1,c) ise sabit ortalama egrilikli yiizeyler
e (a,b,c) =(1,0,c) ise sabit Gauss egrilikli ylizeyler

e A :=ac - b? ise tubular ylizeyler
elde edilir.
Lemma 3.14. Bir o ylizeyinin o := o +tn paralel ylzeyi verilsin. 1,11, 111, sirasiyla,

o yuzeyinin temel formlari olmak Gzere

I'=1-2tI1+£III, II'=1II—tII, III'=1III

esitlikleri saglanir.
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Teorem 3.15. o bir lineer Weingarten ylizeyi olsun. Bu takdirde o' paralel ylizeyi

de bir lineer Weingarten ylzeyidir ve
d=a+2th+fc, b =b+tc, =c

seklindedir. Ayrica, herhangi bir ¢ degeri icin A’ = A olur.

Ornek 3.16. Lineer Weingarten yiizeylerinin paralel aileleri, aile icinde 6zel

gbsterimlerle karakterize edilirler. o bir lineer Weingarten yizeyi olsun. Buna gére

e o bir tubular yiizey ise, Vr € R igin A’ = 0 olacagindan tiim paralel lineer

Weingarten yUzeyleri ayni zamanda tubular yUzeydir.

e A0, c=0iseb # 0olurve paralel ylizeyler

(a+2th)K' + 2bH' = 0

kosulunu saglar.

Tanim 3.17. R? Oklid uzayinda ¢ — S2(¢) kiirelerinin 1-parametreli ailesinin zarfina
kanal ylizeyi adi verilir. t — S2%(¢) kirelerinin merkezleri tarafindan olusturulan
egriye kanal ylUzeyinin merkez egrisi ve kurelerin yaricap fonksiyonu r olmak

Uzere kanal yUzeyinin yarigap! r(¢) olarak tanimlanir (Abbena vd, 2017).

Teorem 3.18. y : (a,b) — R? egrisi egriligi sifirdan farkli, birim hizl ve bir o kanal
ylUzeyinin merkez egrisi olarak verilsin. y egrisinin teget, asli normal ve binormal

vektorleri, sirasiyla, T, N, B olmak Gzere, o kanal ylzeyi

o (t,0) = y(t) + rO[=T7 (t) + V1 = F ()2 = (=N cos  + Bsin 6)] (3.5)

seklinde parametrik olarak yazilir (Abbena vd, 2017).

Tanim 3.19. y : (a,b) — R? egrisi egriligi sifirdan farkli, regler bir egri olsun. § —
—cos ON(t) + sin OB(t) gemberi y egrisi boyunca hareket ettiginde y egrisi civarinda

cizdigi ylzeye bir tubular ylizey denir (Abbena vd, 2017).

Teorem 3.20. o bir kanal ylUzeyi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine

denktir (Abbena vd, 2017).

25



e o yizeyi (3.5) denklemiyle verilen bir tubular yiizeydir.
e o kanal ylzeyinin yarigapi sabittir.

e o kanal ylzeyini olugturan ailedeki her bir kiirenin yarigap vektéri merkez

egrisiyle dik kesisir.

Tanim 3.21. Oklid uzayinda bir o : t — (x(¢), y(¢) egrisi verilsin. y egrisinin meridyen
egrisinin R* de z—ekseni etrafinda déndiriiimesi ile elde edilen yiizeye rotasyon
ylizeyi denir (Abbena vd, 2017).

Tanim 3.22. Oklid uzayinda 1-parametreli diizgiin cember pargalarinin ailesi ile
tanimlanan yani, cember pargalarinin foliasyonu ile elde edilen ylizeye cyclic ylzey

adi verilir (Khnel, |2015).

o bir parametreli gemberlerden olusan bir cyclic ylzey, I' ise bu cemberlere
dik, yay uzunlugu parametresi ile verilen bir egri olsun. I' egrisinin bir catisi
(T, N, B), gcember merkezlerinin olusturdugu egri (¢) ve yarigap fonksiyonu r olarak

verilsin. Buna gére cyclic ylzeyinin parametrik gésterimi
o(u,v) = c(u,v) + r(u)v(u,v), v(u,v)=cosv~N(u) + sinvB(u)

seklindedir. (¢) egrisi boyunca u parametresi ve ¢cemberlerin foliasyonu igin v

parametresi ile hareket edilecektir.

Lemma 3.23. F : (u,v) — SO(3) seklinde tanimh F = (T, v, v,) ¢atisi I' egrisinin bir

ortonormal catisidir.

Kanit. v(u,v) = cosvN(u) + sinvB(u) sekinde tanimli oldugundan ||v|| = 1 oldugu

aciktir. Ayrica,

v, = —sinvN(u) + cosvB(u), |vll =1
T.v=cosv(T.N)+sinv(T.B) =0
Tv,=—-sinv(T.N)+cosv(T.B) =0

v.v, =(cos VN + sin vB)(—sinvN + cosvB) = 0
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olarak hesaplanir. Bunun yaninda

T xv =T X (cosvN +sinvB) = v,
v X v, =(cos VN + sinvB) X (—sinvN + cosvB) =T

v, XT =(—sinvN + cosvB) X T =v

oldugundan F : (u,v) — S O(3) olup F ¢atisi ortonormal bir catidir. O

Lemma 3.24. T egrisinin (T, N, B) catisina gére normal ve geodezik egrilikleri

siraslyla, «,, k, olmak Gzere
K(u,v) := (T v)(u,v) = k,(u) cos v — Kqu sin v

seklinde tanimlansin. Bu takdirde, F = (T, v, v,) ¢atisinin yapi denklemleri

0 -K -K, 0 0 1
=K 0 -71| ve ¥Y=|0 0 -1
K, T 0 01 O
olmak Uzere,
F,=F®, F,=FY¥
ile verilir.

Kanit. K(u,v) := (T .v)(u,v) = k,(u) cos v — k,(u) sin v geklinde tanimli oldugundan,
K, = =k, sSinv — k, cos v
bulunur. Ayrica,

v, = — sinvN + cos vB
Vyy = — COSVN —sinvB = —v

T, =k,N — k,B = KvK,v,
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olarak hesaplanir. Burada
Ve = cosvN' + sinvB (u)
biciminde olup, [3.1]denklemi ile verilen tiirev formillerinden faydalanilarak,
Vu = cos VN(=k,N + TB) + sinv(k,T —tN) = =KT + 1V,
bulunur. Benzer sekilde,

vy =c08 VN(=k,N + 7B) + sinv(k,T — TN) = —=KT + 1v,

T, =0

elde edilir. O

Lemma 3.25. @ ve y uygun fonksiyonlar olmak Uzere (c) merkez egrisinin u

parametresine gore turevi
C,(I/t) =al —yv+yy,

seklindedir.

Kanit. F = (T,v,v,) € SO(3) oldugundan uygun «, 3,y fonksiyonlari ile
¢ (u) = au, V)T (u, v) + Blu, vV (u, v) + y(u, v)v,(u, v)

seklinde yazilabilir. ¢ sadece u parametresine bagl oldugundan ¢, = 0 olur. Buna

gore,
¢, =0=Twv) +v(B, =) +nB+7)
bulunur. Buradan,
a,=0, B=y, B=-n

elde edilir. Ayrica B, = —y,, = y oldugu da gorulebilir. O
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BuradaI" ve ¢ arasindaki agi

r,.C/ _ 04
ICIICT ™ a2+ 52 +y

bicimindedir. y egrisi (c) merkez egrisinin gember diizlemleri ile yaptigi aciyi kodlar.

Dolayisiyla, (c¢) egrisinin gember dlzlemlerine dik bir yéringe egrisi olmasi igin
gerek ve yeter kosul v = 0 olmasidir. Bu durumda I"’ ve ¢ birbirine paraleldir, yani

Otelemeye baglh olarak egriler aynidir.

3.1. Cyclic Lineer Weingarten Yizeyleri

Bu kisimda (Lopez, 2008a) calismasinda verilen cyclic lineer Weingarten
yUzeylerinin siniflandiriimasi bulgularinin dogrulanmasi amaglanmaktadir. Séz
konusu makalede 1-parametreli dizlem ailesinde yatan cemberlerle olusturulan
bir lineer Weingarten ylzeyi s olmak lzere s ylzeyinin ya tamamen umbilik ya da
¢emberlerin birbirine paralel oldugu gdsterilmistir. Ancak tubular ylzeyler acik¢a
bu sonucu dogrulamaz. Bu kisimda, bu iddianin dogrulandigi gdsterilecektir. o

cyclic ytzeyi
o(u,v) = c(u) + r(u)v(u,v)

parametrik gosterimi ile verilsin. Buna gére o ylzeyinin u ve v parametrelerine gére

threvleri
o, =T(@—-rK)+v(-y, + F)+ vy + r7)
ve
oy, =1V,

seklindedir. Buradan o ylzeyinin Gauss dénlsimi bulunarak, I. ve Il. temel form

katsayilari elde edilecek ve lineer Weingarten olma sartina gecilecektir. Buna gére,
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l. temel form katsayilari

E=0,0,=(@- rK)2 + (r' — %)2 + (y + rT)2
F =0,0,=r(y+r7)

G =0,.0,="r

olarak elde edilir. Ayrica W = VEG — F2 = r+/(r' = y,)? + (@ — rK)* olmak izere,

TuXD _ L7 = y)T = (@ - rK)v]
n=———=—[(r —y,)T — (e —-rK)v
louxol w7

ifadesi o ylzeyinin Gauss donidsumudar. Il. temel form katsayilarini bulabilmek icin

o, ve o, ifadelerinin tirevleri alinirsa,

T =Tl@ = 1K)y = K(r' =) = Ky(y + r7)]
+V[K(a - rK) + (r = y,), — T(y + r7)]
V[ Ku(@ = rK) + 77 = 7,)0 = (y + 1))

T =—1v

oo =T(=rK,) + v(=T1) + v,
bulunur. Dolayisiyla Il. temel form katsayilari

D- (a-rK) (a-rkK),

(}", - 7v) (l’l - yv)u
olmak tzere,

D + . KwW
e =0 =2~ K ()~ vtar = kO] -
2

f =0 w.n = _%[Kv(r, - 7\/) - T(a/ - V'K)]

72
=0 y.n = — —
g =0,,.n (@ -rK)

seklinde basitlegtirilir.
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Ornek 3.26. o yiizeyi

o(u,v) = c(u) + r(u)v(u,v)

parametrik gbsterimi ile verilen bir tip ylzeyi olsun. Bu durumda ¢ = T" olup y =

0,a = 1 ve r = sbt yazilir. Genelligi bozmadan 7 = 0 kabul edilerse,

E=(1-rK}, F=0, G=r

€:—(1—I’K)K, f:O, g=r

o tubular yizeyinin 1. ve 2. temel form katsayilaridir. k; ve k, ytzeyin asli egrilikleri

ve K Gauss egriligi olmak Uzere,

K 1
MR RS
olarak hesaplanir. Buradan
1 1 2 1
ki —=)kr—-)=K--H+—5=0
r r r r

oldugundan o tip ylUzeyi gembersel egrilik gizgileri ile foliasyon edilen bir lineer
Weingarten ylizeyidir. Ancak bu ylzey R. Lopez’in ¢alismasinda belirtildigi Gzere

ne tamamen umbiliktir ne de ¢cember duzlemleri birbirine paraleldir.

3.2. R’ de Lineer Weingarten Kanal Yiizeyleri

Bu kisimda o cyclic ylzeyi kanal ytzeyi olarak alinacak ve lineer Weingarten kanal

ylizeyi R? Oklid uzayinda siniflandirilacaktir.

o bir kanal ylzeyi olmak Uzere, bu yUzeyin ¢gembersel egrilik gizgisinde
yatan duzlemler Joachimsthal teoreminden sabit a¢i altinda kesisirler. Dolayisiyla,
bu aci T ile n vektdrleri arasindaki agilya bagli degildir. n vektér(, T ile v
dizleminde yattigindan n ve —v arasindaki agi i¢in asagidakiler yazilabilir. Buna

goOre,
n.—y=COSU ve n= WL/[(/ —y)T — (@ — rK)v]
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oldugundan
= _(@-rK)
CoS U = W a-r
yazilabilir. Diger taraftan,
T . ro_ .
nT = ||n||.||T||cos(§ —u)=sinyg ve n= W[(r —y)T — (@ — rK)v] (3.6)
kullanilarak
Sing = —(* —,) 3.7
== (3.7)

elde edilir. (3.6) ve denklemlerinin v parametresine goére tlrevleri alinirsa

W,sinu = —ry,, ve v,, = —y oldugundan
1 )
vy=—-W,sinu
r

elde edilir. Diger taraftan, W, cos u = —r*K, olup bu ifadenin v parametresine gore

tekrar tlrevi alinirsa, W,, cos u = —r*K olup,
1
K=—=W,cosu (3.8)
r
bulunur. y,, + v = K,, + K = 0 olacagindan
W+ W,),sinu=W+W,,),,cosu=0 (3.9)

yazilabilir. ifadesi ile carpilir ve ifadeleri denkleminde yerine

yazilirsa,

1 1
y.— cospu =—W, sinpcos p
r r

1 1
K.—cospu=—=W,,sinucospu
r r
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olur. Buradan gerekli islemler yapilip ifadeler diizenlenirse,
I .
yecosu = K,cosu = —sinucosu(W, + W,,) =0
r

elde edilir. 2.11.Teoreminde verilen Rodrigues denklemine gbére () = o(.,t) bir
egrilik gizgisi oldugundan n, + K(rv,) = 0 ve buradan n, || o, || v, bulunur. Ote
yandan, n = %[(r' —y,)T — (@ — rK)v] ifadesinde v parametresine goére tirev alinir

ve n, || v, kullanilirsa
,
n, = —W(a —rK)v,

oldugu gérdlir. Cyclic ylzeyler igin daha énce bulunan o, ve o, tlrevleri (3.6) ve
(3.7) denklemleriyle beraber distintldiginde,

w w .
o, =(—cos)T + (—sinp)v+ (y+rr)y, ve o,=rv,
r r

halini alir. Ayrica n Gauss donusumiu (3.6) ve (3.7) ifadelerine gore tekrar

diizenlenirse,
w w
n= L[(— cosu)T — (— sinu)v]
W r r

olarak yazilir. Bu ifadede Gauss donisUmunin u ve v parametrelerine goére

tlrevleri yeniden diizenlenirse,

n, :[(,u’ + K)cosu]T + [(,u' + K) sinulv + (K, sin u + T cos u)v,

n, =(—cos w)v,
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elde edilir. Bu durumda temel form katsayilari da

W
E=0,0,=(—)+y+r7)}
r

F =0,.0, = (yr + r’1)

G =0,.0, =1
w__ ., .

€ =—nuoy = (__)[(:u + K) - (7 + rT)(Kv sinpu + TCOS#)]
r

f=—-n,0,=—cosu(y +rr)

g =n,.0, = rcos

seklinde hesaplanir. y cos u+rK, sin u = 0 denklemi kullanilir ve genelligi bozmadan

7 =0 alinirsa,

%4
E:(7)2+72, F=yr, G=r

W' + K) +y?cos
e =
p

, f=vycosu, [f=rcosu

olarak basitlestirilir. Son olarak parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olma 6zelligi

kullanilirsa yani, y = 0 alinirsa
w w .,
E=(=), F=0, G=r, e=——u +K), f=0, g=r>  (3.10)
r r

bulunur. Bu katsayilari kullanarak lineer Weingarten olma sartini saglatalim. Buna

gore, ylzeyin ortalama ve Gauss egrilikleri, sirasiyla,

Eg-2Ff + Ge eg — f*
= ve K=—"——
2(EG - F?) EG — F?

biciminde tanimli oldugundan

eg — f? Eg—2Ff + Ge
=) +2b
EG - F2) + 2 2(EG - F?)

a(eg — f*) + b(Eg = 2Ff + Ge) + ¢(EG — F*) =0

a( )+c=0

bulunur. Son ifadede (3.10) denklemi ile verilen temel form katsayilari yerlerine
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yazilirsa,
bcosu +cr

WI(————)W — (acosp + bry( +K) =0

bulunur. Burada parametresine gore iki defa tlrev alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
(acos® u + 2brcosu + cr)W,, =0 (3.11)
elde edilir.

Teorem 3.27. o bir lineer Weingarten kanal ylzeyi olsun. Bu takdirde o yUzeyi bir

kUrenin parcasi, bir tip ylzeyi ya da bir dénel ylzeydir.

Kanit. (acos® u+2brcosu +cr?) #0, W, = 0 olsun.

Buna gore denklemi kullanilirsa K = 0 bulunur. Bu durumda T egrisi
foliasyon duzlemlerine dik olup, bir dogru pargasi ve bu dizlemler birbirine

paraleldir. Ayrica,
yeosu+rK,sinu=0= ycosu=0
ve buradan da
cos z ( K)
=-nv=—(a-r
K W

olacagindan,

r r

cosu=0=> —a=0=2a=0v_—==0

w w

yazilir. @ = 0 olmasi halinde ¢’ = aT — y,v + yv, olup
y=0=2vy,=0Aa=0=c =0

oldugu gérillr. Bu ifade ise, (c¢) nin bir egri olmasi ile ¢elismektedir. Bu nedenle

y = 0ve ¢ = 0 olmalidir. O halde K = 0 oldugundan T = sbht ve ¢ bir dogru
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parcasidir. Buna gore lineer Weingarten kanal ylzeyleri ayni zamanda rotasyon

ylzeyleri sonucu ¢ikarilabilir.
(acos® u+2brcosu +cr?) =0, W, # 0 olsun. Bu takdirde,

c
a:0:>cos,u:—%r

-b+ V-A
a+0=cosujp =(——)r
a

olur. Her iki durumda da cos u degeri r yarigapinin bir kati, ¢ # 0 ise sifirdan farkhdir.
c=0isecospu=0Vcosu ;= —za—br ¢6zumlerdir. cosu = 0 ¢ézimu W,, = 0 olmasi
durumunda saglanmadigindan ikinci ¢ézim yine yari¢apinin bir katidir. Buna gére
cosu = dr,d # 0,d = sbt. kosulunu saglayan ylzeyler aragtirilabilir. Rodrigues

denkleminden
n, + kyo, = (—cosu + kr)v,

2L = d seklinde olup cosu = rk, bulunur. Bu deger

; =

w # 0 olmak Uzere (3.11) denklemi ile verilen lineer Weingarten olma sartinda

yazilabilir. Bu nedenle k, =

yerine yazilirsa,
aks + 2bky + ¢ =0 (3.12)
ve (3.3) ifadesi ile verilen lineer Weingarten olma kosulundan
akiky + bki + k) +¢c=0 (3.13)

elde edilir. denkleminden ifadesi ¢ikarilirsa
(aky + b)(ka — k1) =0

denklemi bulunur. Bu denklem ya k, = ~b=y¢g ya da k; = k, = d olmasi durumunda

a

saglanir. Dolayisiyla,

o ky =% =d = r=1yancapl tubular ylizeyler,

a

o ki =k =d = r =1 yaricapli kiire
elde edilir. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. lizotermik Yiizeyler

Klasik olarak R? Oklid uzayinda verilen bir yiizey, umbilik noktalar disinda
konformal egrilik gizgisi koordinatlarina sahip ise bir izotermik ylzey olarak
tanimlanir. Diger bir ifadeyle, konformal koordinatlar ylzeyin ikinci temel formunu
késegenlestiriyorsa ylzeye izotermik ylzey denir. Donel ylUzeyler, kuadrikler,
minimal yUzeyler ve daha genel olarak sabit ortalama egrilikli ylzeyler bazi
izotermik ylUzey érnekleridir (Cayley, 1871).

Bu bélimde herhangi bir projektif kuadrikte verilen bir ylizeyin izotermik
olmasi icin gerekli kosullar gdsterilecektir. bélimunde gériileceqi gibi lineer
Weingarten ylzeylerinin Lie kiire geometrisinde énemli bir yer tutan Q—ylzeylerini
tanimlamak icin gerekli izotermik kire kongrtiansi kavraminin temelleri bu

bélimde atilacaktir.

4.1.1. Laplace invaryantlari

Tanim 4.1. a, b, c her mertebeden tlrevleri olan iki degiskenli fonksiyonlar olmak

Ozere £ = 0,0, + ad, + bd, + c diferansiyel operatdri verilsin.
Lf=0 (4.1)

seklinde ikinci mertebeden kismi diferansiyel denkleme Laplace-tipi denklem denir.

Tanim 4.2. Bir L diferansiyel operat6ri igin
h=a,+ab—-c ve k=b,+ab-c (4.2)

olarak tanimli h, k fonksiyonlarina £ operatériiniin Laplace invaryantlari adi verilir.

Tanim 4.3. Herhangi bir ¢ fonksiyonu verilsin. £ operatdrinin
Lf:=e?Lf) (4.3)

seklinde tanimh £ déniisimiine gauge déniisiim{i denir.
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Lemma 4.4. Laplace invaryantlari gauge dénustumleri altinda korunur.

Kanit. Herhangi bir f fonksiyonu ile verilen Laplace tipi denkleminin bir

¢6zUmi olsun. £ gauge déniisimii olmak lizere

Lf=eL(’f)
:€_¢[(€¢f)m, + a(e¢f)L¢ + b(e¢f)v +c]
:ﬁlv + (a + ¢V)ﬁl + (b + ¢u)ﬁ + (¢MV + ¢M¢V + a¢u + b¢v + C)

oldugundan
Zl=a+¢v, l;:b+¢u, 5:C+¢u¢v+¢uv+a¢u+b¢v (44)

seklinde a,b, ¢ katsayilari yazilir. Buradan £ gauge déniisimi altinda Laplace

invaryantlari /2, k olmak lizere denklemleri kullanilarak

)i
S

h=a,+ab-¢=a,+ab—c=h

bl

b—¢=b,+ab—c=k

Qi

=b, +

elde edilir. Dolayisiyla bir f ¢c6zim ile verilen Laplace tipi denklemi,

f=ef

biciminde f ¢ézimi olan diger bir Laplace tipi denklemi ile ayni Laplace

invaryantlara sahiptir. O

Projektif geometride / ve k Laplace invaryantlari konjuge netlerin invaryantlari
olarak degerlendirilebilir (Bobenko, 2008). Asagida parametrik ifadesi bir Laplace-

tipi denklemi saglayan bir f ylizeyinin konjuge parametreleri tanimlanacaktir.

4.1.2. Konjuge parametreler

Klasik olarak R? Oklid uzayinda konjuge parametreler su sekilde tanimlanmaktadir

(Bobenko, 2008).
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Tanim 4.5. Bir f: X? — R? yizeyi icin

Juv € {fus 1) (4.5)

kosulu saglaniyor ise (u,v) parametrelerine f ylzeyinin konjuge parametreleri

denir.

Burada (u, v) konjuge parametreleri ile verilen bir f ylizeyinin [4.1] Laplace-tipi
denklemini sagladigi agiktir. Herhangi bir parametre degisimi Laplace
invaryantlarini korudugundan konjuge parametrelerin ayni zamanda projektif bir
kavram olarak da iyi tanimh oldugu gdsterilebilir. Bir sonraki lemma bunu

ispatlamaktadir.

Lemma 4.6. Bir f: ¥> — RP* ylizeyi verilsin. f ylzeyinin herhangi bir f lifti igin

Jru\/ € <fu’ Tvs f> (4'6)

kosulu saglaniyor ise f ylzeyi (u,v) konjuge parametrelerine sahiptir.

Kanit. Bir f ylOzeyi §,, € (f.,f,, ) olacak sekilde bir f liftine sahip olsun. Buna goére
fuoo +af, +bf, +cf = 0. (4.7)
yazilabilir. lemmasina gore keyfi bir ¢ fonksiyonu igin e?f lifti

(fuv + (@ + )i + (b + @iy + (¢ + duy + by + ady, + bep,)F) = 0,

ifadesini saglar. Bu ise konjuge parametreler ile verilen bir ylzeyin batin liftlerinin

(€ Duv € (€D (€")y, (€”D) (4.8)

denklemini sagladigini gosterir. Yani f ylzeyi RP* projektif uzayinda (u, v) konjuge

parametrelerine sahiptir. O

4.1.3. Konformal parametreler

Benzer sekilde, R?® uzayinda bir f ylizeyinin ortogonal ve konformal parametreleri

asagidaki sekilde tanimhidir (Bobenko, 2008).
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Tanm 4.7. Bir f: ¥> — R? ylzeyi f,L f, kosulunu sagliyor ise (u,v)

parametrelerine ortogonal parametreler denir. Buna ek olarak,

1L =151 (4.9)

ifadesi de saglaniyorsa (u,v) parametreleri konformal parametreler olarak

adlandirilir.

Bir ylzeyin konjuge ve ortogonal parametreleri ylzeyi egrilik gizgileri
boyunca parametrize ederler yani, ylzeyin birinci ve ikinci temel formlari

diagonaldir. (Bobenko, 2008).
Asagida izotermik yiizeylerin R* Oklid uzayinda klasik tanimindan farkli

olarak alternatif bir tanimi verilmektedir.

Tanim 4.8. Bir f: > — R’ yizeyi konjuge ve konformal (u,v) parametrelerine

sahip ise bir izotermik ylizey olarak adlandirilir.

Projektif uzayda parametrelerin ortogonalligi iyi tanimh olmadigindan
izotermik yUzeyleri tanimlamak zordur. Bu problem ortadan kaldirabilmek icin

projektif kuadrik kavrami kullanilacaktir.

Tanim 4.9. ¢ : R* — R dejenere olmayan kuadratik form ve a(x,x) = g(x) polar

form olmak Gzere bir ® projektif kuadrigi

0 := {(x) € RPYg(x) = 0} (4.10)

seklinde tanimlanir (Havlicek, 2006). Burada ortogonallik a polar formuna gore

tanimhdir.

Tanim 4.10. Bir f: ¥2 — O ylizeyinin bir { lifti verilsin. Bu takdirde

(fu,T) =0

kosulu saglaniyor ise (u, v) parametrelerine ortogonal parametreler, buna ek olarak

[ful® = I,

kosulu da saglaniyor ise (u, v) parametrelerine konformal parametreler denir.
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Lemma 4.11. Bir f: ¥ — @ ylzeyi ortogonal ve konformal (u, v) parametrelerine
sahip olsun. Bu takdirde yuUzeyin herhangi bir lifti de ortogonal ve konformal

parametrelere sahiptir.

Kanit. f yGzeyinin bir f lifti light konide deger aldigindan

(ff) =7 =0

yazilabilir. f ylzeyi ortogonal parametrelere sahip oldugundan herhangi bir ¢?f lifti
(€*Dus (1)) = €(uT + Fur 1 + 1) = 0

ifadesini saglar. Dolayisiyla f ylzeyinin herhangi bir lifti ortogonal parametrelere
sahiptir.

Benzer sekilde f ylizeyi konformal parametrelere sahip ise e?f lifti icin
”Dul> = €¥1¢uf + Tul” = €Il

elde edilir. Bu ise herhangi bir ¢f lifti igin f ylzeyinin konformal parametrelere

sahip oldugunu géstermektedir. |

Lemma 4.12. Bir f: X — O ylzeyinin parametreleri konjuge ise bu parametreler

ayni zamanda ortogonaldir.

Kanit. f ylOzeyinin herhangi bir f lifti igin (f, f) = 0 seklindedir. Burada sirasiyla u ve

v parametrelerine gore tlrev alinarak

(fuv, T) + (fu, fv) = O

yazilabilir. lemmasina gore f,, € (f,f..f.) olup (f...f) = O bulunur ve sonug

olarak (f,, f,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla (u, v) parametreleri ortogonaldir. O

Tanim 4.13. a, ve «, fonksiyonlari, sirasiyla, u ve v parametrelerine bagl olmak

Uzere bir f = (f) yluzeyi
ful* = @ E, i)’ = @E, (i) =0 (4.11)
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ifadelerini saghyor ise u ve v parametreleri konformal olacak sekilde degistirilebilir.
Bu nedenle denklemlerini sadlayan parametreler konformal parametreler

olarak adlandirilir.

Artik projektif uzayda projektif kuadrik kavrami kullanilarak ortogonallik
anlamh hale geldiginden izotermik ylzeyler tanimina benzer sekilde ifade

edilebilir.

Tanim 4.14. Bir f: ¥ — O ylzeyi konjuge ve konformal (u,v) parametrelerine

sahip ise f ylzeyine bir izotermik ylizey denir.

4.1.4. Moutard liftleri

Bu bélimde sabit bir projektif kuadrikte deger alan herhangi bir ylzeyin izotermik
olmasi icin gerekli durumlar arastiriimaktadir. Bunun igin de yuzeyin Moutard

liftlerinden faydanilacaktir.

Tanim 4.15. Bir f: X2 — O yiizeyinin herhangi bir m lifti verilsin. 1 € R igin

m,, = Am 4.12)

ise m liftine bir Moutard lifti, denklemine de Moutard denklemi denir.

Yukaridaki tanimdan Moutard denkleminin Laplace tipi denklemini
sagladigi asikardir.

Teorem 4.16. Bir f: ¥* — @ ylizeyi igin asagidakiler denkiir.
(i) f bir izotermik ylzeydir.

(i) f yUzeyinin Laplace invaryantlar birbirine esittir.

(iii) f yUzeyinin bir m Moutard lifti vardir.

Kanit. (i) = (ii): f bir izotermik ylzey olsun. Bu takdirde konjuge ve konformal
(u,v) parametreleri vardir. Ylzeyin herhangi bir lifti f olmak tzere (4.7) Laplace

denklemi {, ile carpilirsa

(Tuv, fu) +a-E+ (Tm f) =0 (4'13)
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elde edilir. Ote yandan (f,,f) = 0 olup bu ifadenin v parametresine gére tirevi

alinarak
(Fuvs Tu) = 1(I’f )
uvy 'u - 2 u v
bulunur ve deklemi
1 1
E|(-E,+aE|=0= a=—-=(In(E)),
2 2
halini alir.

Benzer sekilde,
b= —l(ln(E))
v 4

elde edilir. Bu ise a, = b, demektir ve dolayisiyla & = k olup f ylzeyinin Laplace
invaryantlari biribirine esittir.

(if) = (iii): f yUzeyinin bir lifti f olarak verilsin. Bir ¢ := fa dv fonksiyonunu
icin ¢, = ave ¢, = [a, dv = [b, dv = boldugundan a, = b, = h = k seklinde
yazilabilir. Yani f esit Laplace invaryantlarina sahiptir. Buradan ifadesine gore
f = e?f lifti

d=a-¢,=0, b=b—¢,=0

katsayilari ile bir Laplace tipi denklemi saglamaktadir. Moutard denklemi Laplace

tipi denklemin 6zel bir hali oldugundan  bir Moutard liftidir.

(7ii) = (i): f ylzeyinin bir m Moutard lifti verilsin. m light konide deger aldigi
icin konjuge ve ortogonal parametrelere sahiptir. (4.12) Moutard denklemini m, ile

carparak
1 2
(muv, Tnu) + /l(ma mu) = _(lmu| )v =0
—— 2
=0

elde edilir. Bu nedenle, |m,|* ifadesi v—parametresine bagli degildir.

Benzer sekilde |m,|? ifadesinin de u—parametresine bagli olmadigi gorulebilir. m lifti
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bu parametreler ile denklemini sagladigindan f = (m) bir izotermik ylzeydir.

O
4.2. Lineer Weingarten Yuzeyleri

Bu boélimde lineer Weingarten ylzeylerinin 6zel Q-ylzeyleri olarak nasil ortaya
ciktiklari gosterilecektir. Bu baglamda (Burstall et al., 2012) g¢alismasindaki
sonuclar bu calisma cercevesine gore tekrar tlretilecektir. Ayrica asli egrilik ve asli
egrilik dogrultularinin Lie kire geometride neden korundugu incelenecek ve

Legendre immersiyonlari igin asli egrilik kongrtiansi kavrami tanimlanacaktir.

4.2.1. Egrilik kiiresi kongriaanslari

Lie kiire geometride egrilik kiiresi kavramini tanimlamadan énce herhangi bir uzay

formunda verilen f : ¥> — Q yiizeyinin egrilik kiiresinin klasik tanimi verilecekiir.

Tanim 4.17. Bir f : £ — Q yiizeyi ve ¢ € X? verilsin. W, Weingarten déniisimi
olmak Uzere W, dénisUminin 6z degerlerine asli egrilikler ve bu 6z degerlere

karsilik gelen 6z vektorlere de asli dogrultular denir (Bar, 2010).

Tanim 4.18. Herhangi bir s kiiresi verilsin. Bir ¢ € X? noktasinda f, s kiiresinin bir
zarfi ve s kiresinin egriligi asli egriliklerden birine esit ise s egrilik kiresi olarak
adlandirihr (Bar, 2010).

f ylzeyi 51,5, : > — £* seklinde iki egrilik kiiresi kongriiansina sahiptir. Bu

andan itibaren s; = s, durumu haric tutulacagindan asagidaki tanim verilecektir.

Tanim 4.19. Herhangi bir uzay formunda f : > — Q ylzeyi verilsin. f ylzeyinin
f(c),c € X* noktasindaki asli egrilikleri birbirine esit ise f(p) noktasina bir umbilik

nokta denir (Bar, 2010).

Tanim 4.20. § ylOzeyinin umbilik olmayan her f(p) noktasindaki asli dogrultular
V1, V5 olsun. Bu takdirde

d d

Elp = Vl ve Elp = VZ

olacak sekilde (u,v) lokal koordinatlar vardir. Bu koordinatlar u = sbt ve v = sbt
egrilik cizgilerini tanimlar ve bu nedenle egrilik ¢izgisi parametreleri olarak

adlandirilir.
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Bir 6nceki boélimden acikga goérilebilecegi gibi egrilik c¢izgisi parametreleri
konjuge ve ortogonaldir.
Egrilik kiresi kavrami herhangi bir uzay formunda aldiklari degerler ile verilen
parametrik ylzeyler igin tanimlanmistir. Simdi de light koni modeline goére f
yUzeyinin 6zel liftler araciligiyla egrilik kirresi kavrami verilecektir. Burada amag,
bir uzay formunda verilen § ylzeyinin egrilik krelerinin, ylzeyin £ Legendre liftinin
egrilik kirelerine karsilik gelecek sekilde Legendre immersiyonlari igin egrilik
kUresini tanimlamakiir.

Bir uzay formundaki f : > — R ylizeyi p € R*? nokta kiire kompleksi ve g €
R*? uzay form vektor(i ile verilsin. n tanjant diizlem kongriiansi olmak lizere yiizeyin
Legendre lifti (2.18) 6rneginden de gérilebilecegi gibi £ := (f, n) ile gdsterilmektedir
. Asagida egrilik kiiresi kongrtanslarinin f ylzeyinin £ Legendre lifti yardimiyla 6zel

liftler olarak nasil temsil edildikleri gérilecektir.

Lemma 4.21. Bir f : > — Q ylizeyi £ : X*> — € Legendre lifti ve «, k, asli egrilikleri

ile verilsin. Bu takdirde f ylzeyinin egrilik kiire kongrtanslari

s1 =+ kf) = (s1)

$2 = (N + Kof) = (%)

seklindedir. Dolayisiyla egrilik kire kongrianslari umbilik noktalar digindaki

noktalarda £ = (s;, s,) Legendre liftini gerer.

Kanit. tanimindan gérllebilecegi tzere s,s, € I'f oldugundan s; ve s,
egrilik kareleri igin f bir zarftir ve (2.16) tanimina goére «; ve «, egriliklerine
sahiptirler. Boylece f ylzeyinin egrilik kiire kongrianslaridir.

Ayrica umbilik noktalar disindaki noktalarda «; # «, oldugundan s, ve s, lineer

bagimsizdir, bu nedenle £ Legendre liftini gererler. O

Lemma 4.22. § ylzeyinin egrilik ¢izgisi koordinatlar (u,v) ve asli egrilikleri «y, k,

olmak Uzere umbilik noktalar disinda

0=n,+xf, =n, +«f, (4.14)

sekildeki Rodrigues denklemleri saglanir.

45



Lemma 4.23. Bir { ylizeyinin egrilik kiireleri s; olmak tizere herhangi bir s;,i € {1, 2}

lifti icin
(Sl)ua (52)\/ € <51a 52) (4'15)

ifadesi saglanir.

Kanit. s, egrilik kiiresinin u parametresine gore tirevi alindiginda
(SDu = My + KiTy + K1, f
oldugundan denkleminden
(sD)u = (k1)uf € (F, 1) = (51, 92) (4.16)

elde edilir. Benzer sekilde (s;), € (s, 2) oldugu da gdésterilebilir. O

Simdi de bir Legendre immersiyonu igin egrilik kiresi kongrianslari

tanimlanacaktir.

Tanim 4.24. A: ¥*> — £ bir Legendre immersiyon olsun. Eger ds(w) € A olacak

sekilde
w e F(T 22)

var ise s € I'A kesitine bir egrilik kiiresi kongriiansi denir.

Bir f ylzeyinin egrilik kire kongruanslarina u = % veya v = % Legendre lifleri
aracihgiyla yUkseltlebilecegine dikkat ediniz. Simdi de lemmasina benzer

sekilde Legendre immersiyonlari igin egrilik kiiresi kongrianslari tanitilacaktir.

Tanim 4.25. A: X2 — ¢ Legendre immersiyonu icin § kiresel izdisimi ve n
blylk klre kongriansi olmak Gzere A = (f,n) olsun. Bu takdirde egrilik kire

kongrianslari
s; = (n+ «f) (4.17)

olur. Burada f ylzeyinin asli egrilikleri «; ile gésterilmigtir.
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4.2.2. Q-yuzeyleri

Q- ylizeyleri izotermik yiizeylerin dogal bir genellemesidir. Oncelikle bu yiizeylerin

klasik tanimi verilecektir.

Tanim 4.26. (u,v) egrilik cizgisi koordinatlarina gére verilen bir § : 2 — R? y(izeyi,

U ve V sirasiyla, u ve v parametrelerinin fonksiyonlari olmak Gzere

(V\/E K )+62(gﬁ Ko

PR :0, GE{I,i} 4.18
U\/EKl—Kz V\/EKI—KQ)M ( )

kosulunu sagliyor ise Q—ylizeyi olarak adlandirlir. Burada E = (§,,,) ve G = (§,,,)

olup denklemine Demoulin denklemi denir (Demoulin, [1911b).

Legendre immersiyonlari igin Q-ytzeylerini tanimlamadan énce harmonik bélinme

kavrami g6z dndne alinacaktir.

Tanim 4.27. wy,wy, w3 ve wy vektorleri verilsin. Bu vektérlerin ¢ifte orani (capraz

orani)
CI'(Wl,Wz,W3,W4) =-1. (4.19)

seklinde ise wy,wy, w3 ve wy vektdrleri harmonik olarak bdlinmektedir denir

(Rossman, 2014).

Tanim 4.28. Bir A : ¥ — ¢ Legendre immersiyonu egrilik kiire kongrianslarini
her noktada harmonik olarak bélen bir enveloped izotermik kire kongrians ¢iftine

sahip ise bir Q—yuzeyi adini alr.

Lemma 4.29. (u,v) egrilik ¢izgisi koordinatlarn ile verilen bir A Legendre

immersiyonu verilsin. Bir ¢ fonksiyonu icin € € {1, i} olmak Gzere

(51)u = Pu% (4.20)
(s2)y = €51 (4.21)

olacak sekilde sy, s, egrilik kiire kongriianslarinin sy, s, liftleri var ise, A Legendre

immersiyonuna bir Q—ytzeyi denir.

47



Kanit. denklemini saglayan bir ¢ fonksiyonu ve s,, s, liftleri var olsun. s* kiire

kongrtanslar

$F 1= o) £ €5 (4.22)

olacak sekilde s* liftleri ile tanimlansin. Bu takdirde, denklemi kullanilarak

uv—tlrevleri

(5i)uv = (5D)uv = €(52)u = 62(¢uv52 + ¢u¢v51) = €(¢uv51 + ¢u¢v52) (423)
= (s % 652)(¢u¢v == €¢uv) (4'24)

olarak elde edilir. Ayrica
" =5 £ €%

oldugundan s* liftlerinin aslinda s* kire kongruanslarinin Moutard liftleri oldugu
goruldr. Dolayisiyla, teoremi yardimiyla s* Moutard liftlerinin s; ve s, egrilik
klresi kongrianslari harmonik olarak bdlen bir izotermik kire kongriansi ciftidir.

Yani, A Legendre immersiyonu bir Q— yUzeyidir. O

4.2.3. Lie kure geometride lineer Weingarten yuzeyleri

Bu kisimda (Burstall et al., 2012) calismasinda verilen bazi 6nemli bolimler
verilen sartlar altinda tekrar tiretilerek, uzay formlarinda alinan lineer Weingarten
ylzeylerinin Lie klre geometrisinde 06zel Q-yUzeyleri olarak ortaya ciktiklari

gosterilmektedir.
Tanim 4.30. Bir f : X2 — R ylzeyi icin H = (k; +k)/2, K = kK, Sirasiyla,
ortalama ve Gauss egrilikleri olmak Uzere

0 =aK + 2bH + c,

seklinde trivial olmayan (reel) bir lineer baginti saglaniyorsa ylzeye bir lineer

Weingarten ylizeyi denir.
Burada
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e a # (0 ise, lineer Weingarten kosulu

(ak; + b)(aky + b) + (ac —b*) = 0

olarak diizenlenebilir.

e ac — b* # 0 ise, diskriminantin isaretine bagli olarak

(aky + b) = Vb? — actanh ¢ (4.25)
(ak> + b) = Vb? — ac coth ¢. (4.26)

olacak sekilde reel bir ¢ fonksiyonu vardir.

K = % asli egrilikleri, egrilik kiresi liftleri cinsinden ifade edilirse lineer

Weingarten kosulu

olmak Uzere
0 = kyWk5 with k; = (34, 9), (5, P))

haline doénusar. (g, p) dizleminin bazinin {gq;,g,) dizleminin herhangi bir bazi
oalrak degistirilmesi lineer Weingarten kosulunun yapisini degistirmemektedir.

Yani, s;, %,
(51,q1) = €(52,q2) = ésinh (ep), (s1,92) = (52,4q1) = cosh(ep). (4.27)
olacak sekilde dliizenlenebilir. Dolayisiyla lineer Weingarten kosulu
0 = (51,41)(52,q1) — € (51, 2)(%2, 42) (4.28)

haline dénlsur.

Teorem 4.31. Uzay formlarinda ac — b* # 0 olacak sekilde verilen lineer

Weingarten ylzeyleri her biri sabit lineer kiire kompleksi ¢* icinde deger alan
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£ = (s*,s7) seklindeki izotermik kiire kongrianslarinin zarfi olacak sekilde Q
yuzeyleridir. Burada ¢*, ¢~ tarafindan gerilen dizlem nokta kiire kompleksi ve

uzay form vektérl tarafindan gerilen dizlem ile kesismektedir.

Kanit. £ bir lineer Weingarten ylizeyi olsun. Yukarida bahsedildigi Gzere (g, p) ve

(q1, q>) diizlemleri arasindaki baz degisiminden ¢, and ¢, vektorleri igin

1
(51,q1) = €(52,¢) = p sinh (e¢) (4.29)

(51,q2) = (%2, q1) = cosh(ep) (4.30)

yazilabilir. Ayrica sy, s, liftleri

(5)u = )

(SZ)V = 62¢v51

olacak sekilde s* egrilik kiiresi kongrtanslarinin liftleri olarak elde edilir. Buradan
onermesinden f yuzeyinin Legendre lifti bir Q—ylzeyidir.

Diger taraftan, £ = (s, s7) ylzeyi, her biri sabit bir g* lineer kiire kompleksinde
degerler alan s* izotermik kiire kongriansi (yani Moutard liftleri) tarafindan gerilen

bir Q—ylzeyi ise, egrilik kirelerinin uygun liftleri i¢in, egrilik kongrianslar
5* = 5 €95 (4.31)

olarak tanimlanabilir. s* izotermik kire kongrlanslari sabir bir ¢* lineer kire
q

kompleksinde degerler aldigindan (s*, ¢g*) = 0 yazilabilir. Bu durumda

0=(51,4")(%2,97) + (51,4 )%2,4") (4.32)

elde edilir. Bu nedenle £ ylzeyi (¢*,q~) dizlemine bir lineer Weingarten yuzeyi
izdUsgurdr.
4.3. Kanal Yuzeyleri

Bu bélimde kanal ylzeylerinin (Hertrich-Jeromin, 2003) kaynagi dogrultusunda

esas olarak Mébius geometrik yaklagimi verilecektir.
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Tanim 4.32. Bir diferansiyellenebilir £ : =" — §3 donlsim( her p € X igin

f(p) e s(p) and Ty, f(X) C Tpipys(p). (4.33)

sartini saglyor ise, bir s kiire kongriansinin zarfi adini alir.

s(p)

f(p)

Sekil 4.1: Bir kiire kongriansinin zarfi

Bir y € §3 noktasi igin (y,y) = 1 oldugundan n := [1, y] vektdriinin lightlike oldugu

bilinmektedir. Bundan 6tirt n # 0 vektéri icin

> = {(m)(m,n) = 0} (4.34)

konisi S* uzayina karsilik gelmektedir. Buradan £* konisinin, PL* nin projektif light
konisi oldugu séylenebilir. Dolayisiyla bir s kiire kongriansinin zarfi ayni zamanda
f : X" — 3 olarak da degerlendirilebilir. Burada f(p) noktasindaki Tipf(X) ve

T s»s(p) tanjant uzaylar, RP* projektif uzayinda yer alan dizlemlerdir.

Lemma 4.33. Diferansiyellenebilir bir £ : ¥ — €3 déniisimiiniin bir s : ¥ — RP*
kire kongruansinin zarfi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f ve s, sirasiyla, f ve s

nin liftleri olmak Uzere,
(f,9)=0 df,9)=0 (4.35)

olmasidir.

51



denkleminde verilen kosullarin projektif kosullar oldugu dikkate alindiginda,
f ve s liftlerinin se¢iminin keyfi olmadigi c¢ikarimi yapilabilir. Dolayisiyla
(f,s) = 0 and (df,s) = 0 yazilabilir. Bunun yaninda, f ve s regller ise

denkleminden R*! uzayinda iki sekilde degerlendirilebilirler:

e Ya s, f ylzeyinin bir normal spacelike alani

e Ya da f, s nin bir izotropik normal alanidir.

Ote yandan, kiirelerin RP* projektif uzayi, S>' Lorentz kiiresinin bir metrigi ile
donatilabileceginden lokal olarak |s| = 1 olacak sekilde bir s : > — S*! lifti
secilebilir. Bunun yani sira, (f,s) = 0 ifadesi (df,s) = 0 demek oldugundan

(f,ds) = 0 yazilr.

Tanim 4.34. s : I — S>! hiperylzeylerinin bir parametreli bir ailesinin f : IxZ! —

3 seklindeki zarfina kanal ydzeyi denir.

Hiperylzeylerin her bir parametreli ailesi zarfa sahip degildir. s(¢) kirelerinin bir
parametreli ailesinin zarfinin olmasi igin gerekli bir kosul, (s(?), s'(t)) nin her t € I
noktasinda bir Minkowski diizlemine dik olmasidir. Tersine, her normallestirilmis,

spacelike klre egrisi bir zarfa sahiptir.
Bu bélimde temel amag¢ herhangi dizlemsel, spacelike kire egrisinin bir

silindir, bir koni ve bir donel yiizey olacak sekilde R?® Oklid uzayina
izdUsUrUlebilecegini gbstermektir. Bunu yapabilmek icin siradaki 6rnek
verilecektir. Ayrintilar igin (Hertrich-deromin, 2003) referansinda verilen 1.8.5.

ornek incelenebilir.

Ornek 4.35. s : I — S>! bir spacelike diizlemsel kiire egrisi olsun. Bu takdirde
herhangi bir f : I x X — €3 zarfi bir silindir, bir koni ya da bir dénel ylizey olacak
sekilde R* Oklid uzayina izdiisirilebilir. Bu Gi¢ durum, sabit § := (s,5,s")

3—duzlemin isaretine bagh olarak degerlendirilecektir.

1. & duzlemi S3 kiresini enine olacak sekilde kesisiyorsa, arakesitleri dik
kesigen iki sabit s;,s, € S*! kiresi tarafindan tanimlanabilen bir sabit
¢emberdir. t € [ igin bltin s(¢) kireleri s; ve s, kureleri ile dolayisiyla da
cemberle kesisir. Bu cember bir g € 51 N s, noktasi boyunca diiz bir dogruya
izdusaralirse f zarfi ddnme ekseni bu gember olan bir donel ylizey olarak

ortaya cikar.
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2. ¥ dlzlemi S3 kiresine bir ¢ noktasinda degiyorsa, bitin s(r) kireleri ¢
noktasini igerir. &+ de ani zamanda ¢ noktasini icerdiginden ve & icindeki
herhangi bir diger kiireyle ortak higbir noktasi olmadigindan &* deki her
klre bir dizlemdir. Bu nedenle s icindeli sarmayalan (enveloping) dizlemler

bir paralel diizlem ailesine diktir. Yani f zarfi bir silindir olur.

3. § duzlemi S3 kiresi ile kesismiyorsa, bu durumda §* dik dizlemi g, qo
noktalarinda S?3 kiresini keser. ¢ noktasindan S® — R3 stereografik
izdisUm0 yardimiyla kireler gy noktasinin gériintist ¢ yu iceren bir diizlem
ailesi haline gelir. Bu nedenle f zarfi g, tepe noktasi ile olmak Uzere bir

konidir.

Lie kire geometri yaklagimina gére kanal yuzeyleri s, = 0 olacak sekilde
s X2 — €4 (u,v) € X2 kirelerinin 1—parametreleri aileleri olarak dislnilebilir.
Kosulu projektif bir kavram oldugundan s liftlerinin segiminden bagimsiz olacaktir.
Simdi R*? uzayinda ornegine benzer bir siniflandirma elde edilmek

istenmektedir.

Lemma 4.36. Bir kanal ylzeyi s kirelerinin bir parametreli ailesi ile verilsin. s kiiresi
icin p € R*!, |p|> = —1 bir timelike vektdr olmak lizere (s, s, s, p) sabit bir 4—diizlem
olacak sekilde bir s lifti varsa, R Uzerindeki kanal ylzeyinin izdisumu bir silindir, bir
koni veya bir donel ylizey(bir parcasi) olacak sekilde p* uzayinda bir lightlike vektor

vardir.

Kanit. Kabulden dolayr nokta kire kompleksi p timelike vektdrd icin
p € R*! |p* = -1 yazilabilir. p* Gizerine yapilan izdigim =, olsun. s nin bir s lifti p
vektériine dik olmamasi durumunda (p,s) = —1 olacak sekilde sabitlendiginde
m,(s) = s — p yazilabilir. izdligim sonrasinda ortaya gikan egrinin s ve s~ tlirevleri
n, ve |r,(s)) = 1 altinda sabit oldugundan dolay! spacelike diizlemsel bir egri
oldugu gérilmektedir. Bu ise p nokta kire kompleksinin Mébius geometrisinde
ile verilen gartlarin saglandigini géstermektedir. s kiresinin zarfi f olmak
Uzere drnegine gére, (f,q) = —1 denklemini saglayan f zarfinin bir { lifti bir
koni, bir silindir veya bir dénel ylzeyin (bir pargasi)na izometrik olacak sekilde bir

g € p* N L° vektor vardir. Ayrica f lifti R kuadriginde yatar.
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4.3.1. Vessiot teoremi

Bu kisimda ise, Vessiot teoremi ispatsiz bir sekilde verilecektir. Detaylar icin
(Hertrich-deromin, 2003) referansinda verilen 3.7. kisim incelenebilir. Bir sonraki
bdlimde lineer Weingarten kanal ylUzeyleri incelenecektir. Vessiot teoremi bu

yuzeylerin siniflandiriimasini genellestirmek Uzere kullaniimaktadir.

Teorem 4.37. Bir izotermik kanal ylzeyi, umbilik noktalar diginda, S* kresinin
uygun segilen bir Oklid uzayinda bir silindir, bir koni veya bir dénel yiizeydir(ya da

bir parcasidir).

4.4. Lineer Weingarten Kanal Yiuzeyleri

Herhangi bir kanal ylzeyi 1-parametreli kiire ailesi tarafindan veya konformal
geometride dairesel egrilik cizgileri ile verilen bir ylzey olarak karakterize
edilebilir. (Hertrich-deromin et al., 2015) referansindan da goérllecegi Uzere
3—boyutlu Oklid uzayinda dairesel egrilik cizgilerinin bir ailesi ile verilen lineer
Weingarten ylzeyleri, yani lineer Weingarten kanal yUzeyleri, ya tubular ya da bir
donel yizeydir. Bu kisimda, (Burstall et al., |2012) kaynagina benzer sekilde Lie
kire geometrisinde lineer Weingarten kanal yUzeylerinin siniflandiriimasi
amaglanmaktadir. Bu ylzeylerin Lie kire geometrisinde izotermik ylzey olarak

ortaya ciktiklari gosterilecektir.

Tanim 4.38. A : ¥ — € yiizeyi bir uzay formunda sirasiyla, sabit ¢* lineer kiire
komplekslerinde deger alan enveloped izotermik s* kiire kongriianslari ile verilen
bir lineer Weingarten ylzeyi olsun. Egrilik kiire kongrianslarindan biri tek bir

parametreye baglh ise A yuzeyine bir lineer Weingarten kanal ylizeyi denir.

Egrilik kiire kongruanslari, izotermik kiire kongrianslarini her noktada harmonik

olarak béldiginden dolayi sy, s, liftleri, & € {1, i} olmak Gzere

st = 5| £ &%),

olacak sekilde secilebilir, bknz ve dnermesinden

s, = €(Pudy £ €d)5", (4.36)
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oldugu gorulir. A lineer Weingarten ylizeyi ayni zamanda bir kanal yizeyi olsun.
Bu durumda, erilik kiire kongruanslarindan biri sadece tek bir parametreye baglhdir.

(s2), = 0 olsun.

Lemma 4.39. A yUzeyi bir lineer Weingarten kanal ylzeyi olsun. Bu takdirde, u ve
v, siraslyla, s; ve s, egrilik kiire kongrtianslarinin egrilik gizgisi parametreleri olmak

Uzere

(52)u =0 (4.37)
(Dw = 0 (4'38)

kosulunu saglayan sy, s, egrilik kiiresi kongrtianslarinin, sirasiyla, s; and s, liftleri

vardir.

Kanit. dnermesine gore ¢ fonksiyonu ve € € {1, i} icin

(Sl )u = ¢u52

(s2)y = €6,

ifadesi salanacak sekilde egrilik kire kongrGanslarinin liftleri vardir. (s,), = 0

oldugundan ¢, = 0 yazilabilir. tirevi alinarak ayrica (s;),, = 0 oldugu goralar. O

Lemma 4.40. W := (s1,,51,,) Uzayl V = (s, Sy, S, Py Uzayina dik ,sabit bir

projektif dogrudur.

Kanit. (s, s,) = 0 kontaktlik sarti ve s, yalnizca u parametresine bagl iken W nin
v parametresine bagl olmasindan dolayr WL (s, $,,, $2..,) Yazilabilir. Herhangi bir
p €{q",q") vektdri W ye dik olsun. s* = s, + €3, oldugu bilindiginden ¢g* sabit Ineer

kire kompleksleri icin

(51 5 q+) = _6(52? q+)
(4.39)

(51,97) = €(%2,9),

elde edilir. Burada ifadenin sag tarafi yalnizca u parametresine baglidir. Bu sebeple

ifadenin v threvi alinarak kabul gergceklenir ve p € (¢*, g~) dnermeyi ispatlar. O
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Teorem 4.41. Herhangi bir uzay formunda egrlik kiiresi kongrtanslari ile verilen her

f: X2 — R lineer Weingarten kanal yiizeyi izotermiktir.
g yuzey

Kanit.

_ (51, p) 5
(52’ p)

—>

(4.40)

:51

lifti tarafindan £ iginde bir kiire kongrtansi tanimlayalim. Her nokta kire kompleksi
icin Legendre dénlsimdi icinde yalniz tek bir nokta kire kongriansi vardir, bu

nedenle , p) = 0 ifadesi f nin f ylzeyinin bir lifti oldugunu ispatlar. Diger taraftan

A

fw=0, s$1,=0 4.41)

yazilabilir. s, bu 6zellige sahip oldugundan ve s;, € WL p olup ifadesinde
cikarilan terim yalnizca u—parametresine baghdir. Bu nedenle f lifti f ylizeyinin bir
Moutard liftidir. Dolayisiyla izotermik klre kongruansi olur ve her uzay form

izdisUmU de izotermiktir. O
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada lineer Weingarten kanal ylzeylerinin bir (ambient) uzay form
geometrisinde daha genel olusumlar igin siniflandiriimasini ispatlamak Gzere kire
geometri metotlari uygulanmigtir. Bu dogrultuda sadece daha genel siniflandirma
sonucuna ulasmakla kalmayip ayni zamanda uzayin Oklid uzayl olmasi
durumundaki hali incelenmistir. Ayni zamanda Oklidyen durumun yetersiz kaldigi
bazi durumlarda geometrik bir kavrayis kazaniimigtir. Bu da lineer Weingarten
yUzeylerinin Lie geometrik karakterizasyonu kullanilarak yapiimistir.

Bu tez galismasi hazirligi siiresince yazar alaninda uzman olan uluslararasi
arastirmacilar ile igbirligi yapma ve etkilesim halinde bulunma firsati yakalamistir.
Ayrica elde edilen bulgular diferansiyel geometri alaninda farkh yonlere
genisletilebileceginden dnemli bir kaynak olarak distndlebilir.

Bu arastirma sonuglarina gére potansiyel bir genisleme plani (Burstall vd,
2017) ve (Muller and Wallner, |2013) de bahsi gegen diskret ve yari-diskret lineer

Weingarten yuzeylerinin incelenmesidir.
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EK1

Metrik Uzay Projektif Uzay Minkowski Uzayi
$3 CR* $3 c RP? L3 cRH!

nokta: nokta: lightlike vektor:
xe S x€ S CRP* x€RM (x,x) =0
kire: "dis uzay"da nokta: spacelike vektor:
sCS? s € RP} s e R (s,5) >0
incidence (etki): polarite: orthogonallik:
xes s€xt=TS? (x,5) =0
orthogonal arakesit: polarity: orthogonallik:
s10 ) 52 s,~€sj+ (s1,52) =0
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