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OZET

Anahtar kelimeler: BBM denklemi, varlik ve teklik, BBMB denklemi, siirekli
bagimlilik

Bu tez 6 boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimiinde, Benjamin-Bona-Mahony
denklemleri ile ilgili yapilan ge¢mis calismalar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde, bu tezde kullanilan temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Ugiincii
boliimde, Bo Lu, Guanxiu Yuan ve Jinku Yang tarafindan yazilan “A Class of Exact
Solutions of the BBM Equations” isimli makale incelenmistir. Dérdiincii boliimde, L.
A. Medeiros ve G. Perla Menzala tarafindan yazilan “Existence and Uniqueness for
Periodic Solutions of the Benjamin-Bona-Mahony Equation” isimli makale
incelenmistir. Besinci boliimde ise daha once calisilmamis olan Benjamin-Bona-
Mahony-Burger denkleminin ¢o6ziimlerinin  katsayilara  siirekli  bagimlilig
incelenmistir. Altinc1 boliimde ise tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar belirtilmistir.
Calisma literatiirde bilinen sonuclar arastirilarak olusturulmustur.



BENJAMIN-BONA-MAHONY EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: BBM Equation, Existence and Uniqueness Theorem, BBMB Equation,
Continuous Dependence

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, information about past studies
on Benjamin-Bona-Mahony equations is given. In the second chapter, the basic
definitions and concepts used in this thesis are given. In the third chapter, the article
entitled “A Class of Exact Solutions of the BBM Equations” written by Bo Lu,
Guanxiu Yuan and Jinku Yang is investigated. In the fourth chapter, the article entitled
“Existence and Uniqueness for Periodic Solutions of the Benjamin-Bona-Mahony
Equation” written by L. A. Medeiros and G. Perla Menzala is examined. In the fifth
chapter, continuous dependence on the coefficients of the Benjamin-Bona-Mahony-
Burger equation solutions which has not been studied before is examined. Finally in
the sixth of chapter, the results obtained from the thesis are stated. This work is
performed by investigating the results known in literature.

Vi



BOLUM 1. GIiRiS

Doganin temel kanunlarinin matematiksel olarak ifade edilebilmesi i¢in 6ne siiriilen
modeller ¢ogunlukla lineer degildir. Bu ylizden olusturulan bu modellerin pek ¢cogu

lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere dayanmaktadir.

Son yillarda akigkanlar mekanigi, kat1 hal fizigi, plazma fizigi, kimyasal fizik, fiber
optik ve jeokimya gibi cesitli alanlarda bir¢ok fiziksel olayr modellemek i¢in lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler kullanilmistir. Bu yiizden bu

denklemlerin ¢éziimlerinin bulunmasi1 6nemlidir [1].

1830’lu yillardan itibaren bircok matematik¢i ve fizik¢i lineer olmayan dalga
kuramimin bir parcast olan s1g su rejimlerindeki tekil dalgalarin hareketlerine
matematiksel modeller olusturabilmek i¢in ¢alismalar yapmislardir. Bu ¢alismalarda,
tekil dalgalarin yayilimini belirten ve lineer olmayan denklemlerin baglangi¢ deger
problemleri ele alinmis ve bu problemlerin ¢6ziimlerinin varligi ve tekligi
incelenmistir. 1834 yilinda Iskog miihendis John Scott Russell, Edinburgh yakinindaki
bir kanalda ilerleyen biiylik bir su kitlesi olarak tanimladig bir tekil dalganin, seklinde
ve yiiksekliginde goriilebilir bir degisme olmaksizin 2 km kadar yol aldigini
gozlemlemistir. John Scott Russell, bu gézleminden yola ¢ikarak tekil dalgalar iizerine
yapti§1 caligmalardan elde ettigi tiim sonuglart 10 yil sonra Ingiliz Bilim Gelisme
Kurumu’na rapor olarak sunmustur [2]. Russell raporunda soliton dalgalarin en 6nemli
ozelligini “S1g su rejimlerinde suyun derinligine oranla daha biiytik dalga yiiksekligine
sahip su dalgalar1 olugmaktadir. Ayrica bu dalgalar sekil ve hiz 06zelliklerini
kaybetmeden uzun mesafeleri katetmektedir.” seklinde ifade etmistir [2]. Bu
caligmanin ardindan birgok fizik¢i ve matematikei s1§ su rejimlerinde ortaya ¢ikan su
dalgalarinin durumunu anlayabilmek ic¢in cesitli matematiksel modeller One

stirmiislerdir. John Scott Russell’in bu gézlemi teorik olarak 1895 yilinda Hollandalt



iki matematike¢i D. J. Korteweg ve G. de Vries tarafindan ¢alisilmistir. D. J. Korteweg
ve G. de Vries bu olayin matematiksel teorisi ilizerinde calisarak suyun si§ bir
tabakasinin serbest yilizeyinde iki boyutlu, tek yonlii yayilan su dalgalarinin hareketini
modelleyen ve lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem elde etmislerdir.
Boylece Korteweg de Vries (KdV) denklemi, sig bir kanalin yiizeyindeki su
dalgalariin tek yonli yayilimmi ifade etmek icin matematiksel bir model olarak

ortaya ¢ikmuistir [3].

KdV denklemi,

Up + Uy + ULy + Uy = 0, t>0, x€eR (1.1)
seklinde tanimlanmaisg lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir. Burada
u(x,t) fonksiyonu, x konumunda ve t zamanindaki dalganin yiiksekligini ifade

etmektedir [3].

KdV denkleminin ¢ sabit hizi ile hareket eden ve dalga formunu koruyan bir 6zel

¢ozumi

ulx,t) =fX)=f(x—ct—95) (1.2)

seklinde bulunmustur. Burada § dalganin fazidir ve keyfi bir sabit sayidir. (1.2)

doniisiimii sonucunda KdV denkleminin 6zel bir ¢6ziimii
1 Ve
u(x,t) = ¢ sech? [7 (x —ct — 6)] (1.3)

seklinde elde edilmistir [4].

N. J. Zabusky ve M. D. Kruskal, tekil dalgalarin 6zelliklerini anlayabilmek i¢in KdV
denklemi {izerinde kapsamli ¢aligmalar yaparak denklemin analitik ¢ézlimlerini elde

etmisler ve bu ¢oziimlerin davranislar1 hakkinda 6nemli a¢iklamalarda bulunmuslardir.



Bu calismalar esnasinda carpistiktan sonra hizlarini ve sekillerini (dalga formunu)
koruyan tekil dalgalar tespit etmislerdir. Boylece N. J. Zabusky ve M. D. Kruskal, sabit
bir hizla hareket ederken etkilesime giren ancak dalga formunu koruyarak kendi
kendini gii¢lendiren tekil dalgalara “soliton”, dalga formu f(X) ile gosterilmek tizere
(1.1) denkleminin dalga formunu koruyan (1.3) ¢6ziimlerine de “soliton ¢oziimler”

adin1 vermislerdir [4].

Alternatif bir model olusturmak i¢in 1972’de B. Benjamin, J. L. Bona ve J. J. Mahony
tarafindan bir ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alisma sonucunda KdV denklemi gelistirilerek
Benjamin-Bona-Mahony (BBM) ya da bir diger adiyla diizenli uzun dalga denklemi
olarak isimlendirilen yeni bir denklem olusturulmustur. Ayrica bu denklemin

¢Oziimiiniin tekligi ve kararlilig1 ispatlanmistir [5].

BBM denklemi

Up + Uy + UUy — Uy = 0, t>0 x€eR (1.4)

seklindedir ve bu denklem de

2

1 ct
sech? (— cx — + 6) (1.5)

c
unt) =37 2 T 1=

2
seklinde bir 6zel ¢6ziime sahiptir [5].

BBM denklemi ilk olarak 1966 yilinda Peregrine’in gel-git dalgalar1 ¢alismasinda

niimerik olarak ¢6ziilmiistiir [6].

BBM denklemi s1g su dalgalari i¢in KdV denkleminin diizenlenmis bir versiyonudur.
S1g su dalgalarina ek olarak, BBM denklemi plazmadaki drift dalgalarinin veya dénen
akiskanlardaki Rossby dalgalarinin ¢alismalarina da uygulanabilir. Baz1 sartlar altinda,

bir-boyutlu iletken dalgalarin modelini de saglar [7].



1972°den bu yana ¢esitli genellestirilmis BBM denklemlerinin periyodik sinir deger
problemleri, baslangi¢ deger problemleri ve baslangi¢ sinir deger problemleri tizerine
calistimistir. Diger yandan ise pek c¢ok arastirmaci gesitli genellestirilmis BBM
denklemlerinin baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziimlerinin uzun siireli davraniglari

lizerine ¢alismistir [8].

Pseudoparabolik denklemler matematigin ve fizigin pek ¢ok alaninda ortaya
cikmaktadir. Catlak kayalarda sivi akisi, ikinci dereceden akiskan denklemlerinde
kesme, termodinamik ve kii¢iik genlikli uzun dalgalarin yayilim1 gibi pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir. Pseudoparabolik denklemlerin 6nemli bir 6zel durumu ise bu tezde

calisilacak olan Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemidir.

BBMB Denklemi

Up — Uyyt — AUy T YUy + f(u) =0 (1'6)

seklindedir. Burada u(x, t) yatay yonde siv1 akis hizini, & pozitif bir sabiti, y herhangi
bir sabiti f(u) ise C? de lineer olmayan bir fonksiyonu belirtir [9].

Literatiir incelemesi yapildiginda, 1995 den bu yana BBMB denklemleri ile ilgili pek
cok calisma yapilmustir. Ozellikle 2010’larda BBMB denklemlerinin tam ¢dziimleri
iizerine O. F. Goziikizil ve S. Ak¢agil [9], V. Kumar, R.K. Gupta, R. Jiwari [1], M. S.
Bruzon ve M.L. Gandarias [10]; BBMB denklemlerinin korunum yasalar1 iizerine
M.S. Bruzén, T. M. Garrido ve R. de la Rosa [11], M. S. Bruzén ve M.L. Gandarias
[12], B. Muatjetjeja ve C. M. Khalique [13] tarafindan kapsamli ¢aligmalar yapilmistir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Tamm (L? (Q) Uzayr)

Q c R" bir bolge ve p > 0 bir reel say1 olmak iizere, () lizerinde
flu(x)lp dx < ©
Q

kosulunu saglayan u Olgiilebilir fonksiyonlarindan olusan uzaya LP(Q)) uzayr adi

verilir. 1 < p < oo igin LP () bir normlu lineer uzaydir ve bu uzay iizerindeki norm
1

14
lull, = <f|u(x)|pdx> , o lullp = flu(x)lpdx
Q QO

bigiminde tanimlanir [16].
Tamm (Banach Uzayi)

Bir (X, [|*]]) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi, X iginde bir limite yakinsiyorsa bu
(X, |I*]) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir. Ya da baska
bir deyisle bir normlu vektor uzayi, normdan indirgenen metrik ile tam ise bir Banach

uzay1 olarak adlandirilir [17].



Tamm (i¢ Carpim Uzay: ve Hilbert Uzay)

I¢ carpim uzayi, iizerinde bir i¢ carpim tanimlanmis vektdr uzayidir. Bir Hilbert uzayi

ise, tizerindeki i¢ carpimla tanimlanmis metrige gore tam olan bir i¢ ¢arpim uzayidir.

L?(Q) Hilbert uzayidir ve iizerindeki i¢ garpim

(u,v) = fu(x)@dx, Vu,v € L,(Q)
Q

bigiminde tanimlanir. Burada ¥, v nin kompleks eslenigidir [16].
Tamim (Lipschitz Siireklilik)
Q c R™ de bir f(x) fonksiyonu tanimlanmis olsun. Eger x,y € ( i¢in,

[f () = fO < klx -yl

esitsizligi saglanacak sekilde bir k > 0 sabiti varsa f (x) fonksiyonuna () da Lipschitz
stireklidir denir [18].

2.2. Tlgili Teoremler

Teorem (Arzela-Ascoli)

Q, R™ de sinirh bir bdlge olsun. K € C (5), C (ﬁ) de prekompakttir ve asagidaki iki

kosul saglanir.
(i) V¢ € K vex € Qigin [¢p(x)| < M olacak sekilde bir M sabiti vardir.

(i) Ve>0,¢p €K, x,y€ Qigin |[x — y| < 6 iken |¢p(x) — ¢ (y)| < € olacak sekilde
bir § > 0 vardir [19].



2.3. Kullanilan Esitsizlikler

Cauchy-Schwarz Esitsizligi

X bir i¢ garpim uzay1 ve x,y € X olsun. Bu durumda

1CeWI? < (6, x) (0, y)

esitsizligi saglanir. X bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak iizere
1

x|l = (x, x)2

ile tanimli olan ||*|| : X — R fonksiyonu X iizerinde bir norm belirttiginden

Cauchy-Schwarz esitsizligi

1o )1 < Il Iyl
olarakta yazilabilir [20].
Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi

x,y € R"olmak iizere 0 < (x — y)? ile
xZ yZ
< __ 47
W=

esitsizligi yazilabilir.



Gronwall Esitsizligi

u(t), [0, T] araliginda negatif olmayan mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢ (t) ve ¥ (t)

negatif olmayan [0, T] iizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak iizere,

u'(t) < p(Oult) + ()

esitsizligi saglansin. Bu durumda 0 <t < T i¢in
t
t
u(t) < € eho @ 4(0) + f Y(0)dt
0

yazilabilir [18].



BOLUM 3. BENJAMIN-BONA-MAHONY DENKLEMLERININ
TAM COZUMLERININ BiR SINIFI

Bu boliimde Bo Lu, Guanxiu Yuan ve Jinku Yang tarafindan yazilan “A class of exact
solutions of the BBM equations” isimli ¢aligma ele alinmis ve detayli bir sekilde
incelenmistir [14].

3.1. BBM Denkleminin Coziimii

Up + Uy + UUy — LUyy =0 (3.1)

denklemini ele alalim.

a ve b sabitler, &, keyfi bir sabit olmak iizere { = ax + bt + &, doniisiimiinii (3.1)

denklemine uygulayalim. Boylece

dud§  du

ut:d_f%_bd_f
_dudé  du
YT ggox ~ Yag

. . du .
tiirevleri yardimiyla, u’ = 3 olmak {izere

(a +b)u' + auu’ — Ba’bu’’ =0 (3.2)
denklemi elde edilir.

(3.2) denklemi (0, &) de integre edilirse,
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2

au
(a+b)u+ - pa’bu’ =0 (3.3)

elde edilir.

Simdiu = ay + a;¢ + -+ + a, @™ olarak alalim. Burada ¢(¢),

1
9f = co + A9? + - po*

2 (3.4)
Pee = Ap + pg?

seklinde bir-boyutlu kiibik lineer olmayan Klein-Gordon denklemini ifade eder.

(3.3) denkleminin en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimi u?, en yiiksek

dereceden tiirevli terimi u”’ ile dengelenirse,

2n = n + 2den n = 2 olarak bulunur.

Boylece

u=ag+a;p + a,p? (3.5)

esitligi yazilabilir.

(3.5) in 1. ve 2. mertebeden tiirevleri alinirsa,

u' = a,9" + 2a,0¢’

' = a;9" + 2a,(p")?% + 2a,09" (3.6)
esitliklerine ulagilir.

(3.4) teki (¢")? ve @"'degerleri (3.6) da yerlerine yazilirsa,
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u” = a;A@ + 4a,A9? + au@® + 3aue* + 2a,c¢, (3.7)

elde edilir.

(3.5) ve (3.7), (3.3) de yerlerine yazilirsa,

a(ag + a;p + a,p?)*
2
—pa’b(a;Ap + 4a,A¢p? + a,u@® + 3aup* + 2a,¢y) =0 (3.8)

(a+b)(ag+ a;¢ + a,@?) +

esitligi bulunur.

(3.8), @(¢) nin kuvvetlerine gore diizenlenirse,

aay?

(a+b)a0 + >

— 2a%bBaycy + ((a + b)a; + aaga, — a’bfa; 1) ¢

2
1

aa
+ ((a + b)a, + + aaga, — 4a2bﬁa2/1> 0% + (aaja, — a?bBap) 3

a,

Qa2
+ ( — 3a2bﬁa2,u> p*=0 (3.9

2
elde edilir.

(3.9) daki biitlin katsayilar sifira esitlenirse,

2

aa
(a + b)ao + TO - Zazbﬁazcb =0

(a + b)a1 + aa0a1 - azbﬁall =0
2

aa
1 (a+ b)a, + 71 + aaga, — 4a’bfaA =0 (3.10)
aa,a, —a’bfa,u =0
aa’ )
L T — 3a b,Baz,u =0
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sistemi bulunur.

(3.10) sistemi ¢oziilecek olursa,

_—(a+b) % J(a+ b)2+ 24a*b2B2uc,

ag = "
a1 = 0
a, = 6abfu

degerlerine ulagilir.

Boylece BBM denkleminin tam ¢dzlimlerinin bir formu

u=a, + 6abfup?(§)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ = ax + bt + &, a ve b sabitler, &, keyfi bir sabit olup
@ (£), (3.4) denklemini belirtir.



BOLUM 4. BEN:IAMiN—BO NA-MAHONY .D.ENKLEMLERiNiN
PERIYODIK COZUMLERI ICIN VARLIK VE
TEKLIiK iNCELEMESI

Bu boliimde L. A. Medeiros ve G. Perla Menzala tarafindan yazilan “Existence and
uniqueness for periodic solutions of the Benjamin-Bona-Mahony equation” isimli

calisma ele alinmis ve detayli bir sekilde incelenmistir [15].

4.1. Giris

—o0 < x < oo vet > 0 olmak lizere

U + UUy — Uy = 0, 4.1
u(x,0) =up(x), —oo<x< oo, (4.2)
ulx +1,t) = ulx,t), Vx,t, (4.3)

problemini ele alalim.

Teorem 4.1. uy(x) fonksiyonu,

a) uy: R — R olmak iizere ii¢ kez tiirevlenebilir,
b) Vx € Rigin ug(x + 1) = uy(x) periyodik fonksiyon

d3u0
dx3

c) 0 < x < 1iizerinde Riemann-kare integrallenebilir,

sartlarin1 saglasin. Bu durumda

(1) u, t ye gore biitiin tiirevlere sahip ve x e gore iki kez stirekli tiirevlenebilirdir,
(i1) Uy + Uy — Uyye = 0, R x [0, +00) lizerinde noktasaldir,

(iii) Vx € R i¢in u(x, 0) = uy(x),

(iv) Vx, ticin u(x + 1,t) = u(x, t),
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sartlarint saglayan ancak ve ancak bir u : R x [0, +o0) = R fonksiyonu vardir.

4.2. Sonlu-Farklar Yontemi

Bu boliimde sadece konum degiskeni olan x {izerinde ayriklastirma yapilarak, (4.1)-

(4.3) ile ilgili ayrik bir problem ¢oziilmiistiir.

n € N* olmak lizere N = 2n + 1 olarak alalim ve [0,1] araligini her biri h =

® =Z2|r

uzunlugunda olan N esit parcaya ayiralim. Vr = 1,2, ..., N i¢in [0,1] in rh noktasini

ile gosterelim.

D,,D_ ve D, fark operatorleri olmak iizere,
hD uy (xp, £) = uy (x40, t) — uy(x, 0),
hD_uy (xr, t) = uy(xr, t) — uy(xr—1, ),
2hDouy (xr, t) = uy (eryq, t) — un (X1, 0,
esitlikleri saglanir.

(4.1)-(4.3) problemi ayrik bir problem olarak ele alinirsa, t > 0,r = 1,2, ..., N olmak
tizere N ye bagh Vt € [0, ty) icin

o) 1 9]
(Cl) auN(xrr t) + § [uN (xr: t)DOuN (xr; t) + DOuIZV (xrr t)] - D+D— EuN (xrr t) =0

(b) un(xr, 0) = uo(xy)

(c) uyOepsn, ) = uy(xp, t)

sonlu farklar denkleminin bir sistemi elde edilir.
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uy (x,, t) ¢oziimii Vt € [0, ty) i¢in 1zgaranin(grid) (x,, t) noktasinda tanimlanmistir

ve t ye gore biitiin terimlerin tiirevlerine sahiptir.
Ozellik 1.

Vu,v, N —periyodik 1zgara(grid) fonksiyonlar1 i¢in
(1) (w, Dyv)p = —(D_u, v)p

(i) (W, D_v)p = —(D4u, V)

(i) (W, Dov)p, = —(Dott, V)

esitlikleri yazilabilir.

Lemma 4.2.1. r = 1,2, ... , N olmak tizere [0, ty) araligi iizerinde uy (x,, t), (a)-(c)

ayrik probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda VN ve Vt € [0, ty) igin,
lun (-, Ol + ID_uy (-, OIIF < C

esitsizligi saglanacak sekilde N den bagimsiz bir C > 0 sabiti vardir.

Ispat 4.2.1. (a) denkleminin uy (x, ,t) ile i¢ carpim1 alinirsa, Vt € [0, ty) i¢in

auN 1 2 auN
(un, >t 3 [(un, uyDoun)p + (un, Dou)nl — (uN,D+D_ W>h =0 (4.4)

elde edilir.

(4.4) denkleminin 1. terimi i¢in ayrik norm, 2. terimi i¢in ayrik i¢ ¢arpim, 3. terimi

i¢in Ozellik 1 (i) ve ayrik norm kullanilirsa, sirastyla

duy
ot

duy

(uN:?)h = luylln

AT 45
h_Zat Un Il (-)
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(un, uyDoun)p + (uy, Doug)p = 0 (4.6)

9] d
_(uN,D+D ﬂ)hz (D_uN,D ﬂ)h

T ot T ot
Jduy
= |(|D_ D_——
ID_uyllp ot I,
10
=53¢ ID_uyllZ (4.7)

esitliklerine ulasilir.

(4.5), (4.6) ve (4.7) de elde edilen ifadeler (4.4) te yerlerine yazilirsa,

[l + ID-uyl] = 0 (48)
elde edilir.

(4.8), (0,t < ty) de integre edilirse,

luyllz + ID_uyliZlG = 0

llun Cery NI + 1D_wy Cer, O = lluy Gy O + 1Dy Cer, OIIE (4.9)
esitligi bulunur.

(4.9) un sag tarafinda (b) esitligi kullanilirsa,

llun Cer, N7 + I1D-uy Cer, O = lluo eI + 1D-uo (x) I (4.10)

esitligine ulagilir.
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uy Teorem 4.1 sartlarimi saglamak iizere, (4.10) esitliginin sag tarafindaki 1. ve 2.

terim i¢in

lluo Cer) I < 2llug I ve

d
LEESIE]
dx

esitsizlikleri yazilabilir. Elde edilen ifadeler (4.10) da yerlerine yazilirsa,

llun Cery O + I1D_uy (e, OIIE < €

esitsizligi ile ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 2.

D,D_=D_D,ve 2Dy = D,+D_ oldugu igin, ||D,uy(. ,t)||% ve||Douy(. , )z
terimleri [0, ty) aralig1 lizerinde N den bagimsiz bir sabit ile sinirlandirildiginda da

Lemma 4.2.1 gecerlidir.

Lemma 4.2.2.r = 1,2, ..., N olmak iizere [0, ty) araligi izerinde uy (x,, t), (a)-(c)

ayrik probleminin bir ¢6ziimii olsun.
Bu durumda Vt € [0, ty) igin,
(1) Vr icin |luy(x,, t)| < €4

6uN auN

@ [l + o5, <

(iif) ||D+D_?—t”||jl <C,
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62uN
at?

aZ'U.N
at?

2 2
(iv) o+ |o- <G

esitsizlikleri saglanacak sekilde N den bagimsiz C;, C,, C3, C, sabitleri vardir.

Ispat 4.2.2.(i) esitsizligini ispatlamak icin ayrik Sobolev esitsizliginden yararlanalim.

Ve > 0 olmak iizere,
Ly (3, O] < EllD_ull? + (&) lluyll? (4.11)
esitsizligini saglayan bir C = C (&) > 0 vardir.

(4.11) esitsizliginin sag tarafi Lemma 4.2.1. yardimiyla sinirlandirilabilir. Boylece (i)

esitsizligi elde edilir.
i1) esitsizligini ispatlamak i¢in (a) denkleminin — ile i¢ ¢arpimi ele alinirsa,
Jduy du Jduy du
(5, -2 52)
at = dt /p at ~ dt /y
1 Juy , Ouy
+§ [(uNDOuN, 7)’1 + (DouN,_at )h] = 0 (412)

elde edilir.

(4.12) esitliginin 1. terimi igin ayrik norm, 2. terimi i¢in Ozellik 1 (i) ve ayrik norm

kullanilirsa ve 3. terimi esitligin sag tarafina atilip mutlak degeri alinirsa,

2

duy duy 2 1 duy Jduy
o = 2 2
” at I, ” at I, 3|\t o) oo )
1 duy 1 , Ouy
< 5| (upoun ) | +3(Por ) (+.13)

esitsizligine ulagilir.
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(4.13) esitsizliginin sag tarafinin 1. terimi ve 2. terimi igin (i), ayrik norm ve aritmetik-

geometrik esitsizligi kullanilirsa, sirasiyla

1 ou 1 du
§|(UND0uN,_N> | S _1§‘;-n<a[3\(]:|uN(le t)l (lDOu'Nl | N|>
h

ot 3 h

1 0
< 3 a=ritun Ger O Doy |G|
<5+ 5l5], =
2 18 (4.14)
1 ou ou
3| (ot 52) | < 2.un o Dot 5 [
< 2C, ||6uN 4.15
< 1 3 (4.15)
esitsizlikleri bulunur. Burada C, pozitif bir sabittir.
(4.14) ve (4.15) te elde edilen ifadeler (4.13) te yerlerine yazilirsa,
duy||? duy 2 5 duy||?
= 4.1
e, + -5, =2+ 5 e (416
elde edilir.

Boylece C, pozitif bir sabit olmak iizere,

5l <15

T ot

esitsizligi yazilabilir ve (i1) elde edilir.

(iii) ispatlamak i¢in (a) denkleminde ayrik norm kullanilirsa,
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auN

u
DiD- ot ” 3

esitsizligine ulaslir.

IuNDOuN + DOuN“h (4.17)

(4.17) esitsizliginin sag tarafinin 1. terimi (ii) de sinirlandirilmistir.
max

1
3 (uyDouy + Douzzv) = uyDouy ve |[uyDouyllp < 1§r§1v|u1v(xr' O1Dounlln

yardimiyla, (4.17) esitsizliginin sag tarafinin 2. terimi
1 2
3 luxDouy + Douylln = lluyDounlln < €

seklinde yazilarak sinirlandirilmistir.

Boylece (4.17) esitsizliginin sag tarafi, Vt € [0, ty) icin N den bagimsiz bir sabit ile

sinirlandirildigindan (iii) elde edilir.

(iv) ispatlamak i¢in (a) denkleminde aaLlfV = vy olarak yazilirsa,

1 1
Un + §uND0uN + §D0u12\, - D+D_UN =0 (4‘18)
elde edilir.

4.18) de t ye gore tlirev alinip, notasyonlar1 sadelestirmek i¢in on _ wy olarak
yeg P Yy ot

yazilirsa,

1 1 2
v —DiD_wy = _§VND0uN - §uND0vN - §D0(quN) (4.19)
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esitligine ulagilir.
(4.19) esitliginin wy ile i¢ ¢arpimi alinirsa,

Wy, Wy — (D D_wy, wy)p

1 1 2
= - § (vnDoun, Wy)p — § (unDovy, Wy)p — § (Do(unvn), Wy)n (4.20)
esitligi bulunur.

(4.20) esitliginin sol tarafinm 1. terimi igin ayrik norm, 2. terimi i¢in Ozellik 1 (i) ve

ayrik norm kullanilirsa ve sag tarafinin mutlak degeri alinirsa,

lwnlli + IID-wy IR

1 1 2
= - 3 (vnyDouy, wy)p — 3 (unDovy, W) — 3 (Do(unvn), Wy)n

1 2
< = |(wyDouy, wy)pl + 3 |(unDovy, Wyl + 3 | (Do (unvn), wy)nl (4.21)

W =

elde edilir.

(4.21) esitsizliginin sag tarafinin 1. terimi, 2. terimi ve 3. terimi i¢in ayrik norm ve

aritmetik-geometrik esitsizligi kullanilirsa, sirasiyla

1
§|(VND0uN:WN)h| < [lvyDounlln §”WN”h

1 , 1 ,
SE”UNDOuN”h +1_8”WN”h (422)

1
§|(uND0vN:WN)h| < [luyDovnlln §”WN”h

1 2 1 2
S E”u’NDOUN”h +E”WN”’.L (423)
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2 2
3 | (Do (unvn), Wy)nl < IDo(unvn)lln 3 lwylln

1 2
=3 Do Cunvm)ll + 5 lwnll% (4.24)

esitsizliklerine ulagilir.

Ayrik  Sobolev esitsizligi yardimiyla, (4.22), (4.23) ve (4.24) esitsizlikleri

siirlandirilirsa ve (4.21) de yerlerine yazilirsa,

wyllz + ID-wyllf < Cy (4.25)
elde edilir. Burada C, pozitif bir sabittir. (4.25) esitsizligi ile (iv) ispatlanmis olur.
Lemma 4.2.3. Vt € [0, ty) icin,

(i) 1D+ D2upllp < Cs

(i) ID_Douy|lp < Cs
ot

(iif) ||D+Dza”—”||h <c

esitsizlikleri saglanacak sekilde N den bagimsiz Cs, Cg ve C; sabitleri vardir.

Ispat 4.2.3. (iii) ispatlamak igin ilk olarak (a) denklemine D_ uygulanirsa,

, Ouy duy 1 )
D+D_ - = D_ - + - [D_ (uNDouN) + D_ (DouN)] (4’26)
ot ot 3
elde edilir.

Daha sonra (4.26) esitliginde ayrik norm kullanilirsa,
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D+D2%

1
SRPP + 3 ID_(unDouy) + D_(Doui)|ln (4.27)

esitsizligine ulaslir.

0
-2
" ot

h

(4.27) esitsizliginin sag tarafinin ilk terimi Lemma 4.2.2.(ii) den sinirhdir.

e PP T
(4.27) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim - X ile gosterilirse || ||, normunun

tanimindan,
N

X2 = le_(urDOur) + D_(Doud)|2h (4.28)
r=1

olarak yazilabilir. Burada u, = uy(x,, t) dir.

(4.28) in sag tarafinda Dyu? = U1 Dou, + Ur_1Dou, esitligi kullanilirsa, dogrudan

hesaplama ile

|D—(urD0ur) + D_ (D0u72*)| = |D—(urD0ur) +D_ (ur+1DOur) + D—(ur—lDOur)l
= |u,_1D_Dyu, + u,.D_Dyu, + D, u,Dyu,
+D_ur_1D0u-r-_1 + D_uT-DOuT- + ur+1D_D0ur| (4‘29)

elde edilir.

(4.29) da elde edilen veriler (4.28) de yerlerine yazilirsa,

N
2
X2 < C(, %50 1)" Y 1D_Douyl? + ID_ty 1Dyt |7 + 1Dty 1Dyt [*h
r=1

(4.30)

esitsizligi bulunur.
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Lemma 4.2.1., Lemma 4.2.2.(i) ve ayrik Sobolev esitsizligi yardimiyla, (4.30) dan
X? < C.(ID-Douy |}, + IDounll7) (4.31)

esitsizligine ulasilir. Burada C, > 0 diir.

(4.27) ve (4.31) den yararlanarak ||D+DE a;—tN” terimini sinirlandirmak igin,
h

|ID_Dgyuy ||, nin sinirlandirilmasi gerekir.

|D_Dgyuy ||y, teriminin smmirlandigini géstermek icin, ||DyD_uy||, ve ||D2 uy||, nin

siirlandigini gostermek yeterlidir.

(a) denkleminin —D, D_uy ile i¢ ¢arpimi1 alinirsa,

duy
(DDuN, ) +(DDuN,D D_ at)

1
§[ (D4 D_uy, uyDoty) p— (D4 D_ty, Doui)p] = 0 (4.32)

elde edilir.
(4.32) de Ogzellik 1 (i) ve ayrik norm kullamlirsa,

auN” 1

10-atl [0 52+ 102D sl |20 52| =3 Mt Dun D, Dl

-5t ;

1
~3 IDoup lInlID+D_uyll = 0 (4.33)

esitligi bulunur.

(4.33) esitliginin son iki terimi esitligin sag tarafina atilirsa,
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10 10
53 1P-wnlli + 552104 D_uyll;

1 1
= = |[uyDounllpllDsD_unlly + 3 ||D0u12v||h||D+D—u1v||h (4.34)
3 3

elde edilir.
2Dy, = D, + D_ oldugundan (4.34) esitliginin sag tarafindaki D, terimi D, ve D_

olarak yazilir. (4.34) esitliginin sag tarafin1 sol tarafina benzetmek i¢in D_ kismi ele

alinip D, kismi1 sinirlandirilirsa,

10 , 10 ) ) :
53¢ IP-unlli + 5= 1D+ Dunlliy < € + ID-unllp + 1D+ D-unlly (4.35)

esitsizligine ulasilir.

ID_uy||2 + ||D;D_uy||? = E(t) olmak iizere, (4.35) esitsizligi
1
SE' O <CHEQ (4.36)

seklinde yazilabilir.

(4.36), e~2t ile carpilir ve (0, t) de integre edilirse,

(e72'E(t)) < 2Ce™* (4.37)
e 2 E(t) < C(1—e™?)

E(t) <C(e**—-1) (4.38)

elde edilir.
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(4.38) ile,

E(t) = ID_uyllf + IDLD_uylli < C

esitsizligi yazilabilir.

Béylece || D, D_uy |2 terimi simirlandirilmis olur.

(i) ispatlamak icin, benzer sekilde (a) denkleminin DZD?uy, ile i¢ ¢arpimu alinirsa,

duy duy
(W' DEDEUN) - (D+D_ W, D_%_DEUN)
1 2n2 2 2n2
+§ [(uNDouN, D+D_uN) + (DouN, D+D_uN)] =0 (4‘39)
elde edilir.

(4.39) denkleminin 1. terimi, 2. terimi, 3. terimi ve 4. terimi i¢in Ozellik 1(i) ve

ayrik norm kullanilirsa, sirasiyla

ou Jdu
( il DEDZuN) = (DZ—N,DEuN>

ot ’ T ot
1 a 2 2
= E& IID_uNIIh (440)
ou ou
- (D+D_ a_tN’ DiDEuN) = (D+DE a_tN‘ D+DEuN>
10
=53 1D+ DZuyl|; (4.41)

1 1
3 (uyDouy, DED2uy) = — 3 (D_(unDouy), D4 DZuy)

1
= _§”D—(uNDOuN)”h”D+DEuN”h (4.42)
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1 2 n2p2 1 2 2
3 (Doup, DiDZuy) = — 3 (D_Dyuy, Dy DZuy)

1
= — 3 ID-Dow IllD+ D2uy I (4:43)

esitliklerine ulagilir.

(4.40), (4.41), (4.42) ve (4.43) esitliklerinde elde edilen ifadeler (4.39) da

yerlerine yazilirsa,

10 2., 112 2 n21 - L 2 2

5 =2 [ID2uy % + 11D, D2uylIZ] = 5 (1D (Do) + DDt ] 1D, D2yl
(4.44)

esitligi bulunur.

(4.44) esitliginin sag tarafinda aritmetik-geometrik esitsizligi kullanilirsa,

1 2 2

3 UID-(unDoun) + D-Dou l] 1D+ D=un |l

1 2 2 2.0 112
< 6 [ClID_Doun |l + IDounllz] + 1D+ DZuyll7 (4.45)
elde edilir.

|D_Dyuy||% teriminde ise D, terimi D, ve D_ olarak yazilirsa ve (4.44) esitliginin sol
tarafina benzetmek icin D_ kismi ele alimip D, kismi sirlandirilirsa, (4.45)

esitsizliginin sag tarafi

[ClID-DounlIf + IDounlIz] + 11D+ D2uy |l < € + 1ID2uyll + 1D D2uyll

N~

(4.46)
seklinde yazilabilir.

(4.46), (4.44) de yerine yazilirsa,
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| @

[IDZuy 13 + 1D D2uy 1] < € + ID2uyll3 + 1Dy D2uyll3 (4.47)

N =
D

t

elde edilir.

ID2uy||2 + ||D.D2uy||? = E;(t) olmak iizere, (4.47)
1 !
EEl (t) <C+E(t) (4.48)

seklinde yazilabilir.

(4.48), e~2t ile carpilir ve (0,t) de integre edilirse,

(e 2'E{ (1)) < 2Ce™? (4.49)
e 2E\(t) < C(1—e™?)

Ei(t) <C(e**-1) (4.50)
esitsizligine ulasilir.

(4.50) esitsizligi ile,

E (t) = |ID2uy|lZ + ||D4+D2uy||% < C olup ispat tamamlanmus olur.

Ozellik 3.

2
(a) denkleminin t ye gore tiirevi alinirsa, Vt € [0, ty) icin ||D+D_ %

2
terimi N
h

den bagimsiz bir sabit ile sinirlandirilir.
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Lemma 4.2.2. esitsizlikleri, ayrik Sobolev esitsizligi ve adi diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin siirekliliginin standart teoremi ile, Vt € [0, T) i¢in ayrik problemin

cozlimlerinin varlig1 gosterilir [31].
4.3. Diizenli Coziimler

uy(x,,t),r =1,2,...,N ayrik problemin ¢dziimiinii ele alalim.

@y (x,t), uy in ayrik Fourier polinomu olmak tizere

n

@y (x, £) = z ay (k, £)exp(2krix)

k=—-n

olarak yazilabilir. Burada ay(k,t) = (exp(2kmix,),uy(x,,t)), ve N=2n+1

olmak tizere Nh = 1 dir.
Simdi Q = [0, 1]x[0, T] bolgesinde u(x, t) ye yakinsayan {®} alt dizisinin varligin
gosterebilmek igin, {®y} ailesinin Arzela-Ascoli Teoreminin sartlarini sagladigini

gosterelim.

Lemma 4.3.1. N den bagimsiz Vt € [0, T) igin,
NI
i) [z onC. 0 <k

. ||0
(i) ||5¢N(.,t)|| <k,
esitsizliklerini saglayacak sekilde k; > 0 ve k, > 0 sabitleri vardir.

Ispat 4.3.1. ®y(x, t), uy in ayrik Fourier polinomu olmak {izere

n

D,®y(x,t) = z ay (k, t)D, exp(2kmix) (4.51)

k=—n
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esitligi yazilabilir. Burada hD, uy (x,, t) = uy(Xy41,t) — uy(x,, t) oldugundan

hD, = exp(2kmih) — 1 dir.
Ozellik 1 (i) den,

ay(k,t)Dy = (D, exp(2kmix,), uy (xr, t))n
= —(exp(2kmix,.), D_uy (%, t))n (4.52)

elde edilir.

Boylece (4.51) de (4.52) ve |lexp(2kmix)||? =1 (ortonormallik) kullanilirsa,
Lemma 4.2.1. yardimiyla

n
1D, Py, Ol = ) |(exp(@kmix,), D-uy G Dl

k=-n

< ID_uy (., DIIF < C (4.53)
esitsizligine ulaslir.
T4, T, negatif olmayan tam sayilar olmak iizere 7, + 7, = 7 olsun.
@y, uy in Fourier polinomu olmak {izere
2\ 27
)

esitsizligi yazilabilir [29].

aT
axT®

dDN(.,t)” < [|p7pzoy(, 0| = ||DfDZdy (., )| (4.54)

(4.54) esitsizliginde 7, = 0,7; = 7 = 1 olarak alinirsa, (4.53) yardimiyla

(3)2 |75 < i, oy 01 < € (4.55)

T
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esitsizligi bulunur. Boylece Lemma 4.3.1.(i) gosterilmis olur.

Benzer sekilde @ (x, t), uy in ayrik Fourier polinomu olmak tizere

D, ag)N (x,t) = Z by (k,t)D,exp(2kmix) (4.56)

k=—n
esitligi yazilabilir. Burada by (k, t) = (exp(2kmix,), (Quy/0t)(x;, t)), dir.
Ozellik 1 (i) den,

by(k,t)Dy = (D exp(2kmix;), (Quy/9t) (xy, t))n
= —(exp(2kmix,.), D_(0uy/0t) (x,, t))n (4.57)

elde edilir.

Boylece (4.56) da (4.57) esitligi ve ||exp(2kmix)||? = 1 (ortanormallik) kullanilirsa,
Lemma 4.2.2.(ii) yardimiyla

aq»N

= Z |(exp(2kmix,), D_(0uy/0t) (%, £)p|?
k=—-n

< ID-(@un/0t) (., O)IIF < C (4.58)
esitsizligine ulagilir.

T4, To negatif olmayan tam sayilar olmak iizere 7; + 7, = T olsun.

G

esitsizliginde t, = 0,7, = t = 1 olarak alinirsa, (4.58) yardimiyla

T ody
xT Ot

Tl DTZ

—0(,t DDt
at ¢, +

-G

oD z a
N _ | Pn (4.59)

Rl
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02dy(., 1)
dxot

ON(

() <P

esitsizligi bulunur [29].

<C (4.60)

(4.55) esﬁsmhgmden N (4.60) esltsmhglnden

sm1r11d1r. Dolayistyla a(;% de

sinirli olur ve Lemma 4.3.1 .(11) ispatlanir.

ady ddy

L? normundaki ®,,—> 5% ot icin diizgiin simurlarin olmasi, ®y(x,t) nin Arzela-

Ascoli Teoreminin sartlarini sagladigini gosterir [35].

Boylece Q tizerinde u(x, t) fonksiyonuna diizgiin yakinsayan {® } alt dizisinin varligi

gosterilmis olur (®y(x,t) - u(x,t)).

Benzer sekilde,
t

Ddy(x,t) = dy(x,0) + j%(x,s)ds (4.61)
0

esitliginde N = +oo i¢in limit alinirsa,

g Ju
ulx, t) = up(x) + fg(x, s)ds (4.62)
0

elde edilir.

. y . . 0P Ju . . . o o
Boylece Arzela-Ascoli Teoremi a—tN — 5, hin 1 tizerinde diizgilin yakinsadigini ayrica

03Dy
_)
dx20t ax Zat

nin de () lizerinde diizgiin yakinsadigini gosterir.
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4.4. BBM Denklemlerinin Periyodik Coziimleri i¢in Teklik Incelemesi
Teorem 4.4.
Up: R = R olsun. (4.1)-(4.3) probleminin ¢éziimii olan u(x, t),

{IIuII2 <D (4.63)

lluxll? < D

esitsizliklerini saglar. Burada, D pozitif sabiti (4.1) in baslangic verilerine ve

parametrelerine baglidir.
Ispat 4.4.

(4.1) denklemi L?(Q) de u ile carpilirsa,

1 1 1

fuutdx — fuuxxtdx +J-uuuxdx =0 (4.64)
0 0 0

elde edilir.

(4.64) teki her bir integral ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

1 1 1
10 , 10 5 10 5
fuutdx = fzau dx = Eafu dx = Eallull (4.65)
0 0 0
1 1 1 1
10 , 10 5
juuxxtdx = Ullyelgn — J U Uy dx = —fiaux dx = —Eafux dx
0 0 0 0
10
= — 5 [lu,ll? (4.66)

20t
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1

J.uuuxdx = J.u U dx = f uddx =0 (4.67)
0 0

esitliklerine ulasilir.
(4.65)-(4.67) de elde edilen ifadeler (4.64) te yerlerine yazilirsa,

o1
¢ |z I1” + —|qu||2 =0 (4.68)

elde edilir.

1 2 1 2

S ull? + S lual? = Eo (0
olmak iizere, (4.68)

0
3¢ [E2(0] =0 (4.69)

seklinde yeniden yazilabilir.

(4.69), (0, t) de integre edilirse,

E,(t) = E3(0)

1 1

3 llull? + 3 lu > <D (4.70)

esitsizligine ulagilir.

Boylece (4.1)-(4.3) probleminin sinir kosullarina bagh olarak,
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lull> <D

lull> <D

esitsizlikleri elde edilerek ispat tamamlanmais olur.

Simdi u ve v sirastyla asagidaki problemlerin ¢ozlimleri olsun.

U + UUy — Uyyr = 0,
u(x,0) = uy(x), —0 < x < oo, (4.71)
ulx +1,t) =u(x,t), Vxt,

Vp + VU — VUypr = 0,
v(x,0) = up(x), —oo < x < o, (4.72)
v(x + 1,t) = v(x,t), Vx,t.

(4.71) ve (4.72) problemleri birbirinden ¢ikarilir ve u — v = w olarak alinirsa,

Wi — Wy + UUy — VU, = 0,
w(x,0) =0, —oo<x< o, (4.73)
w(x +1,t) =w(x,t), Vxt,

elde edilir.

(4.73) problemindeki ilgili denkleme vu, terimi eklenip ¢ikarilirsa,

Wi — Wyye + UU, — VU, + VU, — VY, = 0

Wi — Wyt + (U —)u, +v(uy — 1) =0

elde edilip, u — v = w olarak alinirsa



36

W — Wyyr T WU, +vw,, =0
w(x,0)=0 —oo<x<ow (4.74)
w(x+ 1,t) =w(x,t), Vxt

problemine ulasilir.

(4.74) teki ilgili denklem L? de w ile carpilirsa,

1 1 1 1

fwwtdx —fwwxxtdx+fwzuxdx+fvwwxdx =0 (4.75)
0 0 0 0

bulunur.

(4.75) teki ilk iki integral ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

1 1

10 |, 10 5 10 Y
fwwtdx = ff%w dx = E&fw dx = Eallwll (4.76)
0 0 0
1 1 1 1

19 10 5

jWWxxtdx = WWxtlaﬂ - J WxWxtdx = —jzawxdx = —EE Wy dx
0 0 0 0
=20 e 477
29 (4.77)

esitliklerine ulagilir.

(4.76)-(4.77) esitliklerinde elde edilen ifadeler (4.75) te yerlerine yazilirsa,

1 1

19 148 . [ .

EEIIWII +5aIIWxII +fw uxdx+fvwwxdx =0 (4.78)
0 0

elde edilir.
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(4.78) deki son iki terim esitligin sag tarafina atilir ve mutlak degeri alinirsa,

1

10 10

27 W1 + 53 el = = [ (e + vwdwdx
0

1

< f (wu, + vw,)wdx
0

1 1
< flwlluxllwldx+flvllwxllwldx (4.79)
0 0

esitsizligi bulunur.

(4.79) esitsizliginin sag tarafindaki terimlere Cauchy-Schwarz ve aritmetik-geometrik

esitsizlikleri uygulanirsa, (4.63) yardimiyla

1
f wllwellwldx < llug lwl? < Dlwll2 (4.80)
0
X wall2  Jlwll2
wW. w
j [ollwyllwldx < llvllwllw,ll < D=2+ D= (4.81)
0

esitsizlikleri elde edilir.

(4.80)-(4.81) de elde edilen ifadeler (4.79) da yerlerine yazilirsa, C = maks{3, 1}

olmak tlizere

19 10 lwell?  llwll?
- 2,7 2 < p 2 x
W + 5wl < [nwn sl 2
3 Il
— _ 2 X
—Dlz llwl]* + >

< ClIwlIZ + llw ] (4.82)
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esitsizligine ulagilir.
lw||? + |lwyl|? = E5(t) olmak iizere, (4.82)
1 !
§E3 (1) = CE3()

E;'(t) — 2CE;(t) <0 (4.83)
seklinde yazilabilir.

(4.83), e 2t ile carpilir ve (0, t) de integre edilirse,

(e™“E3(1)' < 0 (4.84)
e 2CE () <0 (4.85)
elde edilir.

(4.85) esitsizliginde E5(t) negatif olmadigindan E5(t) = 0 dir. Béylece w = 0 yani

u — v = 0 dir. u = v oldugundan ¢6zlimlerin tekligi gosterilmis olur.



BOLUM 5. BENJAMIN-BONA-MAHONY DENKLEMLERI

Bu boliimde siirekli bagimlilik ile ilgili literatlir taramasi yapilarak, daha oOnce
calisiimamis olan BBMB denkleminin ¢dziimlerinin katsayilara stirekli bagimlilig

incelenmistir.

5.1. Giris ve Problemin ifadesi

Up — Uyxr — AUyy T YUy + f(u) =0, (5-1)
u(x,0) = uy(x), x €Q, (5.2)
u(x,t) =0, x € 01, t>0, (5.3)

baslangic ve sinir deger problemini ele alalim. Burada O € R"™ smurli bir bolge ve a,

y katsayilar1 pozitif sabitler olup, u(x,t) yatay yonde sivi hizin1 gostermektedir.

Ayrica lineer olmayan f (u) fonksiyonu F(u) = fou f(s)ds olmak iizere,

0<F) <f(wu (5.4)
esitsizligini saglasin.

5.2. On Kestirim

Teorem 5.2.

uyeH}(Q) olsun ve (5.4) kosulu saglansin. Bu durumda (5.1)-(5.3) probleminin

¢Oziimii olan u(x, t),
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{Ilull2 <D, (5.5)

luxll® < Dy

esitsizliklerini saglar. Burada, D; pozitif sabiti (5.1) in baslangic verilerine ve

parametrelerine baglidir.
Ispat 5.2.

(5.1) denklemi L?(£) de u ile ¢arpilirsa,

fuutdx — fuuxxtdx—fauuxxdx+ fyuuxdx+ fuf(u)dx =0 (5.6)
Q Q Q Q Q
elde edilir.

(5.6) daki her bir integral ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

] d_fld 24 _1d 2 4 _1d” 2 5 7
uudx = 2dtu x_Zdt u x_Zdtu (5.7)
Q Q Q

2 1d 2
]uuxxtdx = Ullyelgq — Juxuxtdx = _Jz_ux dx = —Eafux dx
Q o) o) Q
1d
—_ 2
= =57 Il (5.8)
[ ttendx = wtelan = [ weredx = = ud? (59)
Q o)
1d
—_ |22 24 _
fuuxdx— dexu dx (5.10)
Q Q

esitliklerine ulagilir.



(5.7)-(5.10) da elde edilen ifadeler (5.6) da yerlerine yazilirsa,

d 1 2 1 2 2
21l + 3 adi?] + @l + [ up yax = 0
Q

elde edilir.
1 2 1 2
S llull? + 5l = E®

olmak iizere, (5.11)

d
SEO]+ allw? + [ ufGdx =0
Q

seklinde yeniden yazilabilir.

(5.4) yardimiyla, (5.12) den

d
L E®] + alwl? = —juf(u) < —jF(u) <0

dt
Q Q

esitsizligi bulunur.
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(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.13) esitsizliginin sol tarafinin ikinci terimi pozitif oldugundan ihmal edilirse ve

(5.13), (0, t) de integre edilirse,

E(t) < E(0)
1 2 1 2
>l + 5 lhuel2 < E(0)

esitsizligine ulagilir.

(5.14)
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Boylece (5.1)-(5.3) probleminin sinir kosullarina bagl olarak,

lull®> <D,

luxll® < Dy

esitsizlikleri elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

5.3. a Katsayisina Siirekli Bagimhihik

Bu boliimde (5.1)-(5.3) probleminin ¢dziimlerinin « katsayisina siirekli bagimlilig

incelenmistir.

u ve v sirastyla asagidaki problemlerin ¢oziimleri olsun.

Up — Uyt — AqUyy + YU, + f(1) =0, X € Q, t>0,
u(x,0) = uy(x), X €Q, (5.15)
u(x,t) =0, x € 09, t>0,

Vi — Uyt — QoUpx + Y0+ f(v) =0, x€Q, t>0,
v(x,0) = uy(x), x €Q, (5.16)
v(x,t) =0, x € 01, t> 0.

u — v = w olmak {iizere, (5.15) ve (5.16) problemleri birbirinden ¢ikarilirsa,

Wi — Wyt — AUy + AoUpy YWy + f(w) — f(v) =0, x€Qt>0,
w(x,0) =0, X €N, (5.17)
w(x,t) =0, x € 01, t>0,
elde edilir.

(5.17) problemindeki ilgili denkleme a4 v, terimi eklenip ¢ikarilirsa,
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Wi = Wyxt — AUy + A1 Vxy — A1 Vxy + A2 Vxy + YWy + f(u) - f(v) =0

W — Wy — Q1 (Uyx — Vgx) — (a1 — @)U +ywy + f(u) — f(v) =0 (5.18)

olup, (5.18) denkleminde a; — a; = « olarak alinirsa,

Wt_Wxxt_alwxx_avxx+VWx+f(u)_f(v) =0, x€Qt>0,

w(x, t;V(:x’O(,)) -0 X € 6;, - Q’t >0, (5.19)
problemine ulagilir.
Teorem 5.3.
f fonksiyonunun,
lf (W) - fW)| < Klu—vl (5.20)

sartin1  sagladigim1  kabul edelim. Bu durumda (5.19) probleminin ¢oziimii

olan w(x,t),
1 D,
SIWIZ 42 w2 < - @y — a2 (521)

esitsizligini saglar. Burada D; ve M pozitif sabitlerdir.
Ispat 5.3.

(5.19) problemindeki ilgili denklem L? () de w ile carpilirsa,
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f wwedx — f WW,pr dX — f A WW, dXx — f AWV, dx + J yww, dx
Q Q Q Q Q

; f w(f () — f(v))dx = 0 (5.22)
Q

esitligi bulunur.

(5.22) deki her bir integral ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

f 4 fld 2 4 1df 2 4 1dII 2 593
W= o T ac )Y T 2" (5.23)
1d |, 1d 5
jwwxxtdx = WWytlga — fwxthdx =— fzawx dx = 5 | Wx dx
Q Q Q Q
1d
- ___ 2 5.24
Il (5.24)
[ Wit = wwloq = [ wowedx = Il (5.25)
Q
fwvxxdx = WUy|gq — fwxvxdx = — (Wy, vy) (5.26)
Q
1d
jwwxdx = jzd—w dx =0 (5.27)

esitliklerine ulagilir.

(5.23)-(5.27) de elde edilen ifadeler (5.22) de yerlerine yazilirsa,

d
[+ S w2 + gl + any, ) + f (f() = F@)wdx = 0(5.28)
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elde edilir.
1 2 1 2
Sl + 5 lwell? = By (0

olmak iizere, (5.28) in sol tarafindaki 3. ve 4. terim esitligin sag tarafina atilip mutlak

degeri alinirsa,

d
B O]+ anlwl? = —alw v = [ (700 = £@))wd
Q

< lal|(wy, vl + flf(u) — f()| lwldx (5.29)
Q

esitsizligi bulunur.

(5.29) un sol tarafindaki 2. terim pozitif oldugundan bu terim ihmal edilebilir. (5.29)

un sag tarafindaki 1. terim i¢in, Cauchy-Schwarz ve aritmetik-geometrik esitsizlikleri

kullanilirsa,

1 ,  lal? 5
la||[ (W, v)| < |a|[[wylll[vell < EIIWxII +T”vx” (5.30)
elde edilir.

(5.20) yardimiyla, (5.29) un sag tarafinin 2. terimi i¢in

j F () — F)] wldx < j Klwllwldx = K|lw]? (531)
Q

Q
esitsizligine ulagilir.

(5.30) ve (5.31) de elde edilen ifadeler (5.29) da yerlerine yazilirsa,



d 1 ||
B (O] < 5 lwll? + = [l + Klwl?

elde edilir.

(5.32) esitsizligi M = maks{1, 2K} olmak iizere,

d jo?
T Ei(0) < ME, () + - Il

—-Mt

seklinde yazilir ve (5.33), e ile carpilirsa,

o [L 5,0 - ME @) < 9 e
dt > oy

esitsizligi bulunur.

(5.5) yardimiyla, (5.34)

“me [ 4 la®

e Mt aEl(t)_MEl(t) STDle Mt

seklinde yeniden yazilabilir.

(5.35), (0, t) de integre edilirse,

t

t

d al?
fg(e‘MsEl(s))ds < %lee‘”’sds
0 0

al? 1—e Mt
la] D1( )
2 M

e ™E (t) <

46

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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al? eMt — 1
||D1( )
2 M

E | (t) <

D
Ei(t) < ﬁmﬁem (5.36)

esitsizligine ulagilir.

(5.36) esitsizliginden goriliir ki, a; ve a, birbirine ne kadar ¢ok yaklasirsa, u ve v
¢Oziimleri birbirine o kadar yaklasir. @y — a; = O olursaw = u — v = 0 olur. Boylece

u ve v ¢oziimlerinin a katsayisina siirekli bagimlilig1 gosterilmis olur.
5.4. y Katsayisina Siirekli Bagimhihik

Bu béliimde (5.1)-(5.3) probleminin ¢ézlimlerinin y katsayisina siirekli bagimlilig

incelenmistir.
u ve v sirastyla agagidaki problemlerin ¢oztimleri olsun.

U — Uyt — AUy + ViU, + f(u) =0, x€Q, t >0,
u(x,0) = ugy(x), X EQ, (5.37)
u(x,t) =0, x €00, t>0,

Vi — Uyt — AUy + V20, + f(v) =0, x€Q, t >0,
v(x,0) = uy(x), x € Q, (5.38)
v(x,t) =0, x €0Q, t>0.

u — v = w olmak iizere (5.37) ve (5.38) problemleri birbirinden ¢ikarilirsa,

Wt_Wxxt_anx"'ylux_yzvx‘I'f(u)_f(v) =0, xeQ, t>0,
w(x,0) =0, x €Q, (5.39)
w(x,t) =0, x€aQ, t>0,

elde edilir.



(5.39) problemindeki ilgili denkleme y; v, terimi eklenip ¢ikarilirsa,
Wi = Wyt — @QWyyx + V1ly — V1Ux T V10 — YVoUx + f(W) — f(¥) =0
Wi = Wyxe = AWyx V1 (U =) + (11 — v + f(W) — f(¥) =0
olup, (5.40) denkleminde y; — y, = y olarak alinirsa,

Wt_Wxxt_anx+V1Wx+va+f(u)_f(v):O,xEQ; t>0
w(x,0) =0, x €Q
w(x,t) =0, x€, t>0

problemine ulasilir.
Teorem 5.4.

(5.20) yardimiyla, (5.41) probleminin ¢6ziimii olan w(x, t)
1 1 D,

SIWIEZ + 5 w2 < vy = ol

esitsizligini saglar. Burada D; ve M pozitif sabitlerdir.

Ispat 5.4.

(5.41) problemindeki ilgili denklem L? () de w ile carpilirsa,

jwwtdx — ]WWxxtdx_ J aww,,dx + Jylwwxdx
Q Q Q Q

+ [ w(rGo - Feldx =0

Q

esitligi bulunur.
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(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
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(5.43) teki her bir integral ayr1 ayri hesaplanirsa,

f d_fld rar =14 [wrae = 1L e a4
WX = o T ac )Y T 2" G449
Q Q Q

1d ) 1d )
fWWxxtdx = WWytloq — foWxtdx = - fEEWx dx = —EE.I-WX dx
QO Q

Q Q

ST 5.45
- Zdt Wx ( . )
j vt Wl o — f Y (5.46)
Q QO
f d —fl d 2dx =0 5.47

ww,dx = dew X = (5.47)
Q Q
]wvxdx = Wv|5q — fvwxdx =—(v,wy) (5.48)
Q QO

esitliklerine ulagilir.

(5.44)-(5.48) de elde edilen ifadeler (5.43) te yerlerine yazilirsa,

drl 2 1 2 2

[+ 1wl + il = y o) + [ (P00 = F@D)wdx =0 (5.49)
Q

elde edilir.
1 2 1 2
EIIWII +E”Wx” = E,(t)

olmak iizere, (5.49) un sol tarafindaki 3. ve 4. terim esitligin sag tarafina atilip mutlak

degeri alinirsa,
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d
B+ allwd? = y@w) - [ (Fa) - F@)wdx
Q

<

yww) = [ (£ - F))wax
Q

< vl wol + flf(U) — fW)| lwldx (5.50)
Q

esitsizligi bulunur.

(5.50) nin sol tarafindaki 2. terim pozitif oldugundan bu terim ihmal edilebilir. (5.50)

nin sag tarafindaki 1. terim i¢in Cauchy-Schwarz ve aritmetik-geometrik esitsizlikleri

kullanilirsa,

vz, ., 1 )
[y [, w)| < [ylllvlliwell < TIIVII +§I|lel (5.51)
elde edilir.

(5.20) yardimiyla, (5.50) nin sag tarafinin 2. terimi i¢in,

j F () — F)] wldx < j Klwllwldx = K|lw]? (5.52)
Q

Q
esitsizligine ulagilir.

(5.51) ve (5.52) de elde edilen ifadeler (5.50) de yerlerine yazilirsa,

= [Eo()] < T IIvl2 + 5 w2 + Klwi (5.53)

elde edilir.



(5.53) esitsizligi M = maks{1, 2K} olmak tizere,

ly|?

E(0) S ME(0) + -

= vl

seklinde yazilir ve (5.54), e M ile carpilirsa,

—-Mt d IYIZ 2,—Mt
et | = By (0) = ME,(8)| < - IlvliZe

esitsizligi bulunur.

(5.5) yardimiyla, (5.55)

d 2
e~ Mt 7 — E,(t) — ME,(¢t) <%D1

seklinde yeniden yazilabilir.

(5.56), (0, t) de integre edilirse,

t
d 2

fd_ e ™MSE,(s))ds < %le ~Msds

0 0

lyl? =~ 1—e™)

e ™ME,(t) < > D, o
lvI>  (eM —1)
<
Ex(t) < > D, i

D,
E (t) < 2 ,Mt
() < 5ol
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(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)
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esitsizligine ulaslir.

(5.57) esitsizliginden goriiliir ki, y; ve y, birbirine ne kadar ¢ok yaklasirsa, u ve v
¢Ozlimleri birbirine o kadar yaklasir. y; — ¥, = 0 olursaw = u — v = 0 olur. Boylece

u ve v ¢oziimlerinin y katsayisina siirekli bagimliligi gosterilmis olur.



BOLUM 6. TARTISMA VE SONUC

Yapilan bu ¢calismada BBMB denkleminin ¢éziimlerinin katsayilara bagimlilig ¢esitli
makaleler ele alinarak incelenmistir. Her bir boliimde sirasiyla “A Class of Exact
Solutions of the BBM Equations” ve “Existence and Uniqueness for Periodic Solutions
of the Benjamin-Bona-Mahony Equation’ adli makaleler detayli olarak incelenmis ve
daha once ¢alisiimamis olan BBMB denkleminin ¢oéziimlerinin katsayilara siirekli

bagimlilig1 incelenmistir.

Ayni sekilde diger kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in de benzer islemler

yapilabilir.
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