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OZET

SINGULER PERTURBE OZELLIKLi LINEER OLMAYAN REAKSiYON-
DIiFUZYON PROBLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

GUNES, Baransel
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Dog. Dr. Hakki Duru
Haziran 2018, 53 sayfa

Singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan reaksiyon-difiizyon problemleri i¢in kalan
terimi integral bi¢iminde olan ve baz fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir
kurallar1 uygulanarak fark semalar1 kurulmustur.

Diizgiin sebekede iistel katsayili, adaptif ve pargal diizgiin sebekede klasik fark
semalart sunulmustur. Yaklasik c¢oziimler fark semalariyla paralel olarak Newton-
Raphson iterasyonu kullanmak suretiyle elde edilmektedir. Niimerik 6rneklerle teorik

sonugclar test edilmis ve yazilan bilgisayar kodlar ile bilgisayar destegi saglanmistir.

Anahtar kelimeler: Bakhvalov sebeke, Diizgiin sebeke, Lineer olmayan
reaksiyon-difiizyon problem, Shishkin sebeke, Singiiler pertiirbe 6zelligi, Sonlu fark

semasi, Ustel katsayil1 fark semasi.






ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS FOR NONLINEAR SINGULARLY PERTURBED
REACTION-DIFFUSION PROBLEMS

GUNES, Baransel
MSc Thesis, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakki Duru
June 2018, 53 pages

The difference schemes have been established for the singularly perturbed
nonlinear reaction-diffusion problems by applying the interpolation quadratic rules with
the remainder term of integral form and containing the base function.

Exponential fitted schemes are presented n equidistance mesh, classical
difference schemes are presented in adaptive and piecewise equidistance mesh.
Approximate solutions are obtained by using the Newton-Raphson iteration in parallel
with the difference schemes. Theoretical results are tested with numerical examples and

computer codes and computer support are provided.
Keywords: Bakhvalov mesh, Uniform mesh, Nonlinear reaction-diffusion

problem, Shishkin mesh, Singularly perturbed, Finite difference scheme, Exponential

fitted scheme.






ON SOz

Bu c¢alismada singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan reaksiyon difiizyon
problemleri i¢in niimerik ¢oziimler incelenmistir. Bu problem igin diizgiin ve diizglin
olmayan sebekelerde adaptif fark semalari kurulmus ve bunun 6zellikleri verilmistir.
Yaklasik ¢6ziimiin kesin ¢ozliime €’a gore diizgiin yakinsak oldugu ispatlanmis ve
yakinsama hizi belirlenmistir. Ayrica alinan teorik sonuglar somut 6rnekler iizerinde
gosterilmistir.

Bu c¢aligmalarim esnasinda gostermis oldugu yakin ilgi ve yardimlarindan dolay1
danismanim Dog. Dr. Hakki DURU, gerekli zamanlarda destegini esirgemeyen Akbar
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1. GIRIS VE LITERATUR BILDIiRiSi

Bu ¢alismada
—&2u" + a()u(x) = f(x,u)
u(0) =4, u(l) =B
lineer olmayan reaksiyon-difiizyon sinir deger problemi incelenmektedir. Bu tiir
problemler bilimin bir¢ok alaninda arastirma konusunun matematiksel modeli olarak
karsimiza ¢ikmaktadir.

Reaksiyon-difiizyon denklemleri, biyoloji, fizik ve kimyada tipik matematiksel
modellerdir. Kimyasal reaksiyon modellemeleri, biyolojik sistemler, popiilasyon
dinamikleri ve niikleer reaktor fiziginde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu denklemler
genellikle sicaklik, katalizor, diflizyon orani vb. cesitli parametrelere baglidir. Dahasi,
normal olarak, farkli maddeler arasinda reaksiyon ile birlestirilmis, dogrusal olmayan
bir disipativ sistemi olustururlar (Mei, 2000).

Bu tir denklemler popiilasyon dagilimlarinin modellemesinde de ortaya
cikmaktadir. Bu konuda J.G. Skellam (1991)’a ait "Rastgele teorik popiilasyonlarda

"

dagilma " isimli makale doniim noktasit olmustur. J.G. Skellam’in yaptig1 bir dizi
gbzlem, uzay ekolojisi ¢alismalarin1 derinden etkilemistir. ilk olarak, biyolojik tiirler
arasindaki her bir liye Olceginde hareketin bir tanimi olarak ‘rastgele ylirliylis’ ve
tiirlerin popiilasyon yogunlugu 6lceginde organizmanin dagiliminin bir tanimi olarak
difiizyon denklemi arasindaki baglantiy1 kurmustur. Orta Avrupa'da misk siganlarinin
popiilasyonlarindaki artig i¢in alan verilerini kullanarak kii¢ciik hayvanlar s6z konusu
oldugunda baglantinin kabul edilebilir oldugunu gdstermistir. ikincisi, Fisher'in
genetige katkisina paralel olarak dagilimm yaygm bir tanimini popiilasyon
dinamikleriyle birlestirerek reaksiyon-difiizyon denklemlerini teorik ekolojiye etkili bir
bicimde sunmustur. Ucgiinciisii, Skellam o6zellikle, lineer (Malthusian) ve lojistik
poplilasyon biiylime orami terimlerinin her ikisini, bir ve iki boyutlu yasam alani
geometrilerini, yasam alani ve onu ¢evreleyen ¢evre diizenlemeleri arasindaki arayiize
iliskin ¢esitli varsayimlar1 kullanarak sinirl bir yasam alanindaki bir tiiriin popiilasyon

dagilimi i¢in reaksiyon-difiizyon modellerini incelemistir (Cantrell ve ark., 2003).



Gelisim biyolojisinde ve deneysel kimyasal sistemlerde model olusumunu
aciklamak i¢in reaksiyon-difiizyon mekanizmalar1 kullanilmistir (Ruuth, 1995).

Kimyasal sistem modellerinde salinimli ¢éziimler elde etmenin yollarindan biri
reaksiyon-difiizyon denklemleridir (Auchmutyi ve ark., 1976).

Biyolojik anlamda ise reaksiyona girerek bir doku igerisine diflize olan kimyasal
maddeler olarak adlandirilan morfojenler, morfogenezin ana olgusunu olusturmaktadir.
Bu baglamda Alan Turing tarafindan ortaya atilan morfogeneze bagli olarak ortaya
cikan durumlarin kararhilik ve istikrarliliginda reaksiyon-difiizyon problemlerinden
yararlanildig1 goriilmektedir (Turing, 1952).

Reaksiyon ve diflizyon terimleri dinamik davraniglara bagli olarak
senkronizasyon yontemlerinde kullanilmaktadir (Wang ve ark., 2007).

Son zamanlarda, reaksiyon difiizyon sistemleri, model olusumu i¢in bir prototip
olarak ¢ok ilgi gormiistiir. Bahsedilen modeller (cepheler, spiraller, hedefler, altigenler,
seritler ve dagilma solitonlar1) ¢esitli reaksiyon-difiizyon sistem tiirlerinde
kullanilmaktadir. Reaksiyon difiizyon siire¢lerinin, biyolojide morfogeneze bagl
stiregler i¢in bir temel oldugu (Harrison, 1993) ve hatta hayvan doku katlar1 ve cilt
pigmentasyonu ile ilgili olabilecegi tartisilmistir (Meinhardt, 1982) (Murray, 2013).
Reaksiyon diflizyon denklemlerinin diger uygulamalari arasinda ekolojik istilalar
(Holmes, 1994), salgin yayilim1 (Murray, 1986), tiimor biiylimesi (Chaplain, 1995)
(Sherratt ve ark., 1992) (Gatenby ve ark., 1996) ve yara iyilesmesi bulunmaktadir
(Sherratt ve ark., 1990). Reaksiyon diflizyon sistemlerine olan ilginin bir diger nedeni,
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler olmasina ragmen analitik bir ¢6ziim
imkani1 olmasidir (Fife, 1979) (Mikhailov, 1990) (Grindrod, 1991) (Smoller, 1994)
(Kerner ve ark., 1994).

Reaksiyon-difiizyon = denklemlerinin  belirli bir smifi  diisiinlildiglinde;
Avrupa’daki kuduz viriisii yayilimi, bir popiilasyondaki avantajli bir genin ilerleme
dalgasi, Kuzey Amerika’daki ormanlarda bulunan ladin agaclarinin dagilimi,
bifiirkasyon teorisi kullanilarak av-aver sisteminin uygulanmasi, osilasyon sistemleri
icin asimptotik modeller, makromolekiiler tasiyicilar, oksijen diflizyonundaki kas i¢ine
miyoglobin gecisi ve karbon monoksit zehirlenmesi igeren modeller 6rnek olarak
verilebilir ( Britton, 1986).

Bu ¢aligmayla ilgili daha 6nce Ainsworth,



—Au + k*u = f
reaksiyon-difiizyon denklemini homojen Dirichlet kosullar1 ile birlikte ele alarak
singiiler pertlirbe oOzellikli reaksiyon-difiizyon problemler i¢in kararlilik ve hata
degerlendirmesini arastirmistir (Ainsworth ve ark., 1999).
Bakhvalov,
U — A()u = f(x)
problemi i¢in sonlu fark metotlarin1 kullanarak sinir katlar1 iizerinde ¢alisma yapmuistir
(Bakhvalov, 1969).
Boglaev,
e?y"(©) =f(ty), te€(01)
y(0)=0, y(1)=0
ve
Ly(t) = 2y" () - By(®) = o(t,y),  t€(0,1)
y(0)=0, y@)=0
siir deger problemlerini ele alarak Green fonksiyonlart yardimiyla fark semasi1 kurmus
ve fark semasinin yakinsakligini incelemistir (Boglaev, 1984).
Boglaev,
2 (Ugx +Uyy )+ fy,u) =0, () Ew
w=wXw ={0<x<1}x{0<y<1}
problemini ele alarak singiiler pertiirbe olmus reaksiyon-difiizyon problemlerin eliptik
ve parabolik tipleri i¢in monoton sonlu fark iterasyon algoritmalari iizerinde ¢aligmistir
(Boglaev ve ark., 2004).
Kellog,
Fu=—¢&2Au+b(x,u) =0, x = (x1,%,)ENR c R?
u(x) = gx), x€0.
yar1 lineer reaksiyon-difiizyon problemini Dirichlet kosullar ile birlikte ¢okgen bir
bolgede ele almistir (Kellog ve ark., 2010).
Kopteva,
Fu(x) = —e%u"(x) + b(x,u) =0
u(0) = go, u(l) = g1
lineer olmayan reaksiyon-difiizyon problemi i¢in dinamik sistem tekniklerini kullanarak

ayrik alt ve iist ¢oziimlerin asimptotik oOzelliklerini tiiretmis, bu o6zelliklerden



faydalanarak adaptiv ve parcali diizgiin sebekede niimerik ¢Oziimleri arastirmistir
(Kopteva ve ark., 2004).
Linp,
Lu=—-Eu"+Au=f
u0) =vo, u@)=v
problemi i¢in Green fonksiyonlarim1 kullanarak singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon-
difiizyon problemlerin kat uyumlu sebekeler lizerinde fark semalarinin pertiirbasyon
parametresinden bagimsiz olustugunu gostermistir (Linf ve ark., 2009).
Schatz,
—&2Au+ b(x,u,€) = f(x;€), 0<e<1
u = u(x) = u(xq,xy; &)
problemini ele alarak bir ve iki boyutlu singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon-difiizyon
problemleri i¢in Galerkin sonlu elemanlar yontemini arastirmistir (Schatz ve ark.,
1983).
Shishkin,
Ly = e(a(x)y') —c(x)y =-¢(x), x€d
y=¢), xey
kiiglik parametrenin yiiksek mertebeden oldugu diferansiyel denklemi i¢in diizgiin
olmayan sebekede fark semas1 kurmustur (Shishkin, 1983).
Verfiirth,
—Au + kK*u = f
singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon-difiizyon denklemini ele alarak global alt ve iist
sinirlar tizerinde bu tipteki denklemler i¢in hata degerlendirmesi iizerinde calismistir
(Verfiirth, 1998).
Vulanovic,
Leu(x):= —e?y"(x) + b2()y(x) = f(x), x€1=[01]
u(0) = uy, u(l) =u,
sinir deger problemi i¢in diizgiin olmayan sebekede iistel katsayili sema kurmustur
(Vulanovic, 1982).
Vulanovic,
T,:= —&%u"(x) + b(x,u) = 0,x € [0,1]
By: (u(0),u(1)) = (uo, wy)



singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon-difiizyon probleminin lineer hali i¢in sonlu fark
semas1 kurmus ve bu problemin ¢ pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak
oldugunu gostermistir (Vulanovic, 1983).

Vulanovic,

—&2u" (x) + b(x; €) = f(x), x € [0,1]

yart1 lineer reaksiyon-difiizyon problemini sinir doniim noktasinda ele alarak bu
problemin bir tek ¢o6ziimii oldugunu ve iki sinir katina sahip oldugunu gostermistir
(Vulanovic, 2010).

Vulanovic,

Ay(x):=—e*y" () + b*()y(x) = f(x),  x€(0,1)
y(0) = ay, y() =ay

bir boyutlu reaksiyon-difiizyon problemi i¢in modifiye edilmis Shishkin sebekesi

kullanmistir (Vulanovic ve ark., 2013).

Singtiler pertiirbe 6zellikli problemler ¢6ziim fonksiyonunun hizli degistigi sinir

katmanlar1 igermektedir. Sinir katmani igeren problemlerde tiirev sinirsiz oldugundan

klasik fark semalar1 kararli olmamaktadir. Ayrica bu tiir problemlerin kesin ¢oziimii

cogu kez bulunamamaktadir. Bu sebeple sayisal algoritmalara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu ¢alismada singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan sinir katmanli reaksiyon

difiizyon problemleri icin diizgiin sebekede iistel katsayili, adaptif ve pargali diizgiin

sebekelerde fark semalar1 sunulmaktadir. Bu semalar1 kurarken kalan terimi integral

seklinde olan ve baz fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir kurallar1 uygulanmstir.

Kurulan fark problemlerinin ¢oziimlerinin kesin ¢éziime yaklagim orami iistel katsayili

fark probleminde O (h?) ; diger fark problemlerinde O (N~1) olarak tespit edilmistir.






2. ON BILGILER

2.1. Interpolasyon Kuadratiir Formiilleri

Bu kesimde Peano ¢ekirdegini kullanarak asagidaki interpolasyon kuadratiir
kurallarini ve ispatlarini verelim. Burada verilen kurallar baz fonksiyonlar1 kullanilarak
kalan terimi integral bi¢ciminde olan fark semalarinin kurulmasin kullanilmaktadir. Baz
fonksiyonlariin uygun sec¢imiyle kalan terim sifirlanabilir.

Once asagidaki hatirlatmayi verelim.
Hatirlatma. R(f) = f; fO+D(E)K (§)dé seklinde tanimli integral operatdril iizerine

dagilma 6zelligine sahip ve P, (x) Taylor polinomunun sifirlayicisi olan lineer

fonksiyoneldir.
) X __ z\n
G -ar+ [ oD

a

f@) = f@+ fl@x—-a)+..+

actlimina R lineer fonksiyoneli uygulanirsa R(f) = R [ f; FD &) (x;—f)“ dé¢ ] elde

edilir.
Buradan
R(f) = R(r(x, )

ve

k) = k| [ oo S e [ oo r[E= 8 ag
olur. Boylece

_ (x—=¢)"
R[] ko) = - = {— i
0, x—&<0

yazilir. Bu da R'nin Peano ¢ekirdegidir. iki noktali

—b —
) == f(@ == fB) = T f)

Lagrange interpolasyon polinomu hatasi i¢in Peano ¢ekirdegini bulalim.

b
R = RO300) = R ([ 7O e6m e - )at )



b
[ @ 6= = 6= 07 = Tl - 1§ = Ra)

olur ( Philips, 2003).

Lemma 2.1. p(x) agirlik fonksiyonu ve f tiirevi integrallenebilen fonksiyon olsun.

b b
| £reopeads = laib | pGodc+ Ry ()

dogrudur. Burada
b b
R*(f) = — f dxp' (x) j FOD(E)K, (x, ) dE
Kn(,8) = To(x— &) — (b — a) 2 — ) (b — ©)" ,n = 0,1

n

—_ >
Tnu):{ o A=
0, A<0

olur (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Ispat. f(x) fonksiyonunun dogrusal Lagrange interpolasyon polinomunu yazalim:

fG) =22 (@) + == f(b) + 1 (x, f) (2.1)

Her iki tarafin tirevini alalim:

f ( ) L @) (b)
f (b) f (a)
OO 2w
Bu ifadenin her iki tarafin1 p(x) agirlik fonk51y0nuy1a carpip a'dan b'ye integral alirsak

o
j £ (Op(Odx = flas b f S+ J ot L),

formiiliinii elde ederiz. Son terime kismi integrasyon formiiliinii uygularsak
b b b

[ Freopeodx = flaib) [ pedx - | o @i ax
a a a

esitligini buluruz.
(2.1) Lagrange interpolasyon polinomu i¢in Peano ¢ekirdegi teoremini kullanarak

integral bi¢iminde olan 7;,(x, f) kalan terimi asagidaki bigimde yazilir:

b b
(o f) = j FODE)T(x — £)dE — (@ — b) ™ (x — b) j FOD(E) Ty(a — E)dE

b
- (x—a) f FODE)To(b — £)dE



Burada a — ¢ < 0 oldugundan T;,(a — &) = 0 olur. Béylece

b
(e, f) = f FOD(E) [T — &) — (b — @) (x — Q)Ta(b — ©)]dé

olur. Bu,

K, ) =T,(x = -0 —-a) ' (x—a)T,(b—$)
biciminde yazilir. Bu ifade yukarida yazilan Lagrange interpolasyon polinomu ig¢in
Peano ¢ekirdegidir. Sonug olarak

b b b b
f f'(Op(x)dx = f[a; b]j p(x)dx—J dxp'(x)] FODE) K, (x, E)dE

a a

olur ve lemma ispatlanir.

Lemma 2.2. p(x) agirlik fonksiyonu olmak iizere

b b b
f FEOP@dx = (of (B) + (1 — 0)f (@)} j p(x)dx + fla; b] f (x = x©@)p(o)dx

b b
+ f dxp(x) f FED(E) Ky (x, €)dE 1 = O,1.

formiilii dogrudur. Burada, x®> = ob + (1 — 0)a ve
Kn(x,§) =T,(x = - (b -a) " (x —a)Tpn(b - §)

ile gosterilir (Amiraliyev ve Duru, 2002).
Ispat. f fonksiyonu igin iki noktadaki

f() = f(@)+ (x — a)f[a; b] + 1 (x, f)
ve

f) = f(b) + (x = b)f[a; b] + 1 (x, )
Newton interpolasyon polinomunlarini1 g6z 6niine alalim.
1.denklemi (1 —o)p(x), 2.denklemi op(x) ile carpip a'dan b'ye integral alarak

toplayalim. Bu durumda
[} Fp()dx = {of (b) + (1 — O)f (@} [ p()dx + fla; b] [ (x — x@)p(x)dx

+ J, dap (om (6, f) (22)
elde edilir. Burada
1-0)(x—a)+o(x—b)=x—a(l—0)—bo=x—[bo+ (1-0)a] =x—x
yazilir. 1ki noktali Lagrange interpolasyon polinomuyla Newton interpolasyon

polinomunun kalan terimi ayni1 oldugundan
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x—b xX—a
T (x, f) =f(x)—mf(a)—mf(b)

seklinde yazabiliriz. Lemma 2.1.'dekine benzer iglemler yaparak

b
(e f) = f FEDE) [To(x— &) — (b — @) (x — ) Tu(b — O)]dE

bulunur. Burada

Kn(,§) =Tp(x —§) — (b —a) ' (x — )T, (b — §)
alir ve (2.2) ifadesinde yerine yazarsak lemmanin ispati tamamlanir.

Lemma 2.3. p(x) agirlik fonksiyonu olmak iizere

b b b
| repedr = £ (A7) [ peodx + Rt
b
Ralf) = nfla;b] [ (x = x)pCoda

b b
+ f dxp(x) f FEDE) [Ty = €) — To(x@ — €)

—nb—a)(b—-8" (x —x9)]d¢,n=0,1.

oldugunu gosterelim (Amiraliyev ve Duru, 2002).

ispat. f(x)'i x(@ = % 'de kalan terimi integral bigiminde olan Taylor serisine agalim:

£ = (52) + £ (52) (= x@) 4 1 )

Bu ifadeyi p(x) ile garparak a'dan b'ye integral alirsak,

Lbf(x)P(x)dx = f(aT-i_b> jabp(x)dx + nfa; b] fab(x — x@)p(x)dx

+ 17 p (o (x, fdx 2.3)
elde ederiz. Burada —f'(¢) = f[a; b] esitliginden faydalanarak f'(=*) = nf[a; b]

olur. (2.3) agilimini kullanarak 7, (x, f)'yi bulalim.

b b
(o f) = f FODET(x - £)dE — j FEDET(x@ — §)dg
b
+ [ FUE G- 7 =X B - dg

b
(%, f) = f FOOE[Tx—8) —T(x &)+ (b —a) 1 (x —xNT, (b — §)]dé
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elde edilir. (2.3)'de yerine konursa ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.4. (u — esitsizligi)
1
b| < ua* + —b*
lab| < pa® + ”

esitsizligi dogrudur (Amiraliyev ve Duru, 2002).
ispat.

1
_(\/ﬁa+ b)2=,ua +ab+—b2

1
—ab < 2 _bz
ab < ua +4H

2

1
< R j— 2 2
0_<w/,ua 2\/_b) = ua —ab+—4 b

1
b < pa® +—>b*
ab < ua® + m
ifadeleri géz 6niine alindiginda
1
b| < pa® + —>b*
lab| < pa® + ”

dogru oldugu goriiliir.
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3. ASIMPTOTIK DEGERLENDIRMELER

g2u" + a(x)u(x) =flx,u), 0<x<l (3.1)
u(0) =4, u(l) = (3.2)
lineer olmayan problemi i¢in Taylor agilimindan

Foow) = £, 0) + LED,

yazalim. Burada # = yu, 0 < y < 1 alinmaktadir. Ayrica F(x) = f(x,0) ve b(x) =

% diyelim. Bu taktirde
—&2u" + [a(x) — b(x)]u = F(x)
olur.
A(x) = a(x) — b(x)
dersek
" + A(x)u = F(x)
yazabiliriz. Burada

400 = a() - LD 5 45 0

F(x)=f(x0)=>0
sart1 saglansin.
Asimptotik degerlendirmeler i¢in asagidaki lemmalar: verelim.
Lemma 3.1. Herhangi bir v(x) fonksiyonu
Lvy=F(x)=0
A = 0, B > 0 sartlarin1 saglayan fonksiyon olsun. Bu durumda v(x) > 0 olur
(Amiraliyev ve Duru, 2002).
Ispat. Lemmann ispat1 icin v(x,) = 0, v(x;) = 0 ve x € (xo,%;) < (0,1) igin

v(xg) < 0 oldugunu kabul edelim. Burada
o P~ 20 +v(e)
v"(§) = X

(_xO) 2

olur. Buda x € (xg,x;) i¢in Lv < 0 ve v(x) < 0 olmas1 demektir. Bu da hipotezle

celisir. Oyleyse Lemma dogrudur.
Lemma 3.2. Herhangi v(x) € C[0, {] n C?(0, 1) fonksiyonu i¢in
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max

)| < (O] + vl + a7y - -

L), 0<x <! (3.3)

degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Ispat. Lemmanin ispat1 i¢in

ma

Y = 2v() + O] + vl +a~ty _

x
SllLv(s)I, 0<x<lI

bariyer fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Sinir sartlar1 i¢in

P(0) = 2v(0) + [w(O)| + vl + a7y Z0_ ILv(s)l,  0<x <!

ifadelerinden ¥ (0) > 0 ve

max
0<s<l

ifadesinden ¥ (1) = 0 oldugu goriiliir. Boylece Ly (x) = 0 olur. Buradan y(x) = 0

Y =+v) + lvO)| + [v(D|+ a™?t |Lv(s)], 0<x<l

olur. (3.1) geregi (3.2) nin dogrulugu ispatlanmis olur.
Lemma 3.3.
—e2u" + A)ulx) = F(x), 0 <x <1
u(0) = A4, u(l) =B

probleminin ¢ézlimil i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

lu(x)| < C,0<x<l;A(x),F(x) € (C[0,1] ise; (3.4)
1 —Yax —Va(l-x)
' ()] < 0{1 +;<e S pe e )}o <x <l Ax), F(x) € C[0,1] (3.5)

Ispat. Once |u(x)| < C oldugunu gosterelim. (3.2)’den

max
vl < 1A+ 1Bl +a ) 2o IF(s)]

olur. Boylece |u(x)| < C saglanir. Simdi (3.5)’in dogrulugunu gosterelim. (3.1)
denkleminde (3.4)’1 dikkate alirsak;

" 1 c
lu'" (x)] =—£—2|F(x)—A(x)u(x)| SE—Z,O<x<l (3.6)
yazilabilir. Daha sonra |u'(0)| ve |u'(1)] igin degerlendirmeler almamiz gerekir. Bunun

icin asagidaki diferansiyelleme formiiliinden yararlanilir:

aq

g%@=g@mmy§fm@wmwa&, geCa<x<l

Qo

Bu formiilde g(x) = u(x), x = 0, ay = 0, @; = ¢ yazarsak

zm@=mma—fm@mmwaa
0
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u(e) —u(0) ;
00|

u'(x) = u'"(§)d¢
0
u'(x) = w —u'(x) +u'(0)
Buradan
u'(0) = w —u'(0) +u'(0)
lu'(0)] = [<2=4| < < 3.7)

olur. Ayni bigimde g(x) = u(x),x =1, g =l — &, @y =l alirsak;

&

W) = u(l -5 €) — f Ko (&, )" (€)d€

l—¢

u(l) —u(l—¢) y :

u'(x) = I~ itz fu”(f)df
() = HE~ :(l ~E) D+ w0
Boylece
w( =220 vy )
lu'(0)] = [F=2) < £ (3.8)

olur. Daha sonra (3.1) denkleminin tiirevi alinirsa,
—&2u" + A(x)u(x) = F(x)
—&2u"" + A'()ulx) + A()u'(x) = F'(x)

olur.
w(x) = u'(x)
ve
@(x) = F'(x) — [A"C)ulx) + AG)u'(x)]
dersek
Lw(x) = &(x) (3.9

olur. Ayrica (3.7) ve (3.8) ifadelerinden

1

w(0) = 0 (é),w(l) -0 (—) (3.10)

&
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olur. (3.9)-(3.10) lineer probleminin ¢6ziimii w(x) = wy(x) + w;(x) seklinde
arayabiliriz. Burada w,(x) ve w; (x) fonksiyonlar

Lwyg=®(x),0<x <1

wo(0) =wo() =0

Lw; =0,0<x <1

1 1
wi(0) =0 (3), w0 =0 (3)
problemlerinin ¢oziimiidiir. (3.11) probleminin ¢6ziimii (3.2)’ye gore

max
wo@l <@ty 2o 190

olur. Dolayisiyla @(x) fonksiyonu &’a gore diizgiin sinirlt oldugundan
lwe()| <C, 0<x <

elde edilir. Simdi ise (3.12) problemine maksimum prensibi uygularsak;
lwo ()] < A(x)

alabiliriz. Burada A(x) fonksiyonu asagidaki problemlerin ¢oziimidiir:
—&2N" + ah = F(x), 0<x<l

A0) = w1 (0)], ACD = w1 (D).

Sabit katsayili (3.15) probleminin ¢ézliimii agik olarak

Alx) = \/_l {le(O)Ismh(\/_( — )+ IWl(l)Isinh(@)}
smh(

seklinde bulunur. Buradan

c Vax Va(l-x)
A(x)S;{e Cpe s }

oldugu kolayca goriiliir. Bu da lemmanin dogrulugunun ispatidir.

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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4. FARK SEMASININ KURULMASI VE HATA DEGERLENDIRMELERI

4.1. Ustel Katsayih Fark Semasmin Kurulmasi

Bu kesimde diizglin ve diizgiin olmayan sebekelerde asagidaki lineer olmayan
reaksiyon-difiizyon problemi igin
Lu =:—¢c?u"” + a(x)u(x) = f(x,u), x € (0, 4.1)
u(0)=0, u(1)=0 4.2)
fark semalar1 kurulmaktadir. Bunun i¢in asagidaki gosterimleri belirtelim.

Burada

1
wyp = {x; = ih, i=1,...,N—1, hzﬁ}, o, = wy V{0, 1}
esit adiml ayrik noktalar kiimesine diizgiin sebeke denir.x; noktalarina sebeke noktalari
denir. Bu sebeke iizerinde tanimli fonksiyonlara da sebeke fonksiyonu denir. h = x; —

x;_1'e sebeke adimi denir. u: w, = R sebeke fonksiyonu i¢in u(x;) = u; olmak lizere

s e
ux,i - h

U U
el = TR

Ugx,i = %(qu - uf,i)
gosterimlerine sirayla ileri fark tiirevi, geri fark tiirevi ve ikinci mertebe fark tiirevi
denmektedir (Samarskii, 2001).

(4.1) denklemi i¢in w;, diizgiin sebekesi lizerinde fark semas1 kuracagiz. Bu iistel
diizeltme katsayisi iceren fark semasidir. Bunun i¢in kalan terimleri integral bi¢ciminde
olan ve agirlik fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratiir kurallar1 kullanilarak fark
semasi kurulmaktadir. Bunun igin (4.1) diferansiyel denkleminin her iki tarafin1 ¢; baz
fonksiyonu ile ¢arpip x;_,'den x;,;'e integral alalim. Buradan

Xit1 Xis1
)(i‘lh‘lf Lug;dx = )(i‘lh‘lf (—e2u” + a()u(x))p;dx
Xi_q Xi—1
= T f (o weidx
_Ja

elde ederiz. Burada ¢; baz fonksiyonu ve y; = — olmak tizere
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e2p;V" —a;0,Y =0, oV (x) =10,V (x-1) =0 (4.3)
20, —a;0,;P =0, 9, P(x)=1,0;P(x;41) =0 (4.4)

problemlerinin ¢6ziimii olan

( sinhy;(x — x;_;)
o |(pl(1)(x) = s;nhyihl , x € (Xj_1,X;)
£ sinhy;(xj11 — x)
(9@ = X € i)
fonksiyonudur ve
L [Fi Ztanhyé—h
Xi=h" f pidx =
l Xi-1 l yih
bi¢iminde tammlanir. —h ™1 f . ezu”q)ldx terimi i¢in kismi integrasyon kuralindan

Xit+1
- e —
Xi 1< 152”’901” i+1 h 182J u'(pi’dx)
Xi-1

Xi , Xi+1 ,
=yt (h‘lezf u' ;W dx + szj u' ;@ dx)
Xi—1 X

i

buluruz. Bu ifadeye (2.1) interpolasyon kuadratiir formiiliinii uygularsak

Xi o rXi dZu
Xt {uf,i [M o axs [ are® [T im0 o
Xi-1 Xi-1

Xi—1 dfz
Xit1 , Xit1 o (Xi+1 dzu(f)
+ ux,jf 0@ dx + f dxep; @ f e T (x — f)df}
Xi Xit1 Xi+1
= —xi *h7te?(uy; — ugi) + Ryi(f) (4.5)

elde edilir. Burada Ry ;(f)

Xi o Xi d2
R(f)=)a‘1{—€2 f dxg; f | %(E)Tl(x—f)ds‘

i-1

Xit1 o [Xi+1 g2
—¢? j dxep;? j ddlé(j)Tl(x—E)df}

i
olur. x;7*h* [7** a(x)u(x)pdx terimi igin,
-1

Xi+1 Xi+1
2k f a@u@gidx = 1~ h! f [a() — alx) + ale)ugdx
Xi—1 X

i-1
- - Xi
=xi th™' [ ajugidx + Ry,
i-1 ’

yazabiliriz. Burada
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Xi+1
R = Xi_lh_lf [a(x) — a(x;)]ugp;dx
X

i-1
olur. Elde edilen bu sonuca [x;_q, ;] araliginda o = 1 ve p(x) = ;™ ; [x;_1, Xj41]
araligmda 0 =0 ve p(x) = ;@ alarak (2.2) interpolasyon kuadratiir formiiliinii
uygularsak

Xi Xit+1
)(i‘lh‘l[aiuif @;Pdx + uxf (x — x)p;Pdx
Xi-1 x

i

Xit1 Xi+1 2 Xi Xi 2
+ f dxp; @ f dlé(f)Tl(x—f)df+ f - dxg® f dbg(f) Ty (x — §)d§

i-1

Xi+1
+u; f ;P dx]+R"
X

i

Xit+1 Xi
= _Xi_lh_l{aiuif @dx + aiuff (x — x)pPVdx
X Xi

i-1 i-1
Xit1 Xi X d?u
+aiuxf (x — x)p; Pdx +aif dxep; ™V j (f) Ty (x —&)d¢
Xi Xi-1 Xi-1 dE
Xit1 2) (Xi+1 d*u@) . * 46
+a; fxi dx@; fxi oz 1(x = dSHHR, (4.6)
buluruz. (4.5) ve (4.6) ifadelerini birlestirirsek ve (4.3) ve (4.4) ifadelerini goz 6niine
alirsak
—&20iug, + aju; + R* g = xi 7 th7t f;":f(x, w)@;dx 4.7)
sonucunu buluruz. Burada
Xi h 2
0r=xi"" (1 + E_zaiJ (x — xi)(Pi(l)dx> = (yl—)hz
Xi— o Vil
1 (smh 5 )
olur. y;7th™1 f;i:f(x, u)@;dx terimi igin,
Xit1 Xi+1
) feeds = IR = fO Wl
Xi-1 Xi-1

+ f G — £ O udleidx + £ G udy ! f " pudx)

i-1 i-1
= f(x;,u) + Ry (4.8)

buluruz. Burada



20

Rm=m*W*Uwﬁﬂ%w—fQMM¢ﬂvﬁfmU@mﬂ—ﬂ%wH%M}

i-1
seklindedir. Yukarida elde edilen (4.7) ve (4.8) sonuglarini birlestirirsek
—&20iuzye; + aju; = f(x,u) + Ry, i=1,.,N—1
Uy =uy =0 (4.9
fark problemini elde ederiz. Burada R; = R, ; + Ry seklindedir.
Buradan y yaklasik ¢6zlimii i¢in
—&20ugy; + aju; = f(x, ;) , i=1,..,.N—1
Yo=yn =10
(4.10)

fark problemini yazabiliriz.
4.1.1. Ustel katsayih fark semasinda hata degerlendirmeleri

z = y — u alarak asagidaki problemi elde ederiz:
—SZHifo,l' + AiZi = Ri , [ = 1, ,N -1
ZO =Zy = 0

Burada ortalama deger teoreminden

af ()
f oy = fpw) = L5520 (y; — uy) (4.11)
yazar ve
of (x;,10)
Ai=a; - % (4.12)

alinz. z = y —u dersek, (4.9) ve (4.10)’a gore hata asagidaki sinir-deger problemini
saglar.
lzi =R;,i=1,N—-1,zy=2y =0 (4.13)
burada R; yaklasim hatasi R; = R ; + Ry ; seklinde belirtilmistir.
Teorem 4.1. A(x) € C[0,1] sart1 altinda (4.10) fark probleminin ¢éziimii, wy’da (4.1)-
(4.2) probleminin ¢dziimiine €’a gore diizgilin yakinsaktir. Hata i¢in,
ly = ullcw, < Ch

degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev ve Duru, 2002).
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Ispat. & keyfi ve h adim aralig1 olmak iizere, lv; fark operatdrii icin ayrik maksimum
prensibinden lv; >0, (i=12,..,N—1), vy =0, vy =20 ise v; 20,i=0,1,..,N
dogrulugu kolayca gosterilebilir. Lemma 3.2’yi (4.13) problemine uygularsak
1zllcwn) < @ M IRl cewy) (4.14)
esitsizligi bulunur. Ayrica R; i¢in R, ; ve Ry ; ifadelerinden A(x) € C'[0, (] sartindan
IR;| <Ch,i=12,..,N—-1 (4.15)
oldugu agiktir. (4.14) ve (4.15)’den teoremin ispat1 tamamlanir.
Not. (4.10) fark problemi tek ¢6ziime sahiptir. Ger¢ekten maksimum prensibine uygun,
homojen
lv; =0, i=1N-1, Yo=Yy =0

sisteminin sadece sifir ¢oziimi olur. Bilindigi gibi bu da lineer denklemler sistemi i¢in
bir tek ¢6ziimiin varliginin gerekli ve yeter sartidir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Simdi yakinsama oranim O (h?) yapmak i¢in gerekli sartlar1 arastiralim. Bunu da
bir teoremle ifade edelim.
Teorem 4.2. a(x) € C2[0,1], f(x,u) € C*(D) ve

a'(0)=ad()=0 (4.16)
ise bu durumda (4.10) fark semasinin yakinsama hiz1 O (h?) bigimindedir:
ly = ullwy) < Ch? (4.17)

(Amiraliyev ve Duru, 2002).

Ispat. Teoremin ispati igin R; = R, ; + Ry ; hata terimini ele alalim. Burada

Ras=—x 07 [ 11000 = aG)le(gi)dx

Ryi= 2 th { | I Gow — Fowleidx + I G —f(xi,ui)]goidx}

daha 6nce belirlenmisti. Once
|Rei| =0(h?), i=1,N—-1 (4.18)
oldugunu ispatlayalim.

(x —x;)

2
a(x) —a(x;) = (x —xp)a’(x;) + > a" (&), $i € (xy,%)

ve
u(x) = ulx;) + (x —xp)u' (&), §i € (xy,%)

bagmtilar1 R, ; ifadesinde yerine yazilirsa,
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Xi+1
Ryi=—x;"th™ {a’(xi)f (x — x)u(x)p;dx
”

i—1

1 (Xi+1
. f (x - x)2a" (&, (x))u(x)gm(x)dx}

2
Xi+1
=—x; 'h7! {a,(xi)u(xi)J (x — x)p;dx
Xi-1

+ a’(xi)f i+1u'(fi(x))(x —x)%p;(x)dx

i-1
1 (Xi+1
) RN (x))u(xm(x)dx}
Xi-1
Xi+1
G [ = )t (G0 e
Xi—1

+ox T T = x)%a (600 u() i (x) dx (4.19)

olur. [la”"(®llcjoyy =€, lullcoyy =€ ve sdz konusu aralikta |x — x;|? < h?

oldugundan (4. 19)’un sag tarafindaki ikinci terim,

E){i‘lh‘l f;_i:(x — xl-)za”(fi(x))u(x)q)l-(x)dxl <Ch?%i=1.2,..,N—1 (4.20)

esitsizligini saglar. Birinci terimi degerlendirmek i¢in (3.3)’den

1 —Vag 1 —Vel-§&)
lu' (¢l <C 1+Ee € +;e €

1 Vaxiy 1 —vVal-xi41) ]
<C 1+;e € +;e € ,(I1<i<N-1

esitsizligini (4.19)’un birinci teriminde yerine yazarsak,

2l () j " = 2 (600 i () dx

Xi-1

Xi+1
< Cxi~th ! () f (x = x)20s () dx
Xi-1

1 Xi+1 —\/Exi_l
+ Ol [ )% piCdeT E d
X

i-1

1 —1p—1],’ Xit+1 2 —Vall=%iyq)
+-Cxi th7Ha' (x| fxi—l (x —x)%p;(x)e” ¢ dx (4.21)
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elde edilir. (4.21)’in sag tarafindaki birinci terimin O(h?) oldugu kolayca goriilebilir.

. _x e qee-
Ikinci terimin ise a’'(0) =0 sartindan ve xe™* <e 2 , (x=0) esitsizliginden
yararlanirsak,

—Vaxi_,

1 1y Xi+1 5
ECXI: h™*la (xi)lf (x —x)%p;(x)e” & dx
Xi-1

—Vaxi_,

1 Xi+1
S O LA l IANCEPO RN
Xi-1

p Xi =YXy , X Naxg, —Vaxi
< (Cph*—e € < (yh e ¢
€ xi_Va €

l —Vax;_4
—¢ 2e < Ch?, i>1

< C,h?

oldugu goriiliir. (4.21)’in sagindaki {igiincii terim i¢in a’(l) = 0 sartindan yararlanarak
sartindan yararlanarak benzer yolla O(h?) oldugunu gérebiliriz (i < N — 1 icin).
Boylece (4.20) esitligi i = 2,3, ..., N — 2 i¢in ispatlanmig olur. i = 1 ig¢inise (i = N — 1
durumu da benzer yolla ispatlanir).

w 2
a(x) —a(x;) = (x —xy)a’(x) + %a”(sﬁ). 1 € (%1,%)

() = ulxg) + f ' (§) de

X0

bagintilarindan yararlanirsak,
X2 X

Ran = =1 @G [ =) [ [we© dfl p1dx
X0 X0

1 — — 1
+ox R [ (= xp)?a” (§1(0) Ju(x) s (x)dx) (4.22)
olur. (4.22)’nin sagindaki ikinci terimin O(h?) oldugu (4.1.20)’den goriiliir. Birinci

terimi ise a’(0) = 0 sartindan ve Lemma 3.3’den yararlanarak soyle degerlendirebiliriz:

‘x{lh-la'(m j - 1) U u'(f)df] prdx

X2
<la'(x)lh f ' ()l dx
Xo

*2 1 —Vexiy 1 —vVal-xi4)
SCxlhIa”(El)If 1+Ee e +-—e € dx
Xo

£
1 (% —Jax
< Ch*{h+ Ef e ¢ dx

X0
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< C,h? {h + (a)7t (1 - e%ﬁh)} = 0(h?)

olur ve bdylece |RW ;| = 0(h?), |RW-Y ;| = 0(h?) oldugu da ispatlanmus olur.
Yani (4.22) saglanir. Simdi Ry ; terimini ele alalim.

Uy, = E(’)l’i;ﬁm(xﬂ, Uy = ?Sfﬁlu(x)l, (x,u) €D =1[0,1] X [uy, uy] igin

f(x,u) € C3(D) olmak iizere

Rpi = xi by f _m[f(x.u(x)) — £ (o u(0)]@u()dx

+f i+1[f(xi,u(x)) — £ (i, u(xy))] @i (x)dx}

Xi-1

ifadesi i¢in kapali tiirev formiilii ve Taylor a¢ilimini kullanarak ag¢ik bigimde

of (xjw)  0f (x5, u;) Oulx;)
*i) [ dx + X l

flou@) — f(x,u@) = (x — ou 0

(x — xi)z azf(fi:u(fi))
+ 2! [ 0x2
5 0%f (&, u(&)) du(éy)
dxou dx

L PG @) (du) ?
ou? dx

+

af(fi'u(fi)) dzu(fi)
+ ou? dx? ]

yazabiliriz. Buradan

Fin of (e uy) | 0f (xy,u;) Oulx;
Rei = xi *h™t in_l (x —x;) I f(;cxu ) + f(;cuu ) ua(;c )l @;(x)dx
i (o — x;)? (0% (&, u(&)) 0% f (&, u(&)) du(§)
* J;Ci—1 2! { 0x? 2 d0xou dx

Ju? dx du? dx?

2 2 ,
| 9, uc) <du(€i)> RUGRIHL u(a)}(pi(x)dx

olur. u fonksiyonunun Lemma 3.3, birinci ve ikinci tiirev degerlendirmelerinden
|R.i| = 0(h?) (4.23)
oldugu aciktir.

Son olarak
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Ri = Ra,i + Rf,i
esitliginde (4.18) ve (4.23) ifadelerinden
IRillc(w,) < Ch?

oldugu goriiliir. Bundan ve (4.14) ifadelerinden teorem ispatlanmais olur.
4.2. Diizgiin Olmayan Sebekede Fark Semalari

Burada
oy ={0=x1<x, <...<xy_1 <xy =1}
ayrik noktalar kiimesine diizgiin olmayan sebeke, x; noktalarina diigiim noktalar1 denir.
h; = x; — x;_, sebeke adimidir. u fonksiyonu bu sebekede tanimli sebeke fonksiyonu

olmak lzere

U i= Uiy — U
' hitq
Uug; = U; —hui—1

l

ifadelerine sirayla ileri fark tlirevi ve geri fark tiirevi denir. h; = %(hi + h;,1) olmak

luzere

1
Ugxi = g (ux,i - uf,i)
l

ifadesine ikinci mertebe fark tiirevi denir (Samarskii, 2001).
4.3. Bakhvalov Sebekede Fark Semasinin Kurulmasi

oy ={0=x; <x;<...<xy_1 <xy =1} sebekesinin noktalarmni adaptif
Bakhvalov sebeke olarak belirleyelim. Bunun i¢in gegis noktasini

_min

! g
o= (4,0( elne}

ile belirleyelim. [0, (] araligin1 [0,04] U [01,02] U [02,1] olarak pargalayalim. Burada

0, =1 — o, olur. x; digiimleri
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“1g] (1 a )4i) =01, Y € [0,0,] <= ise;
aleln a5 i=01,.., 7, X; ,01], g1 < 5 ise;
“1g] (1 (1 ‘f—l>4i) =01, € [0, 4] L
— — — E|l— = ey Ty 1] ] == ;
aleln e v) i Ly X; 01 0y = lse
N N 3N 2(o o
O'1+(l__)h(1), i=—+1,...,_, xiE[O'l 0'2], h(l) ( 2 1) se,;
4 4 4
x; = <
l ()
o, —a leln 1_(1_8)T 'i=T+1""'N' x; € [0,,1] ise;
. 3N
1 an4(i=7)) s 31
o,—a *eln 1—(1—e 48>T ,l=T+1,...,N,xiE[az,l],azzz,

seklinde belirlenir (Boglaev, 1984).

(4.1)-(4.2) lineer problemi i¢in @y sebekesi tlizerinde fark semas: kuralim.

Bunun i¢in bu diferansiyel denklemin her iki tarafin1 ¢; baz fonksiyonu ile carpip

X;_4'den x;,'e integral alalim. Buradan

1 Xi+1 , Xit1 L Xip1
. f Lug;dx = h;~ f (—ezu” + a(x)u(x))gol-dx =h;"~ f flx,w)p;dx
Xi—1 Xi—1 Xi-1

elde ederiz. Burada ¢; baz fonksiyonu
e20;0" =0, 9 V(x) =1, 9D (xi—1) =0
20" =0, 9P (x) =1, 9;@(xi41) = 0

problemlerinin ¢6ziimii olan

(x —x;_1)
;P = h—l X € (Xj—1,%;)
l
»i= (
Xiy1 — X)
;W = lh— X € (X, Xi4+1)
i+1

fonksiyonudur. Ayrica

Xit+1 h; h;
h'_lj oodx = " (_l_l_ z+1) _q
l . l l 2 2

i-1

gecerlidir. —hj_l f;i“ g?u"dx terimi igin kismi integrasyon kuralim ve (2.1)
-1

interpolasyon kuadratiir formiiliinii uygulayarak

Xit1 Xi
=1_.2.0  [¥Xi+1 -1_.2 1o _p 1.2 ro @)
—(hi eu'gilll —hy e J u'@; dx)—hi € f u' ;W dx
Xi—1 X

i-1
+h 2 f;i"“ w ;@ dx

buluruz. Buradan ve baz fonksiyonlarinin tanimindan
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X , Xi+1 ,
—hi_lezuff @D dx — hi_lgqu_l- 0@ dx = —h; " e (uy — ug)
X X

i-1 i

= —Szu,?x'i (424)

elde edilir. #; " ff_*ll a(x)u(x)@;dx terimi igin,
Xit1 Xit+1
Bl f AU gidx = by~ j [a(0) — a(x) + ale) u()gidx
Xi—1 Xi-1

= —h; g f,zi: u(x)@;dx + Ry

= —aihi_lui f;ijll (pldx + Ri(l) + Ra,i
= —Qq;u; + Ri(l) + Ra,i (425)
yazabiliriz. Burada

Ry =—h " f xi“[a(x) — a(x)]u(x)p;dx

ve
B Xit+1 Xit+1 dzu(f)
R =h, lf dxﬁ”ij d—EZTO(x —§)d¢
x

i-1 Xi—1
olur. #;~* ) tt_j+11 f(x,u)@;dx terimi ic¢in uygun diizenlemelerle
-

fli_lj Hlf(x, u)p;dx = hi_l{j iﬂ[f(x, u) — f(x;, w)lpdx

Xi— Xi-1

+ [ () = £ O up)lida)
+f e u)hy f,zi: @idx = f(x,w;) + Ry

buluruz. Burada

Ry =ht { | G w — Fowlgidx + I G — £ O u)]gidx }

i-1

seklindedir. O halde (4.24) ve (4.25) sonuglarini birlestirir ve Ri(z) = Rg,i + Ry olmak

uzere

R; =R + R (4.26)
dersek,

—&%Uge; +aju; = flxu) +Ryi=1,...,N—1 (4.27)

u0=uN=0

(4.28)
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fark problemini elde ederiz. Buradan y yaklasik ¢oziimii igin

_gzyfx,i +a;y; = f(xii yi);i =1..,N—-1 (429)
Yo=yn =10 (4.30)
fark problemini yazabiliriz.

4.3.1. Bakhvalov sebekede hata degerlendirmeleri

Bu metodun diizgiin yakinsakligini arastirmak igin y;, u; sirastyla (4.27)-(4.28) ve
(4.29)-(4.30) problemlerinin ¢6ziimleri olmak {izere z; =y; —u;, X; € w, hata
fonksiyonu

€ Zpxi —aizi = fey) — fpw),  i=1,..,N-1
Zzo=2zy =0

ayrik probleminin ¢6ziimii olsun. Sag taraftaki f(x;, y;) — f(x;, u;) ifadesini daha 6nce
yaptigimiz gibi diizenlersek
lz; = —€%Zgp; +AiZi =R, i=1L,N—1,2,=2y =0 (4.31)
seklinde yazabiliriz. Burada A;, (4.11)-(4.12) ifadelerindeki gibidir ve R; de (4.26)’da
belirtilmistir.

Bakhvalov sebekede yaklasik ¢oziimiin yakinsamasi igin asagidaki lemma ve
teoremi ispatiyla verelim.
Teorem 4.3. A(x) € C*[0,!] sart1 altinda (4.29)-(4.30) fark probleminin ¢6ziimii, w)’da
(4.1)-(4.2) probleminin ¢dziimiine gore €’a gore diizgiin yakinsaktir. Hata i¢in

ly — ullecw,) < Chy

degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev ve Duru,2002).
Ispat. £ keyfi ve h; = x; — x;_; adim aralif1 olmak iizere, lv; fark operatdrii icin ayrik
maksimum prensibinden, lv; >0 (i=12,..,N—1), v =0, vy =0 ise v; =0,
i=01,..,N dogrulugu kolayca gosterilebilir. Lemma 3.2°yi (4.3.8) problemine
uygularsak,
Izllccm << IRllecn (4.32)
esitsizligi elde edilir. Ayrica R; i¢in R;Y ve R;Pifadelerinden ve A(x) € C*[0,1]
sartindan
|IR;| <Ch;, i=1,2,..,N—-1 (4.33)
oldugu agiktir. Burada |R;|
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IRl < |[R@| + [R,?]

1 Xit+1 Xit+1
< aihi f dX(pl f
Xi—1 Xi

-1

| Tolx = )¢

Xi+1
+ht f la(x) — a(x)|. lu(x)|p;dx
Xi—1

! { [ - e wledr+ | I - f(xl-,u(xi))lwidx}

i-1

oldugunu hatirlayalim. (4.33) oldugunu gostermek i¢in
1 Xi+1
w71 G = Fo Gl
Xi-1

ifadesinin O (h;) oldugunu gostermek yeterlidir. Ortalama deger teoremi, |—af(a):'ﬁ)| <C

ve

1/ —Vax —Va(l-x)
lu'(x)| <C 1+E e ¢ +e ¢

sartindan

of (x;,
TED) () ~ ol

Xit1 Xi+1
Bl ] I Geo) — G () lpsdx = ™ f
Xi-1 X

i-1

S Chl f i+1 dx lfxl+1

du(f)| dé

; —Vag —Va(-§
<Cf% M+2(es +e = ){de
Xi-1 £

—Va G —Vaxi  —Va(l-x;) -\/E(l-xl--l)]}

<C{h +(\/_)_1[ —e ¢ —e & +e =

yazabiliriz. [0,01] U [01,02] U [02,1] araliklarindaki h; degerleri igin ayr1 ayri

degerlendirme alalim. Once [0, o] araliginda degerlendirme alalim. g, < i icin

_aly 4§ _al\4(i— 1)
hizxi—xi_l=a‘1e[—ln(1—(1—e 48>N>+ln 1—(1—9 48) N ]

<4a"l(1—e)N!

—Vaxiq —Vax;
olur.e” ¢ —e ¢ <4a (1 - ¢)N~!bulunur. Benzer bigimde
—a(l-x;_1) —Va(l-x;)
e € —e ¢ <4a'(1-¢e)N7?

1
olur. o, = " olursa
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- ol 4 _aly 4(i — 1)
hi=x;—xi_1 =« 1e[—ln(l—(l—e 48>N>+ln 1—(1—6 4€>T ]

_al al
<al (1 —e 48) N1l<ale—4N"1=IN"1
4e
bulunur. [0, o1] arahiginda |R;| < CN~?! oldugu ispatlanmus olur. [g4, 0] aralid1 igin

2(0;,—01) 2(l-204)
h- =X; — X;_ = =
i i i—1 N N

=2((l-20)N1 yazilir. o, <% icin h; <
IN~tolur. o, = i icin ise h; = IN~! bulunur. Boylece bu aralikta |R;| < CN~! oldugu

ispatlanir. [o,,1] araliklarindaki benzer islemler yapilirsa |R;| < CN~1 olur. Bundan
teorem ispatlanmis olur.
Not. (4.10) fark problemi tek ¢oziime sahiptir. Ger¢ekten maksimum prensibine uygun,
homojen
lvi =0, i=1N-1, Yo=Yy =0
sisteminin sadece sifir ¢oziimii olur. Bilindigi gibi bu da lineer denklemler sistemi igin
bir tek ¢6ziimiin varliginin gerekli ve yeter sartidir (Amiraliyev ve Duru, 2002).
Simdi yakinsama oranini O (h?) yapmak igin gerekli sartlari arastiralim. Bunu da
bir teoremle ifade edelim.
Teorem 4.4. a(x) € C2[0,1], f(x,u) € C*(D) ve
a(0)=adl)=0
ise bu durumda (4.29)-(4.30) fark semasinin yakisama hiz1 0 (h?) bi¢imindedir:
ly — ullcwy < Ch?
(Amiraliyev ve Duru, 2002).

4.4. Parcah Diizgiin (Shishkin) Sebekede Fark Semasinin Kurulmasi

oy ={0=x; <x;<...<xy_1 <xy =1} sebekesinin noktalarimi1 pargali
diizgiin sebeke olarak belirleyelim. Bunun i¢in geg¢is noktasini

1= ml.m(é,a‘lelne}, o,=1—0,4
ile belirleyelim. [0, (] araligin [0,0,] U [01,02] U [02,1] olarak parcalayalim. Burada

o, =1l — o, olur. x; digiimleri
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XO+(l_1)T, l=0,1,...,Z, xiE[0,0—l], O-1<Z,
. N 2(0'2—0'1) . N 3N
xi:<0'1+(l—1—z)T, l_Z+1,...,T, xiE[al,az],
, 3N\40, _ 3N
\ 02—(1—1—T)T, l=T+1,...,N, xiE[az,l].

seklinde belirlenir (Boglaev, 1984).
4.4.1. Shishkin sebekede hata degerlendirmeleri

Bu metodun diizgiin yakinsakligini1 arastirmak i¢in z =y —u, (x,t) € D hata

fonksiyonu asagidaki
€%Zgx; — iZ; = Ry, i=1,.,N—1
Zog=2zy =0
ayrik probleminin ¢éziimii olsun. Burada R;, (4.26)’da ifade edildigi gibidir. Pargali
diizgiin sebekede hata degerlendirmesi i¢in asagidaki teorem verilmektedir.
Teorem 4.5. y;, u; sirasiyla (4.27)-(4.28) ve (4.29)-(4.30) problemlerinin ¢oziimleri
olsun. Shishkin sebekede hata degerlendirmesi
lyi —w;l < CN7*

bi¢imindedir.
Ispat. Bunun ispat: icin Teorem 4.3.’deki islemlerin benzeri bu sebeke noktalar1 igin
almirsa  |y; —u;| < CN™! oldugu ispatlanmis olur. [0,04],[01,02] Ve [021]

araliklarindaki h; degerleri igin ayr1 ayr1 degerlendirme alalim. Once [0, 4] araliginda

41/4

degerlendirme alalim. o, < i icin h; = % <IN lolur. o, = i igin h; = —* = IN~1

2(l-204)

elde edilir. [o4, 0,] aralig1 igin o4 <i olursa h; = < IN~? olacaktir. Ayrica

2(1-204)

01 =i icin h; = = [N~ bulunur. [o,,1] arah@ igin de [0, 0] araligindaki

benzer islemler yapilirsa |y; — u;| < CN~1 oldugu gériiliir. Bdylece teorem ispatlanmis

olur.

4.5. Niimerik Sonuclar
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Bu kesimde fark semalar1 asagidaki lineer olmayan problem {izerinde test
edilecektir:

Diizgiin sebekede iistel katsayil1 fark semasini1 agagidaki lineer olmayan problem
izerinde test edecegiz:
—2u"(t) + x(1 — x)u(t) = u +u? x € (0,1)
u(0)=u(1) =0 (4.34)
Once iistel katsay1li (4.9) ve (4.10) fark semas1 igin bu problemi agik bigimde

f (i, y: ")

~2h720;(yi:1™ — 29, + yi.1 ™) + 4y, ™ — y, ™ F

_ L 0f(x;, y, (7D
= f(x,y,"7Y) =y, 7V ( 161: )

Bu ifadeyi
Aiyioa — Cyi + Biyiy1 = —F;,i=1,..,N -1
Yo=yYn=0
biciminde diizenleyelim. Burada baslangi¢ iterasyonu i¢in yi(o) =-2,i=1,..,N—-1
alimmustir. Ayrica
A; = B; = €2h™20,,

af(xi' }’i(n_l))

Ci = ZSZHL'HL' + a; — o

'yl'(n_l))
ou

alinir. Ornek i¢in kovma ydntemi ve iterasyon birlikte uygulanmalidir. Kovma

of(x;
F;, = f(xi,yi(n—n) _ yi(”‘l) f(xl

algoritmasi, C; — a;A; # 0 olmak lizere

ai+1 - Cl' _aiAi , a1 =
F, + A;B;
i ==, =0i=1,..,N—-1
i+1 C, — A, p1 l

ve
Yi = Yi+1Qiv1 + Pirs, i =N —1,...,0
bagintilariyla tamamlanir (Samarskii, 2001).

Ele alinan test problemin analitik ¢6ziimii bilinmediginden mutlak hatalar

= max |i_i = max |l-_l-
1T 0<i<NP ™ YE 2T g NP RT VR

seklinde belirlenir. Diizgilin yakinsama orani asagidaki gibi hesaplanir:
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(Kopteva, 2004). Buna gore elde edilen sonuglar tablolarda sunulmaktadir.
(4.34) test probleminin ¢6ziimiinde elde edilen sonuglar diizgiin sebeke lizerinde

hesaplanmis, hatalar ve p yakinsaklik oranlar1 Cizelge 4.1. ve 4.2.’de verilmistir.

Cizelge 4.1. e = 27" (w = 3,4, ...,9) degeri i¢in diizgiin sebeke noktalarinda elde
edilen yakinsama orani

e N=8 N=16 N=32 N=64
273 10=0.311360 r0=0.046374 r0=0.009127 r0=0.002110
r1=0.042791 r1=0.009127 r1=0.002110 r1=0.002110
p=2.863215  p=2.345066 p=2.112825 p=2.030424
2-%  0=0.228723 r0=0.302153 r0=0.045168 r0=0.009008
r1=0.181690 r1=0.042560 r1=0.009008 r1=0.002093
p=0.332122  p=2.827703 p=2.326072 p=2.105377
275 10=0.029511 r0=0.213193 r0=0.293582 r0=0.044029
r1=0.021707 r1=0.173294 r1=0.042189 r1=0.008846
p=0.443117  p=0.298938 p=2.798826 p=2.315451
276 10=0.013264 r0=0.034541 r0=0.202879 r0=0.287519
r1=0.003572 r1=0.019164 r1=0.167515 r1=0.041926
p=1.892868  p=0.849931 p=0.276334 p=2.777732
277 r0=0.001015 r0=0.017297 r0=0.037469 r0=0.197143
r1=0.000229 r1=0.003867 r1=0.017750 r1=0.164258
p=2.145248  p=2.161150 p=1.077877 p=0.263277
278 r0=0.000009 r0=0.002291 r0=0.020158 r0=0.039032
r1=0.000015 r1=0.000280 r1=0.004050 r1=0.017014
p=-0.780445 p=3.032668 p=2.315307 p=1.197961
279 r0=0.000000 r0=0.000048 r0=0.003855 r0=0.021867
r1=0.000001  r1=0.000008 r1=0.000335 r1=0.004149
p=-5.619925 p=2.529604 p=3.526566 p=2.397955




Cizelge 4.2. e = 27" (w = 3,4, ...,9) degeri i¢in diizgiin sebeke noktalarinda elde

edilen yakinsama orani

34

e N=128 N=256 N=512 N=1024
273 r0=0.000518 r0=0.000129 r0=0.000032 r0=0.000008
r1=0.000129  r1=0.000032 r1=0.000008 r1=0.000002
p=2.008042  p=2.002020 p=2.000501 p=2.000123
2-%  r0=0.002103 r0=0.000516 r0=0.000128 r0=0.000032
r1=0.000515 r1=0.000128 r1=0.000032 r1=0.000008
p=2.030544  p=2.007474 p=2.001877 p=2.105377
275 r0=0.008854 r0=0.002081 r0=0.000510 r0=0.00012
r1=0.002061 r1=0.000510 r1=0.000127 r1=0.000032
p=2.102758  p=2.029223 p=2.007438 p=2.001832
276 r0=0.043257 r0=0.008806 r0=0.002068 r0=0.000507
r1=0.008739 r1=0.002041 r1=0.000507 r1=0.000126
p=2.307372  p=2.109253 p=2.0282252 p=2.007188
277 r0=0.284069 r0=0.042822 r0=0.008779 r0=0.002060
r1=0.041776 r1=0.008680 r1=0.002030 r1=0.000505
p=2.76549  p=2.302650 p=2.112542 p=2.027695
278 10=0.194140 r0=0.282245 r0=0.042593 r0=0.008765
r1=0.162543 r1=0.041696 r1=0.008648 r1=0.002028
p=0.256272  p=2.758954 p=2.300122 p=2.111332
279 r0=0.039837 r0=0.192606 r0=0.281309 r0=0.42476
r1=0.016639 r1=0.161665 r1=0.041655 r1=0.008632
p=1.250558  p=0.252646 p=2.755580 p=2.298817
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Sekil 4.1. £=2"% ve N =128 icin diizgiin sebekede ¢oziimiin grafigi.

Benzer bigimde diizgiin olmayan sebekede (4.29)-(4.30) fark semasini diizenlersek
yi(o) =-2,i=12,..,N—1 baslangi¢ iterasyonu olmak {iizere test problemi
Aiyio1—CYi+Biyiy1 = —F,i=1,.,N-1
Yo=yn=0

bi¢giminde diizenlenir.
A; = B; = €2h™?0,,

of (x;, y V)
- ou

Ci = 2829i9i + a;

'Yi(n_l))
Jdu

bigiminde yazilir. Yine kovma algoritmasi ve iterasyon birlikte uygulanmaktadir. Bu

af(x:
Fi = f(xi, yl.(n_l)) — yi(n—l) f(xl

katsayilar i¢cin de kovma algortimasi C; — a;A; # 0 olmak lizere
B;
Ay = ———m—,
TG — agA
- _E+Ap
TG —aA

a;=0i=1,.,N—-1

B1=0,i=1,..,N—1

ve
Yi = YVie1@iz1 + Pir, i =N—=1,...,0
bagintilariyla belirlenir (Samarskii, 2001).

Ele alinan test problemin analitik ¢6zlimii bilinmediginden mutlak hatalar



ro= max A
1T 0<i<NP ™YL
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ro= max i i
2T o<i< NP ETYR

seklinde belirlenir. Diizglin yakinsama orani asagidaki gibi hesaplanir:

(Kopteva, 2004). Buna gore elde edilen sonuglar tablolarda sunulmaktadir.

(4.34) test probleminin ¢oziimiinden elde edilen sonuglar Bakhvalov sebeke

tizerinde hesaplanmuis, hatalar ve p yakinsaklik oranlar1 Cizelge 4.3.’de verilmistir.

Cizelge 4.3. e = 107" (w = 3,4,6,8,10,12,14) degeri i¢in Bakhvalov sebeke
noktalarinda elde edilen yakinsama orani

N=16

N=32

N=64

107*

10~°

10~8

10—10

10—12

10—14

r0= 0.4608460780
r1= 0.0827088576
p= 24781712264
r0= 0.4600185073
r1= 0.0828541680
p= 24730457247
r0= 0.4599425154
r1= 0.0828700910
p= 24725301498
r0= 0.4599502486
r1= 0.0828702699
p= 24725512921
r0= 0.4599553522
r1= 0.0828706110
p= 24725613614
r0= 0.4599641741
r1= 0.0828702899
p= 24725946218
r0= 0.4612312273
r1= 0.0828702951
p= 24765632273

r0= 0.0827088576
r1=0.0151326039
p= 2.4503815822
r0= 0.0828541680
rl= 0.0151693456
p= 2.4494154204
r0= 0.0828700910
rl=0.0151733752
p= 2.4493094646
r0= 0.0828702699
rl=0.0151734155
p= 2.4493087470
r0= 0.0828706110
r1=0.0151735008
p= 2.4493065794
r0= 0.0828702899
rl=0.0151734160
p= 2.4493090554
r0= 0.0828702951
rl=0.0151734160
p= 2.4493091457

r0= 0.0151326039
rl= 0.0034731980
p= 2.1233236785

r0= 0.0151693456
rl= 00034754966
p= 2.1258677953

r0= 0.0151733752
rl= 0.0034757450
p=2.1261479129

r0= 0.0151734155
rl= 0.0034757474
p= 2.1261507161

r0= 0.0151735008
rl= 0.0034757482
p= 2.1261585107
r0= 0.0151734160
r1= 0.0034765455
p= 2.1258195359

r0= 0.0151734160
rl= 0.0034757475
p= 2.1261507465
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0.5

Sekil 4.2. £ = 1073 ve N = 64 i¢in Bakhvalov sebekede ¢dziimiin grafigi.

0.5 -

0.5F

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.3. ¢ = 10~* ve N = 64 i¢in Shishkin sebekede ¢oziimiin grafigi.

(4.34) test probleminin ¢oziimiinde elde edilen sonuglar Shishkin sebeke {izerinde

hesaplanmais, hatalar ve p yakinsaklik oranlar1 Cizelge 4.4.’de verilmistir.

Cizelge 4.4. ¢ = 107" (w = 3,4,6,8,10,12,14) degeri i¢in Shishkin sebeke



noktalarinda elde edilen yakinsama orani
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N=16

N=32

N=64

1074

10°°

1078

10710

10712

10714

r0= 0.0216037514
rl= 0.0035870910
p= 2.5903955986
r0= 0.0132464055
rl=0.0014274923
p= 3.2140460390
r0= 0.0062771390
r1= 0.0003200986
p= 4.2935190702
r0= 0.0036119976
rl= 0.0001046047
p=5.1097772213
r0= 0.0023361333
r1= 00000433557
p=5.7517575416
r0= 0.0016316189
r1= 0.0000210224
p= 6.2782358095
r0= 0.0012030695
rl=0.0000113872
p= 6.7231683005

r0= 0.0422691789
rl=0.0076255811
p= 2.4706869058
r0= 0.0368300697
rl= 0.0065623973
p= 2.4885892759
r0= 0.0214728273
r1= 0.0035596226
p= 25927159691
r0= 0.0132352785
r1= 0.0014259097
p= 3.2144340138
r0= 0.0088347786
rl=0.0006377722
p= 3.7920808392
r0= 0.0062770583
r1= 0.0003200930
p= 4.2935255964
r0= 0.0046758817
r1= 0.0001763746
p= 4.7285238550

r0= 0.1475952452
r1=0.1591666848
p=-0.1088921507
r0= 0.0091170701
r1=0.0986958956
p=-3.4363479116
r0= 0.0421738984
r1= 0.0075570504
p= 2.4804552353
r0= 0.0368162077
r1= 0.0065602069
p= 2.4885278066
r0= 0.0281637192
r1= 0.0055225521
p= 2.3504308308
r0= 0.0214726953
r1= 0.0035595949
p= 2.5927183080
r0= 0.0166790231
rl= 0.0022349591
p= 2.8997144443

5. TARTISMA VE SONUC
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Bu ¢alismada fen bilimlerinde ve miihendislikte gecen bazi siiregler i¢in singiiler
pertiirbe 6zellikli lineer olmayan reaksiyon-difiizyon probleminin niimerik ¢6ziimleri
incelendi. Bu problemler i¢in belirli kesinlige sahip fark semalarinin kurulmasi, bu fark
semalarinin kararliliginin incelenmesi, hatalarinin degerlendirilip €’a gore diizgiin
yakinsakligi ile yakinsaklik oraninin belirlenmesi amaglandi.

Singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan reaksiyon-difiizyon problemleri, en
yiiksek mertebeden tiirevli terimde kiigiik parametrenin bulundugu problemler olarak
bilinir. Bu nedenle bu tiir problemlerin ¢oziimii tanim bolgesinde farkli davranislar
gosterir. Yani ince gegis katmanlarinda ¢6ziim hizli ve diger yerlerde diizenli ve yavas
degisir. Boylece singiiler pertiirbe 6zellikli problemlerin ¢6ziimiinde ciddi zorluklar
ortaya cikmaktadir. Bu oOzellikler niimerik ¢6ziimde de kendisini gostermektedir.
Dolayisiyla klasik niimerik yontemlerle kurulan algoritmalar smir tabakalarinda
¢Oziimiin tlirevleri sinirsiz oldugundan kararsiz olmaktadir. Bu nedenle €’a gore diizgiin
yakinsak niimerik metotlarin kurulmasi biiyiik 6nem arz etmektedir.

Maksimum prensibi ve karsilastirma teoremleri kullanilarak

—&2u" + a()u(t) = f(t,w)
u(0) =A4, u() =B
lineer olmayan reaksiyon-difiizyon problemi igin belli asimptotik degerlendirmeler
alimmistir. Bu degerlendirmelerden ¢6ziimiin baslangic verilerine bagli oldugu
gosterilmistir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan reaksiyon-difiizyon problemleri i¢in
kalan terimi integral bi¢ciminde olan ve baz fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratiir
kurallar1 uygulanarak fark semalar1 kurulmustur.

Diizgiin sebekede iistel katsayili fark semasi, adaptif ve pargali diizgiin sebekede
ise klasik fark semalar: ile elde edilen fark problemlerinin hata degerlendirilmeleri
yapilmistir. Nimerik algoritmada lineer olmayan terimden dolayr Newton-Raphson
metodundan yararlanilmistir. Sekil 4.1., Sekil 4.2. ve Sekil 4.3. goz oniline alindiginda
uygulanan iterasyon metodunun kesin ¢oziime &’a gore diizgiin yakinsak oldugu

gorilmiistiir.
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Sonug olarak yaklasik ¢oziimiin, kesin ¢oziime ayrik maksimum normda &’a
gore diizgiin yakinsak oldugu ispatlanmis ve yaklagik ¢6ziimiin yakinsama orani
belirlenmistir.

Ele aliman problemin niimerik ¢6ziimlerine ait alinan teorik sonuglar, 6rnek
tizerinde test edilmistir. Elde edilen niimerik sonuglarin teorik sonuglar1 destekledigi
cizelgelerden goriilmektedir. Bu niimerik sonuglar, kurulan fark semalar1 igin MATLAB
kodlariyla elde edilmistir.

Bu c¢alismada sunulan niimerik algoritmalarin, incelenen problemle ilgili daha

ileri calismalara ilham kaynag1 olacagi timit edilmektedir.
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EKLER

Ek-1: Diizgiin Sebekede Ustel Katsayili Fark Semasi igin MATLAB Programi
clc, clear all

X0=input('’x0=");
XN=input('’xN=");
eps=input(‘epsilon=");
yO=input('y0=");
yN=input('yN=");
N=input('Adim sayisi =");
M=input('Iterasyon sayisi = ");
a=@(x) (1-x).x;

f=@(x,u) u+u"2;

ft=@(x,U) 2*u+1+x-X;

I=1;

while 1<=3

h=(xN-x0)/N;

ro=h/(eps);

teta=@(x) (a(x).*ro"2.*exp(ro.*sqrt(a(x)))./...
(2-exp(ro.*sqgrt(a(x))))."2);

xx=x0:h:xN;

w(1)=y0;

w(N+1)=yN;

v(1)=w(1);

V(N+1)=w(N+1);

for k=2:N

w(k)=-2;

end
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for j=2:M+1
alfa(2)=0;beta(2)=y0;
for k=2:N
A(K)=-eps"2./h"2.*teta(xx(k));
B(k)=A(k);
C(K)=-2*eps”2./h"2.*teta(xx(k))-feval(a,xx(k))+feval (ft,xx(k),w(k));
E(k)=-feval (f,xx(Kk),w(K))+w(k).*feval (ft,xx(k),w(K));
alfa(k+1)=B(K)./(C(k)-alfa(k).*A(K));
beta(k+1)=(E(k)+beta(k).*A(k))./(C(k)-alfa(k).*A(K));
end

for k=N:-1:2
v(K)=v(k+1).*alfa(k+1)+beta(k+1);
end
W=V;
if I==1
plot(xx,w)
hold on
end
end
switch |
case 1
yl=w;
case 2
y2=w;
case 3
y3=w;
end
N=2*N;
I=1+1;
end
N=N/8;
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r0=abs(y1(1)-y2(1));

for i=2:N+1
rO=max(r0,abs(y1(i)-y2(2*i-1)));

end

ri=abs(y2(1)-y3(1));

for i=3:2:2*N+1
rl=max(rl,abs(y2(i)-y3(2*i-1)));

end

p=reallog(r0/rl)/reallog(2);

fprintf('N = %4.0f eps=%4.4f r0=%13.6f r1=%13.6f p=%13.6f\n",N,eps,r0,r1,p);

hold on

xlabel('x")

ylabel('u’)

Ek-2: Bakhvalov Sebekede Fark Semasi i¢in MATLAB Programi
clc, clear all

X0=input(’x0=");
XN=input('xN=");
eps=input(‘epsilon=");
yO=input('y0=");
yN=input('yN=");
N=input('Adim sayisi =");
M=input('Iterasyon sayisi = ");
a=@(x) x.*(1-x);

f=@(x,u) u+u"2;

ft=@(x,u) 2*u+1+x-x;
alpha=0.2032;

I=1;
while 1<=3
sigmal=min((xN-x0)/4,abs((eps*reallog(eps))/alpha));

sigma2=xN-sigmal,;
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h1=(sigma2-sigmal)/(N/2);
xX(1)=x0;
XX(N+1)=xN;
for i=2:N+1
if ((i<=N/4+1)&&(sigmal<(xN-x0)/4))
xx(i)=-eps*reallog(1-(1-eps)*4*(i-1)/N)/alpha;
end
if (i<=N/4+1)&&(sigmal==(xN-x0)/4);
xx(i)=-eps*reallog(1-(1-exp(-alpha*xN/(2*eps)))*4*(i-1)/N)/alpha;
end
if ((I>N/4+1)&&(i<=3*N/4+1))
xx(i)=sigmal+h1*(i-1-N/4);
end
if ((i>3*N/4+1)&&(i<=N))
XX(1)=XN-XX(N+2-i);
end
end
for i=2:N+1
h(i)=xx(i)-xx(i-1);
end
for i=2:N
h2(i)=(h(i+1)+h(i))/2;
end
w(1)=y0;
v(1)=w(1);
w(N+1)=yN;
V(N+1)=w(N+1);
for k=2:N

w(k)=-2;
end
for j=2:M+1
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alfa(2)=0; beta(2)=y0;
for k=2:N
A(K)=-eps"2./(h(k).*h2(K));
B(k)=-eps"2./(h(k+1).*h2(k));
C(K)=-eps"2.*((1./n(k+1)+1./h(k))./n2(k))-feval(a,xx(K))...
+feval (ft,xx(k),w(Kk));
E(k)=-feval (f,xx(Kk),w(K))+w(k).*feval (ft,xx(k),w(K));
alfa(k+1)=B(Kk)./(C(k)-alfa(k).*A(K));
beta(k+1)=(E(k)+beta(k).*A(k))./(C(k)-alfa(k).*A(K));
end
for k=N:-1:2
v(K)=v(k+1).*alfa(k+1)+beta(k+1);
end
W=V;
if I==1
plot(xx,w)
hold on
end
end
switch |
case 1
yl=w;
case 2
y2=w;
case 3
y3=w;
end
N=2*N;
I=1+1;
end
N=N/8;
rO=abs(y1(1)-y2(1));
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for i=2:N+1
rO=max(r0,abs(y1(i)-y2(2*i-1)));

end

ri=abs(y2(1)-y3(1));

for i=3:2:2*N+1
rl=max(rl,abs(y2(i)-y3(2*i-1)));

end

p=reallog(r0/rl)/reallog(2);

xlabel('x")

ylabel('u’)

Ek-3: Shishkin Sebekede Fark Semasi icin MATLAB Programi
cle, clear all
X0=input('x0=");
XN=input('xN=");
eps=input(‘epsilon=");
yO=input('y0=");
yN=input('yN=");
N=input('Adim sayisi =);
M=input('Iterasyon sayisi = ');
% x0=0;

% XN=1,

% eps=0.0001;

% y0=1,

% yN=1;

% M=3;

% N=64;

a=@(x) x.*(1-x);
f=@(x,u) u+u"2;
ft=@(X,U) 2*u+1+x-X;
alpha=0.202;

=1,
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while 1<=3
sigmal=min((xN-x0)/4,abs((eps*reallog(eps))/alpha));
sigma2=xN-sigmal;
h11=(sigmal-x0)/(N/4);
h21=(sigma2-sigmal)/(N/2);
xX(1)=x0;
XX(N+1)=xN;
for i=2:N
if (i<=N/4+1)
xx(1)=x0+(i-1)*h11;
end
if ((i>N/4+1)&&(i<3*N/4+1))
xx(i)=sigmal+(i-1-(N/4))*h21;
end
if ((i>=3*N/4+1)&&(sigma2>3*(xN-x0)/4))
xx(i)=sigma2+(i-1-(3*N/4))*h11;
end
end

for i=2:N+1
h(i)=xx(i)-xx(i-1);

end

for i=2:N
h2(i)=(h(i+1)+h(i))/2;

end

w(1)=y0;

W(N+1)=yN;

v(1)=w(1);

V(N+1)=w(N+1);

for k=2:N
w(k)=y0+(yN-y0)/(XxN-x0)*h(Kk);
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w(k)=-2;
end
for j=2:M+1
alfa(2)=0; beta(2)=y0;
for k=2:N
A(K)=-eps"2./(h(k).*h2(k));
B(k)=-eps"2./(h(k+1).*h2(k));
C(K)=-eps"2.*((1./n(k+1)+1./h(k))./h2(k))-feval(a,xx(K))...
+feval (ft,xx(k),w(k));
E(k)=-feval (f,xx(k),w(k))+w(k).*feval (ft,xx(K),w(k));
alfa(k+1)=B(K)./(C(k)-alfa(k).*A(K));
beta(k+1)=(E(k)+beta(k).*A(K))./(C(k)-alfa(k).*A(k));
end
alfa’
for k=N:-1:2
v(K)=v(k+1).*alfa(k+1)+beta(k+1);
end
W=V,
if I==1
plot(xx,w)
hold on
end
end
switch |
case 1
yl=w;
case 2
y2=w;
case 3
y3=w;
end
N=2*N;
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I=1+1;
end
N=N/8;

r0=abs(y1(1)-y2(1));

for i=2:N+1
rO=max(r0,abs(y1(i)-y2(2*i-1)));

end

ri=abs(y2(1)-y3(1));

for i=3:2:2*N+1
rl=max(rl,abs(y2(i)-y3(2*i-1)));

end

p=reallog(r0/r1)/reallog(2);

fprintf('r0=%13.10f r1=%13.10f p=%13.10f\n",r0,r1,p);
xlabel('x")
ylabel('u’)
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- Simge ve kisaltmalar harig,

- Gereg ve yontemler harig,

- Kaynakga harig,

- Alintilar harig,

- Tezden ¢ikan yayinlar harig,
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