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conclusion and suggestions are given. 

 

Keywords: Legendre polynomials and series, Nonlinear ordinary differential 

equations, Legendre collocation method, Residual error. 

 

2018, 46 pages 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 
 

1. GİRİŞ 

 

Fiziksel problemlerin, matematiksel modelleri adi veya kısmi diferansiyel, 

integral veya integro-diferansiyel denklem olarak karşımıza çıkmaktadır ve bu tip 

denklemlerin bazıları analitik olarak çözülebilirken, çoğunun tam(analitik) 

çözümünün bulunması oldukça zor ya da mümkün değildir. Çözümü zor veya 

imkansız olan lineer olmayan diferansiyel denklemler kimyasal reaksiyonlar, kütle 

transfer problemleri ve sinyal yayılımları gibi birçok fiziksel olayın matematiksel 

modellemesinde ortaya çıkmaktadır [1, 2, 3, 4]. Bu denklemler, lineer olmayan 

terimlerin varlığı ile karakterize edilmiş olup, mekanik, fizik ve mühendislik 

uygulamalarında sıkça ortaya çıkmaktadır.  

 

Son yıllarda ekonomi ve ekoloji alanlarında da etkin bir şekilde rol 

oynamaktadır[5,4,6-8]. Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik veya 

nümerik çözümleri bir çok yazar tarafından çalışılmıştır [10-15]. Ele alınan lineer 

olmayan problemin çok değişkene bağlı olması, denklemin lineer olmayan bileşenin 

tipi ve denklemin katsayılarının singülerliği (tekilliği) bu tip denklemlerin 

çözümlerinin bulunmasını zorlaştırır. Tüm bu zorlukların üstesinden gelebilmek için 

yaklaşık çözümlerin bulunmasına ihtiyaç duyulmuştur. Birinci ve ikinci mertebeden 

lineer olmayan diferansiyel denklemler gibi analitik olarak çözmenin mümkün 

olmadığı durumlarda, genel çözüm için bilinen genel bir yöntem olmayıp, bu tip 

denklemlerin özel durumlarının yaklaşık ve tam çözümlerinin bulunmasında bir 

takım yöntemler mevcuttur [9,17].  

 

Bu çalışmada, nümerik tekniklerden biri olan Legendre sıralama yöntemi 

kullanılarak, yeter derecede doğrulukla yaklaşık çözümler ve varsa polinom şeklinde 

tam çözümlerinin bulunabildiği gösterilmiştir. Ortogonal polinomlar, yaygın olarak 

matematik uygulamaları, matematiksel fizik, mühendislik ve bilgisayar biliminde 

kullanılmaktadır. Bu polinomlardan Legendre polinomları, matematik, istatistik ve 

diğer bilim dallarında önemli rol oynamaktadır [1,2,18-23].  Geliştirilen Legendre 

sıralama yöntemi, önce lineer olmayan diferansiyel denklemdeki bilinmeyen 

fonksiyon ve türevlerinin sonlu Legendre seri açılımları ile bilinen katsayı 

fonksiyonlarının sıralama noktalarındaki değerlerine bağlı matris formlarının elde 

edilmesi, ardından bunların yerine koyulup sadeleştirilerek denklemin Legendre 
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katsayılı bir matris denklemine dönüştürülmesinden ibarettir. Böylece, bilinmeyen 

Legendre katsayılı lineer olmayan cebirsel bir sisteme karşılık gelen sonuç matris 

denklemi çözülebilir ve katsayılar yaklaşık olarak bulunabilir [24,25]. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

2.1. Legendre Polinomları 

Legendre fonksiyonları, 

         (2.1) 

 

ile tanımlı, Legendre diferansiyel denklemi adı verilen diferansiyel denkleminin  

çözümlerinden ortaya çıkmaktadır. 0,1, 2,...n  olması durumunda (2.1) genel 

çözümü ise 

 1 2( ) Q ( )n ny c P x c x 
             (2.2) 

biçimindedir. (2.2) ifadesinde )(xPn birinci tip Legendre polinomları, )(Q xn

ikinci tip Legendre polinomları olarak tanımlanmakta olup, )(Q xn , 1x 

ilesınırlandırılmıştır  23 .
 

(2.1) denklemindeki n  sabiti ile küresel 

koordinatlardaki kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde, küresel simetri 

içeren mekanik, quantum mekaniği, elektromanyetik teori, ısı v.b. 

problemlerinde karşılaşılmaktadır. 

      (2.1) denklemi aşağıdaki şekilde tekrar yazılırsa,
  

 

 

bulunur. Bu denklemdeki 1x   noktaları düzgün tekil noktalar olup, 

1
s

x


 
dönüşümü altında, (2.1) denklemi  

2

2 2 2 2

2 2 ( 1)
0

( 1) ( 1)

d y dy n n
y

s dsds s s s s

  
    

  
 

formunda yazılır. Böylece bu noktalar dışında, 

1 22 2

2 ( 1)
( )     ve   ( )

1 1

x n n
P x P x

x x


  

 
 

2 2

2 ( 1)
  0

1 1

x n n
y y y

x x


   

 

   
2

2

2
1 2  1 0

d y dy
x x n n y

dxdx
    
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fonksiyonları analitik fonksiyonlardır. 0x  noktası komşuluğunda, |𝑥| < 1 

aralığında (2.1) denkleminin  

0

 k

k

k

y c x




  

şeklinde bir seri çözümü bulunur. Bu ifadenin türevleri alınırsa, 

1

1

k

k

k

y kc x






   

  2

2

1 k

k

k

y k k c x






    

elde edilir. y , yve y değerleri (2.1) denkleminde yerine koyulursa,   

 2 2 1

2 1 1

1 ( 1) 2 ( 1) 0k k k

k k k

k k k

x k k c x x kc x n n c x
  

 

  

         

veya 

2

2 2 1 0

( 1) ( 1) 2 ( 1) 0k k k k

k k k k

k k k k

k k c x k k c x kc x n n c x
   



   

           

bulunur. İndisler tekrar düzenlendiğinde, 

2

0 2 1 0

( 2)( 1) ( 1) 2  ( 1) 0k k k k

k k k k

k k k k

k k c x k k c x kc x n n c x
   



   

            

veya 

    

   

2 0 3 1

2

2

2c 1 3.2 2 1

( 2)( 1) ( 1) ( 1)  0k

k k

k

n n c c n n c x

k k c n n k k c x






       

       
 

ifadesine ulaşılır. Buradan, rekürans bağıntıları 
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(i)   012c
02
 cnn  

(ii)    0123.2c 13  cnn  

(iii)      2k 2 1 1 0 , 2k kk c n k n k c k         

biçiminde elde edilir. 00 c
 
olmak üzere, ilk iki bağıntıdan, 

2 0

( 1)
   

2!

n n
c c

 


ve 3 1

( 2)( 1)
   

3!

n n
c c

  
  

bulunur. Üçüncü bağıntı ise 

2

( )( 1)
, 2

( 2)( 1)
k k

n k n k
c c k

k k


  
  

 
 

rekürans formülünü verir. Geri kalan katsayılar rekürans bağıntısı yardımıyla c0, 

c1 keyfi sabitleri cinsinden bulunur. Yani 

   
2

4 2 0

2 ( 1)( 3)( 2)( 3)
2 için ( 1)

3.4 1.2.3.4

n n n nn n
k c c c

      
      

  2

5 3 1

( 3)( 1) ( 2)( 4)( 3)( 4)
3 ( 1)

4.5 2.3.4.5

n n n nn n
k için c c c

    
      

  3

6 4 0

( 4)( 2) ( 1)( 3)( 5)( 4)( 5)
4 için ( 1)

5.6 1.2.3.4.5.6

n n n n n nn n
k c c c

     
    

 

7 5

( 5)( 6)
5için 

6.7

n n
k c c

 
    

  3

1

( 5)( 3)( 1) ( 2)( 4)( 6)
( 1)

2.3.4.5.6.7

n n n n n n
c

     
 

 

 

olur. Bütün bu katsayılar 

2 3

0 1 2 3

0

... ...k k

k k

k

y c x c c x c x c x c x




         
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seri çözümünde yerine koyulursa, 1x  aralığında Legendre denkleminin genel 

çözümü 

2 4 6

0

3 5

1

( 1) ( 2) ( 1)( 3) ( 4)( 2) ( 1)( 3)( 5)
  1 ...

2! 4! 6!

( 1)( 2) ( 3)( 1)( 2)( 4)
... (2.3)

3! 5!

n n n n n n n n n n n n
y c x x x

n n n n n n
c x x x

         
     

 

      
    

 

 

bulunur. Böylece lineer bağımsız çözümlerin her biri daha genel olarak ifade 

edilirse, 

   2

1

1

( 2 2)...( 2) ( 1)( 3)...( 2 1)
( ) 1 ( 1)

(2 )!

k k

k

n k n n n n n k
y x x

n





      
    

   2 1

2

1

( 2 1)...( 3)( 1) ( 2)( 4)...( 2 )
( ) ( 1)

(2 1)!

k k

k

n k n n n n n k
y x x x

n






      
  


  

olmak üzere, Legendre denkleminin genel çözümü 

  0 1 1 2( ) y ( )y x c y x c x   

biçiminde elde edilir. )(1 xy ve )(2 xy  lineer  bağımsız çözümlerinde görülen 

serilerin her biri |𝑥| < 1  aralığında yakınsak, |𝑥| > 1  aralığında ise ıraksaktır. 

Gauss testinden, 𝑥 = ±1 noktalarında da bu seriler ıraksaktır. Bu zorluğun 

üstesinden gelebilmek için, ayrılma sabiti n ’i bir tamsayıya eşit olacak şekilde 

alarak, sonsuz seriler bir polinoma dönüştürülebilir. 

2.1.1. Birinci Tip Legendre Polinomları 

   (2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bağımsız çözümlerinden biri 

olan birinci tip Legendre polinomları 

2 4(2 1)(2 3) 1 ( 1) ( 1)( 2)( 3)
( ) ...

! 2(2 1) 2.4(2 1)(2 3)

n n n

n

n n n n n n n n
P x x x x

n n n n

        
    

   
(2.4) 

ile tanımlanır.  P , .n x n dereceden bir polinom olup, bazı Legendre polinomları 
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 0P 1x   

  xx 1P  

   13
2

1
P 2

2  xx  

   xxx 35
2

1
P 3

3   

   33035
8

1
P 24

4  xxx  

 x5P = )157063(
8

1 35 xxx   

biçiminde verilir. Ayrıca x ’in  kuvvetleri bu polinomlar cinsinden ifade edilirse, 

 

 

 

 

0

0

1

1

2

0 2

3

1 3

4

0 2 4

5

1 3 5

P ( )

P ( )

1
P ( ) 2P ( )

3

1
3P ( ) 2P ( )

5

1
7P ( ) 20P ( ) 8P ( )

35

1
27P ( ) 28P ( ) 8P ( )

63

x x

x x

x x x

x x x

x x x x

x x x x





 

 

  

  

 formunda elde edilir. 
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Şekil 2.1. Birinci tip Legendre polinomlarının grafiği 

Her bir durumda      1 1, 1 1
n

n nP P    ’dir. Legendre polinomları için 

Rodrigues formulü 

21
( ) ( 1)

2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
   

ile ifade edilebilir  .8  

2.1.2. Birinci Tip Legendre Polinomları için Üreten Fonksiyon 

Legendre polinomlarının özelliklerini elde edebilmek için kullanılan birinci tip 

Legendre polinomları için üreten fonksiyon  

2
0

1
( )

1 2

n

n

n

P x t
xt t






 

  

ile tanımlanır  5 .  

2.1.3. Birinci Tip Legendre Polinomlarının Ortogonalliği 

 

Legendre polinomları −1 < 𝑥 < 1 aralığında, 

 

1

1

1
2

1

( ) ( ) 0           

2
( )

2 1

m n

n

P x P x dx m n

P x dx m n
n





 

 





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olması durumunda ortogonaldir  .32  

2.1.4. Birinci Tip Legendre Polinomlarının Serileri 

( )f x  ve ( )f x  parçalı sürekli ise, −1 < 𝑥 < 1 aralığında ( )f x ’in her süreklilik 

noktasında 

1

1

2 1
( ) ( ) ( )

2
n n

n
A x f x P x dx




   

olmak üzere, 

0 0 1 1 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n n

n

f x A P x A P x A P x A P x




                                              (2.5) 

formuna sahip bir Legendre seri açılımı vardır. (2.5) ifadesi herhangi bir 

süreksizlik noktasında  
1

( 0) ( 0
2

f x f x    değerine yakınsar  23 .  

2.1.5. İkinci Tip Legendre Polinomları 

      (2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bağımsız çözümlerinden biri 

olan ikinci tip Legendre polinomları 1x  ise, 

n  tek iken; 

2

/2

3 5

( 1) 2 !
2 ( 1)( 2) ( 1)( 3)( 2)( 4)

( ) ...
! 3! 5!

n n

n

n

n n n n n n
Q x x x x

n

  
   

         
    

 
 

n  çift iken; 

 


2( 1)/2 1

2 4
( 1) 2 (( 1) / 2)! ( 1) ( 2)( 1)( 3)

( ) 1 ....
1.3.5... 2! 4!

n n

n

n n n n n n n
Q x x x

n

      
   


 

biçiminde ifade edilir. 

2.1.6. Eşlenik LegendrePolinomları 

 Eşlenik Legendre diferansiyel denklemi 
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                 (1.6)  

 

biçiminde tanımlanır. 0m   olması durumunda, bu denklem (2.1) Legendre 

diferansiyel denklemine indirgenir. (2.6) denkleminin çözümleri eşlenik 

Legendre polinomları olarak adlandırılır. m ve n negatif olmayan tamsayılar ise 

bu durumda (2.6) denkleminin genel çözümü; birinci ve ikinci tip Legendre 

polinomları,

 

2 2

2 2

( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( )

m m
m

n nm

m m
m

n nm

d
P x x P x

dx

d
Q x x Q x

dx

 

 

 
ile tanımlı olmak üzere, 

1 2( ) ( )m m

n ny c P x c Q x   

biçiminde verilir. 

 

 

2.1.7. Eşlenik Legendre Polinomlarının Ortogonalliği 

Birinci tip eşlenik Legendre polinomları -1 1x   aralığında, 

1

1

1
2

1

P ( )P ( ) 0   ,    

2 ( )!
P ( ) ,

2 1 ( )!

m m

n k

m

n

x x dx n k

n m
x dx n k

n n m





 


      





 

olması durumunda ortogonaldir. Bu özellik kullanılarak, ( )f x fonksiyonu 

0

( ) ( )m

k k

k

f x A P x




  

formunda seriye açılabilir  23 .  

0

( ) ( )m

k k

k

f x A P x






2
2

2
(1 ) 2 ' ( 1) 0

1

m
x y xy n n y

x

 
      

 
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2.1.8. Legendre Polinomlarının Özellikleri 

 Pn x Legendre polinomları ikinci mertebeden, lineer, 

2(1 ) ( ) 2 ( )  ( 1) ( ) 0x y x xy x n n y x     
 

 

homojen diferansiyel denklemini sağlamaktadır. Diğer taraftan  Pn x
 
Legendre 

polinomları 11-  x  ve 0n  için aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

2

2

0

2

0

1
( ) ( 1) , 0,1,2,...

2 ( !)

1
( ) ( 1) (1 ) (1 ) , 0,1,2,...

2

1
( ) ( 1) ( 1) , 0,1,2,...

2

n
n

n n n

n
k k n k

n n
k

n
k n k

n n
k

d
P x x n

n dx

n
P x x x n

k

n
P x x x n

k









  

 
     

 

 
    

 





i)

ii)   

iii)    

 

0

0

1
( ) 2 (1 ) , 0,1,2,...

1
( ) (1 ) , 0,1,2,...

2

n
k k

n

k

kn
k

n

k

n n
P x x n

k k

n n k
P x x n

k n







   
    

  

   
      

    





iv)    
   

v)   
  

 

2
2

0

2 21
( ) ( 1) , 0,1,2,....

2

,
2

12
,

2

n

k n k

n n
k

n n k
P x x n

k n

n
n çift

n

n
n tek

 
 
 





  
    

  


 

     


vi)    
   

       

    
                            

(2.7)

 

n tek ise  Pn x  tek fonksiyon, n  çift ise  Pn x
 
çift fonksiyondur. Legendre 

polinomuna ait diğer özellikler ise aşağıdaki gibidir:  
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2 1/2

0

1

1

1

2

1

• (1) 1,     0,1, 2,...

• ( ) ( 1) ( ),    1, 2,3,...

•(1 2 ) ( ) , 1

0 ,

• ( ) ( ) 2
,

2 1

(2 )!
• ( ) ,       0,1, 2,...

2 ( !)

1
• ( ) ( ) (1 )

2 ( !)

n

n

n n

n

n

n

n m

n

nn n

n
n

n n

P n

P x P x n

xt t P x t t

m n

P x P x dx
m n

n

d n
P x n

dx n

d
f x P x dx x

n










 

   

   




 
 

 

 






1

1

 ( )   
n

f x dx
dx



 
 
 


 

1

1

  0     ,   tek

• (0) ( 1)
2

2
,   çift

2

( ) 2 2
• , 0,1,2,...

2 11

n

n

n

n

n
n

P n

n

P x
dx n

nx




 
  
 
 



 




 

1

1

1 1

2 2

1 0

( ) 2 2
• ( 1) , 0,1,2,...

2 11

( ) ( )
• 2

1 1

nn

n n

P x
dx n

nx

x P x x P x
dx dx

x x





  



 



 
 

1

1 2

1

0 , 0,1,2,..., 1

• ( ) ( ) 2 ( !)
,

(2 1)!

m n
n

m n

x a P x dx n
m n

n





 


  
 


    (a  herhangi bir reel sayı)
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1
1

2

0

, 1,3,5...1

1 / 21
• ( )

4 1

  

, 2, 4,6,...0

n

n

nn

n
P x dx

n

n






 
     

  
 








 

 

2.1.9.Rekürans (Tekrarlama) Bağıntıları   

       Üreten fonksiyon Legendre polinomlarının rekürans bağıntılarını elde 

etmede oldukça faydalıdır. Bu bağıntılar, x cinsinden özdeşlikler olup, 

trigonometrik özdeşlikler gibi ispatlarda ve türevlerde işimizi kolaylaştırması 

amacı ile kullanılır. Bazı Legendre polinomlarına ilişkin rekürans bağıntıları 

ise, 

1 2

1

1 1

• ( ) (2 1) ( ) ( 1) ( )

• ( ) ( ) ( )

• ( ) ( ) ( )

n n n

n n n

n n n

nP x n xP x n P x

xP x P x nP x

P x xP x nP x

 



 

   

  

  

 

2

1•(1 ) ( ) ( ) ( )n n nx P x nP x nxP x
    

1 1•(2 1) ( ) ( ) ( )n n nn P x P x P x 
                                                                                (1.8) 

1• ( ) ( 1) ( ) ( )n n nP x n P x xP x
     

2

1

1 2 1

1 1

•(1 ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

• ( ) 2 ( ) ( )

2 1
• ( ) ( ) ( )

1 1

n n n

n n n n

n n n

x P x n xP x n P x

P x xP x P x P

n n
P x xP x P x

n n



  

 

    

    


 

 

 

biçiminde verilir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEMLER 

 

İKİNCİ MERTEBEDEN LİNEER OLMAYAN DİFERANSİYEL 

DENKLEMLERİN ÇÖZÜMÜ İÇİN LEGENDRE SIRALAMA YÖNTEMİ 

 

Bu çalışmada, sıralama noktalarına dayalı matris metodu yardımıyla elde edilen 

Legendre polinomları ve türevlerinin matris bağıntılarına dayalı nümerik teknik 

uygulanmıştır [14-16,19-21,24]. 

 

3.1. Problemin Tanıtılması 

İkinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem 

               (3.1) 

 

ve karışık koşulları  

                (3.2) 

 

olarak göz önüne alalım. Buna göre, yaklaşık çözüm Legendre polinomları cinsinden 

kesilmiş bir Legendre serisi formunda               

    
n 0

( ) ( ) , 1 1N n n

N

y x y x a P x x


    
                         (3.3)                              

 

biçiminde bulunacaktır. Bu çalışmada (2.1) denkleminin 2n  için 

 

 

22

0 1 2 00 10 11

2

20 21 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (3.4)

F x y x F x y x F x y x Q x y x Q y x y x Q x y x

Q x y x y x Q x y x y x Q x y x g x

          

        

 

formundaki ikinci mertebeden denklemi çözeceğiz. Burada belirlenmesi gereken 

Legendre katsayıları ve ( ) ( 0,1,2,..., )nP x n N Legendre polinomları 

      

2
2

0

, çift
2 21 2

1 ;
12 2

, tek
2

n

k n k

n n
k

n
n

n n k n
P (x) ( ) x   

k    n n
n

 
 
 






    

            




                (3.5)

 

 

ile tanımlanır 

 

2
( ) ( ) ( )

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
pm

k p q

k pq

k p q

F x y x Q x y x y x g x
  

  

1
( ) ( ) ( )

0

( 1) (0) (1) , 0,1,..., 1
m

k k k

k j k j k j

k

a y b y c y j j m




       
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3.2. Temel Matris Bağıntıları 

Bu kesimde, lineer olmayan (3.1) diferansiyel denkleminin her teriminin matris 

formu elde edilecektir. Bunun için ilk olarak (3.3) ile verilen Legendre polinom 

yaklaşımı matris formunda yazılırsa, 

                                              (3.6) 

 )(...)()()( 10 xPxPxPx NP
 

0 1 ... Na a a   
T

A  

bulunur. Böylece, (2.8) deki tekrarlama formülleri kullanılarak 0,1,2,...,n N  için 

( )xP  ve ( ) ( )k xP  matrisleri arasındaki bağıntı 

                                       
( ) ( ) ( ) , 0,1,...,k kx x k m P P Π                                     (3.7)                                    

formunda elde edilir. BuradakiΠ ifadesi, 

n çift iken, 

   1 1

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0

1 0 5 0 0 0 0

0 3 0 7 2 3 0 0

1 0 5 0 0 2 1 0
N N

N

N
  

 
 
 
 
 

  
 
 

 
  

T
Π  

n  tek iken, 

   1 1

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0

1 0 5 0 0 0 0

1 0 5 0 2 3 0 0

0 3 0 7 0 2 1 0
N N

N

N
  

 
 
 
 
 

  
 
 

 
  

T
Π  

 

şeklindetanımlanır. (3.6) ve (3.7) ifadeleri kullanılarak, 

           
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ; 0,1,...,k k k k

Ny x y x x x k m   P A P Π A
                           (3.8) 

matris ilişkisi bulunur. Diğer yandan, (2.5) deki Legendre polinomları, 

 

 

( ) ( )P Ay x x
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 0 1( ) ( ) ( ) ... ( )Nx x x xP P P P
 

( ) 1 ... Nx x x   X
 

olmaküzere, 

 

                                                  ( ) ( )x xP X D                                                       (3.9) 

 

matris formunda yazılabilir[19,21]. Burada matrisler, Dgeçiş matrisi olmak üzere, 

 

0

0

0

1

1

2

1

1

02

0 0( 1)
0 ... 0

0 02

1 2( 1)
0 ... 0

0 12

1

= ( 1) 1
0 0

2 2

1 2( 1) ( 1)
0 ...1

02 2
2

D
N

N

N

N N

N

N

N
N N N

N
N N







   
   

   
   
   
   
 
 
  
  
   

  
  

  
  

       
            

 
  

 

 

ile tanımlanır. Diğer yandan, (3.6)-(3.8) işlemine benzer hesaplamalar yapılarak, 

(3.1) deki lineer olmayan ifadenin matris formları aşağıdaki gibi elde edilir: 

 
2

(0) ( ) ( ) ( )y x x xP P A
                                                                                        (3.10)   

 

(1) (0)( ) ( ) ( ) ( )y x y x x xP ΠP A                (3.11) 

 
2

(1) ( ) ( ) ( )y x x xP ΠP ΠA
                (3.12)

 

(2) (1)( ) ( ) ( ) ( )y x y x x x 2
P Π P ΠA                                                                           (3.13) 

(2) (0) 2( ) ( ) ( ) ( )y x y x x xP Π P A                                                                              (3.14) 

 
2

(2) 2 2( ) ( ) ( )y x x xP Π P Π A
                                                                             (3.15)

 

Burada, 

(0) (1) (2)( ) ( ), ( ), ( ) ( )y x y x y y x y x y x     

ifadeleri, matris formda 
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  2 2( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) ... ( )

N x N
x diag x x x

 
P P P P

 

2

2 2 2 2

( 1) ( 1)
...

N x N
diag

 
   Π Π Π Π

 

 0 1 ...
T

Na a aA  

 0 1 ... Na a aA A A A  

biçimindedir. Buna göre,  1,1  aralığı için sıralama noktaları, 

                                        
Nii

N
xi ...,,1,0;

2
1 

                                           (3.16) 

ile verilir. (3.16) sıralama noktaları, (3.1) denkleminde yerine yazılırsa, 

2 2
( ) ( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p

k p q

k i i pq i i i i

k p o q

F x y x Q x y x y x g x
  

    

veya 

0 1( ) ( ) ... ( )k k k k

Ndiag x x x   F F F F
 

( )

0

( )

( ) 1

( )

( )

( )

( )

k

k

k

k

N

y x

y x

y x

 
 
 
 
 
  

Y ,   

( ) ( )

0 0

( ) ( )

( , ) 1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

p q

p q

p q

p q

N N

y x y x

y x y x

y x y x

 
 
 
 
 
  

Y ,   

 

 

 

0

1

N

g x

g x

g x

 
 
 
 
 
  

G  

olmak üzere, 

                                        

2 2
( ) ( , )

0

p
k p q

k pq

k p o q o

F Y Q Y
  

   G

                                     (3.17) 

 

matris denklemine ulaşılır. (3.16) sıralama noktaları, Nn ...,,1,0  için (3.8) 

denkleminde yerine yazılırsa,  

 

 ( ) ( )( ) ( )k k k

i N i iy x y x x P Π A  

 

sistemi ya da 

 

                                                     
( )k kY PΠ A                                                    (3.18) 

matris bağıntısı elde edilir. Burada P matrisi 
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0 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 1

0 1

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ... ( )

N

N

N N N N N

x x x x

x x x x

x x x x

   
   
    
   
   
   

P P P P

P P P P
P

P P P P
, 

şeklinde olup, (3.17) ifadesindeki lineer olmayan kısım 

            

 


2

0 0

)2,2(

22

)1,2(

21

)0,2(

20

)1,1(

11

)0,1(

10

)0,0(

00

),(

p

p

q

qp

pq YQYQYQYQYQYQYQ

 

biçiminde yazılabilir. (3.16) daki sıralama noktaları (3.10) daki matris bağıntısında 

yerine yazılırsa, 

(0,0) *

0,0Y P A
(1,0) *

1,0Y P A
(1,1) *

1,1Y P A  

(2,0) *

2,0Y P A
(2,1) *

2,1Y P A
(2,2) *

2,2PY A  

matrisleri bulunur. Burada ilgili matrisler 

0 0 0 0 0 0

* * *1 1 1 1 1 1

0,0 1,0 1,1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )N N N N N N

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

     
     
       
     
     
     

P P P ΠP P ΠP Π

P P P ΠP P ΠP Π
P P P

P P P ΠP P ΠP Π

 

0 0

* 1 1

2,0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )N N

x x

x x

x x

 
 
 
 
 
  

2

2

2

P Π P

P Π P
P

P Π P

,  

0 0

* 1 1

2,1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )N N

x x

x x

x x

 
 
 
 
 
  

2

2

2

P Π P Π

P Π P Π
P

P Π P Π

,   

2

0 0

2

* 1 1

2,2

2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )N N

x x

x x

x x

 
 
 
 
 
  

2

2

2

P Π P Π

P Π P Π
P

P Π P Π

. 

formundadır.                                                                                                          (3.19) 

3.3. Sıralama Noktalarına Dayalı Matris Bağıntıları 

(3.18)  ve (3.19) daki matris bağıntıları (3.17) denkleminde yerine koyulursa, 

2
*

,

0

pm
k

k pq p q

k p o q o  

  F PΠ A Q P A G

 

temel matris denklemi ya da  

0

; , 0,1,...,
m

k

ij k

k

w i j N


     W F PΠ

 

 
 

2
*

2,

0 0

0,1,...,
;

0,1,..., 1
V Q P

p

mn pq p q

p q

m N
v

n N 


 

 
  

olmak üzere, 
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                                                        WA VA G                                                (3.20) 

kompakt formunu elde edilirken, (3.20) deki matris denkleminin arttırılmış formu,
 

 

                                                     
 ; :W V G

                                                       (3.21) 

 

olup, daha açık bir şekilde 

 

2

2

2

00 01 0 00 01 00( 1)

10 11 1 10 11 11 1)

0 1 0 1 1)

... ; ... : ( )

... ; ... : ( )
; :

... ... ... ... ; ... ... ... ... : ...

... ; ... : ( )

W V G

N N

N N

N N NN N N NNN

w w w v v v g x

w w w v v v g x

w w w v v v g x







 
 
 

  
 
 
   

formıunda yazılabilir. Ayrıca (3.8) temel matris bağıntısı kullanılarak, (3.2) karışık  

koşullarına karşılık gelen temel matris denklemi 

 
1

0

( 1) (0) (1) ; 0,1,...,
m

k

kj kj kj j

k

a b c j N




     P P P Π A λ

 

veya 

                                      

* *; :    UA O A λ U O λ
                                             (3.22) 

olacak şekilde, 

00 01 0 0

10 11 1*

0 1 1

... ; 0 0 ... 0 :

... ; 0 0 ... 0 :
; :

... ... ... ... ; ... ... ... ... : ...

... ; 0 0 ... 0 :

U O λ

N

N

N N NN m

u u u

u u u

u u u





 

 
 
      
 
   

biçiminde elde edilir. Böylece, 

... ; 0,1,..., 1
0 1

U u u u j m
j j jN

 
  
    

=  
1

0

( 1) (0) (1)P P P Π
m

k

kj kj kj

k

a b c




 
   

 


 

 0 1 1...
T

m   λ  
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 0 0 ... 0*
0     (0 sıfır matrisi) 

olmak üzere, 2. mertebeden denklemler kullanılacağı için yukarıdaki koşullarda 

2n  alınmalıdır. 

Çözümü Legendre polinomu cinsinden (3.3) koşullarına göre elde etmek için, (3.21) 

arttırılmış matrisin son satırları silinerek ve yerine koşulla ilgili (3.22) satır 

matrisinin konulmasıyla elde edilen yeni arttırılmış matris 

; :   W V G

 

 

 

2

2

2

00 01 0 00 01 00 1

10 11 1 10 11 11 1

,0 ,1 , ,0 ,1 , 1

00 01 0 0

10 11 1 1

... ; ... : ( )

... ; ... : ( )

... ... ... ... ; ... ... ... ... : ...

... ; ... : ( )

... ; 0 0 ... 0 :

... ; 0 0 ... 0 :

... ..

N N

N N

N m N m N m N N m N m N mN m N

N

N

w w w v v v g x

w w w v v v g x

w w w v v v g x

u u u

u u u









      

1,0 1,1 1, 1

. ... ... ; ... ... ... ... : ...

... ; 0 0 ... 0 :m m m N mu u u    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (3.23)

 

 

olup, buna karşılık gelen matris denklemi 

G*AV*AW
~~~

  

formundadır. (3.23) matris denklemine karşılık gelen lineer olmayan cebirsel 

denklem sisteminden, bilinmeyen  Naaa ...,,, 10  
Legendre katsayıları belirlenir. 

Böylece (3.23) Legendre kesilmiş seri formu 

( ) ( )Ny x x P A
 

ya da (3.9) dan 

( ) ( )Ny x x X DA . 

olarak bulunur. 

 

3.4. Çözümün Doğruluğu ve Rezidüel  Hata Hesaplaması 

Elde edilen çözümün doğruluğunu kontrol etmek için Rezidüel hata tahmini dikkate 

alınır.  (3.1) kesilmiş Legendre serisi (3.2) denkleminin yaklaşık çözümü olduğundan 

türevleri (3.2)’de yerine konulduğunda denklem yaklaşık olarak sağlanmalıdır. Yani 

𝑥𝑙 𝜖[𝑎, 𝑏] (𝑙 = 0,1,2, …) için 
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𝑅𝑁(𝑥𝑙) = ∑ 𝐹𝑘(𝑥𝑙)𝑦(𝑘)(𝑥𝑙)

𝑚

𝑘=0

+ ∑ ∑ 𝑄𝑝𝑞(𝑥𝑙)𝑦(𝑝)(𝑥𝑙)𝑦(𝑞)(𝑥𝑙)

𝑝

𝑞=0

2

𝑝=0

− 𝑔(𝑥𝑙) ≅ 0 

𝑅𝑁(𝑥𝑙) ≤ 10−𝑘𝑙( k herhangi bir pozitif tam sayı) 

Eğer  max  10 10lk k    ( k Z ) belirlenmiş ise, N  kesme sınırı 𝑅𝑁(𝑥𝑙) farklı her 

bir noktada belirlenen 10 k
 değerinden küçük kalıncaya kadar arttırılır. Böylece, 𝑁 

yeteri kadar büyük olduğunda, 𝑅𝑁(𝑥𝑙) → 0 ise hata azalmaktadır [2,20]. Bu takdirde 

çözümün doğruluğu kontrol edilebilir ve 𝑅𝑁(𝑥) rezidüel fonksiyonu yardımıyla ve 

[a,b] aralığındaki  NR x
 
fonksiyonunun ortalama değeri ile hata hesaplanabilirdir 

[17,32,33]. Böylece 

|∫ 𝑅𝑁(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ ∫|𝑅𝑁(𝑥)|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

eşitsizliği kullanılarak ortalama değer teoreminden, ortalama hatanın üst sınırı 𝑅̅𝑛 

|𝑅𝑁(𝑐)| ≤
∫ |𝑅𝑁(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑏 − 𝑎
= 𝑅̅𝑛 

biçiminde elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

LİNEER OLMAYAN DİFERANSİYEL DENKLEMLER İLE İLGİLİ 

NÜMERİK UYGULAMALAR 

 

Bu bölümde, Legendre sıralama yönteminin uygulanabilirliğini göstermek için ikinci 

mertebeden sabit ve değişken katsayılı lineer olmayan diferansiyel denklemler ile 

ilgili bazı örnekler sunulmuştur. Ayrıca, verilen aralıklarda elde edilen yaklaşık 

çözümlerin doğruluğu tablo ve grafiklerle gösterilmiştir. 

 

Örnek 4.1. İkinci mertebeden lineer olmayan değişken katsayılı 

                               
4( 1) 2 2 2x y y xy y xy x                                                  (4.1) 

 

                              11,0)0(,1)0(  xyy                                             (4.2) 

 

diferansiyel denklemini göz önüne alalım. Bu denklemin ( )y x  çözümüne N = 2 için 

11,)()(
2

0n
2 



xxPaxy nn  

sonlu Legendre serisiyle yaklaşalım. Buna göre, N = 2 için 

2 2
( ) ( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p

k p q

k pq

k p o q

F x y x Q x y x y x g x
  

    

(0) (1) (0) (2) (0)

0 10 20( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x y x Q x y x y x Q x y x y x g x  
 

elde edilir. Böylece verilen denklem için matris denklemi, 

                                  
0 * *

0 10 1,0 20 2,0( )  F PΠ A Q P Q P A G
                                   (4.3)

 

biçimindedir. Legendre polinomları, 

0 1 2

3 1
( ) 1, ( ) , ( )

2 2
x x x x x   P P P

 

olmak üzere, (4.3) denklemindeki terimler aşağıdaki gibidir: 

 

0 0

0 0 1

0 2

( ) 0 0

0 ( ) 0

0 0 ( )

x

x

x

 
 


 
  

F

F F

F

=

















 200

000

002
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0 0 1 0 2 0

0 1 1 1 2 1

0 2 1 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x

x x x

x x x

 
 


 
  

P P P

P P P P

P P P

=




















111
2

1
01

111

                         

(4.4)

 

0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 


 
  

Π ,   

10 0

10 10 1

10 2

( ) 0 0 1 0 0

0 ( ) 0 0 0 0

0 0 ( ) 0 0 1

x

x

x

   
   

 
   
      

Q

Q Q

Q

 

20

2 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 

 
 
  

Q  

*

1,0

( 1) ( 1)

(0) (0)

(1) (1)

P ΠP

P P ΠP

P ΠP

  
 

  
 
 

=  



























333111000

000
2

1
01000

333111000

 

*

2,0

( 1) ( 1)

(0) (0)

(1) (1)

2

2

2

P Π P

P P Π P

P Π P

  
 

  
 
 

=  



























333000000

2

3
03000000

333000000

 

 

*

10 1,0

0 0 0 1 1 1 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 3 3 3

Q P

   
 


 
       

 

*

20 2,0

0 0 0 0 0 0 6 6 6

3
0 0 0 0 0 0 3 0

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Q P

 
  

 
  
 
 
 
  

 

 

                                   
0 * *

0 10 1,0 20 2,0( )F PΠ A Q P Q P A G  
                                     (4.5)
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0

0F PΠ =





















222

000

222

 

* *

10 1,0 20 2,0Q P Q P = 





























333111000

2

3
03000000

999111000

 

 

                                                     

( 1) 0

(0) 2

(1) 0

g

g

g

   
   

 
   
      

G

                                             (4.6)

 

Bu takdirde temel matris denklemi,
 

      

 

2 2 2 ; 0 0 0 1 1 1 9 9 9 : 0

3
; : 0 0 0 ; 0 0 0 0 0 0 3 0 : 2

2

2 2 2 ; 0 0 0 1 1 1 3 3 3 : 0

 
    

 
  
 
 
         
  

W V G

      (4.7)

 

 

bulunur. 

 

0

1 1

2 2

,

a a

a a

a a

   
   

 
   
      

0A

A A A

A
 

olacak şekilde, başlangıç koşulları 

0)0(

1)0(





y

y
 

olmak üzere, başlangıç koşulları matris formda 

( ) ( )

(0) (0) -1

y x x

y



 

P A

P A  

biçiminde yazılır. Karışık koşullara denk gelen temel matris denklemi,
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 1

1
;0 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 1

2

 
  
 

U

 

( ) ( )

(0) (0) 0

y x x

y

 

 

P ΠA

P ΠA
 

   2 ;0 0 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 0U . 

bulunur. Böylece başlangıç koşulları altındaki arttırılmış temel matris denklemi, 

2 2 2 ; 0 0 0 1 1 1 9 9 9 : 0

1
; : 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 1

2

0 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 0

 
    

 
       

 
 
  

W V G

(4.8)

 

olup, elde edilen sistemdeki katsayılar

 

 

                                                         3

2

0

3

2

2

1

0








a

a

a

                                                         (4.9)

 

 

biçiminde hesaplanarak, 

 

                                                       12  xxy                                                      (4.10) 

 

formundaki tam çözüme ulaşılır. 

 

Örnek4.2 İkinci mertebeden lineer olmayan 

                                    
xeyyyyyy 422 2 

                                   (4.11) 

                                               2)0(,3)0(  yy                                               (4.12) 

denklemini göz önüne alalım. Bu denklemin ( )y x  çözümüne N = 2 için 

                                        

11,)()(
2

0n
2 



xxPaxY nn

                               
(4.13) 

sonlu Legendre serisiyle yaklaşılırsa, N = 2 için verilen denklemin matris denklemi, 
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 0 2 * *

0 1 2 00 0,0 21 2,1( )F PΠ FPΠ F PΠ A Q P Q P A G     (3.14) 

 

biçimindedir. Buna göre, Legendre polinomları 

2

1

2

3
)(,)(,1)( 210  xxPxxPxP

 

olmak üzere, (4.14) denklemindeki terimler 

 

0

0F PΠ =



























100

2

1
01

111

,    
1

0 2 6

0 2 0

0 2 6

 
 

 
 
   

F PΠ ,
2

2

0 0 3

0 0 3

0 0 3

 
 


 
  

F PΠ  

* *

00 0,0 21 2,1Q P Q P = 






























821111111

4

1
3

2

1
000

2

1
01

222111111

, 

1( 1) 2 4

(0) 6

(1) 2 4

g e

g

g e

   
  

    
      

G  

formundadır. Böylece, başlangıç koşulları altındaki arttırılmış temel matris denklemi,    

11 3 10 ; 1 1 1 1 1 1 2 2 2 : 2 4

1
; : 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 3

2

0 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 2

W V G

e      
 

      
 
 

(4.15) 

olup, elde edilen sistemden  

                                                                       

0

1

2

7

3

2

2

3

a

a

a






                                                                     

(4.16) 

katsayıları bulunur. Elde edilen katsayılar denklemde yerine yazılırsa, 

 

                                                        
xey 21
                                                     (4.17) 
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formundaki yaklaşık çözüme ulaşılır. 

Tablo 4.1. Örnek 4.2  için hata analizi 

 

 

Şekil 4.1. N 2  için Örnek 4.2’nin tam ve yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 

 

Örnek 4.3 İkinci mertebeden lineer olmayan değişken katsayılı 

                                           
22xyy xy y x                                                         (4.18) 

 

 

ix  

 

Tam Çözüm 

 

)(2 xyN                     Mutlak Hatalar 

-1 1. 73575888 1. 99999999 0. 26424100 

-0.8 1. 89865830 2. 04000000 0. 14134170 

-0.6 2. 09762375 2. 15999975 0. 06237600 

-0.4 2. 34064071 2. 35999999 0. 01935920 

-0.2 2. 63746250 2. 63999999 0. 00253740 

0 3. 0 3. 0 0 

0.2 3. 44280550 3. 44561100 0. 00280550 

0.4 3. 98364900 4. 22014290 0. 23649390 

0.6 4. 64423760 5.48661360 0. 84237600 

0.8 5. 45108185 5. 66216370 0. 21108185 

1 6. 43656363 6. 87312728 0. 43656365 
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diferansiyel denklemini ele alalım. 

                                                  (0) 0, (0) 0y y                                                 (4.19)
 

koşulları altında, bu denklemin ( )y x  çözümüne N = 2 için 

                                        
2

2

n 0

( ) ( ) , 1 1n ny x a P x x


   
                                

(4.20) 

sonlu Legendre serisiyle yaklaşalım. Buna göre, N = 2 için verilen denklemin matris 

denklemi, 

                                          
 0 *

0 1 21 2,1( )F PΠ FPΠ A Q P A G  
                                 (4.21) 

ileverilir. Legendre polinomları 

0 1 2

3 1
( ) 1, ( ) , ( )

2 2
x x x x x   P P P  

olmak üzere, (4.21) denklemindeki terimler, 

 

0

0F PΠ =

1 1 1

1
1 0

2

1 1 1

 
 

 
 

 
 
 
  

,    
1

0 2 6

0 0 0

0 2 6

 
 


 
   

F PΠ  

 

*

21 2,1Q P = 
0 0 0 0 0 0 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 3 9

  
 
 
  

, 

( 1) 1

(0) 0

(1) 1

g

g

g

   
   

 
   
      

G  

şeklindeolup,başlangıç koşulları altındaki arttırılmış temel matris denklemi, 

1 1 5 ; 0 0 0 0 0 0 3 3 3 : 1

1
; : 1 0 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 : 0

2

1 1 5 ; 0 0 0 0 0 0 0 3 9 : 1

 
   

 
      

 
   
  

W V G

(4.22)

 

olacak şekilde, elde edilen sistemden  
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0

1

2

0

1

3

2

3

a

a

a






                                                                      (4.23)

 

katsayıları bulunur. Bulunan katsayılar denklemde yerine yazılırsa, 

                                                         
2y x                                                            (4.24) 

formundaki çözüme ulaşılır. 

Örnek 4.4. Literatürde geniş uygulamaya sahip Bratu tipindeki, 

                                                   
   

2 0
y x

y x e   , 0 1x                                                  (4.25) 

problemini ele alalım. 

                                                          
 0 0y 

 
ve  0 0y 

                                                   (4.26)
 

koşulları altında, bu denklemin tam çözümü, 

                                            
  ( ) 2ln cosy x x 

                                                (4.27)
 

formundadır.   y x
e  ile genişleterek bu denklemi,  

                                                
     22 2 0y x y x y x                                                   (4.28) 

biçiminde yazabiliriz. Bu problem Legendre matris sıralama methodu yardımıyla 

4,5N  alınarak çözülürse, 

  17 2 3 4

4 1.04 10 0.965317 0.0160093 0.196559     y x x x x , 

  17 2 3 4 5

5 2.08 10 0.971444 0.00924656 0.146425 0.0314368     y x x x x x . 

yaklaşık çözümleri elde edilir.                                                                              (4.29) 
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Tablo4.2. Farklı N değerleri için Örnek 4.4’ün  mutlak hatalarının  karşılaştırılması 

ix   4 ie x   5 ie x  

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

 

3.60 04

1.47 03

3.34 03

6.00 03

9.56 03

1.44 02

2.15 02

3.27 02

5.17 02



















e

e

e

e

e

e

e

e

e

 

2.78 04

1.09 03

2.44 03

4.36 03

7.02 03

1.08 02

1.66 02

2.60 02

4.26 02



















e

e

e

e

e

e

e

e

e

 

 

 

Şekil 4.2. 5N  için  5y x
 
yaklaşık çözümü ile tam çözümün karşılaştırılması 

Şekil 4.2. ve Tablo 4.2.’de görüldüğü gibi  4y x  ve  5y x
 

Legendre polinom 

çözümleri tam çözüm ile uyumludur. Aynı zamanda N  arttıkça mutlak hatanın 

azaldığı görülmektedir. Diğer taraftan,  ortalama hatanın üst sınırı 
4R ve 

5R
 
sırasıyla 

2.07e-01 ve 1.82e-01 olarak elde edilmektedir. Ortalama hataların tablo ve 

şekillerdeki sonuçlarla tutarlı olduğu açık bir şekilde görülmektedir.  

 

Tam çözüm 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada, ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler için 

bir Legendre sıralama (collocation) yöntemi geliştirilmiştir. Önerilen yöntem lineer 

olmayan denklemler için yeni bir yaklaşımdır. 

Geliştirilen Legendre sıralama yöntemi ile önce lineer olmayan diferansiyel 

denklemdeki bilinmeyen fonksiyon ve türevlerinin sonlu Legendre seri açılımları ve 

bilinen katsayı fonksiyonlarının sıralama (collocation) noktalarındaki değerlerine 

bağlı matris formları elde edilip,ardından bu ifadeler yerine koyulup sadeleştirilerek 

denklem Legendre katsayılı bir matris denklemine dönüştürülür. Böylece bilinmeyen 

Legendre katsayılı lineer olmayan bir cebirsel sisteme karşılık gelen sonuç matris 

denklemi çözülebilir ve katsayılar yaklaşık olarak bulunabilir. Bu yöntem sayesinde 

elde edilen yaklaşık çözümler, tam çözümler ile karşılaştırılmış, bu çözümlerin N 

kesme sınırı yeterince artırıldığında tam çözüme daha da yaklaştığı görülmüştür. 

Ayrıca rezidüel hata ile hata için üst sınır belirlenmiştir. Bu yöntemin en önemli 

avantajı ise çözümdeki Legendre katsayılarının bilgisayar programları kullanılarak 

kolaylıkla bulunabilmesidir.  

Ayrıca geliştirilen Legendre yöntemi daha yüksek mertebeden lineer olmayan 

diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerine 

uygulanabilirdir. Yöntem tam çözüme oldukça yaklaşık sonuçlar vermesi ve pratik 

olması sebebiyle mekanik ve fizikte ortaya çıkan bu tip problemlerin çözümünde 

büyük fayda sağlayacaktır. 
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