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1. GIRIS

Fiziksel problemlerin, matematiksel modelleri adi veya kismi diferansiyel,
integral veya integro-diferansiyel denklem olarak karsimiza ¢ikmaktadir ve bu tip
denklemlerin bazilar1 analitik olarak ¢oziilebilirken, ¢ogunun tam(analitik)
¢Oziimiinliin bulunmasi olduk¢a zor ya da miimkiin degildir. Coéziimii zor veya
imkansiz olan lineer olmayan diferansiyel denklemler kimyasal reaksiyonlar, kiitle
transfer problemleri ve sinyal yayilimlar1 gibi birgok fiziksel olaymn matematiksel
modellemesinde ortaya ¢ikmaktadir [1, 2, 3, 4]. Bu denklemler, lineer olmayan
terimlerin varlig1 ile karakterize edilmis olup, mekanik, fizik ve miihendislik

uygulamalarinda sikga ortaya ¢ikmaktadir.

Son yillarda ekonomi ve ekoloji alanlarinda da etkin bir sekilde rol
oynamaktadir[5,4,6-8]. Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik veya
niimerik ¢oziimleri bir ¢ok yazar tarafindan c¢alisilmistir [10-15]. Ele alinan lineer
olmayan problemin ¢ok degiskene bagli olmasi, denklemin lineer olmayan bilesenin
tipi ve denklemin Kkatsayilarinin singiilerligi (tekilligi) bu tip denklemlerin
¢Oziimlerinin bulunmasini zorlastirir. Tiim bu zorluklarin tistesinden gelebilmek igin
yaklagik ¢6ziimlerin bulunmasina ihtiyag duyulmustur. Birinci ve ikinci mertebeden
lineer olmayan diferansiyel denklemler gibi analitik olarak ¢6zmenin miimkiin
olmadig1 durumlarda, genel ¢6ziim ic¢in bilinen genel bir yontem olmayip, bu tip
denklemlerin 6zel durumlarinin yaklasik ve tam c¢oziimlerinin bulunmasinda bir

takim yontemler mevcuttur [9,17].

Bu calismada, niimerik tekniklerden biri olan Legendre siralama ydntemi
kullanilarak, yeter derecede dogrulukla yaklasik ¢oziimler ve varsa polinom seklinde
tam ¢Oziimlerinin bulunabildigi gosterilmistir. Ortogonal polinomlar, yaygin olarak
matematik uygulamalari, matematiksel fizik, mithendislik ve bilgisayar biliminde
kullanilmaktadir. Bu polinomlardan Legendre polinomlari, matematik, istatistik ve
diger bilim dallarinda 6nemli rol oynamaktadir [1,2,18-23]. Gelistirilen Legendre
siralama yontemi, once lineer olmayan diferansiyel denklemdeki bilinmeyen
fonksiyon ve tiirevlerinin sonlu Legendre seri acilimlari ile bilinen katsayi
fonksiyonlarmin siralama noktalarindaki degerlerine bagli matris formlarinin elde

edilmesi, ardindan bunlarin yerine koyulup sadelestirilerek denklemin Legendre

1



katsayili bir matris denklemine doniistiiriilmesinden ibarettir. Boylece, bilinmeyen
Legendre katsayili lineer olmayan cebirsel bir sisteme karsilik gelen sonug¢ matris

denklemi ¢6ziilebilir ve katsayilar yaklasik olarak bulunabilir [24,25].



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Legendre Polinomlari

Legendre fonksiyonlari,

(2.1)

d’y . dy
(1—x2)dx2 —2x&+n (n+1)y=0

ile taniml1, Legendre diferansiyel denklemi ad1 verilen diferansiyel denkleminin

¢ozlimlerinden ortaya ¢ikmaktadir. n=0,1,2,..0lmas1 durumunda (2.1) genel

¢OzUmii ise
y:CIPn (X)+C2Qn (X) (22)

bi¢imindedir. (2.2) ifadesinde P,(x) birinci tip Legendre polinomlari, Q,(X)

ikinci tip Legendre polinomlari olarak tanimlanmakta olup, Q,(Xx), x=F1

ilesmlrlandlrllmlstlr[23]. (2.1) denklemindeki n sabiti ile kiiresel

koordinatlardaki kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde, kiiresel simetri
iceren mekanik, quantum mekanigi, elektromanyetik teori, 1s1 Vv.b.

problemlerinde karsilasilmaktadir.
(2.1) denklemi asagidaki sekilde tekrar yazilirsa,

., 2X ,+n(n+1) _

C1-x2 y 1-x2 0

y
bulunur. Bu denklemdeki x =F1 noktalar1 diizgiin tekil noktalar olup,

S:1 doniigtimii altinda, (2.1) denklemi
X

d? 2 2 |dy n(n+1
Z Ho " Ta o —y+# =0
ds s s(s°-1)|ds s°(s°-1)
formunda yazilir. Boylece bu noktalar disinda,

2X n(n+1)
RO =-7=5 Ve R0)="—:




fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlardir. X=0 noktast komsulugunda, |x| <1

araliginda (2.1) denkleminin

y= i Ckxk
k=0

seklinde bir seri ¢oziimii bulunur. Bu ifadenin tiirevleri alinirsa,

yr — Z ka kal
k=1

y”:ik(k—l)ckxk‘2

k=2

elde edilir. y, y've y"degerleri (2.1) denkleminde yerine koyulursa,
(l— x> )Zk(k ~1)e X% =2x) ke Xt +n(n+1)D ¢, x =0
k=2 k=1 k=1
veya
D k(k—De X2 =D k(k -1 X = > 2ke X + > n(n+Dc x =0
k=2 k=2 k=1 k=0
bulunur. indisler tekrar diizenlendiginde,
D> (k+2)(k+D)c,x = > k(k =D, x“ = 2k x* + > n(n+1c x“ =0
k=0 k=2 k=1 k=0

veya

2¢, +n(n+1)c, +[3.2c, +(n+2)(n-1)c, |x

(K +2)(K +1)c,,, +[n(n+1) —k(k +D)]c,} X =0

ifadesine ulagilir. Buradan, rekiirans bagintilar



(i) 2¢c, +n(n+1), =0

(i) 3.2c3+(n+2)n—1)c; =0

(i) (k+2)(k+1)c,,, +(n+k+1)(n—k)c, =0 , k=2
bigiminde elde edilir. cy# 0 olmak iizere, ilk iki bagintidan,

_—n(n+1) _—(n+2)(n-1)
CZ - 2| CO ve C3 - 31 Cl

bulunur. Ugiincii bagit1 ise

__(=R+k+D)

C . = k>2
k12 (k+2)(k+1) ¢

rekiirans formiiliinii verir. Geri kalan katsayilar rekiirans bagintis1 yardimiyla co,

c1 keyfi sabitleri cinsinden bulunur. Yani

k=2iginc, = _WCZ = (-1)? [(n a 2) n][(n +1)(n +3)] C,
3.4 1.2.34
k=3i¢in ¢, = _w% = (-1)? [((n=3)(n—-D)][(n+2)(n+4)] Cl
4.5 2.34.5
k=4 icinc, = —Wq _ Ly [(n—4)(n—2)n][(n+1)(n+3)(n+5)] 5
5.6 1.2.3.4.5.6
k=5i¢in c, =—mc

6.7 >

5 [(N=5)(n=3)(n-D][(n+2)(n+4)(n+6)] :

= (-1
D 2.3.456.7

olur. Biitiin bu katsayilar

Y =D G X =Cy +CX+C, X +C X0+ C X+
k=0



seri ¢0ziimiinde yerine koyulursa,| X|<1 araliginda Legendre denkleminin genel

¢Ozumu
y=c, [1_ n(n24!r1) 2 (- 2)n(r:!r1)(n +3) o (n=4)(n- 2)n(rg1)(n +3)(+5) 5, }
ve, [x (n —1)3(!n +2) N (n—3)(n —1)5(!n +2)(n+4) o } (23)

bulunur. Boylece lineer bagimsiz ¢oziimlerin her biri daha genel olarak ifade

edilirse,

(n—2k+2)...(n=2)n][(n+D)(n +3)...(n + 2k —1)]
(2n)!

X2k

00 =1+3 (|

(n-2k +1)..(n=3)(n-D][(n+2)(n+4)..(n+2K)] ,,.,
@n+1)! ”

0= 3

olmak tizere, Legendre denkleminin genel ¢oziimii
y(x):Co yl(X)+Cly2 (X)

bi¢ciminde elde edilir. y;(X)vey,(X) lineer bagimsiz ¢oziimlerinde goriilen
serilerin her biri |x| < 1 araliginda yakinsak, |x| > 1 araliginda ise iraksaktir.
Gauss testinden, x = +1 noktalarinda da bu seriler 1raksaktir. Bu zorlugun
iistesinden gelebilmek igin, ayrilma sabiti n’i bir tamsayiya esit olacak sekilde

alarak, sonsuz seriler bir polinoma doniistiiriilebilir.

2.1.1. Birinci Tip Legendre Polinomlar:
(2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimlerinden biri

olan birinci tip Legendre polinomlari

P (X) = @n-H@n-3) -1, nn-1) .o NN-DN-2)(N=3) oy 2
n n! 2(2n-1) 2.4(2n-1)(2n - 3) A

ile tammlamir. P, (x), n.dereceden bir polinom olup, bazi Legendre polinomlari



Pg,(x):%(Sx3 —3x)
P, (x)=%(35x4 —30x% + 3)

Ps(x) = %(63x5 —70x® +15x)

bi¢iminde verilir. Ayrica X ’in kuvvetleri bu polinomlar cinsinden ifade edilirse,

x° = Po (%)
X' = Pl(x)

x? = %[Po(x) +2P,(x)]
1 = 138,09+ 2P,(4)]
Xt = 3—15[7P0(x) +20P, (X) + 8P, (¥)]

x> = 6_13[27P1(X) + 28P, (X) +8P;(x)]

formunda elde edilir.



] PE[.TJ P;[l_:l Pj[.[‘.:'

-1

Sekil 2.1. Birinci tip Legendre polinomlarimin grafigi

Her bir durumdaP,(1)=1, P,(-1)= (-1)""dir. Legendre polinomlar:

Rodrigues formulii

1 d"
2"n!dx"

P.() = (x*-1)"
ile ifade edilebilir [g].

2.1.2. Birinci Tip Legendre Polinomlari i¢cin Ureten Fonksiyon

i¢in

Legendre polinomlarinin 6zelliklerini elde edebilmek i¢in kullanilan birinci tip

Legendre polinomlari i¢in lireten fonksiyon

1 [ee)
——=) P, (X)t"
V1-2xt +t? nz;‘ (9

ile tanimlanir [5]

2.1.3. Birinci Tip Legendre Polinomlarimin Ortogonalligi

Legendre polinomlar1 —1 < x < 1 araliginda,

'l[Pm(x)Pn(x)dx:O m=n

h 2 2
[[P” O o =20 g



olmasi durumunda ortogonaldir [32].

2.1.4. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Serileri
f(x) ve f'(x) parcali siirekli ise, —1 < x < 1 araliginda f (x) ’in her siireklilik

noktasinda

2n +1j £ (X)P, (X)dx

-1

A (X) =
olmak tizere,
F(0 = AROO+ AR+ AP0+ = > AP, (9 (2.5)

formuna sahip bir Legendre seri a¢ilimi vardir. (2.5) ifadesi herhangi bir

stireksizlik noktasinda %[ f(x+0)+ f(x—0] degerine yakinsar[23)].

2.1.5. ikinci Tip Legendre Polinomlari

(2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimlerinden biri

olan ikinci tip Legendre polinomlar |x| < lise,

n tek iken;

(_1)!’1/2 2n |:(nj|:|
Q.(x) = 2 {X_(n—l)(n+2) o o (=D(n-3)(n+2)(n+4) x5—...}

n! 3! oS!

n cift iken;

Q.(x) =

()22 [(n-1) / 2)1] {1— =D ., MO=DO+DO*I) 0
1.35..n 21 4!

bi¢iminde ifade edilir.

2.1.6. Eslenik LegendrePolinomlari
Eslenik Legendre diferansiyel denklemi



(l—Xz)y”—2xy'+{n(n+1)—1m22}y:o (1.6)

bi¢giminde tanimlanir. m=0 olmast durumunda, bu denklem (2.1) Legendre
diferansiyel denklemine indirgenir. (2.6) denkleminin ¢6ziimleri eslenik
Legendre polinomlar1 olarak adlandirilir. mve nnegatif olmayan tamsayilar ise
bu durumda (2.6) denkleminin genel ¢6ziimii; birinci ve ikinci tip Legendre
polinomlari,

PI(x) = (L-x%)? )

m m
5 d

dx™

QY (x) =(1-x%) Q,(x)

ile taniml1 olmak tizere,
y=c¢,P"(X)+¢,Qr (x)

bi¢iminde verilir.

2.1.7. Eslenik Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi

Birinci tip eslenik Legendre polinomlar: -1 <x<1 araliginda,

1
J.Pn“‘(x)P;“(x)dx:O . n=k
-1

romo a2 (+m)t
J;[P" (X)] dX_2n+1(n—m)!’ n=k

olmasi durumunda ortogonaldir. Bu 6zellik kullanilarak, f(x)fonksiyonu
F)=2 AR (X f() =2 AR"(X)
k=0 k=0

formunda seriye agilabilir [23].

10



2.1.8. Legendre Polinomlarmn Ozellikleri

P, (x) Legendre polinomlar: ikinci mertebeden, lineer,

(L—x>)y"(x)=2xy'(x)+n (n+1) y(x) =0

homojen diferansiyel denklemini saglamaktadir. Diger taraftan P, (X) Legendre
polinomlar1 -1<X< 1 ve n>0 i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1 d°
2" (n1) dx"

ii)Pn(x):Zinzn:(—l)k(E] A=) A+x)"* , n=0,12,..

(x*-1D)", n=0,1,2,...

)P, (X) =

|||)P(x)_2—nzn:(kJ (x+D*(x-D"*, n=0,12,..

n-—

iV)P (X) = 22 ( j[ ) 1j(l—x)k, n=0,12,..
V)P (X) = Z y- ( j[nJrkj(l—x)k, N=012,.

.
vi)Pn(x)_—Z( )" ( J[Z” ij X" n=012,..
2" n
[ﬂ}_ 2 , N cift
2 n__l ,n tek (27)
2

ntek ise P (x) tek fonksiyon, n gift iseP,(x) ¢ift fonksiyondur. Legendre

polinomuna ait diger 6zellikler ise asagidaki gibidir:

11



PMH=1, n=0,1,2,.

P (—x)=(-D)"P,(x), n=1,2,3,...

o(1-2xt +t*) ™2 =>"P (",
n=0

t|<1

1 0 , m=#n

[ P.(OR,(0dx =1 2
N oan+1’
Ldr (2n)!

d n n( )_ (n)

1 i 2\n dn
{f(np(mdx (nnia—x) Lﬂ“

0 , ntek
o n
2 )
. n cift
on ¢
IP(M ACHE
T n+1 S
1
.J' P( ) dx = (=1)" i, n=0,12,..
_1x/1+x +1

.j xPn(XZ dx:2Jl‘ xPn(xz i

GAl1-x

0 , m=0,12..n

j(x+a) P, (X)dx = § 2" (n1)?
@n+1!’

12

-1
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1[n—l ] , n=135..
L S ln-1/2

Jrone (37 a2

0 4 n+1

0 , N=2,4,6,...

2.1.9.Rekiirans (Tekrarlama) Bagintilar:

Ureten fonksiyon Legendre polinomlarmin rekiirans bagimtilarini elde
etmede olduk¢a faydalidir. Bu bagintilar, Xcinsinden o&zdeslikler olup,
trigonometrik 6zdeslikler gibi ispatlarda ve tiirevlerde isimizi kolaylastirmasi

amaci ile kullanilir. Bazi Legendre polinomlarina iligkin rekiirans bagintilari

ise,

*nR,(X) = (2N —DxP, ;(X) = (N =P, ,(X)
*XP/(X) = P () =nPR,(X)

B ()= xR, () =nR,;(X)

(1= X*)B/(x) = NP, ,(X) —nXP, (X)
‘2n+ DR, (%) =R, (X)) - R, (X) (1.8)
P (X)=(N+DP,(X) + XP/(X)

(1= x*)P/(x) = (N + DXP, (X) = (N +1)P, ;(X)

P/(X)-2xP/,(x)+ P/ ,(x)=P,,

2n+1
n+1

.Pn+1(x) = XPn (X) - ﬁ- Pn—l(x)

bi¢iminde verilir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

IKINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMU ICIN LEGENDRE SIRALAMA YONTEMI

Bu ¢alismada, siralama noktalarina dayali matris metodu yardimiyla elde edilen

Legendre polinomlar1 ve tiirevlerinin matris bagintilarina dayali niimerik teknik

uygulanmustir [14-16,19-21,24].

3.1. Problemin Tanitilmasi
Ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem

m 2 p 3.1
Z F(0)y® 00+ 2.2 Qu (Y™ ()Y (x)=g(x) ¢4

p=0 g=0
ve karisik kosullart

S (k) (k) (k) b . (32)
[akjy (D +b;y™(0)+c;y (1)]:/1] , 1=01..,m-1

0

3

=
1l

olarak goz oniine alalim. Buna gore, yaklasik ¢6ziim Legendre polinomlari cinsinden

kesilmis bir Legendre serisi formunda

y(x);yN(x):ianPn(x) , —l<x<1
70 (3.3)

biciminde bulunacaktir. Bu ¢alismada (2.1) denkleminin n =2i¢in

Ry ()Y (x) + F ()Y () + F, ()" (0) + Qoo ()Y () + QY () y(x) + Q, ([ (¥'(¥)) ]
+Qp ()Y ()Y(X) + Qe ()Y (Y () + Qu ([ (y'()) | =0(x) (3.4)

formundaki ikinci mertebeden denklemi ¢6zecegiz. Burada belirlenmesi gereken

Legendre katsayilart ve P,(x) (n=0,1,2,...,N) Legendre polinomlari

1[2} n\(2n-2k n g NGt
0= 2 e [2] 2

k=0 —=  ntek
2 (3.5)

ile tanimlanir
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3.2. Temel Matris Bagintilar:
Bu kesimde, lineer olmayan (3.1) diferansiyel denkleminin her teriminin matris
formu elde edilecektir. Bunun i¢in ilk olarak (3.3) ile verilen Legendre polinom
yaklasimi matris formunda yazilirsa,
y(x)=P(x) A (3.6)
PO) =[Py (%) P(X) .. Py ()]

A=[aa, ..a|

bulunur. Boylece, (2.8) deki tekrarlama formiilleri kullanilarak n=0,1,2,...,N igin

T

P(x) ve P®(x) matrisleri arasindaki baginti

PY (x) =P(X)I* , k=0,1,...m (3.7)

formunda elde edilir. Buradaki IT ifadesi,
n ¢ift iken,

[0 0 0 O 0 0 0]

1 00O 0 0 0

0 300 0 0 0
N={1 0 50 0 0 0

0 3 7 2N -3 0 0

11050 - 0 2N -1 0_(N+1)X(N+1)
n tek iken,

[0 0 0 O 0 0 0]

1 00O 0 0 0

0 300 0 0 0
n={1 050 0 0 0

1 0 5 2N -3 0 0

10 3 0 7 0 2N -1 0_(N+1)X(N+1)

seklindetanimlanir. (3.6) ve (3.7) ifadeleri kullanilarak,

y9 (x) 2 v, (x) =P© () A= P(X)II*A; k=0,1,...,.m (38)

matris iligkisi bulunur. Diger yandan, (2.5) deki Legendre polinomlart,

15



PX)=[P,(x) P() ... Py(¥]
X(x):[l X .. xN]

olmakiizere,

matris formunda yazilabilir[19,21]. Burada matrisler, D gecis matrisi olmak iizere,

(-1)°(0)(0 0 0 ]
2° (0)l0

-1
D= 2
(_lN)_l N 0 0
2 2
0 (_1)% N Nt (-1)° (N)( 2N
2" NT‘l(Nj A (O(Nj

ile tamimlanir. Diger yandan, (3.6)-(3.8) islemine benzer hesaplamalar yapilarak,

(3.1) deki lineer olmayan ifadenin matris formlar1 asagidaki gibi elde edilir:

(YO (0) =PP(A

(3.10)
y® ()Y (x) =P(x)IIP(x) A (3.11)
(Y2 (0) =P(OMP(x)IA (3.12)
y@ (y® (x) =P)II’P() T A (3.13)
Y (x)y® (x) =PI’ P(x) A (3.14)
(y2(0) =POOIIP(OTT A (3.15)

Burada,

yO)=y(x), Yy =y'(x), y?x)=y"(x)

ifadeleri, matris formda

16



P(x)=diag[P(X) P(X) .. P\ simmms
0’ =diag| I 1m* .. 1]

(N+1)x(N+1)?

A=[a, a .. a,]
A=[a,A aA .. a,A]

bicimindedir. Buna gore, [—1,1] aralig1 i¢in siralama noktalart,

xi:—l+£i; i=0,1...,N
N

(3.16)
ile verilir. (3.16) siralama noktalari, (3.1) denkleminde yerine yazilirsa,
2 ) 2 p
Z F )y (x) +ZZqu )Y )Y@ (%) =9(x)
k=0 p=0 g=0
veya
F*=diag[F* (%) F(x) -~ F*(x)]
y® (%) y® (Xo)y(Q) (%) g (Xo)
v = y“(x,) .y y(p) (Xi).y(q) (%) G- g (X1)
y® (%) Y ()Y@ (%) 9(xy)
olmak tizere,
2 0 AL
ZFkY( )+ZZquy(M) -G
k=0 p=0 g=0 (3.17)

matris denklemine ulasilir. (3.16) siralama noktalari, n=0,1,..,N icin (3.8)
denkleminde yerine yazilirsa,

y(k)(xi);yN(k)(Xi):P(Xi )HkA
sistemi ya da

(k) _ k
Y® =pI*A (3.18)

matris bagmntis1 elde edilir. Burada P matrisi

17



P(o) | | (%) P0%) o Py(%)

o | POO || RO P e P

P(XN ) PO (XN ) Pl (XN ) PN (.XN )

seklinde olup, (3.17) ifadesindeki lineer olmayan kisim

2 p
, 0,0 1,0 11 2,0 2.1 2,2
ZZquy(DQ):Qooy( )+Q10Y( )+Q11Y( )+ony( )+Q21Y( )+szy( )

p=0 g=0

bi¢iminde yazilabilir. (3.16) daki siralama noktalar1 (3.10) daki matris bagintisinda
yerine yazilirsa,

YOO =p A YO =P AY =P A
YEO=p", A Y =P, AY®I) =P A

matrisleri bulunur. Burada ilgili matrisler

P(%,)P(%,) | P(x,)ITP(x,) P (%, )TTP(x,) T
pr | POOPOG) | oo | POOTIR(R) | . | POTIP(x)T
P(xy)P(xy) | P(xy )ITP(xy) P(x, )ITP(x, )T
P(x,)TIZP(x,) [ P(x,)IT?P(x,)II P(x,)II?P(x, )T
oo _| POOICP() | o | POIFPOOIL | - .| PO)IIPP(x)IT?
P (X IIZP(x,) P(x, ) 17B(x, )T P (%, 7P (x, )
formundadir. (3.19)

3.3. Siralama Noktalarina Dayali Matris Bagintilar:

(3.18) ve (3.19) daki matris bagintilar1 (3.17) denkleminde yerine koyulursa,

Zm:FkPHkA+22:Zp:quP;qK:G
k=0

p=0 g=0

temel matris denklemi ya da

olmak iizere,
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kompakt formunu elde edilirken, (3.20) deki matris denkleminin arttirilmis formu,

[W;V:G] (3.21)
olup, daha agik bir sekilde
W Wo e Wou 5 Vg Vg Vonsry? - 9(%,) |
W, W, .. W pV, V V.o, o og(x)
[W; v G] _ 10 11 N 10 1 IN+1) X
i Wno War oo Wi 0 Vo Vg o Vg g(Xy )_

formiunda yazilabilir. Ayrica (3.8) temel matris bagintis1 kullanilarak, (3.2) karisik

kosullarina karsilik gelen temel matris denklemi

LN

Z(akjP(_l)+bkjP(O)+ijp(l))HkA:7¥j ; ]=0,1...,N

=

veya
UA+O*A=A=[U;O* :x] (3.22)

olacak sekilde,

l"IOO uOl uON ! 0 0 ﬂ‘O
(w0 ]| Y Uy 500 . 02
uNO uNl uNN ; 0 O O ﬂ“m—l

U:[ujo uj1 ujN} ]=01..,m-1

:rl(akj P(=1) +b,P(0) +G, P(l))Hk}

k=0



*

0'=[0 0 .. 0] (Osifir matrisi)

olmak iizere, 2. mertebeden denklemler kullanilacagi i¢in yukaridaki kosullarda

n = 2 alinmalidir.

Co6ziimii Legendre polinomu cinsinden (3.3) kosullarina gére elde etmek igin, (3.21)
arttirtlmis matrisin son satirlar1 silinerek ve yerine kosulla ilgili (3.22) satir

matrisinin konulmasiyla elde edilen yeni arttirilmis matris

Woo o1 Won Voo Vor o) 9(%) |
Wi Wi Wy Yy Vig e Vl(Nﬂ)z Cog(x)
I:W v G:I - WN*va Wn-m1 Whomn VN—m,O VN—m,l N-m,(N+1) g(Xme)
Ugo Uy oo Uy 0 0o .. 0 : Ao
Uyo Uy oo Uy 3 0 0o . 0 : A
L um—lO umfl,l Um{ N ) 0 0 0 ﬂ'm—l ] (323)

olup, buna karsilik gelen matris denklemi

WA*+VA*=G
formundadir. (3.23) matris denklemine karsilik gelen lineer olmayan cebirsel
denklem sisteminden, bilinmeyen {ao,ai,...,aN} Legendre katsayilar1 belirlenir.
Boylece (3.23) Legendre kesilmis seri formu

Yy (X) = P(X)A
ya da (3.9) dan

Yy (X) = X(x)DA.

olarak bulunur.

3.4. Coziimiin Dogrulugu ve Rezidiiel Hata Hesaplamasi

Elde edilen ¢6ziimiin dogrulugunu kontrol etmek i¢in Rezidiiel hata tahmini dikkate

almir. (3.1) kesilmis Legendre serisi (3.2) denkleminin yaklasik ¢6ziimii oldugundan

tirevleri (3.2)’de yerine konuldugunda denklem yaklasik olarak saglanmalidir. Yani
x; €[la,b] (1 =0,1,2,...) i¢gin
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m 2 D
Ry(e) = ) Ry ® () + ) 0pg )y ® )y @) = g) = 0
k=0 p=

0 g=0
Ry (x;) < 107%1(k herhangi bir pozitif tam say1)
Eger max (104(' )2107k (k € Z") belirlenmis ise, N kesme sinir1 Ry (x;) farkli her

bir noktada belirlenen 107 degerinden kiigiik kalincaya kadar arttirilir. Boylece, N
yeteri kadar biiylik oldugunda, Ry(x;) — 0 ise hata azalmaktadir [2,20]. Bu takdirde

¢ozliimiin dogrulugu kontrol edilebilir ve Ry (x) rezidiiel fonksiyonu yardimiyla ve

[a,b] araligindaki ‘RN (X)‘ fonksiyonunun ortalama degeri ile hata hesaplanabilirdir

[17,32,33]. Boylece
b

f Ry (x) dx

a

b
< f|RN(x)|dx

esitsizligi kullanilarak ortalama deger teoreminden, ortalama hatanin tist sinir1 R,,

J7 1Ry ()] dx

=R
b—a n

Ry (0| <

biciminde elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEMLER iLE ILGILi
NUMERIK UYGULAMALAR

Bu boliimde, Legendre siralama yonteminin uygulanabilirligini géstermek i¢in ikinci
mertebeden sabit ve degisken katsayili lincer olmayan diferansiyel denklemler ile
ilgili baz1 Ornekler sunulmustur. Ayrica, verilen araliklarda elde edilen yaklasik

¢oziimlerin dogrulugu tablo ve grafiklerle gosterilmistir.

Ornek 4.1. ikinci mertebeden lineer olmayan degisken katsayili

(Xx=1)y"y—xy'y—2xy=—2x"*+2 (4.1)

y(0)=-1, y'(0)=0, —1<x<1 4.2)

diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim. Bu denklemin y(x) ¢6ziimiine N =2 i¢in

2
y,()=>aP,(x) , -1<x<1
n=0
sonlu Legendre serisiyle yaklasalim. Buna goére, N = 2 igin

3R 00Y (0 + 330 (Y (0¥ (0=0(x)

p=0 gq=0

F (0y® () +Qu () y® )y () +Qy (Y2 ()Y (x)=g(x)

elde edilir. Boylece verilen denklem igin matris denklemi,

FPII°A+(Q, P, +Q,P", ) A=G 4.3)

bigimindedir. Legendre polinomlari,

P,(X)=1, P,(X)=X, Pz(x)zgx_%

olmak tizere, (4.3) denklemindeki terimler asagidaki gibidir:

F(x) O 0 2 0 0
F=l 0 F(x) 0 |=[0 0 0
0 0 Fx)| |00 -2
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P,(x,) P/(x) P,(x)] [1 -1 1
P=|Py(x) Pu(x) Py(x)|=|1 0 —
Po(X%;) Pi(x) P,(x) 1 1 1
100 QlO(XO) 0 0
m°=0 1 0|, Q,=| 0 Qy (%) 0
001 0 0 Qux)
2 0 0
Qp=0 -10
0 0 O
_ 0O 0 0 1 -1 1
P(-1)IIP(-1) 4
P,= POIPO) [=|0 0 0 1 0 —
P(IIP(1
(LIIP(1) - A 2
P)II*P(1)
0O 0 O 0 0 O
‘o 0 0 1 -1 1 -3 3
QuP,={0 0 0 0 0 0 0 0O
0 0 0 -1 -1 -1 -3 -3
0O 0 0 0 0 0O -6 6
QZOP;,OZ 0o 0o 0 0o O 0o -3 0
0O 0 0 0O 0O 0O 0 O

F,PII°A+(Q,, P, +Q,P; . )JA=G

23

(4.4)
100
00 0
00 -1
-3 3 -3
0 0 0
3 3 3
3 -3 3
3 0 22
2
3 3 3
-3
0
-3
-6
3
2
0
(4.5)



Qlo Plfo +Q20 P;() = 0 0 0 0

2
0
—2
-1 1 -9 9
0 0 -3 0
-1 -1 -3 -3

g(-1| |0
G=|g(0) |=|2
g@® | (O
Bu takdirde temel matris denklemi,
2 -2 2 ; 0 0 O 1 -1 1 -9 9 -9
[W;v:G]=f0 0 0 ; 0 0 0 0 0 0 -3 0 g
-2 -2 -2 ; 0 0 0 -1 -1 -1 -3 -3 -3

bulunur.

ao p—
A=la |, A=
a‘Z
olacak sekilde, baslangic kosullar
y(0)=-1
y'(0)=0

olmak iizere, baslangi¢ kosullari matris formda

Y()=P(A

a,A

a,A

y(0)=P(O)A=-1

biciminde yazilir. Karisik kosullara denk gelen temel matris denklemi,
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y'(xX)=P(x)ITA
y(0)=P(0)ITA =0

[U,;0]=[0 L 0 ; 0000O0O00O0O0O0 : 0]

bulunur. Boylece baslangic kosullari altindaki arttirilmis temel matris denklemi,

2 2 2 : 0 0 0 1 -1 1 -9 9 -9 0
[W,\? é]: 1 0 ‘?1 -0 0 0 0 0 0 0 0 O -1
0010 ; 0 0 00 0 0 0 0 0 : 0y

-2
=3
a, =0
2
a, =—
3 (4.9)
biciminde hesaplanarak,
y(x)=x* -1 (4.10)
formundaki tam ¢6ziime ulasilir.
Ornek4.2 ikinci mertebeden lineer olmayan
yl! _ 2y/ + y+ y2 _ yﬂyr :2+4ex (411)
y(0)=3, y'(0)=2 (4.12)
denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemin y(X) ¢6ziimiine N = 2 i¢in
2
YZ(X):Z(:)anPn(X) , —1<x<1 (413)
n=

sonlu Legendre serisiyle yaklasilirsa, N = 2 igin verilen denklemin matris denklemi,
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(F,PI° + EPIL+ F,PIT* ) A+(Qu Py, + QP )A=G (5 19

bicimindedir. Buna gore, Legendre polinomlar1

P,(X)=1 P,(x)=X, P,_,(x):gx_%

olmak tizere, (4.14) denklemindeki terimler

1 -1 1 0 2 6 0 0 3
FPI°=| 1 o =, FPm=|0 -2 0 |FRPm2=|0 0 3
0 -2 -6 00 3
0 0 1
1 -1 1 1 -1 1 -2 2 -2
QuPootQuPu=1 o =L 0 o o L _3 1|
2 2 4
1 1 1 1 1 1 1 -2 -8

g(-1) | |2+4e!
G=|g(0) |=| 6
a@® 2+4e

formundadir. Boylece, baslangi¢ kosullar altindaki arttirilmis temel matris denklemi,

1 310 ;1 -111-11

-2 2 =2 : 2+4e?t
[W;\?:é]:lo%l;ooooooooo

3 |(4.15)
01 0 ;0OOOTU OU OU OT OSFWO 2
olup, elde edilen sistemden
LT
° 3
8 =2 (4.16)
a2
* 3
katsayilar1 bulunur. Elde edilen katsayilar denklemde yerine yazilirsa,
y=1+2¢’ (4.17)
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formundaki yaklasik ¢6ziime ulagilir.

Tablo 4.1. Ornek 4.2 icin hata analizi

X. Tam Cozim N =2 y(x) Mutlak Hatalar
-1 1. 73575888 1. 99999999 0. 26424100
-0.8 1. 89865830 2. 04000000 0. 14134170
-0.6 2. 09762375 2. 15999975 0. 06237600
-0.4 2. 34064071 2. 35999999 0. 01935920
-0.2 2. 63746250 2. 63999999 0. 00253740
0 3.0 3.0 0
0.2 3. 44280550 3. 44561100 0. 00280550
0.4 3. 98364900 4. 22014290 0. 23649390
0.6 4. 64423760 5.48661360 0. 84237600
0.8 5. 45108185 5. 66216370 0. 21108185
1 6. 43656363 6. 87312728 0. 43656365

7 —— Tam ¢6zom

—=— N=2icin yaklasik /
6 coziam

41 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1

1 1 1

Sekil 4.1. N=2 icin Ornek 4.2 nin tam ve yaklasik ¢dziimiiniin karsilastirilmasi

Ornek 4.3 Ikinci mertebeden lineer olmayan degisken katsay1li

Xyy'—2xy' +y = x* (4.18)
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diferansiyel denklemini ele alalim.
y(0)=0, y'(0)=0 (4.19)

kosullar altinda, bu denklemin y(x) ¢6ziimiine N = 2 i¢in
2
yz(x)=Z;,)anPn(X) , —1<x<1 (4.20)
n=

sonlu Legendre serisiyle yaklasalim. Buna gére, N = 2 igin verilen denklemin matris

denklemi,
(RPIT’ + EPIT)A+(Q,P;,)A=G (4.21)
ileverilir. Legendre polinomlari
P(¥=1 P,(9=%, P()=2x—>
olmak tizere, (4.21) denklemindeki terimler,
1 -1 1
0 2 -6
RPI’=| 1 ¢ ‘71 FPII=|0 0 o0
0 -2 -6
-1 1 1
0o o 0o 0 0 0o -3 3 -3
QuP21={0 0 0 0 0 0 0 0 o]
o 0 0o o 0 0 O 3 9
9(-D| |1
G=| g(0) |=|0
9@ ] [1
seklindeolup,baslangi¢ kosullar altindaki arttirilmis temel matris denklemi,
1 1 -5 ; 0 0O O O O O -3 3 -3 1
[W;V:G]:lo_?l;OOOOOOOOO:O
-1 -1 -5 ; 0 0 O OO O0OO0O 3 9 : 1
L 1(4.22)

olacak sekilde, elde edilen sistemden
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katsayilar1 bulunur. Bulunan katsayilar denklemde yerine yazilirsa,

y=x*
formundaki ¢oztime ulasilir.

Ornek 4.4. Literatiirde genis uygulamaya sahip Bratu tipindeki,
y”(x)—2ey(x) =0, 0<x<l1
problemini ele alalim.
y(0)=0 ve y'(0)=0
kosullar1 altinda, bu denklemin tam ¢6ziimii,
y(X) =—2In(cos(x))
formundadir. '™ ile genisleterek bu denklemi,

y'(x)-2y(x)-y*(x)-2=0

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

bigiminde yazabiliriz. Bu problem Legendre matris siralama methodu yardimiyla

N = 4,5alinarak ¢oziiliirse,

Y, (X)= ~1.04x107" +0.965317x* —0.0160093x° + 0.196559x",

¥s (X)=2.08x10""" +0.971444x* +0.00924656x’ +0.146425x" +0.0314368x" .

yaklasik ¢coziimleri elde edilir.
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Tablo4.2. Farkli N degerleri igin Ornek 4.4’iin mutlak hatalarinin karsilastiriimasi

%; |e4 (Xi )| |e5(Xi )|
0.1 3.60e-04 2.78e-04
0.2 1.47e-03 1.09e-03
0.3 3.34e-03 2.44e-03
0.4 6.00e —03 4.36e -03
0.5 9.56e-03 7.02e-03
0.6 1.44e-02 1.08e - 02
0.7 2.15e-02 1.66e —02
0.8 3.27e-02 2.60e—-02
0.9 5.17e-02 4.26e-02
1 T T T T T T
x|
0.9 8- Tam ¢6ziim /ﬁ
L[ —e -y i
0.8
/s
sl
0.7 R _
7
0.6+ 57 .
A
=05 /E 7]
)/
0.4 ; ]
0.3 i ;’-/E/ .
. ) /Q/
0.2r o .
A
01 _a 1
- 4?".; 1 I 1 1 1 I
DU'.'] 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 09

Sekil 4.2. N =5i¢iny, (X) yaklagik ¢6ziimii ile tam ¢oziimiin karsilagtirilmasi

Sekil 4.2. ve Tablo 4.2.°de gorildiigii gibi y,(x) vey,(x) Legendre polinom
¢cozlimleri tam ¢oziim ile uyumludur. Ayn1 zamanda N arttikga mutlak hatanin
azaldig1 goriilmektedir. Diger taraftan, Ortalama hatamin {ist simr1 R, ve R, sirasiyla

2.07e-01 ve 1.82e-01 olarak elde edilmektedir. Ortalama hatalarin tablo ve

sekillerdeki sonugclarla tutarli oldugu acik bir sekilde goriilmektedir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler icin
bir Legendre siralama (collocation) ydntemi gelistirilmistir. Onerilen ydntem lineer
olmayan denklemler i¢in yeni bir yaklasimdir.

Gelistirilen Legendre siralama yontemi ile 6nce lineer olmayan diferansiyel
denklemdeki bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin sonlu Legendre seri agilimlari ve
bilinen katsay1 fonksiyonlarinin siralama (collocation) noktalarindaki degerlerine
bagl matris formlar1 elde edilip,ardindan bu ifadeler yerine koyulup sadelestirilerek
denklem Legendre katsayili bir matris denklemine dondstiiriiliir. Béylece bilinmeyen
Legendre katsayili lineer olmayan bir cebirsel sisteme karsilik gelen sonug¢ matris
denklemi coziilebilir ve katsayilar yaklasik olarak bulunabilir. Bu yontem sayesinde
elde edilen yaklasik ¢oziimler, tam ¢oziimler ile karsilastirilmis, bu ¢oziimlerin N
kesme sinir1 yeterince artirildiginda tam ¢oziime daha da yaklastigi gorilmiistiir.
Ayrica rezidiiel hata ile hata icin {ist sinir belirlenmistir. Bu yontemin en 6nemli
avantaji ise ¢oziimdeki Legendre katsayilarinin bilgisayar programlart kullanilarak
kolaylikla bulunabilmesidir.

Ayrica gelistirilen Legendre yontemi daha yliksek mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerine
uygulanabilirdir. Yontem tam ¢6ziime oldukga yaklasik sonuglar vermesi ve pratik
olmasi sebebiyle mekanik ve fizikte ortaya ¢ikan bu tip problemlerin ¢6ziimiinde

bliylik fayda saglayacaktir.
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