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Danigman: Prof. Dr. Seyhmus YARDIMCI

Bu tez bes boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde, spektral teoride bilinen bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uctincii boliimde, tanimlamis oldugumuz L operatoriiniin genel siir kosulunu saglayan
¢oziimleri incelenmigtir, spektral ozellikler elde edilmistir. Ayrica operatoriin rezolventi
hesaplanmig ve siirekli spektrumu elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerine karsiik gelen esas
fonksiyonlarinim Lo (0, 0o, C?) ve H uzaylarma ait oldugu ispatlanmistir. Ugtincii boliimde
oldugu gibi bu béltimde de orijinal sonucglar elde edilmistir.

Besinci ve son boliim ise tartisma ve sonug i¢in ayrilmigtir.

Temmuz 2018, 44 sayfa

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel Operatorler, Spektral Analiz, Ozdegerler, Spektral
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

DIFFERENTIAL OPERTORS GENERATED BY THE SYSTEM OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH GENERAL BOUNDARY CONDITIONS
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Supervisor: Prof. Dr. Seyhmus YARDIMCI

This thesis consist of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some well known definitions of spectral analysis and some theorems
are given.

In the third chapter, we have examined the solutions of the L operator that have defined
the general boundary condition, spectral properties are investigated. In addition, the
solution of operator calculated and the continuous spectrum is investigated.

In the fourth section, it is proved that the principal functions corresponding to the eigen-
values and spectral singularities of the L operator belong to Lz (0, 00, (C2) and H spaces.
Smilarly the third chapter, original results have found in this section.

The fifth and last chapter is devoted to the discussion and conclusion.
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Key Words: Differential Operators, Spectral Analysis, Eigenvalues, Spectral Singulari-
ties
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1. GIRIiS

Literatiirde ikinci mertebeden diferensiyel denklemler

—y +q(x)y=Ay, x€ICR (1.1)

seklinde ele alinir. Burada A bir spektral parametre ve ¢ potansiyel fonksiyonudur.

1960 yilinda Naimark (1.1) denklemini [0, oo) araliginda ele almigtir. Bu incelemesinde
q lokal integrallenebilir bir kompleks fonksiyondur. (1.1) denklemini saglayan y lerin
regiiler sinirda

—y (0) —Oy(0) =)y, ©cC (1.2)

kogulunu gerceklemesini istemistir. Ozel olarak (1.1) denklemi ve (1.2) smir kosulu
yardimu ile iiretilen operatoriin spektral ozelliklerini incelerken literatiire pek ¢ok
kullanigh yontem de sunmustur. Naimark operatoriin spektrumunun ézdegerler,
siirekli spektrum ve spektral tekilliklerden olustugunu gostermigtir. Spektral tekil-
likler, 6zdeger olmayan siirekli spektrum iizerinde yer alan rezolventin ¢ekirdeginin

kutuplaridir. € > 0 olmak iizere

e}

/e“\q(xﬂdx < 00

0
kosulu varsa operatoriin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri sonlu sayidadir. Bunlarin

katlar1 da sonlu sayidadir.

Ayrica gostermigtir ki pozitif yari eksendeki her nokta (1.1) denklemi ve (1.2) simir
kosulu ile iiretilen operatoriin spektrumunda bulunmaktadir. Ayrica A > 0 ekseni

operatoriin siirekli spektrumuna aittir (Naimark 1960).

Naimark’in bu sonucu Kemp tarafindan tiim reel eksen iizerinde tanimh
diferensiyel operatorlere ve Gasymov tarafindan ise ii¢ boyutlu Schréndinger

operatorlere genisletilmstir.



1967 yilinda Pavlov (1.1) denklemi ve (1.2) siur kogulu ile iiretilen operatoriin
spektral tekilliklerinin yapisinin, potansiyel fonksiyonun sonsuzdaki davranigina bagl
oldugu gostermis ve operatoriin esas fonksiyonlarini kullanarak spektral agilim elde
edilmistir.Pavlov’'un calismasi spektral tekilliklerin de dikkate alinarak spektral acilimin

verildigi ilk ¢alismadir (Pavlov 1967).

1965 yilinda Krall, Naimark’in ele aldigi problemden daha genel bir problem ele

almigtir. Bu problemdeki diferensiyel denklem ve sinir kogulu su sekilde alinmigtir:

—y 4 (q(x) = Ny = K(z) (1.3)

/K@M@Mw+mﬂ®—ﬁwm—0 (1.4)

Burada q 6l¢iilebilir kompleks bir fonksiyondur ve

/|q(a:)| e (1.5)

kogulunu saglar. Bu problemin adi ve homojen agilimlar1 Krall tarafindan elde
edilmistir (Krall 1965b). Krall bir bagka ¢aligmasinda ise (1.5) kosulu altinda (1.3),
(1.4) probleminin

adjoint operatoriinii olusturmus, spektrumunu belirlemis ve gostermistir ki homojen

olmayan agilim aslinda adjoint operatoériin 6zfonksiyon agilimidir (Krall 1965a).
p, q¢ kompleks degerli iki fonksiyon ve p fonksiyonu, pozitif reel sayilar kiimesi
tizerinde siirekli diferensiyellenebilir olmak iizere, L*(R, ) uzayinda

—y" + lg(w) + 2xp(x) = Ny, = € [0, 00) (1.6)

denklemi ve «, 8 € C, |a| + |B] # 0, K € L*(R,) i¢in
[ Kly@)de +ay'(0) - 5y0) =0 (L7)
0

siur kogulu tarafindan iiretilen Kuadratik Schrodinger operatorler demeti L () ile

gosterilir. Bairamov c¢alismalarinda analitik fonksiyonlarin birebirlik teoemleri ve
2



toplanabilirlik ¢arpanlarimi kullanarak L(\) operatoriiniin spektral analizini

incelemigtir (Bairamov vd 1997).

Literatiirde ikinci mertebeden denklemlerin incelenmesine devam edilmis ve 1999
yilinda Bairamov, Cakar ve Krall tarafindan Kuadratik Demet
(Quadratic Pencil) sinir deger problemi incelenmistir ve problemin iki kath spektral

agilimi elde edilmistir (Bairamov vd 1999).

Daha genel problemler yine 1999 yilinda Bairamov, Cakar ve Krall tarafindan
incelenmis ve gosterilmistir ki incelenen problem verilen kosul altinda sonlu kath
spektral tekilliklere sahiptir. Ayrica spektral tekilliklere kargilik gelen kok

fonksiyonlarin zellikleri de incelenmistir (Bairamov vd 1999).

2002 yilinda ise Bairamov ve Karaman tarafindan Klein-Gordon problemi ele
alinmigtir. Problemin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri incelenmigtir

(Bairamov ve Karaman 2002).

Skaler katsayili ve genel sinir kosulu ile verilen nonselfadjoint Sturm-Liouville,
Klein-Gordon, Kuadratik Schrodinger ve fark operatorlerinin spektral analizi
literatiirde detayl bir bigimde incelenmesine ragmen genel sinir kosulu ile verilen
ve diferensiyel denklemler sistemi tarafindan iiretilen non-selfadjoint operatorlerin

spektral teorisi yeteri kadar incelenmemistir.

Bu tezde birinci mertebeden diferensiyel denklemler sistemi ve integral sinir kosulu
ile tiretilen non-selfadjoint operatoriiniin spektral analizinin 6grenilmesi

diistiniilmektedir.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu boliimde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 X # {0} kompleks normlu uzay 7" : D(T') C X — X lineer bir operatir
olsun. A € C olmak iizere Ry(T') = (T'—\I)~! operatoriine T operatériiniin rezolvent

operatorii ya da kisaca rezolventi denir (Lusternik 1974).

Tanim 2.2 R,(T) operatérii mevcut, sinirli ve tanim ciimlesi X uzayimda yogun
ise, A € C sayisina T operatoriiniin regiiler degeri denir. T" operatoriiniin regiiler
degerlerinden olusan ciimleye ise T" operatoriiniin rezolvent ciimlesi denir

(Lusternik 1974).

Tanmim R, operatoriiniin sinirsiz olmasi durumunda asagidaki bicimdedir.

Tanim 2.3 R, (7)) mevcut, simirsiz ve Ry(7") operatoriintin tanim kiimesi X uza-
yinda yogun olacak gekildeki A\ kompleks sayilarinin olusturdugu kiimeye 7' ope-

ratoriiniin siirekli spektrumu denir (Lusternik 1974).

Tanmim 2.4 X bir kompleks vektor uzay ve T': X — X lineer bir operator olsun. A
kompleks sayisi i¢in T'x = Az denkleminin asikar olmayan bir x € X ¢oziimii varsa
A sayisina T operatoriiniin 6zdegeri denir. Bu z ¢oziimiine ise T’ operatoriiniin A

ozdegerine kargilik gelen 6zvektorii denir (Lusternik 1974).

Tanmim 2.5 Bir 7" operatoriiniin rezolventinin ¢ekirdeginin kutup noktasi olup, stirekli
spektrumda bulunan ve 7" operatoriiniin 6zdegeri olmayan noktalara 7" operatoriiniin

spektral tekillikleri denir (Naimark 1960).

Uctincii boliimde incelenecek olan diferensiyel operatoriin dzdegerlerini, spektral
tekilliklerini ve ozelliklerinin belirlenmesinde asagidaki teoremlerden yararlanilacak-

tir:



Teorem 2.1 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-

gesinin icindeki sifirlar1 (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko 1979).

Simdi de sonsuz kath sifirlarin durumunu igeren teoremi verelim.

Teorem 2.2 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katl sifir-

lar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin simirimdadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-
gesinin igindeki sifirlarimin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirin-

dadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Agik iist diizlemde 6zdes olarak sifir olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue 6lciisii sifirdir

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): f fonksiyonu C, kiimesinde analitik, C, kiimesinde

sonsuz mertebeden tiirevlenebilir, u(E = {x ceR: f(")(m) =0,Vn € N}) =0,
|f™(2)| < A, 2€T1 n=0,1,2,...

ve

olmak iizere, bir a > 0 i¢in

a

/lnT(s)du(E,s) = —00

olsun. Eger en az bir N pozitif reel sayis1 i¢in

1 1
/rﬂ{ﬁdx<oo /n|§+1daz<oo

ise, f fonksiyonu kapal iist diizlemde 6zdes olarak sifirdir (Pavlov 1975).



3. BiR BOYUTLU DIRAC OPERATORLERININ
SPEKTRAL ANALIZi

Bu boliimde tanimlayacagimiz diferensiyel denklem sisteminin ¢ziimleri,
operatoriin rezolventi, siirekli spektrumu, 6zdegerleri ve spektral tekillikleri ince-
lenecektir.

Asagidaki sekilde bir denklem sistemini tanimlansin.

o d
@—xyl(x,)\)—l—ql(x)yg(x,/\) - )\y1<l‘,)\),

d
(e )+ @ N) = M), (3.1
/ Kz, )y(t, Nt + ays(0,\) — Bya(0,3) = 0. (3.2)

0

Burada ¢; (i = 1,2) kompleks degerli fonksiyonlar, a, kompleks sayilar, \ ise
kompleks parametredir.

(3.1)-(3.2) siir deger problemi yardimiyla

fi(z) i 2 2
Ly(0,00;C%) := ¢ f: f() = , | (f@)] =+ [ f2(2)]7) de < oo
fo() O/( )

uzayinda bir L operatorii agsagidaki sekilde tanimlansin:

Her y € Lo(0, c0; C?) diferenseyellenebilen y(z, \) fonksiyonu igin
Z%yl ('Ta )‘) + QI(x)yZ(xv )‘)
i%y2(x7 )‘) + QQ(Jf)yl(l’, )‘)

diferensiyel ifadesi goz 6niine alinsin. Burada ¢; (), g2(2) € C(0, 00)

(y) ==

lgi(z)] <ce™=VE >0, e>0, i=1,2 (3.3)

egitsizligi saglansin. Ayrica,
( \
1. y mutlak siirekli

D(L) := y:y € Lz(0,00;C?%) 2.1(y) € Ly(0,00;C?)

3. /K(l’, t)Z/(t? )‘)dt + OéyZ(Oa )‘) - ﬂ?ﬂ(oa )‘) =0
\ 0 /

olmak tizere her y € D(L) i¢in L(y) := I(y) seklinde tanmimlansin.



3.1 [(y) — Ay = 0 Denkleminin Céziimleri
(3.1) sistemini

[Ji + Q) — A] y(z, ) = 0,

dx
Jy =Ny = —Qy (34)

bi¢iminde yazalim. Burada

i 0 0 ¢ y1(x, \)

J = I Q(l’) = y Y=

0 —2 q2 0 yg(l‘,/\)

seklindedir.
Jy/ —Ay=0

homojen denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. Bunlar

4 efi)\:p ~ 0
y= 0 yo ez‘)\a:
dir.y; ve yo coziimleri igin
(1) (2
T, A T, A
y(l)(l,7)\) _ | % )( ve y(2)($,)\) _ y22)< )
Yo (IL‘, Ya (ZL’, )‘)

ile gosterilen ¢oziimlerin Wronskian’ini
W[ yO( 2,y (2 | =0 @05 @) = i@ 0P @) (35)

seklinde tamimlayalim. Aciktir ki W [g, 2] sifirdan farkhdur.
Buradan (3.4) homojen olmayan denklemi g6z 6niine alirsak parametrelerin degigsim

yonteminden agagidaki ¢oziimii buluruz.

T

y(x,\) = &gz, A) + éz(x, \) + ig(x, )\)/eQi’\gT(t, NQ(t)y(t, N)dt

r1
x

—3(w, )\)2'/62M2T(t, NQ)y(t, N)dt

1

Burada, g7 = [e‘“w 0} , 27 = [0 ei/\x] olarak tamimlanmaktadir.

7



Simdi ¢y, ¢, x1 6zel segimleri ile (3.4) denkleminin farkl ¢oziimlerini bulalim.

Keyfi olarak ¢; =0, ¢ = 1, 1 — o0 igin

oz, A) = Z(z,\) +/ [e_w‘té(x,)\)éT(t, A) — XMz, N gt (¢t )\)] Q(t)p(t, N)dt

e 4 / N0 g (1) ()t

T

¢oziimii bulunur.
Ozel secimle & = 1, & = 0, 1 — oo ile (3.4) denkleminin diger ¢oziimii

Uz, \) = gz, ) +i / (7222 (2, \)ET (8, A) — M2, \)F" (¢, N)] Q(8)w(t, N)dt

x

(o)

e~ _ i/ei’\(tx)91(t)¢2(t)dt

xT

— (3.7)
Z’]oei’\(xt)@(t)@/}l(t)dt
olur. - x -
Simdi (3.6) ve (3.7) esitliklerinden y(z, \) ¢oziimii,
y(x, A) = fz,\) + 7[((3:, ty(t, \)dt (3.8)

bi¢iminde yazilabilir. Burada

Aefi)\:p
f(l',)\) = . ) AXB:{(O71)7(170)}
Bez)\:p
- 7/\
y(z,\) = y1(z, A) ve
i y2<$, )‘)
0 —iar (1 —iX(z—t)
K(2,t) = | iqi(t)e
Z'qz(t)ez/\(a:—t) 0



bicimindedir.
(I+H)f(x,\) = y(z,N) (3.9)

m@-—/Mmeﬁ

gibi tanimlanan integral operator olsun. Burada

g(z) = 91(x)  H(xt) = Hyi(z,t) Hyz(x,t)
92(7) Hoy (1) Hao(x,t)
|H;j(x,t)] < ceVE >0, £>0, i,j=1,2 (3.10)
bicimindedir ve _
y(@,A) = f(z,A) +/H(:c,t)f(t, A)dt (3.11)

gosterimi y(x, \) ¢dziimii i¢in bir integral gosterimidir. (3.11) esitligini kullanarak

A Ae=A= T Hy(x,t) Hya(z,t —ixt
yi(z, A) e' +/ 1(z,t) Hig(w,1) {Ae ]dt
yo(z, \) Bee

Hoy(z,t) Hoo(x,t)| LBEN

yazilir. Buradan,

yl(ﬂ:,/\) = Ae_i)\x+A/H11(x7t)€_i)\tdt+B/Hm(l‘,t)ei)‘tdt
yz(ZB,)\) — Be® +A/H21(xat)€_i>\tdt+B/Hgg(ﬂf,t)ei)‘tdt

egitligi bulunur. A =0, B = 1 oldugunda

ymm>=@m»=/mm@ww

yg(a:, )\) = ¢2<ZE, )\) = ei)‘m + /Hgg(&?,t)ei)\tdt (312)
bulunur. A =1, B = 0 oldugunda ise

m@ﬂ):'%@ﬁﬁwﬁm+/HﬂLﬂemﬁ

ya2(z, A) = y(x, N) :/H21<l’,t)€_i>\tdt (3.13)

9



bulunur.

(3.12) ve (3.13) da integralde ¢t —  — ¢ doniisiimii yapilirsa, (3.4) denkleminin

eI 4 e‘iA”/Hu(x, T+ t)e Mdt
0

Mz, \) = o (3.14)
e_M“”/Hgl(:c, T+ t)e Ndt
. O -
e“"’“"/ng(x, T+ t)eMdt
ez, \) = 0 (3.15)

e 4 ei’\x/H22(x, T+ t)eMdt
0

vektor ¢oziimleri bulunur.

Hll(ﬂf,t> ng(l’, t)
Hgl(l', t) HQQ(JZ’, t)

H(z,t) =

operator doniigiimiin gekirdegidir (Kir 1999).

e(l)(a:, A) ¢oztimii Im A < 0 yar1 diizleminde A\ ya gore analitik ve reel eksene dek
siirekli fonksiyon ve e (x, \) ¢oziimii Im A > 0 yar1 diizleminde \ parametresine
gore analitik ve reel eksene dek siirekli fonksiyondur (Kir 1999).

Ayrica, (3.4) denkleminin e™M(x, \) ve e®(x,\) coziimleri asagidaki asimptotik
esitlikleri saglar (Kir 1999).

, 1
eW(z,\) = e=@ , x—o00, ImA<O0 (3.16)

e@(z,)\) = e , T —o00, ImA>0 (3.17)
1+o0(1)
. |1+o(1
eW(z,\) = ™ @ , (A =00, ImA<O (3.18)
o(1)
. o(1
e@(z,)\) = e @ , Al =00, ImA>0 (3.19)



Simdi L operatoriiniin rezolventini bulabilmemiz icin asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1 (3.4) denkleminin
lim, oo €20 (2, \) = X, im0 e, (2, \) = Fid X € Cy (3.20)

kogullarini saglayan ¢ ¢oziimiidiir. Bu ¢oziimler i¢in

w [ eW (2, \), (z, \) ] =i\, AeC_
W[ @A), pla,) | ==ir AeTy
W[ WA, @@ ) | =1 AeR

yazilabilir.

3.2 L Operatoriiniin Rezolventi, Siirekli Spektrumu

Bu boliimde L operatoriiniin rezolventi bulunacaktir ve siirekli spektrumu ince-

lenecektir.

Teorem 3.1 L operatoriiniin rezolventi

(o)

(RAf)(x) = /R(x,t; A) f(t)dt

0

olup integral operatoriidiir. Burada

Ri(z,t;\) ,AeC_

(R)\f)(z) =
Ry(z,t;0) ,AeCy

seklinde olup R;(z,t; A) Im A < 0 diizleminde,

eM (2, NuM (£, \
191<I,t; )‘) - <N(1))<)\>( )7

Di(z, 15 \) i e (2, \)(gW) (£, \) ,0<t<u
T,l; -
1 N(l)(/\) g(l)(x, )\)(6(1))*(25’ )\) r<t<oo

olmak tizere

11



Ry(w,t; ) = 01(2,t;0) + D1 (2,1 \)
dir. Im A\ > 0 diizleminde ise

e@ (2, Nu® (£, \

LACRZPY i )@ NEPNEN) o<t <a
z, 1 = ———
2 N(2)()\) 9(2)(% A)(€(2))*(t, N o <t<oo

olmak {izere

Ro(z, 1, A) = Da(x, 1 ) + Ua(, 1 A)

bicimindedir. Burada
NOQY = /K(x, Ne® (z, N dz + aegl)(o, A) — /Begl)(o, A)

0
oo

NOO) = / K(z,2)e® (z, \dz + /20, ) — 8¢l (0, \)

0

uD(t, ) = N(li()\) {/K(q;, NeD (@A) (¢ (£, A)da

+ / K (2, \)g® (, \) (M) (¢, \)dz

+ (agt" (0.0 = 8670, 0)) (V) (1,1}

l
N®()

uP(t,\) =

{ / K (z, \)e®@(z,0) (¢P)" (t, \)dx

+ / K (2, X)g® (z, ) (e?)” (¢, \)dzx

0

+ (agt? 0.0 = 897 (0. 0)) (¢®)" (1. 1)}

gt A) = %{e(l)(t,)\) / Kz, Nepl, Nz

+o(t, A) / K (2, \)eW (z, \)dx + (aeg”m, A) — el (o, A)) o(t, /\)}

12



+o(t,\) / K(z,\)e® (z, \)dx + <ae§>(o, A) — B0, /\)> o(t,\)

) @0 =[N )]
@) (@) 5 = [, ) @]
GV @A) = [N 60N
(6?) @A) = |gP8) ¢P ()]

olarak tamimlanir.

Ispat. Oncelikle su belirtilmelidir ki acikca (3.4) denkleminin iki ¢dziimiiniin
Wronskiant z degigkeninden bagimsizdir. Ayrica (3.4) denkleminin iki ¢oziimiiniin
temel coziimler sistemi olusturmasi igin gerek ve yeter kosul Wronskian’larinin

sifirdan farkli olmasidir. Agikga Lemma 3.1 den yararlanarak,

W[ ez, 0), 900, 3) | = NOQ) ve W[ e@(z, %), g0z, %) | = NO)
dir.
Jy +Qy— X y=0 (3.21)
diferensiyel denklemin bir ¢oziimii
j=e@(z, ey 4+ 92 (2, Ney
seklinde ve

Jy +Qy— My = f(z) (3.22)

diferensiyel denklemin bir ¢oziimii Im A > 0 diizleminde
y=e@(z, ey (2) + 9@ (2, Ney (2) (3.23)

seklinde olsun. Bu durumda,

i ’

V(N = () (@ Nen(@) + (67) (2. Nea(w) + e (. ey () + 9 (2, Neol)
(3.24)
13



elde edilir. (3.22) denkleminde (3.23) ve (3.24) esitlikleri yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa lim ¢;(z) = ay ve lim c3(x) = g olmak iizere,
t—o00 t—o00

?

N(2)(/\)/ (9®) (&, N f(t)dt +

c(z) =

bulunur. Benzer sekilde,

—m/ ()" (LN f (Bt + a2

T

c2(x) =
bulunur. Bu degerler (3.23) esitliginde yerine yazilirsa,

s, ) = e<2><x,A>a1+g<2><x,A>a2+% [ ) wns

i9® (2, A) [, o
_%v%(i?) / (e@)" (t, ) f(t)at (3.25)

elde edilir. y ¢oziimiiniin L(0,00) uzayindan olmasi i¢in ay = 0 olmalidir.

(3.2) baglangig kogulunun saglanmasi igin,

[e o]

o1 =~z | (6%) ENFOd+ 50 [N 0

olarak elde edilir. O halde Im A > 0 diizleminde

e@ (2, \u@(t, \)

792<:U7 t; )‘) = N(2)<)\> ’ (326)
N ; e@(z, )(g?)*(t,\) ,0<t<z
Dol t;N) =~ (@M@ EA) 0t < (3.27)
NEXN) | 9@ (2, M) (e@) (t,\) ,2<t< oo
olmak tizere
R2(xa t? )‘) = 792(1', tv )‘) + 792(3:7 tv )‘)
olur. Benzer sekilde, Im A < 0 diizleminde
eM (2, Nu (£, \)
s ; eD(z, N(gM)*(t,\) ,0<t<z
Iz, t;0) = ! (@A) EA) 0t < (3.29)

NOM) N gO (@, (D) (t,N) L,z <t< oo



olmak {izere,

bulunur. O halde
Ri(z,t;\) ,ImA <0
Ry(z,t;A) ,ImA >0

R(z,t;\) =

olur. Bu durumda,
(Bfy = [ Rt f(0)i
0

elde edilir. =

Rezolvent operatoriiniin elde edilmesinin ardindan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2 Her bir A kompleks sayisi i¢in Im A > 0 diizleminde 6yle bir ¢y > 0

sayis1 vardir ki

C)

Ry|| > 3.30
[ Rall = IN®@()\)| vIm A (3.30)
ve Im A < 0 diizleminde,
Cx
Ry|| > 3.31
gerceklenir.
Ispat. (3.30) esitsizligini ispatlayalim.
4 b
(@) (2, ) — 22 / W@ (N (g@) E N At , 0<a<b
/|u(2)(t,)\)|2dt0
fb(xa )\) =
0
\ 0 , b<zr<oo
olarak tammlayalim. Ispata baslamadan 6nce
b
/ uP (t, ) fo(t, \)dt = 0 (3.32)
0

15



oldugunu gosterelim.

b
/ WOt ) f(t \)dt
0

(u®) (¢, \)

b

- / u®(t,A) | (9@)" (8, At —

/

u® (2, \)|? da°

/ u® (2, N g® Y (2. Nda | dt

/ u® (t, \) (u®) (¢, N dt

b
N /“(2)(1% M(g®)" (2, Ndt — =

olur. $imdi de (3.32) den yararlanarak

b
/ @ (£, )2 dt
0

/ u®(t,\)(9@)" (1, A)dt

/ ol M dee = / (62)" (2. \) ol N

oldugunu gosterelim.

u®(z, \)

|
o\@
—
<
S
SN—
*
Poun
8
>
N—
|

0

b
JEEs

dt°

@ (2, A) folw, \)dz

= /b x)\fb(a:)\)dx—/u

b
/|u<2> (t, )| dt
0

b
/ u@(t,\) (¢@) (¢, Ndt| fo(w, \da

b

/ u®(t,\) (¢@)" (¢, \)dt

0



- / (62)" (@A) fo(w, Ao

bulunur.

o0

(R)\fb) (t) = /RQ(x7t; )‘)fb(tv)‘)dt = /RQ(m7t; )‘)fb(ta )‘)dt

0

; e@ (2. Mu® ; )
- / { (N)(\2))()\)(t = ~yapy© @A) (0F) (0] folt At

0

b
:—N (2)3:)\/ (A St A)dt
0

S — 7o) / ot N2 dt
0

S (333

olur.
o(1)

e@(z,)\) = e
1+ 0(1)

], A = 00, ImA>0

asimptotik esitliginden

o(1)

1+ 0(1)

€@ (z, \)| = g7 tmAe |: ] , A — o0, ImA>0

elde edilir. Buradan

—_

He(Z)(aj’)‘))H Z _e—ImAx

\)

bulunur.

r 1f 1
/‘6(2)(:16,)\)|2d:v > 1/62Im)\xdw _ o )\672b1m)\
m
0 b

2bIm A

elde edilir. O halde (3.33) esitliginden, ¢\ = “—

olmak tizere,

R 2 > —2bIm)\
RSl > NG ( )|2 | foll® 81 ST

Cx

>
= IN®(\)|vImA
17
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bulunur.
Simdi (3.31) esitsizligini ispatlayalim.

( a

GOV (@) — M/u(z)(t, NGO GNd . 0<z<a
go(z,A) = /’“(1)(’5’A)|2dt0
0

0 , a<x <00

\

alimip benzer iglemler yapildiginda, Im A < 0 diizleminde,

Cx

(V)] VIm A

IRl

bulunur. =

Teorem 3.3 )\, L operatoriiniin rezolvent ciimlesine ait ve A — Xy € (—00, 00) ise
[ RAll — 00

olur.

Ispat. Im A > 0 ve Im A < 0 diizlemlerinde (3.30) ve (3.31) esitsizliklerinde
Im A — 0 alimirsa || R, || — oo elde edilir. m
A € (—00,00) i¢in Ry (L) operatoriiniin varligl ve sinirsizligy ispatlandi. §imdi Ry(L)

nin tanim ciimlesinin Ly uzayinda yogun oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 3.4 L operatoriiniin siirekli spektrumu tiim reel eksendir.
Ispat. D(R\(L)) = L,(0, 00; C5) oldugunu gosterelim.
LQ(O, OO;CQ) = R(L — )\I) S5 N(L* — )\])

esitligi vardir. Burada, L*, L operatoriiniin adjointidir. N(L* — AI) ctimlesi L* — A
operatoriiniin ¢ekirdegidir.
Ty +Q(z)y = My
L = T
R0yttt + a0.3) = 5 (0.0) =0
0

18



ile gosterilen operatoriin pozitif 6zdegei olmadigl icin ancak y = 0 i¢in ¢oziimii
vardir. O halde
N(L* — M) = {0}

elde edilir. T'eorem 3.2 ve Teorem 3.3 ten
LQ(O, (G o (CQ) = R(L - /\])
olur. Buradan
Oc = (-OO, OO)

bulunur. =
Simdi L operatoriiniin 6zdegerlerini ve spektral tekilliklerini inceleyelim. (3.16),

(3.17), (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) esitliklerinden agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.5
o4(L)={XA:ImA <0, NO(X)=0}U{X:ImA >0, N® () =0} (3.34)
0os (L) ={A: XeR", NO(N)=0}u{r:AeR", N (\) =0} (3.35)
A:xeR, NON)=0}n{r:AeR, NO ) =0} =0

dir. Burada R* = R\ {0} dur.

Ispat. M; ve M ile asagidaki ciimleleri tanimlayalim.
My ={X:ImA<0, NO(\) =0}, M ={X:ImA>0, N®()\) =0}
M = M; UM

climlesini gosterelim.

L operatoriiniin 6zdegerlerinin tanimi kullanilirsa

MCO’d(L)

oldugu goriiliir. (3.34) esitligini ispatlamak i¢in o4 (L) C M oldugunu gostermeliyiz.
a) g € C,Im)yg > 0 ve \y € 04(L) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(3.21) denkleminin A = )¢ agikar olmayan ve (3.2) kogulunu saglayan denkleminin

WP (x, ) € Ly[0, 00) ¢oziimii vardir. Ayrica

W [e®(z,N), o(z,A)] = =i\, AXeCs
19



esitliginden
%% [6(2)<I, o), p(z, )\0)} = —iX #0

oldugundan @, e® (x, \g) ve @(x, Ao) 1 lineer kombinasyonu biciminde yazilr.

N®(x) = /K(% Ao)-@(x, Ao)dx + gy (0, Ag) — By (0, Ao)
0

NGy = / K (2, %0)-¢?(z, Ao)dz + ae (0, Ao) — 862 (0, o)
0

olmak iizere
VD (x, M) = NP (Ng)-e® (2, X) = N®(No)-(z, Xo), ImA >0
olur. 9@ (z,\) € Ly[0, 00) oldugundan

lim @ (2, %) = lim [N®(X)-e®(z,\) — NP (Ao)-p(, \o)

= lim N®(Xg)-e®(z, X)) — lim N®(Xg)-(z, Ao)
=0

olmasi icin N ()\) = 0 olmahdir. Buradan \g € C,Im \g > 0 ve g € 04 (L) icin
No € M (3.36)

olur.
b)Ao € C,Im Ny < 0 ve \g € 04(L) kabul edelim. Bu durumda a) sikkina benzer
olarak

bulunur.
c)Kabul edelim ki Ag € (—00,00) olsun. W [e® (z, Ag),eM(z, \g)] = —1 idi. Bu
durumda

U(x, Ao) = NP (Ng)-eW(x, Ag) — NP (Ng)-eP(z, \o)

lineer kombinasyonu bi¢iminde yazilir.
Y(x, N) (3.1) - (3.2) simir deger probleminin bir ¢oziimiidiir. Sinir kogulunu sagla-
masi icin NV (Xg) = 0 ve N ()) = 0 olmalidir. O halde (z, \) = 0 oldugundan

(x, o) 0z fonksiyon olamaz. \g 6zdeger degildir. \g ¢ o4 (L) dir.
20



Dolayisiyla
o4 (L) N (—00,00) =10
elde ederiz. (3.36) ve (3.37) den
04 (L) cM

olur. O halde 0,4 (L) = M bulunur.

(3.26), (3.27), (3.28), (3.29) a gore NV ve N® fonksiyonlarinm reel eksendeki
sifirlar1 rezolventin kutuplaridir. Diger taraftan bu sifirlar L operatoriiniin siirekli
spektrumu iizerindedir. Siirekli spektrumun reel eksen oldugunu bulmustik. Fakat
ozdegerlerinin ciimlesi ile reel eksenin kesigimi bog kiimedir. Dolayisiyla bu sifirlar

ozdeger degildir. Spektral tekilliklerin tanimindan
0ss (L) ={X: A eR", NO (N =0} u{r: e R, N¥()\) =0}

bulunur. Bu da ispati tamamlar. m
Ozdegerler ve spektral tekilliklerin ozelliklerini arastirmak icin N ve N®) nin

sifirlarinin yapisini incelemek gerekmektedir.
My ={x:xeC_, NV () =0},
olarak tanimlanmigti.
My ={x:xeR, NV ()) =0}

tamimlansin. Burada N in sifirlarmi dikkate alacagiz. N® de benzer sekilde

gosterilebilir.

Lemma 3.2 K € Ly (Ry)NL(Ry), i=1,2, B#0

(1) My ciimlesi simirhidir, en gok sayilabilir sayidadir ve limit noktalar: reel eksenin
sinirh bir araligindadir.

(17) My ciimlesi kompakttir.

Ispat. (3.14) den N ()\) C_ de analitik ve siireklidir.

0 = s e | O,
0 Hoy (z,2 + 1)
+OZH21 (O, fL‘) — BHH (O, ZL‘) , (338)

fO e L (Ry)
21



olmak {izere

NO) =5+ [ @3 e o (3.30)
0
formuna sahiptir. (3.39) dan
NON)=-5+0(1), AeC, [N —o0 (3.40)

saglanir. Ve benzer sekilde
NN =a+o(1), A€C,, |A\| =00 (a#0)

saglanir.

Diger taraftan N ()\) fonksiyonu Im A < 0 yar1 diizleminde analitik Im A < 0 yar
diizleminde ise siireklidir. Bu durumda (3.40) den N ()) fonksiyonu yeteri kadar
bityiik A lar ve Im A < 0 icin sifirdan farkhidir. Dolayisiyla N (\) fonksiyonunun
Im A < 0 yar1 diizleminde sifirlar1 (yani M, ve M, ciimleleri) sinirh bir bolgededir.
N® () fonksiyonu Im A < 0 yar diizleminde analitik oldugundan onun analitik
bolgesinin igindeki sifirlar1 (yani M, ciimlesi) en ¢ok sayilabilir sayidadir. Analitik
fonksiyonun analitik bolgesinin i¢indeki sifirlarinin limit noktalar: analitik bolgesinin
sinirinda oldugundan M, ciimlesinin limit noktalar: yine M, ya ait oldugundan M,

kompakttir. m

Teorem 3.6

@i (2)| < ce™V® ¢>0, e>0, i=1,2

kosulu saglandiginda N ()\) vektor fonksiyonu Im A < 0 yar1 diizleminde analitik

ve reel eksende sonsuz basamaktan diferensiyellenebilen fonksiyondur. Ayrica A,,

r=0,1,... sabitleri vardir ki

END (V)| <4, r=0,1,2.. ImA <0

ax"
esitsizligi saglanir.

ispat.

SUP,ep, {5V |qi(x)|} <00, i=1,2 >0 (3.41)
22



kosulunu verelim.

(3.14) ile verilen e (z, \) vektor fonksiyonunu gozéniine alalim.

1+ ei)‘x/Hn (07 t) e "Mt

M (0,)) =
(& s )
/ Hay (0,1) e Mdt
0

elde edilir. Buradan

ddxeg” (0, ) = / (—it)" Hyy (0,) et (3.42)
0
d’ ( ! T Y
s (0,0) = | (—it) Ha (0,1) e at (3.43)
0
olur. (3.42) ve (3.43) den
d" )
V() = dx K (t,2) e (¢, \) dt

+a / (—it)" Hy (0,t) e Mdt — 3 / —it)" Hyp (0,t) e”Mdt

0

— / (—it)" e ™ [aHy0,t — BHyy (0,1)] dt (3.44)
0

elde edilir. (3.14), (3.16), (3.41) den N ()\) fonksiyonunun Im A < 0 yan diizle-

minde analitik oldugunu gosterir ve tiirevleri C_ da siireklidir. Dolayisiyla
I[N (N)| <00, AeT_ (3.45)

Ayrica Im A = 0 igin (3.10) esitsizligi kullanilirsa

dr T
N () /Kt)\ (t, ) dt /t’“ ~Viq
‘d)\’“ ‘ = v Jdt| + e
0
< cl/tre_g\/;dt (3.46)

0
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olur. (3.46) dan N ()) fonksiyonunun Im A = 0 igin sonsuz diferensiyellenebilen

bir fonksiyon oldugu elde edilir. ¢ = u doniigiimii yapilirsa (3.46) dan

2
2
oo

A, = CZT/ure_Eﬂdu,r =1,2,...(c>0)

0

olmak {izere

ar I
—NB ()] < cl/2r+1uT6_Eﬂdu
dA
0
= A, r=12., (c>0) (3.47)

elde edilir. m
Ml(l) ve MQ(I) ciimlelerinin limit noktalar1 ciimlelerini M:,El) ve M. il) ile ve N ())
fonksiyonunun Im A < 0 yar1 diizlemindeki sonsuz kath sifirlarinin ciimlesini ise

M., él) ile gosterelim.

Teorem 3.7 i) Mél) C Mz(l) : f) C M2(1) ,Mél) C Mz(l) saglanir.

i) N min tiim tiirevleri reel eksende siirekli olmak iizere,

M M M® c mtY (3.48)

saglanir.

Ispat. i) Ozdes olarak sifirdan farkli analitik fonksiyonun analitik bélgesinin icin-
deki sifirlarinin limit noktalar1 analitik bolgesinin sinirindadir. Bu nedenle agik alt
diizlemde analitik olan N® (\) fonksiyonunun Im A < 0 bolgesindeki sifirlarinin
limit noktalar: olan M?El) ciimlesi reel eksende olmalidir. Buradan ve N () fonksiy-

onunun siirekliliginden

MY ¢ )

olur. Benzer olarak reel eksende analitik olan N ()\) fonksiyonunun reel eksendeki

limit noktalar1 M, il) climlesi reel eksende olmalidir.

MY g
24



yazilir. Aym zamanda 6zdeg olarak sifir olmayan analitik fonksiyonun sonsuz kath

sifirlar1 analitik bolgesinin sinirinda oldugundan

MO ¢ )

elde edilir.
i1) Kabul edelim ki Mél) ctimlesi M, 5(1) ciimlesinin alt kiimesi olmasin. Yani 3 (\,) €
Mél) ve lim A, = A\g var Oyle ki \g ¢ M5(1) dir. N (\) reel eksene dek siirekli

n—:o0

oldugundan )y € Ml(l) olur ve 6yle ng sonlu pozitif tam sayis1 vardir ki
NO XN =A=X)"a(N); alX) #0 (3.49)

olur. a ()\) fonksiyonun siirekli oldugu aciktir. N (X) = 0 ve A, # Ao oldugundan

olur. a (\) fonksiyonunun siirekliliginden verilen esitlik

0= lima(\,) =a(\)

n—oo

elde edilir ve dolayisiyla a (\g) # 0 olmast ile celigir. O halde, Ao, N ()\) fonksiy-

)

onunun sonlu kath sifir1 olamaz yani g € Mél olmalidir.

Benzer sekilde Mf) C Mél) ispatlanir. m

o0

Teorem 3.8 A, = CZT/ure_eﬁdu, r=1,2,...(c > 0) ile tanimlanan A, sabitleri

0
asagidaki esitsizligi saglar.

A, < Bbr'r! (3.50)

Burada B ve b sabitleri ¢ ye ve € a bagh porzitif sabitlerdir.

oo

Ispat. A, = 2 / u'e"*Vidu esitligini goz oniine alahm. Integralde e\/u = t
0

doniistimii yapilirsa
42"
Ar — T/t2r+16—tdt
E T
0
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elde edilir. Sonuncu integralde 2r kez kismi integrasyon uygularsak

o0

A = 4e2".(2r+1).2r.(2r — 1) ...3.2/t6_atdt

0
o)

< 4e2.(2r+1).(2r+1) ... (2r+1).(2r +1) ./teftdt
0
< B2 (2r+1)% (3.51)

olur. Burada

B = 4c/te_€tdt < 0
0

(3.50) esitsizliginden

1 2r
A, < B4 (14 — (3.52)
2r

elde edilir.

2r

]' T T

(1+—> <er" <e.rl
2r

esitsizliklerini kullamirsak (3.49) e gore
A, < Bbr'r!
olur. Burada b = 8¢ dur. m

Lemma 3.3 NW ()\) fonksiyonunun Im A < 0 yan diizlemindeki sonsuz kath sifir-

larmin ctimlesi bogtur. Yani M, 5(1) = () dur.

Ispat. Teoremi analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremi olan Pavlov Teoremi ile
ispatlayacagiz.
Pavlov teoremine gore Mél) kiimesi sinirhdir ve M5(1) C (—o00,00) dur. Dolayisiyla

37 > 0 sabiti vardar.

LNON)| <4, r=0,1,..., ImA<0, |A<2T

olur. Ayrica

T o)

In|[ N ()| In| N ()|
/—HAQ dA| < o0, — o dA| < o0
0o T
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saglanir.

dr o0
N® < 2L / Vi
‘d)\r ()\)‘ < c[|theeVidt
0

dr
(1) < < .7 '
‘d/\’"N (/\)‘ < A.<Bbrr

h
cikar. Eger /lnE (s)du <,ué12> = —oo olsaydi1 Pavlov Teoremi ne gére NV (\) = 0

olmaliyda.

Bu nedenle E (s) = inf A;!Sr ve [t (,uéf) ise Mél) ciimlesinin s-komgulugunun lineer
Lebesque olciisiidiir.

Fakat bilindigine gore N (\) # 0 dir. Bu nedenle de

/lnE(s) dp (M) > —o0

olur. E (s) agagidaki gibi degerlendirilir.

r 70T | T
E(s) = ian“‘S’ SBinf{bTT'S}

rl r!

= Binf{b"r"s"}

ey 1

olur.

Asgagidaki fonksiyonu gozoniine alalim.
f(x) =b"s"2" = (bsx)”

E (s) ile ilgili olarak bir degerlendirme elde etmek igin f (x) fonksiyonunun mini-

mumu bulunmalidir.

Inf(x) = zln(bsz)
f @) n (bsx
o In (bsx) + 1

ise

!

f () = (bsx)" [In (bsx) + 1]
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oldugundan

denkleminin kokii

olur. Dolayisiyla

elde edilir.

1
In B < ——
nE(s) < se
oldugundan (3.50) ya gore
h
1
- (1)
/ dj <M575> < o0 (3.53)
0

olur.(3.53) herbir s igin <M5(15)> = 0 ya da M, 5(1) = () olmas1 halinde saglamir. m

Teorem 3.9 (3.41) kosulu altinda L operatériiniin sonlu sayida ve sonlu katlh 6zdeger-

leri ve spektral tekillikleri vardair.

Ispat. Teoremi ispatlayabilmek icin C_ ve C, uzaylarinda N ve N® nin sonlu
coklukta sifirmin oldugunu gostermeliyiz.

N nin icin ispat verecegiz N® icin benzer sekilde gosterilebilir. Lemma 3.2 ve
(3.48) den Mél) — M = 0 bulunur.

Buradan Ml(l) ve Mz(l) siurh kiimelerin limit noktas1 yoktur (Lemma (3.1)). Yani
N® C_ de smurh sayida sifirn vardir. M5(1) = () bulgusundan bu sifirlar sonlu

cokluktadir. m
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4. L OPERATORUNUN OZDEGERLERINE VE SPEKTRAL TEKIiL-

LIKLERINE KARSI GELEN ESAS FONKSIYONLAR

Bu boliimde 3. boliimde bulunan L operatoriiniin 6zdegerlerine ve spektral tekillik-

lerine karsi gelen esas fonksiyonlar bulunmustir.
4.1 L Operatoriiniin Ozdegerlerine Kars1 Gelen Esas Fonksiyonlar

R*=R/{0},C, ={A: A€ C,ImA >0}, C_={X: e C,ImA < 0} olmak {izere
C, da N@ nin sifirlarm1 A, A, ..., )\;r ile C_ de N in sifirlarmm py, py ), s g

ile gosterelim. Bunlarm kat1 da sirastyla m, my, ..., m;

ve my,msy,...,m; olsun.
Benzer sekilde R* da N nin sifirlarin1 A\j, Ao, ..., Ao ve N in sifirlarinn gy, fio,
couy by, 1le gosterelim. Bunlarin kat1 da sirasiyla mq, mao, ..., my ve nq, na, ..., n, olsun.

(2)

%% |:6(1),90:| = Fi\ AeCy

Wle® e =-1 |, MeR=(—o0,00)

esitliklerinden
Dz, \) = NOW)eW (2, 1) = NO(\)p(z,\), AeC_ (4.1)
(2, 0) = NO(N)e® (2, 1) — NO(Np(z,\), A€ C,h_ (4.2)

ve
bz, A) = NONeD(z, ) = NO(\)e®(z,)), z€R =R/{0} (4.3)

egitlikleri yazilabilir.
O halde (4.1) den Im A < 0 igin

W (2, 0) = NOW)el(z,A) = NOX) M (2, )

ve C~ da NW in sifirlar1 puy, iy, ..., 1y oldugundan i = 1,2, ... icin NW(y;) = 0

olur. Bu durumda ¢ = 1,2, ..., [ i¢in

O (@A) = NO (7 )eD () (4.4)
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elde edilir.
Benzer sekilde (4.2) den Im A > 0 igin

6O (2, 3) = NOW)e® (2, 1) - NO(W\)o®(z, )

ve C* da N® nin sifirlart A\, AS, ..., )\joldugundan k=1,2, .. 7icin N@(X) =0

olur. Bu durumda k£ = 1,2, ..., j icin
VO (@A) = NOXe® (2, A]) (4.5)
yazilir.

Teorem 4.1 n=0,1,2....m; —1,k=1,2,...,j i¢in

{ﬁl/,@)(gg, A)} _ i AN {aa—;je@) (x, )\)} (4.6)

a)\n —+ +
)x:)\k =0 )‘:)‘k

A00) = <?) { ;;jjﬁ (2)(A)}A:A .

ile verilir. Ayricap=0,1,....m; —1,1=1,2,...,1 icin

burada

{ﬁ (D(I )\)} — zp:B-(u.‘) {ie(l)(x )\)} (4.7)
ON ; renr P oN ’ - '
burada, A
oy P 819_] N(l)
560 = () )
dir.

Ispat. (4.6) esitliginin ispati ile baslansin. Ispatta tiimevarim metodu uygulansin.
n = 0 icin (4.5) estliginden (4.6) esitligi elde edilir.

n = 1 icin ispatlansin.

N = g R - NP0 )] |

= {%N@)()\)e@)(x, A) + N(z)()\)%e(g) (z, )
_QN@)()\)SO(?)(:U A) _N(2)()\)£90(2)(3j )\)}
[ ’ (2 ’ A=x
= {2]\7(2)()\)6(2)(.75 A) +N(2)(A)£e(2)(x )\)}
oA ’ oA ’ A=AF
_EN(2)(/\+)¢(2)($ D) —N(2)()\+)£g0(2)(:c D)
O\ g o "0 T



bulunur.

k=1,2,..,7icin N®(\}) = 0 oldugundan

{%¢<2>(x,A)}A_A; } {aaAN@)(A) o 2) 4 B0 e A)}m

0
— S NEOHE (2, M) (43)

elde edilir. Ayrica, N ()) fonksiyonu Im A > 0 diizleminde sonlu sayida, sonlu katl

sifira sahip oldugu igin n = 1,2,....,m; | , k=1,2, ..., j igin
NPO) = (A= XN)"a(N), a(x)) #0 (4.9)

bigiminde tanimlanabilir. Buradan,

INOOL) = n(— A" a) + O A a()

B))
1
ot na
— Z()mlj (A=) o a(\)

=0

.

0? o 92
_N(Z) \ — -1 _ y+H\n—2 9 +yn—1 Y ¥
SONOOD) = nln— D =AD" a(0) + 200 - A" 5La0) + (= M)l
2 2 j
0ozl
— \j/) Lox*~7 oN
7=0
a" " /n o ol
) - + -
o - 20 {0} ()
O halden=1,2,...m} —1,k=1,2,...,j igin
{ﬁN@)(A)} =0 (4.10)
2% A=AF
bulunur. (4.8) ve (4.10) esitliklerinden n = 1 igin (4.6) esitligi elde edilir.
(4.6) esitligi 2 < ny < m; — 2 i¢in var olsun.
ono "0y oro—i o7
9" @) _ 0 N A} {_ ) A}
{wow (z, )}w ; (]) {WO_] (M) Lo () .
(4.11)
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Simdi (4.6) esitligi n + 1 igin ispatlansin:

{ N

amﬁ»l

0
me (z,A)

O\

o
O™

@ (2, N) } }H;;

o

() o) [
o) o)
+...+
o) oo} {Gieme e}
() mm{Fenl])

A )
1) o (o)
+(7§°> { o N(Q)(A)} {(%e@)(as,A)}
e me)
() et e)
+(2> {aw—2 W} {We (M)}
+...+
oo a0 gm0}
() (o) (e
(1) { oo g
N (ZE) { N<2>(A)} { ;:n;:; @ (g, A)}}M Z(4.12)

Kombinasyonunun sonuglarindan biri olan (A > r) olmak {izere,

n n

r—l):<
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esitligi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.12) ifadesi

(e, - {(37) (oo
) B} ()
—1-(”0;_ 1) {;:::1 N(Z)()\)} %226(2) (z, )\)}
+...+
(" oo Hamme )

olur. O halde (4.6) esitligi ng + 1 igin gerceklenir. (4.6) esitligi tiimevarim ile
ispanlanmig olur.

Benzer gekilde (4.7) esitligi de ispatlanabilir m

Teorem 4.2 Ozdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar L, [0, 00; C) uzaymin ele-
manidir. Yani,

n=0,1,...mf —1, k=12, ...,j olmak iizere,

9" @ .
{a)\n,lvb ($7 /\) })\)\; € L2 [Oa 05 (C) (413)

vep=0,1,...m; —1,1=1,2,...,] olmak tizere

oP
IACY) .
{8)\1” (x, )\)}u:#. € Ly [0,00;C), (4.14)

saglanir.
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ispat.

0
2)
{a)\n w /\)}AA;

{Fne @0}

(2 A }
{axteQ (377 ) Aot

/ (z + )" Hio(m, z + t)e™ @t
0

A=Af

= 0 (4.15)
n M * / T + t HQQ(I, T+ t)@i/\:(x—i_t)dt
0 -
n=01,...m5—1, k=12 .., elde edilir.
|Hij(z,t)| < ce™®V S, e>0,e>0,4,j=1,2ve (4.15) kullanilirsa,
o @ _ )
——e;(z,\) = i(z +1)]" Hig(z, x + t)e™ dt
2 A=A
k 0
< / I—Ft |H12 (L’ ZL’—I—t>| (r—i—t)lm)\:dt
0
< / (2 4 t)"e~ FHO AL o=/ 25 gy
0
< ceTEVE / (z + t)"e” @HI AL gy (4.16)
bulunur. Im A" > 0 oldugundan
/t”e‘tlm)‘:dt < 00 (4.17)
0

olur. (4.5) ve (4.6) dann =0,1,...m; —1, k=1,2,...,5, ¢; > 0 sabit olmak {izere,

a" (2 78\/5
{8>\” (x, )\)} < e (4.18)

elde edilir. n=0,1,....,m;} —1,k=1,2,...,j , co > 0 sabit olmak iizere,

o
—€ (2) (x,\) < ate TN 4 gpe VT (4.19)
2 A=Xf
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saglanir. (4.15), (4.18) ve (4.19) dan

o ? rlfon
H{ ne(2)(.,)\)} :/ { ne(z)(x,)\)} dr < oo
O L2(0,00:Ca) OA A=Af
elde edilir. O halde n =0,1,....,m{ — 1, k=1,2,...,j i¢in
0" 2
—e'“ (., N) € Ly(0,00; Cy) (4.20)
8/\ )\:)\+
k
olur. (4.6), (4.20) den ve N® fonksiyonunun sonlulugundan n = 0,1, ..., my — 1,
k=1,2,...,7 icin
aTL
n¢(2)($a A) € Ly(0,00; Cy)
O\ Ny
k
elde edilir.
(4.14) de (4.13) e benzer sekilde ispatlanabilir. m
Teorem 4.3
2 d gmi 2
2 A=AF ON™E AT
ve
m; —1
A=p ON™ A=p;
fonksiyonlarina L operatoriiniin A = A/, k = 1,2,....j ve A\ = pu;, i = 1,2,...,1

ozdegerlerine bagh 6z fonksiyonlar: denir. @ (z, A}) ve M (z, 1i7) bag

>

fonksiyonlardir.

{gw@)(,@ )\)} o ¢(2)(5E A)
8)\ ’ A:/\Z T aAmz—l ’

fonksiyonlar: ¢(2)(m, A{) min eg fonksiyonlaridir.

9w ot
{0 <x,A>}AZMi,...,{8Ami_w (.3

fonksiyonlar: ise w(l)(w, ;) nimn es fonksiyonu olarak adlandirilir.

—\T
A=A}

A=p;
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4.2 L Operatoriiniin Spektral Tekilliklerine Kars1 Gelen

Esas Fonksiyonlar

R* = R\ {0} da N® nin sifirlar1 Ay, ..., A\ ve NO) in sifirlart py, ..., p,, ile goste-

rilmigti. (4.3) esitliginden
k=12, oicin oW (z,\) = =NO(Ap)e® (2, Ar) (4.21)

ve

i=1,2,..,vigin P (z, p;) = =N ()M (x, 1,) (4.22)

yazilir.

Sonug 4.1 n=0,1,..m; — 1, k=1,2,...,a igin

{aaknﬁb(g;, A)})\)\k = ; C;(A\r) {%6@) (z, A)}“k
Ci(\) = —<n.> { aMJW”(A)} (4.23)
J oX"™ A=A
vep=0,1,..n;—1,72=1,2,...,v icin
) .
{% (=, A)}w -3 D;(u.) {%em(;ﬂ, )\)})\_M (4.24)

burada

Dj(p;) = (]J)) {aa;:j N(Q)(A)}/\m

Teorem 4.1 e benzer sekilde gosterilebilir.

esitlikleri vardir.

Lemma 4.1 Spektral tekilliklere kargilik gelen esas fonksiyonlar Ls [0, 00; C) ele-

mani degildir.

{ 0 nzb(.,)\)} ¢ L3[0,00;C),n=0,1,....mp —1,k=1,2,..., (4.25)
oA A=Ak

P
{—p (.,)\)} ¢ L3[0,00;C),p=0,1,....,m; —1,i=1,2,..,v (4.26)
a)\ A=p,;
dir.
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Ispat. Bu lemmann ispati icin

/ (it)" Hyo(z, t)e tdt
aTL
{ e @ A)} = L (4.27)
A (ix)" M + /(it)”Hz2(I,t)e”ktdt
(—iz)Pe™Hi® 4 /(—z’t)pHH(a:,t)e_i“itdt
op
{We(l)(x, A)} = o ° (4.28)
A=p,; . ;
/(—Zt)pH21<£U, t)e itdt

egitliklerini kullanalim. (4.27) esitliginden

0" @
‘{0)\n61 (za/\)})\/\k

_ / (it)" Hia(x, )e™dt

< /t”|H12(x,t)]dt (4.29)

xT

bulunur.

= |(iz)" GMW+/(it)"H22(a:,t)ei)"“tdt

xT

T

bulunur. (4.29) ve (4.30) dan

an
(2)
|{ o (””’A)}A:Ak

buradan ve (4.23) den (4.25) elde edilir.

¢ L3]0,00;C), n=0,1,...mp — 1, k=1,2,...,«

Benzer gekilde (4.28) ve (4.24) den (4.26) elde edilir. =

Simdi agagidaki Hilbert Uzayimi tanimlayalim:

o)

), [+ 1A + 1)) do < oo

37

h

H(0,00;Co,m) =< f: f= (f2



kiimesi {izerindeki norm
0 = [ (12 {5() + (o)} d

0

ve

H(0,00;Cq,—m):=¢g:9= <zl), /(1 + )7 {|g1(x)|2 + |g2(a:)\2} dr < 0o

2 0
kiimesi ve tizerindeki norm
||g||?{(0,oo;(:2,—m) = /(]‘ + $>_2m {|91<x)|2 + |92(x)|2} dz

0

olsun (Kir 1999).
H(0,00;Cy,0) = La(0, 00; Cy) ve

H(0,00;Cq,m) C Ls(0,00; Cy) C H(0,00;Cq,—m), m = 1,2, ... bulunur.

Teorem 4.4 Spektral tekilliklere kargilik gelen esas fonksiyonlar Hilbert Uzayi’ndadir.

Yanin =0,1,....,m; — 1, k = 1,2, ..., a olmak {izere,

{gm(-, A)}A:Ak € H(0,00;C, —(n + 1)), (4.31)

p=20,1,...n; —1,2=1,2,...,v olmak iizere

{% ('J)}wi € H(0,00;C, ~(p +1)), (4.32)

Ispat. n=10,1,...,m; — 1, k= 1,..., icin (4.29), (4.30) ve H(0,00;Cs, —(n + 1))

uzaynin tanimindan (4.31) hesaplanir. Benzer sekilde (4.32) hesaplanabilir. =

Tanim 4.1

9 ot
(T, Ar), {5%% /\)}A_A e {WW% )\)}A_A

ve

B a an;—l
R V) {W_wx, A)}
38

A=p;



fonksiyonlarina sirasiyla L operatoriiniin A = A\, k =1,2,...,a ve
A=p;,1=1,2,..,v spektral tekilliklerine bagh esas fonksiyonlar: denir.

ng =maks {my, ..., Mg, N1, ..., n, } olmak iizere

H,, = H(0,00;C,ng+ 1), H_,, = H(0,00;C, —(n + 1)

aliirsa
H,, C Ly(0,00;C) C H_,,

olur.

Sonug 4.2 Spektral tekilliklere kars1 gelen esas fonksiyonlar H_,, uzayma aittir.

Yani,

aTL

—1(., A) € H,;n=01..,mg1, k=12 .. «
o\ A=A
{ap ( )\)} H 01 i~ 1,2

ayp P\ S —ng; P=Y, L, ..os N1, 1= L, 4,..,V

ON .. 0
dir.

39



5. TARTISMA VE SONU(C

Fonksiyonel analiz, uygulamali matematik ve kuantum mekaniginin bir¢ok proble-
minin modellenip ¢oziilmesinde en ¢ok kullanilan denklemler diferensiyel
denklemlerdir

Skaler katsayili ve genel sinir kogulu ile verilen nonselfadjoint operatorlerin spektral
analizi literatiirde detayl bir bigcimde incelenmesine ragmen genel sinir kosulu ile
verilen ve diferensiyel denklemler sistemi tarafindan iiretilen non-selfadjoint oper-
atorlerin spektral teorisi yeteri kadar incelenmemistir.

Tezin ilk boliimiinde,

/K(t, Ny(t, N)dt + ayz(0,\) — Sy1(0, ) = 0 kogulunu gergekleyen
0

[J% +Q(z) — A} y(x,\) =0,

sistemi yardimiyla tanimlanan non-selfadjoint L operatoriiniin ¢oziimleri incelen-
migtir. Ayrica rezolventi hesaplanmig ve siirekli spektrumu elde edilmistir.

Tezin ikinci boltimiinde ise, L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerine kargilik
gelen esas fonksiyonlarin 6zellikleri arastirilmig, 6zdeger ve spektral tekilliklere karsilik
gelen Ly ve H uzaylarima ait oldugu gosterilmistir.

Bu tezdeki amag genel sinir kogulu ile verilen diferensiyel denklemler sistemi tarafin-
dan iiretilen operatoriin spektral analizi incelenerek literatiirdeki bir bosluk gider-
ilmesidir.

Tezdeki bu galismalarin devami olarak L operatoriiniin esas fonksiyonlarina goére
spektral agilim formiilii hesaplanip ve agilimin yakinligi incelenebilir.

Bu tez caligmasinin konusunu olusturan operatorlerin spektral teorisi iizerine yapilan
caligmalar da zaman skalasinda modellenerek, hem skaler hem de matris durumunun

detayl bir gekilde incelenmesi miimkiindiir.
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