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L·IKLER·INE KARŞI GELEN ESAS FONKS·IYONLAR . . . . . . 29
4.1 L Operatörünün Özde¼gerlerine Kaŗs¬Gelen Esas Fonksiyonlar . . 29
4.2 L Operatörünün Spektral Tekilliklerine Kaŗs¬Gelen
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ÖZGEÇM·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

v



S·IMGELER D·IZ·IN·I

R Reel say¬lar kümesi
C Kompleks say¬lar kümesi
Z Tam say¬lar kümesi
H Hilbert uzay¬
C2(0;1) Kompleks vektör de¼gerli fonksyonlar uzay¬
C� fz 2 C : � Im z > 0g
C� fz 2 C : � Im z � 0g
Cm m�boyutlu kompleks Öklid uzay¬
D(L) L operatörünün tan¬m kümesi
R(L) L operatörünün de¼ger kümesi
�(L) L operatörünün spektrumu
�d(L) L operatörünün diskre (nokta) spektrumu
�c(L) L operatörünün sürekli spektrumu
�ss(L) L operatörünün spektral tekilliklerinin kümesi
L� L operatörünün adjoint operatörü
R�(L) L operatörünün adjoint resolventi
�(M; s) M kümesinin s komşulu¼gunun Lebesgue ölçüsü
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1. G·IR·IŞ

Literatürde ikinci mertebeden diferensiyel denklemler

�y00 + q(x)y = �y; x 2 I � R (1.1)

şeklinde ele al¬n¬r. Burada � bir spektral parametre ve q potansiyel fonksiyonudur.

1960 y¬l¬nda Naimark (1.1) denklemini [0;1) aral¬¼g¬nda ele alm¬̧st¬r. Bu incelemesinde

q lokal integrallenebilir bir kompleks fonksiyondur. (1.1) denklemini sa¼glayan y lerin

regüler s¬n¬rda

�y0 (0)��y(0) = �y; � 2 C (1.2)

koşulunu gerçeklemesini istemi̧stir. Özel olarak (1.1) denklemi ve (1.2) s¬n¬r koşulu

yard¬m¬ ile üretilen operatörün spektral özelliklerini incelerken literatüre pek çok

kullan¬̧sl¬ yöntem de sunmuştur. Naimark operatörün spektrumunun özde¼gerler,

sürekli spektrum ve spektral tekilliklerden oluştu¼gunu göstermi̧stir. Spektral tekil-

likler, özde¼ger olmayan sürekli spektrum üzerinde yer alan rezolventin çekirde¼ginin

kutuplar¬d¬r. " > 0 olmak üzere

1Z
0

e"x jq (x)j dx <1

koşulu varsa operatörün özde¼gerleri ve spektral tekillikleri sonlu say¬dad¬r. Bunlar¬n

katlar¬da sonlu say¬dad¬r.

Ayr¬ca göstermi̧stir ki pozitif yar¬eksendeki her nokta (1.1) denklemi ve (1.2) s¬n¬r

koşulu ile üretilen operatörün spektrumunda bulunmaktad¬r. Ayr¬ca � > 0 ekseni

operatörün sürekli spektrumuna aittir (Naimark 1960).

Naimark�¬n bu sonucu Kemp taraf¬ndan tüm reel eksen üzerinde tan¬ml¬

diferensiyel operatörlere ve Gasymov taraf¬ndan ise üç boyutlu Schröndinger

operatörlere geni̧sletilmştir.
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1967 y¬l¬nda Pavlov (1.1) denklemi ve (1.2) s¬n¬r koşulu ile üretilen operatörün

spektral tekilliklerinin yap¬s¬n¬n, potansiyel fonksiyonun sonsuzdaki davran¬̧s¬na ba¼gl¬

oldu¼gu göstermi̧s ve operatörün esas fonksiyonlar¬n¬kullanarak spektral aç¬l¬m elde

edilmi̧stir.Pavlov�un çal¬̧smas¬spektral tekilliklerin de dikkate al¬narak spektral aç¬l¬m¬n

verildi¼gi ilk çal¬̧smad¬r (Pavlov 1967).

1965 y¬l¬nda Krall, Naimark�¬n ele ald¬¼g¬problemden daha genel bir problem ele

alm¬̧st¬r. Bu problemdeki diferensiyel denklem ve s¬n¬r koşulu şu şekilde al¬nm¬̧st¬r:

�y00 + (q(x)� �)y = K(x) (1.3)

1Z
0

K(x)y(x)dx+ �y
0
(0)� �y(0) = 0 (1.4)

Burada q ölçülebilir kompleks bir fonksiyondur ve

1Z
0

jq (x)j dx <1 (1.5)

koşulunu sa¼glar. Bu problemin adi ve homojen aç¬l¬mlar¬ Krall taraf¬ndan elde

edilmi̧stir (Krall 1965b). Krall bir başka çal¬̧smas¬nda ise (1.5) koşulu alt¬nda (1.3),

(1.4) probleminin

adjoint operatörünü oluşturmuş, spektrumunu belirlemi̧s ve göstermi̧stir ki homojen

olmayan aç¬l¬m asl¬nda adjoint operatörün özfonksiyon aç¬l¬m¬d¬r (Krall 1965a).

p; q kompleks de¼gerli iki fonksiyon ve p fonksiyonu, pozitif reel say¬lar kümesi

üzerinde sürekli diferensiyellenebilir olmak üzere, L2(R+) uzay¬nda

�y00 + [q(x) + 2�p(x)� �2]y; x 2 [0;1) (1.6)

denklemi ve �; � 2 C; j�j+ j�j 6= 0, K 2 L2(R+) için
1Z
0

K(x)y(x)dx+ �y
0
(0)� �y(0) = 0 (1.7)

s¬n¬r koşulu taraf¬ndan üretilen Kuadratik Schrödinger operatörler demeti L (�) ile

gösterilir. Bairamov çal¬̧smalar¬nda analitik fonksiyonlar¬n birebirlik teoemleri ve
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toplanabilirlik çarpanlar¬n¬kullanarak L(�) operatörünün spektral analizini

incelemi̧stir (Bairamov vd 1997).

Literatürde ikinci mertebeden denklemlerin incelenmesine devam edilmi̧s ve 1999

y¬l¬nda Bairamov, Çakar ve Krall taraf¬ndan Kuadratik Demet

(Quadratic Pencil) s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧stir ve problemin iki katl¬spektral

aç¬l¬m¬elde edilmi̧stir (Bairamov vd 1999).

Daha genel problemler yine 1999 y¬l¬nda Bairamov, Çakar ve Krall taraf¬ndan

incelenmi̧s ve gösterilmi̧stir ki incelenen problem verilen koşul alt¬nda sonlu katl¬

spektral tekilliklere sahiptir. Ayr¬ca spektral tekilliklere kaŗs¬l¬k gelen kök

fonksiyonlar¬n özellikleri de incelenmi̧stir (Bairamov vd 1999).

2002 y¬l¬nda ise Bairamov ve Karaman taraf¬ndan Klein-Gordon problemi ele

al¬nm¬̧st¬r. Problemin özde¼gerleri ve spektral tekillikleri incelenmi̧stir

(Bairamov ve Karaman 2002).

Skaler katsay¬l¬ve genel s¬n¬r koşulu ile verilen nonselfadjoint Sturm-Liouville,

Klein-Gordon, Kuadratik Schrödinger ve fark operatörlerinin spektral analizi

literatürde detayl¬bir biçimde incelenmesine ra¼gmen genel s¬n¬r koşulu ile verilen

ve diferensiyel denklemler sistemi taraf¬ndan üretilen non-selfadjoint operatörlerin

spektral teorisi yeteri kadar incelenmemi̧stir.

Bu tezde birinci mertebeden diferensiyel denklemler sistemi ve integral s¬n¬r koşulu

ile üretilen non-selfadjoint operatörünün spektral analizinin ö¼grenilmesi

düşünülmektedir.
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2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu bölümde kullan¬lacak olan baz¬temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1 X 6= f0g kompleks normlu uzay T : D(T ) � X ! X lineer bir operatör

olsun. � 2 C olmak üzereR�(T ) = (T��I)�1 operatörüne T operatörünün rezolvent

operatörü ya da k¬saca rezolventi denir (Lusternik 1974).

Tan¬m 2.2 R�(T ) operatörü mevcut, s¬n¬rl¬ve tan¬m cümlesi X uzay¬nda yo¼gun

ise, � 2 C say¬s¬na T operatörünün regüler de¼geri denir. T operatörünün regüler

de¼gerlerinden oluşan cümleye ise T operatörünün rezolvent cümlesi denir

(Lusternik 1974).

Tan¬m R� operatörünün s¬n¬rs¬z olmas¬durumunda aşa¼g¬daki biçimdedir.

Tan¬m 2.3 R�(T ) mevcut, s¬n¬rs¬z ve R�(T ) operatörünün tan¬m kümesi X uza-

y¬nda yo¼gun olacak şekildeki � kompleks say¬lar¬n¬n oluşturdu¼gu kümeye T ope-

ratörünün sürekli spektrumu denir (Lusternik 1974).

Tan¬m 2.4 X bir kompleks vektör uzay ve T : X ! X lineer bir operatör olsun. �

kompleks say¬s¬için Tx = �x denkleminin aşikar olmayan bir x 2 X çözümü varsa

� say¬s¬na T operatörünün özde¼geri denir. Bu x çözümüne ise T operatörünün �

özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü denir (Lusternik 1974).

Tan¬m 2.5 Bir T operatörünün rezolventinin çekirde¼ginin kutup noktas¬olup, sürekli

spektrumda bulunan ve T operatörünün özde¼geri olmayan noktalara T operatörünün

spektral tekillikleri denir (Naimark 1960).

Üçüncü bölümde incelenecek olan diferensiyel operatörün özde¼gerlerini, spektral

tekilliklerini ve özelliklerinin belirlenmesinde aşa¼g¬daki teoremlerden yararlan¬lacak-

t¬r:
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Teorem 2.1 Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik böl-

gesinin içindeki s¬f¬rlar¬(e¼ger varsa) ayr¬kt¬r (Dolzhenko 1979).

Şimdi de sonsuz katl¬s¬f¬rlar¬n durumunu içeren teoremi verelim.

Teorem 2.2 Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katl¬s¬f¬r-

lar¬(e¼ger varsa) analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬ndad¬r (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik böl-

gesinin içindeki s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬(e¼ger varsa) analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬n-

dad¬r (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Aç¬k üst düzlemde özdeş olarak s¬f¬r olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki s¬f¬rlar¬n¬n Lebesgue ölçüsü s¬f¬rd¬r

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): f fonksiyonuC+ kümesinde analitik, C+ kümesinde

sonsuz mertebeden türevlenebilir, �(E =
�
x 2 R : f (n)(x) = 0;8n 2 N

	
) = 0 ,��f (n)(z)�� � An; z 2 C+ n = 0; 1; 2; :::

ve

T (s) = inf
n

Ans
n

n!

olmak üzere, bir a > 0 için
aZ
0

lnT (s)d�(E; s) = �1

olsun. E¼ger en az bir N pozitif reel say¬s¬için

NZ
�1

lnjf(x)j
x2+1

dx <1;

1Z
N

lnjf(x)j
x2+1

dx <1

ise, f fonksiyonu kapal¬üst düzlemde özdeş olarak s¬f¬rd¬r (Pavlov 1975).
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3. B·IR BOYUTLU D·IRAC OPERATÖRLER·IN·IN

SPEKTRAL ANAL·IZ·I

Bu bölümde tan¬mlayaca¼g¬m¬z diferensiyel denklem sisteminin çözümleri,

operatörün rezolventi, sürekli spektrumu, özde¼gerleri ve spektral tekillikleri ince-

lenecektir.

Aşa¼g¬daki şekilde bir denklem sistemini tan¬mlans¬n.

i
d

dx
y1(x; �) + q1(x)y2(x; �) = �y1(x; �);

�i d
dx
y2(x; �) + q2(x)y1(x; �) = �y2(x; �); (3.1)

1Z
0

K(x; t)y(t; �)dt+ �y2(0; �)� �y1(0; �) = 0: (3.2)

Burada qi (i = 1; 2) kompleks de¼gerli fonksiyonlar, �; � kompleks say¬lar, � ise

kompleks parametredir.

(3.1)-(3.2) s¬n¬r de¼ger problemi yard¬m¬yla

L2(0;1;C2) :=

8<:f : f(x) =
24f1(x)
f2(x)

35 ; 1Z
0

�
jf1(x)j2 + jf2(x)j2

�
dx <1

9=;
uzay¬nda bir L operatörü aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlans¬n:

Her y 2 L2(0;1;C2) diferenseyellenebilen y(x; �) fonksiyonu için

l(y) :=
i d
dx
y1(x; �) + q1(x)y2(x; �)

i d
dx
y2(x; �) + q2(x)y1(x; �)

diferensiyel ifadesi göz önüne al¬ns¬n. Burada q1(x); q2(x) 2 C(0;1)

jqi(x)j � ce�"
p
x; c > 0; " > 0; i = 1; 2 (3.3)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Ayr¬ca,

D(L) :=

8>>>>>><>>>>>>:

1: y mutlak sürekli

y : y 2 L2(0;1;C2) 2: l(y) 2 L2(0;1;C2)

3:

1Z
0

K(x; t)y(t; �)dt+ �y2(0; �)� �y1(0; �) = 0

9>>>>>>=>>>>>>;
olmak üzere her y 2 D(L) için L(y) := l(y) şeklinde tan¬mlans¬n.
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3.1 l(y)� �y = 0 Denkleminin Çözümleri

(3.1) sistemini �
J
d

dx
+Q(x)� �

�
y(x; �) = 0;

Jy
0 � �y = �Qy (3.4)

biçiminde yazal¬m. Burada

J =

24i 0

0 �i

35 ; Q(x) =

24 0 q1

q2 0

35 ; y =

24y1(x; �)
y2(x; �)

35
şeklindedir.

Jy
0 � �y = 0

homojen denkleminin iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümü vard¬r. Bunlar

~y =

24e�i�x
0

35 ; ~z =
24 0

ei�x

35
d¬r.y1 ve y2 çözümleri için

y(1)(x; �) =

24 y
(1)
1 (x; �)

y
(1)
2 (x; �)

35 ve y(2)(x; �) =

24 y
(2)
1 (x; �)

y
(2)
2 (x; �)

35
ile gösterilen çözümlerin Wronskian�¬n¬

W
h
y(1)(x; �); y(2)(x; �)

i
= y

(1)
1 (x; �)y

(2)
2 (x; �)� y

(1)
2 (x; �)y

(2)
1 (x; �) (3.5)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Aç¬kt¬r ki W [~y; ~z] s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

Buradan (3.4) homojen olmayan denklemi göz önüne al¬rsak parametrelerin de¼gi̧sim

yönteminden aşa¼g¬daki çözümü buluruz.

y(x; �) = ~c1~y(x; �) + ~c2~z(x; �) + i~y(x; �)

xZ
x1

e2i�~yT (t; �)Q(t)y(t; �)dt

�~z(x; �)i
xZ

x1

e�2i�~zT (t; �)Q(t)y(t; �)dt

Burada, ~yT =
h
e�i�x 0

i
; ~zT =

h
0 ei�x

i
olarak tan¬mlanmaktad¬r.
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Şimdi ~c1; ~c2; x1 özel seçimleri ile (3.4) denkleminin farkl¬çözümlerini bulal¬m.

Key� olarak ~c1 = 0; ~c2 = 1; x1 !1 için

'(x; �) = ~z(x; �) +

1Z
x

�
e�2i�t~z(x; �)~zT (t; �)� e2i�t~y(x; �)~yT (t; �)

�
Q(t)'(t; �)dt

=

26666666664

�i
1Z
x

ei�(t�x)q1(t)'2(t)dt

ei�x + i

1Z
x

ei�(x�t)q2(t)'1(t)dt

37777777775
(3.6)

çözümü bulunur.

Özel seçimle ~c1 = 1; ~c2 = 0; x1 !1 ile (3.4) denkleminin di¼ger çözümü

 (x; �) = ~y(x; �) + i

1Z
x

�
e�2i�t~z(x; �)~zT (t; �)� e2i�t~y(x; �)~yT (t; �)

�
Q(t) (t; �)dt

=

26666666664

e�i�x � i

1Z
x

ei�(t�x)q1(t) 2(t)dt

i

1Z
x

ei�(x�t)q2(t) 1(t)dt

37777777775
(3.7)

olur.

Şimdi (3.6) ve (3.7) eşitliklerinden y(x; �) çözümü,

y(x; �) = f(x; �) +

1Z
x

K(x; t)y(t; �)dt (3.8)

biçiminde yaz¬labilir. Burada

f(x; �) =

24 Ae�i�x

Bei�x

35 ; AxB = f(0; 1); (1; 0)g

y(x; �) =

24 y1(x; �)

y2(x; �)

35 ve

K(x; t) =

24 0 �iq1(t)e�i�(x�t)

iq2(t)e
i�(x�t) 0

35
8



biçimindedir.

(I +H)f(x; �) = y(x; �) (3.9)

Hg(x) =

1Z
x

H(x; t)g(t)dt

gibi tan¬mlanan integral operatör olsun. Burada

g(x) =

24 g1(x)

g2(x)

35 ; H(x; t) =

24H11(x; t) H12(x; t)

H21(x; t) H22(x; t)

35
jHij(x; t)j � ce�"

p
x+t
2 ; c > 0; " > 0; i; j = 1; 2 (3.10)

biçimindedir ve

y(x; �) = f(x; �) +

1Z
x

H(x; t)f(t; �)dt (3.11)

gösterimi y(x; �) çözümü için bir integral gösterimidir. (3.11) eşitli¼gini kullanarak24y1(x; �)
y2(x; �)

35 =
24Ae�i�x
Bei�x

35+ 1Z
x

24H11(x; t) H12(x; t)

H21(x; t) H22(x; t)

35�Ae�i�t
Bei�t

�
dt

yaz¬l¬r. Buradan,

y1(x; �) = Ae�i�x + A

1Z
x

H11(x; t)e
�i�tdt+B

1Z
x

H12(x; t)e
i�tdt

y2(x; �) = Bei�x + A

1Z
x

H21(x; t)e
�i�tdt+B

1Z
x

H22(x; t)e
i�tdt

eşitli¼gi bulunur. A = 0; B = 1 oldu¼gunda

y1(x; �) = �1(x; �) =

1Z
x

H12(x; t)e
i�tdt

y2(x; �) = �2(x; �) = ei�x +

1Z
x

H22(x; t)e
i�tdt (3.12)

bulunur. A = 1; B = 0 oldu¼gunda ise

y1(x; �) =  1(x; �) = e�i�x +

1Z
x

H11(x; t)e
�i�tdt

y2(x; �) =  2(x; �) =

1Z
x

H21(x; t)e
�i�tdt (3.13)

9



bulunur.

(3.12) ve (3.13) da integralde t� x! t dönüşümü yap¬l¬rsa, (3.4) denkleminin

e(1)(x; �) =

26666664
e�i�x + e�i�x

1Z
0

H11(x; x+ t)e�i�tdt

e�i�x
1Z
0

H21(x; x+ t)e�i�tdt

37777775 (3.14)

e(2)(x; �) =

26666664
ei�x

1Z
0

H12(x; x+ t)ei�tdt

ei�x + ei�x
1Z
0

H22(x; x+ t)ei�tdt

37777775 (3.15)

vektör çözümleri bulunur.

H(x; t) =

24H11(x; t) H12(x; t)

H21(x; t) H22(x; t)

35
operatör dönüşümün çekirde¼gidir (K¬r 1999).

e(1)(x; �) çözümü Im� < 0 yar¬düzleminde � ya göre analitik ve reel eksene dek

sürekli fonksiyon ve e(2)(x; �) çözümü Im� > 0 yar¬düzleminde � parametresine

göre analitik ve reel eksene dek sürekli fonksiyondur (K¬r 1999).

Ayr¬ca, (3.4) denkleminin e(1)(x; �) ve e(2)(x; �) çözümleri aşa¼g¬daki asimptotik

eşitlikleri sa¼glar (K¬r 1999).

e(1)(x; �) = e�i�x

241 + o(1)
o(1)

35 ; x!1; Im� � 0 (3.16)

e(2)(x; �) = ei�x

24 o(1)

1 + o(1)

35 ; x!1; Im� � 0 (3.17)

e(1)(x; �) = e�i�x

241 + o(1)
o(1)

35 ; j�j ! 1; Im� � 0 (3.18)

e(2)(x; �) = ei�x

24 o(1)

1 + o(1)

35 ; j�j ! 1; Im� � 0 (3.19)

10



Şimdi L operatörünün rezolventini bulabilmemiz için aşa¼g¬daki lemmay¬verelim.

Lemma 3.1 (3.4) denkleminin

limx!1 e
�i�x'1(x; �) = �i�; limx!1 e

�i�x'2(x; �) = �i� � 2 C� (3.20)

koşullar¬n¬sa¼glayan ' çözümüdür. Bu çözümler için

W
h
e(1)(x; �); '(x; �)

i
= i�; � 2 C�

W
h
e(2)(x; �); '(x; �)

i
= �i�; � 2 C+

W
h
e(1)(x; �); e(2)(x; �)

i
= 1 � 2 R

yaz¬labilir.

3.2 L Operatörünün Rezolventi, Sürekli Spektrumu

Bu bölümde L operatörünün rezolventi bulunacakt¬r ve sürekli spektrumu ince-

lenecektir.

Teorem 3.1 L operatörünün rezolventi

(R�f)(x) =

1Z
0

R(x; t;�)f(t)dt

olup integral operatörüdür. Burada

(R�f)(x) =

8<: R1(x; t;�) ; � 2 C�
R2(x; t;�) ; � 2 C+

şeklinde olup R1(x; t;�) Im� � 0 düzleminde,

#1(x; t;�) =
e(1)(x; �)u(1)(t; �)

N (1)(�)
;

e#1(x; t;�) = � i

N (1)(�)

8<: e(1)(x; �)(g(1))�(t; �) ; 0 � t < x

g(1)(x; �)(e(1))�(t; �) ; x � t <1

olmak üzere

11



R1(x; t;�) = #1(x; t;�) + e#1(x; t;�)
d¬r. Im� � 0 düzleminde ise

#2(x; t;�) =
e(2)(x; �)u(2)(t; �)

N (2)(�)
;

~#2(x; t;�) = � i

N (2)(�)

8<: e(2)(x; �)(g(2))�(t; �) ; 0 � t < x

g(2)(x; �)(e(2))�(t; �) ; x � t <1

olmak üzere

R2(x; t;�) = #2(x; t;�) + ~#2(x; t;�)

biçimindedir. Burada

N (1)(�) =

1Z
0

K(x; �)e(1)(x; �)dx+ �e
(1)
2 (0; �)� �e

(1)
1 (0; �)

N (2)(�) =

1Z
0

K(x; �)e(2)(x; �)dx+ �0e
(2)
2 (0; �)� �0e

(2)
1 (0; �)

u(1)(t; �) =
i

N (1)(�)

8<:
1Z
t

K(x; �)e(1)(x; �)
�
g(1)
��
(t; �)dx

+

tZ
0

K(x; �)g(1)(x; �)
�
e(1)
��
(t; �)dx

+
�
�g

(1)
2 (0; �)� �g

(1)
1 (0; �)

� �
e(1)
��
(t; �)

o
u(2)(t; �) =

i

N (2)(�)

8<:
1Z
t

K(x; �)e(2)(x; �)
�
g(2)
��
(t; �)dx

+

tZ
0

K(x; �)g(2)(x; �)
�
e(2)
��
(t; �)dx

+
�
�g

(2)
2 (0; �)� �g

(2)
1 (0; �)

� �
e(2)
��
(t; �)

o
g(1)(t; �) =

1

i�

8<:e(1)(t; �)
1Z
t

K(x; �)'(x; �)dx

+'(t; �)

tZ
0

K(x; �)e(1)(x; �)dx+
�
�e

(1)
2 (0; �)� �e

(1)
1 (0; �)

�
'(t; �)

9=;
12



g(2)(t; �) = � 1
i�

8<:e(2)(t; �)
1Z
t

K(x; �)'(x; �)dx

+'(t; �)

tZ
0

K(x; �)e(2)(x; �)dx+
�
�e

(2)
2 (0; �)� �e

(2)
1 (0; �)

�
'(t; �)

9=;
(e(1))�(x; �) : =

h
e
(1)
2 (x; �) e

(1)
1 (x; �)

i
(e(2))�(x; �) : =

h
e
(2)
2 (x; �) e

(2)
1 (x; �)

i
(g(1))�(x; �) : =

h
g
(1)
2 (x; �) g

(1)
1 (x; �)

i
(g(2))�(x; �) : =

h
g
(2)
2 (x; �) g

(2)
1 (x; �)

i
olarak tan¬mlan¬r.

·Ispat. Öncelikle şu belirtilmelidir ki aç¬kça (3.4) denkleminin iki çözümünün

Wronskian�¬ x de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r. Ayr¬ca (3.4) denkleminin iki çözümünün

temel çözümler sistemi oluşturmas¬için gerek ve yeter koşul Wronskian�lar¬n¬n

s¬f¬rdan farkl¬olmas¬d¬r. Aç¬kça Lemma 3:1 den yararlanarak,

W
h
e(1)(x; �); g(1)(x; �)

i
= N (1)(�) ve W

h
e(2)(x; �); g(2)(x; �)

i
= N (2)(�)

d¬r.

Jy0 +Qy � �y = 0 (3.21)

diferensiyel denklemin bir çözümü

~y = e(2)(x; �)c1 + g(2)(x; �)c2

şeklinde ve

Jy
0
+Qy � �y = f (x) (3.22)

diferensiyel denklemin bir çözümü Im� � 0 düzleminde

y = e(2)(x; �)c1 (x) + g(2)(x; �)c2 (x) (3.23)

şeklinde olsun. Bu durumda,

y0(x; �) =
�
e(2)
�0
(x; �)c1(x) +

�
g(2)
�0
(x; �)c2(x) + e(2)(x; �)c

0

1(x) + g(2)(x; �)c
0

2(x)

(3.24)
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elde edilir. (3.22) denkleminde (3.23) ve (3.24) eşitlikleri yaz¬l¬r ve gerekli i̧slemler

yap¬l¬rsa lim
t!1

c1(x) = �1 ve lim
t!1

c2(x) = �2 olmak üzere,

c1(x) =
i

N (2)(�)

1Z
x

�
g(2)
��
(t; �)f(t)dt+ �1

bulunur. Benzer şekilde,

c2(x) = �
i

N (2)(�)

1Z
x

�
e(2)
��
(t; �)f(t)dt+ �2

bulunur. Bu de¼gerler (3.23) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

y(x; �) = e(2)(x; �)�1 + g(2)(x; �)�2 +
ie(2) (x; �)

N (2)(�)

1Z
x

�
g(2)
��
(t; �)f(t)dt

�ig
(2) (x; �)

N (2)(�)

1Z
x

�
e(2)
��
(t; �)f(t)dt (3.25)

elde edilir. y çözümünün L2(0;1) uzay¬ndan olmas¬için �2 = 0 olmal¬d¬r.

(3.2) başlang¬ç koşulunun sa¼glanmas¬için,

�1 = �
i

N (2)(�)

1Z
0

�
g(2)
��
(t; �)f(t)dt+

1

N (2)(�)

1Z
0

u(2)(t; �)f(t)dt

olarak elde edilir. O halde Im� � 0 düzleminde

#2(x; t;�) =
e(2)(x; �)u(2)(t; �)

N (2)(�)
; (3.26)

~#2(x; t;�) = � i

N (2)(�)

8<: e(2)(x; �)(g(2))�(t; �) ; 0 � t � x

g(2)(x; �)(e(2))�(t; �) ; x � t <1
(3.27)

olmak üzere

R2(x; t;�) = #2(x; t;�) + ~#2(x; t;�)

olur. Benzer şekilde, Im� � 0 düzleminde

#1(x; t;�) =
e(1)(x; �)u(1)(t; �)

N (1)(�)
; (3.28)

~#1(x; t;�) = � i

N (1)(�)

8<: e(1)(x; �)(g(1))�(t; �) ; 0 � t � x

g(1)(x; �)(e(1))�(t; �) ; x � t <1
(3.29)
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olmak üzere,

R1(x; t;�) = #1(x; t;�) + e#1(x; t;�)
bulunur. O halde

R(x; t;�) =

8<: R1(x; t;�) ; Im� � 0

R2(x; t;�) ; Im� � 0

olur. Bu durumda,

(R�f)(x) =

1Z
0

R(x; t;�)f(t)dt

elde edilir.

Rezolvent operatörünün elde edilmesinin ard¬ndan aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2 Her bir � kompleks say¬s¬için Im� � 0 düzleminde öyle bir c� > 0

say¬s¬vard¬r ki

kR�k �
c�

jN (2)(�)j
p
Im�

(3.30)

ve Im� � 0 düzleminde,

kR�k �
c�

jN (1)(�)j
p
Im�

(3.31)

gerçeklenir.

·Ispat. (3.30) eşitsizli¼gini ispatlayal¬m.

fb(x; �) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(g(2))
�
(x; �)� u(2)(x;�)

bZ
0

ju(2)(t;�)j2dt

bZ
0

u(2)(t; �)(g(2))
�
(t; �)dt ; 0 � x � b

0 ; b < x <1

olarak tan¬mlayal¬m. ·Ispata başlamadan önce

bZ
0

u(2)(t; �)fb(t; �)dt = 0 (3.32)

15



oldu¼gunu gösterelim.

bZ
0

u(2)(t; �)fb(t; �)dt

=

bZ
0

u(2)(t; �)

266666664
(g(2))

�
(t; �)dt� (u(2)) (t; �)

bZ
0

ju(2)(x; �)j2 dx

bZ
0

u(2)(x; �)(g(2))
�
(x; �)dx

377777775
dt

=

bZ
0

u(2)(t; �)(g(2))
�
(x; �)dt�

bZ
0

u(2)(t; �)(u(2)) (t; �)dt

bZ
0

ju(2)(t; �)j2 dt

bZ
0

u(2)(t; �)(g(2))
�
(t; �)dt

= 0

olur. Şimdi de (3.32) den yararlanarak

bZ
0

jfb(x; �)j2 dx =
bZ
0

�
g(2)
��
(x; �)fb(x; �)dx

oldu¼gunu gösterelim.

bZ
0

jfb(x; �)j2 dx

=

bZ
0

fb(x; �)fb(x; �)dx

=

bZ
0

266666664
�
g(2)
��
(x; �)� u(2)(x; �)

bZ
0

ju(2)(t; �)j2 dt

bZ
0

u(2)(t; �)
�
g(2)
��
(t; �)dt

377777775
fb(x; �)dx

=

bZ
0

�
g(2)
��
(x; �)fb(x; �)dx�

bZ
0

u(2)(x; �)fb(x; �)dx
bZ
0

ju(2)(t; �)j2 dt

bZ
0

u(2)(t; �)
�
g(2)
��
(t; �)dt
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=

bZ
0

�
g(2)
��
(x; �)fb(x; �)dx

bulunur.

(R�fb) (t) =

1Z
0

R2(x; t;�)fb(t; �)dt =

bZ
0

R2(x; t;�)fb(t; �)dt

=

bZ
0

�
e(2)(x; �)u(2)(t; �)

N (2)(�)
� i

N (2)(�)
e(2)(x; �)

�
g(2)
��
(t; �)

�
fb(t; �)dt

= � i

N (2)(�)
e(2)(x; �)

bZ
0

�
g(2)
��
(t; �)fb(t; �)dt

= � i

N (2)(�)
e(2)(x; �)

bZ
0

jfb(t; �)j2 dt

= � i

N (2)(�)
e(2)(x; �) kfb(t; �)k2 (3.33)

olur.

e(2)(x; �) = ei�x

24 o(1)

1 + o(1)

35 ; j�j ! 1; Im� � 0

asimptotik eşitli¼ginden

��e(2)(x; �)�� = e� Im�x

24 o(1)

1 + o(1)

35 ; j�j ! 1; Im� � 0

elde edilir. Buradan 

e(2)(x; �))

 � 1

2
e� Im�x

bulunur.
1Z
0

��e(2)(x; �)��2 dx � 1

4

1Z
b

e�2 Im�xdx =
1

8 Im�
e�2b Im�

elde edilir. O halde (3.33) eşitli¼ginden, c� = e�2b Im�

8
olmak üzere,

kR�fbk2 � 1

jN (2)(�)j2
kfbk2

1

8 Im�
e�2b Im�

kR�k � c�

jN (2)(�)j
p
Im�
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bulunur.

Şimdi (3.31) eşitsizli¼gini ispatlayal¬m.

gb(x; �) =

8>>>>>><>>>>>>:
(g(1))

�
(x; �)� u(1)(x;�)

aZ
0

ju(1)(t;�)j2dt

aZ
0

u(2)(t; �)(g(1))
�
(t; �)dt ; 0 � x � a

0 ; a < x <1

al¬n¬p benzer i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda, Im� � 0 düzleminde,

kR�k �
c�

jN2(�)j
p
Im�

bulunur.

Teorem 3.3 �; L operatörünün rezolvent cümlesine ait ve �! �0 2 (�1;1) ise

kR�k ! 1

olur.

·Ispat. Im� � 0 ve Im� � 0 düzlemlerinde (3.30) ve (3.31) eşitsizliklerinde

Im�! 0 al¬n¬rsa kR�k ! 1 elde edilir.

� 2 (�1;1) için R�(L) operatörünün varl¬¼g¬ve s¬n¬rs¬zl¬¼g¬ispatland¬. Şimdi R�(L)

n¬n tan¬m cümlesinin L2 uzay¬nda yo¼gun oldu¼gunu gösterebiliriz.

Teorem 3.4 L operatörünün sürekli spektrumu tüm reel eksendir.

·Ispat. D(R�(L)) = L2(0;1;C2) oldu¼gunu gösterelim.

L2(0;1;C2) = R(L� �I)�N(L� � �I)

eşitli¼gi vard¬r. Burada, L�; L operatörünün adjointidir. N(L���I) cümlesi L���I

operatörünün çekirde¼gidir.

L� :=

8>>><>>>:
Jy

0
+Q(x)y = �y

1Z
0

K(x; t)y(t; �)dt+ �y2(0; �)� �y1(0; �) = 0
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ile gösterilen operatörün pozitif özde¼gei olmad¬¼g¬ için ancak y = 0 için çözümü

vard¬r. O halde

N(L� � �I) = f0g

elde edilir. Teorem 3:2 ve Teorem 3:3 ten

L2(0;1;C2) = R(L� �I)

olur. Buradan

�c = (�1;1)

bulunur.

Şimdi L operatörünün özde¼gerlerini ve spektral tekilliklerini inceleyelim. (3.16),

(3.17), (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) eşitliklerinden aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.5

�d (L) =
�
� : Im� < 0; N (1) (�) = 0

	
[
�
� : Im� > 0; N (2) (�) = 0

	
(3.34)

�ss (L) =
�
� : � 2 R�; N (1) (�) = 0

	
[
�
� : � 2 R�; N (2) (�) = 0

	
(3.35)�

� : � 2 R�; N (1) (�) = 0
	
\
�
� : � 2 R�; N (2) (�) = 0

	
= ?

d¬r. Burada R� = Rn f0g d¬r.

·Ispat. M�
1 ve M

+
1 ile aşa¼g¬daki cümleleri tan¬mlayal¬m.

M�
1 =

�
� : Im� < 0; N (1) (�) = 0

	
; M+

1 =
�
� : Im� > 0; N (2) (�) = 0

	
M =M�

1 [M+
1

cümlesini gösterelim.

L operatörünün özde¼gerlerinin tan¬m¬kullan¬l¬rsa

M � �d (L)

oldu¼gu görülür. (3.34) eşitli¼gini ispatlamak için �d (L) �M oldu¼gunu göstermeliyiz.

a) �0 2 C; Im�0 > 0 ve �0 2 �d (L) oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

(3.21) denkleminin � = �0 aşikar olmayan ve (3.2) koşulunu sa¼glayan denkleminin

 (2)(x; �) 2 L2[0;1) çözümü vard¬r. Ayr¬ca

W
�
e(2)(x; �); '(x; �)

�
= �i�; � 2 C+
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eşitli¼ginden

W
�
e(2)(x; �0); '(x; �0)

�
= �i�0 6= 0

oldu¼gundan  (2); e(2)(x; �0) ve '(x; �0) ¬n lineer kombinasyonu biçiminde yaz¬l¬r.

eN (2)(�0) =

1Z
0

K(x; �0)�'(x; �0)dx+ �'2(0; �0)� �'1(0; �0)

N (2)(�0) =

1Z
0

K(x; �0)�e(2)(x; �0)dx+ �e
(2)
2 (0; �0)� �e

(2)
1 (0; �0)

olmak üzere

 (2)(x; �0) = eN (2)(�0)�e(2)(x; �0)�N (2)(�0)�'(x; �0); Im� > 0

olur.  (2)(x; �) 2 L2[0;1) oldu¼gundan

lim
x!1

 (2)(x; �0) = lim
x!1

h eN (2)(�0)�e(2)(x; �0)�N (2)(�0)�'(x; �0)
i

= lim
x!1

eN (2)(�0)�e(2)(x; �0)� lim
x!1

N (2)(�0)�'(x; �0)

= 0

olmas¬için N (2)(�0) = 0 olmal¬d¬r. Buradan �0 2 C; Im�0 > 0 ve �0 2 �d (L) için

�0 2M+
1 (3.36)

olur.

b)�0 2 C; Im�0 < 0 ve �0 2 �d (L) kabul edelim. Bu durumda a) ş¬kk¬na benzer

olarak

�0 2M�
1 (3.37)

bulunur.

c)Kabul edelim ki �0 2 (�1;1) olsun. W
�
e(2)(x; �0); e

(1)(x; �0)
�
= �1 idi. Bu

durumda

 (x; �0) = N (2)(�0)�e(1)(x; �0)�N (1)(�0)�e(2)(x; �0)

lineer kombinasyonu biçiminde yaz¬l¬r.

 (x; �0) (3.1) - (3.2) s¬n¬r de¼ger probleminin bir çözümüdür. S¬n¬r koşulunu sa¼gla-

mas¬için N (1)(�0) = 0 ve N (2)(�0) = 0 olmal¬d¬r. O halde  (x; �0) � 0 oldu¼gundan

 (x; �0) öz fonksiyon olamaz. �0 özde¼ger de¼gildir. �0 =2 �d (L) dir.
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Dolay¬s¬yla

�d (L) \ (�1;1) = ;

elde ederiz. (3.36) ve (3.37) den

�d (L) �M

olur. O halde �d (L) =M bulunur.

(3.26), (3.27), (3.28), (3.29) a göre N (1) ve N (2) fonksiyonlar¬n¬n reel eksendeki

s¬f¬rlar¬rezolventin kutuplar¬d¬r. Di¼ger taraftan bu s¬f¬rlar L operatörünün sürekli

spektrumu üzerindedir. Sürekli spektrumun reel eksen oldu¼gunu bulmuşt¬k. Fakat

özde¼gerlerinin cümlesi ile reel eksenin kesi̧simi boş kümedir. Dolay¬s¬yla bu s¬f¬rlar

özde¼ger de¼gildir. Spektral tekilliklerin tan¬m¬ndan

�ss (L) =
�
� : � 2 R�; N (1) (�) = 0

	
[
�
� : � 2 R�; N (2) (�) = 0

	
bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Özde¼gerler ve spektral tekilliklerin özelliklerini araşt¬rmak için N (1) ve N (2) nin

s¬f¬rlar¬n¬n yap¬s¬n¬incelemek gerekmektedir.

M�
1 =

�
� : � 2 C�; N (1) (�) = 0

	
;

olarak tan¬mlanm¬̧st¬.

M�
2 =

�
� : � 2 R; N (1) (�) = 0

	
tan¬mlans¬n. Burada N (1) in s¬f¬rlar¬n¬ dikkate alaca¼g¬z. N (2) de benzer şekilde

gösterilebilir.

Lemma 3.2 K 2 L1 (R+) \ L2 (R+) ; i = 1; 2; � 6= 0

(i)M�
1 cümlesi s¬n¬rl¬d¬r, en çok say¬labilir say¬dad¬r ve limit noktalar¬reel eksenin

s¬n¬rl¬bir aral¬¼g¬ndad¬r.

(ii)M�
2 cümlesi kompaktt¬r.

·Ispat. (3.14) den N (1) (�) C� de analitik ve süreklidir.

f (1) (x; �) = K1 (x; �) +

1Z
0

K (x; �)

0@ H11 (x; x+ t)

H21 (x; x+ t)

1A dt

+�H21 (0; x)� �H11 (0; x) ; (3.38)

f (1) 2 L1 (R+)
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olmak üzere

N (1) (�) = �� +
1Z
0

f (1) (x; �) e�i�xdx (3.39)

formuna sahiptir. (3.39) dan

N (1) (�) = �� + o (1) ; � 2 C; j�j ! 1 (3.40)

sa¼glan¬r. Ve benzer şekilde

N (2) (�) = �+ o (1) ; � 2 C+; j�j ! 1 (� 6= 0)

sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan N (1) (�) fonksiyonu Im� < 0 yar¬düzleminde analitik Im� � 0 yar¬

düzleminde ise süreklidir. Bu durumda (3.40) den N (1) (�) fonksiyonu yeteri kadar

büyük � lar ve Im� � 0 için s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla N (1) (�) fonksiyonunun

Im� � 0 yar¬düzleminde s¬f¬rlar¬(yani M�
1 ve M

�
2 cümleleri) s¬n¬rl¬bir bölgededir.

N (1) (�) fonksiyonu Im� < 0 yar¬ düzleminde analitik oldu¼gundan onun analitik

bölgesinin içindeki s¬f¬rlar¬(yani M�
1 cümlesi) en çok say¬labilir say¬dad¬r. Analitik

fonksiyonun analitik bölgesinin içindeki s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬analitik bölgesinin

s¬n¬r¬nda oldu¼gundanM�
1 cümlesinin limit noktalar¬yineM

�
1 ya ait oldu¼gundanM

�
1

kompaktt¬r.

Teorem 3.6

jqi (x)j � ce�"
p
x; c > 0; " > 0; i = 1; 2

koşulu sa¼gland¬¼g¬nda N (1) (�) vektör fonksiyonu Im� < 0 yar¬düzleminde analitik

ve reel eksende sonsuz basamaktan diferensiyellenebilen fonksiyondur. Ayr¬ca Ar;

r = 0; 1; ::: sabitleri vard¬r ki

�� dr
d�r
N (1) (�)

�� � Ar; r = 0; 1; 2::: Im� � 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

supx2R+
�
e"
p
x jqi(x)j

	
<1; i = 1; 2 " > 0 (3.41)
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koşulunu verelim.

(3.14) ile verilen e(1) (x; �) vektör fonksiyonunu gözönüne alal¬m.

e(1) (0; �) =

0@ e
(1)
1 (0; �)

e
(1)
2 (0; �)

1A =

0BBBBBB@
1 + e�i�x

1Z
0

H11 (0; t) e
�i�tdt

1Z
0

H21 (0; t) e
�i�tdt

1CCCCCCA
elde edilir. Buradan

dr

d�r
e
(1)
1 (0; �) =

1Z
0

(�it)rH11 (0; t) e
�i�tdt (3.42)

dr

d�r
e
(1)
2 (0; �) =

1Z
0

(�it)rH21 (0; t) e
�i�tdt (3.43)

olur. (3.42) ve (3.43) den

dr

d�r
N (1) (�) =

dr

d�r

1Z
0

K (t; �) e(1) (t; �) dt

+�

1Z
0

(�it)rH21 (0; t) e
�i�tdt� �

1Z
0

(�it)rH11 (0; t) e
�i�tdt

=

1Z
0

(�it)r e�i�t [�H210; t� �H11 (0; t)] dt (3.44)

elde edilir. (3.14), (3.16), (3.41) den N (1) (�) fonksiyonunun Im� < 0 yar¬düzle-

minde analitik oldu¼gunu gösterir ve türevleri C� da süreklidir. Dolay¬s¬yla

��N (1) (�)
�� <1; � 2 C� (3.45)

Ayr¬ca Im� = 0 için (3.10) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

���� drd�rN (1) (�)

���� �

������ d
r

d�r

1Z
0

K (t; �) e(1) (t; �) dt

������+ c1

1Z
0

tre�"
p

t
2dt

� c1

1Z
0

tre�"
p

t
2dt (3.46)
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olur. (3.46) dan N (1) (�) fonksiyonunun Im� = 0 için sonsuz diferensiyellenebilen

bir fonksiyon oldu¼gu elde edilir. t
2
= u dönüşümü yap¬l¬rsa (3.46) dan

Ar = c2r
1Z
0

ure�"
p
udu; r = 1; 2; :::(c > 0)

olmak üzere ���� drd�rN (1) (�)

���� � c1

1Z
0

2r+1ure�"
p
udu

= Ar; r = 1; 2:::; (c > 0) (3.47)

elde edilir.

M
(1)
1 ve M (1)

2 cümlelerinin limit noktalar¬cümlelerini M (1)
3 ve M (1)

4 ile ve N (1) (�)

fonksiyonunun Im� � 0 yar¬ düzlemindeki sonsuz katl¬ s¬f¬rlar¬n¬n cümlesini ise

M
(1)
5 ile gösterelim.

Teorem 3.7 i) M
(1)
3 �M

(1)
2 ;M

(1)
4 �M

(1)
2 ;M

(1)
5 �M

(1)
2 sa¼glan¬r.

ii) N (1) n¬n tüm türevleri reel eksende sürekli olmak üzere,

M
(1)
3 �M

(1)
5 ;M

(1)
4 �M

(1)
5 (3.48)

sa¼glan¬r.

·Ispat. i) Özdeş olarak s¬f¬rdan farkl¬analitik fonksiyonun analitik bölgesinin için-

deki s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬analitik bölgesinin s¬n¬r¬ndad¬r. Bu nedenle aç¬k alt

düzlemde analitik olan N (1) (�) fonksiyonunun Im� < 0 bölgesindeki s¬f¬rlar¬n¬n

limit noktalar¬olanM (1)
3 cümlesi reel eksende olmal¬d¬r. Buradan veN (1) (�) fonksiy-

onunun süreklili¼ginden

M
(1)
3 �M

(1)
2

olur. Benzer olarak reel eksende analitik olan N (1) (�) fonksiyonunun reel eksendeki

limit noktalar¬M (1)
4 cümlesi reel eksende olmal¬d¬r.

M
(1)
4 �M

(1)
2
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yaz¬l¬r. Ayn¬zamanda özdeş olarak s¬f¬r olmayan analitik fonksiyonun sonsuz katl¬

s¬f¬rlar¬analitik bölgesinin s¬n¬r¬nda oldu¼gundan

M
(1)
5 �M

(1)
2

elde edilir.

ii) Kabul edelim ki M (1)
3 cümlesi M (1)

5 cümlesinin alt kümesi olmas¬n. Yani 9 (�n) 2

M
(1)
3 ve lim

n!1
�n = �0 var öyle ki �0 =2 M

(1)
5 d¬r. N (1) (�) reel eksene dek sürekli

oldu¼gundan �0 2 M
(1)
1 olur ve öyle n0 sonlu pozitif tam say¬s¬vard¬r ki

N (1) (�) = (�� �0)
n0 a (�) ; a (�0) 6= 0 (3.49)

olur. a (�) fonksiyonun sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r. N (1) (�) = 0 ve �n 6= �0 oldu¼gundan

0 =
N (1) (�n)

(�� �0)
n0 = a (�)

olur. a (�) fonksiyonunun süreklili¼ginden verilen eşitlik

0 = lim
n!1

a (�n) = a (�0)

elde edilir ve dolay¬s¬yla a (�0) 6= 0 olmas¬ile çeli̧sir. O halde, �0; N (1) (�) fonksiy-

onunun sonlu katl¬s¬f¬r¬olamaz yani �0 2M (1)
5 olmal¬d¬r.

Benzer şekilde M (1)
4 �M

(1)
5 ispatlan¬r.

Teorem 3.8 Ar = c2r
1Z
0

ure�"
p
udu; r = 1; 2; :::(c > 0) ile tan¬mlanan Ar sabitleri

aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glar.

Ar � Bbrrrr! (3.50)

Burada B ve b sabitleri c ye ve " a ba¼gl¬pozitif sabitlerdir.

·Ispat. Ar = c2r
1Z
0

ure�"
p
udu eşitli¼gini göz önüne alal¬m. ·Integralde "

p
u = t

dönüşümü yap¬l¬rsa

Ar =
4c2r

"2r

1Z
0

t2r+1e�tdt
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elde edilir. Sonuncu integralde 2r kez k¬smi integrasyon uygularsak

Ar = 4c:2r: (2r + 1) :2r: (2r � 1) :::3:2
1Z
0

te�"tdt

� 4c:2r: (2r + 1) : (2r + 1) :::: (2r + 1) : (2r + 1) :

1Z
0

te�"tdt

� B:2r (2r + 1)2r (3.51)

olur. Burada

B = 4c

1Z
0

te�"tdt <1

(3.50) eşitsizli¼ginden

Ar � B2r4rr2r
�
1 +

1

2r

�2r
(3.52)

elde edilir. �
1 +

1

2r

�2r
< e; rr < er:r!

eşitsizliklerini kullan¬rsak (3.49) e göre

Ar � Bbrrrr!

olur. Burada b = 8" dur.

Lemma 3.3 N (1) (�) fonksiyonunun Im� � 0 yar¬düzlemindeki sonsuz katl¬s¬f¬r-

lar¬n¬n cümlesi boştur. Yani M (1)
5 = ; d¬r.

·Ispat. Teoremi analitik fonksiyonlar¬n birebirlik teoremi olan Pavlov Teoremi ile

ispatlayaca¼g¬z.

Pavlov teoremine göre M (1)
5 kümesi s¬n¬rl¬d¬r ve M (1)

5 � (�1;1) dur. Dolay¬s¬yla

9T > 0 sabiti vard¬r.

�� dr
d�r
N (1) (�)

�� � Ar; r = 0; 1; :::; Im� � 0; j�j < 2T

olur. Ayr¬ca ������
�TZ

�1

lnjN(1)(�)j
1+�2

d�

������ <1;

������
1Z
T

lnjN(1)(�)j
1+�2

d�

������ <1
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sa¼glan¬r. ���� drd�rN (1) (�)

���� � 2r+1:c

1Z
0

tr:e�"
p
tdt

���� drd�rN (1) (�)

���� � Ar � Bbrrrr!

ç¬kar. E¼ger

hZ
0

lnE (s) d�
�
�
(1)
5;s

�
= �1 olsayd¬Pavlov Teoremi ne göreN (1) (�) � 0

olmal¬yd¬.

Bu nedenle E (s) = inf
r

ArSr

r!
ve �

�
�
(1)
5;s

�
ise M (1)

5 cümlesinin s-komşulu¼gunun lineer

Lebesque ölçüsüdür.

Fakat bilindi¼gine göre N (1) (�) 6= 0 d¬r. Bu nedenle de

hZ
0

lnE (s) d� (M5;s) > �1

olur. E (s) aşa¼g¬daki gibi de¼gerlendirilir.

E (s) = inf
r

ArS
r

r!
� Binf

r

�
brrrr!sr

r!

�
= Binf

r
fbrrrsrg

� min
x2[0;1)

fbxxxsxg

olur.

Aşa¼g¬daki fonksiyonu gözönüne alal¬m.

f (x) = bxsxxx = (bsx)x

E (s) ile ilgili olarak bir de¼gerlendirme elde etmek için f (x) fonksiyonunun mini-

mumu bulunmal¬d¬r.

ln f (x) = x ln (bsx)

f
0
(x)

f (x)
= ln (bsx) + 1

ise

f
0
(x) = (bsx)x [ln (bsx) + 1]
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oldu¼gundan

f
0
(x) = 0

denkleminin kökü

x =
1

bse

olur. Dolay¬s¬yla

E (s) � min f (x) � exp
�
� 1

bse

�
elde edilir.

lnE (s) � � 1

bse

oldu¼gundan (3.50) ya göre
hZ
0

1

s
d�
�
M

(1)
5;s

�
<1 (3.53)

olur.(3.53) herbir s için �
�
M

(1)
5;s

�
= 0 ya da M (1)

5 = ; olmas¬halinde sa¼glan¬r.

Teorem 3.9 (3.41) koşulu alt¬nda L operatörünün sonlu say¬da ve sonlu katl¬özde¼ger-

leri ve spektral tekillikleri vard¬r.

·Ispat. Teoremi ispatlayabilmek için C� ve C+ uzaylar¬nda N (1) ve N (2) nin sonlu

çoklukta s¬f¬r¬n¬n oldu¼gunu göstermeliyiz.

N (1) nin için ispat verece¼giz N (2) için benzer şekilde gösterilebilir. Lemma 3:2 ve

(3:48) den M (1)
3 =M

(1)
4 = ; bulunur.

Buradan M (1)
1 ve M (1)

2 s¬n¬rl¬kümelerin limit noktas¬yoktur (Lemma (3:1)). Yani

N (1) C� de s¬n¬rl¬ say¬da s¬f¬r¬ vard¬r. M
(1)
5 = ; bulgusundan bu s¬f¬rlar sonlu

çokluktad¬r.
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4. L OPERATÖRÜNÜN ÖZDE¼GERLER·INE VE SPEKTRAL TEK·IL-

L·IKLER·INE KARŞI GELEN ESAS FONKS·IYONLAR

Bu bölümde 3. bölümde bulunan L operatörünün özde¼gerlerine ve spektral tekillik-

lerine kaŗs¬gelen esas fonksiyonlar bulunmuşt¬r.

4.1 L Operatörünün Özde¼gerlerine Kaŗs¬Gelen Esas Fonksiyonlar

R� = R= f0g, C+ = f� : � 2 C; Im� > 0g ; C� = f� : � 2 C; Im� < 0g olmak üzere

C+ da N (2) nin s¬f¬rlar¬n¬ �+1 ; �
+
2 ; :::; �

+
j ile C� de N (1) in s¬f¬rlar¬n¬��1 ; �

�
2 ; :::; �

�
l

ile gösterelim. Bunlar¬n kat¬da s¬ras¬yla m+
1 ; m

+
2 ; :::;m

+
j ve m

�
1 ;m

�
2 ; :::;m

�
j olsun.

Benzer şekilde R� da N (2) nin s¬f¬rlar¬n¬�1; �2; :::; �� ve N (1) in s¬f¬rlar¬n¬�1; �2;

:::; �u ile gösterelim. Bunlar¬n kat¬da s¬ras¬yla m1; m2; :::; m� ve n1; n2; :::; n� olsun.

W

�
e
(2)
(1); '

�
= �i� ; � 2 C�

W
�
e(2); e(1)

�
= �1 ; � 2 R = (�1;1)

eşitliklerinden

 (1)(x; �) = eN (1)(�)e(1)(x; �)�N (1)(�)'(x; �); � 2 C� (4.1)

 (2)(x; �) = eN (2)(�)e(2)(x; �)�N (2)(�)'(x; �); � 2 C+� (4.2)

ve

 (x; �) = N (2)(�)e(1)(x; �)�N (1)(�)e(2)(x; �); x 2 R� = R= f0g (4.3)

eşitlikleri yaz¬labilir.

O halde (4.1) den Im� < 0 için

 (1)(x; �) = eN (1)(�)e(1)(x; �)�N (1)(�)'(1)(x; �)

ve C� da N (1) in s¬f¬rlar¬��1 ; �
�
2 ; :::; �

�
l oldu¼gundan i = 1; 2; :::; l için N

(1)(��i ) = 0

olur. Bu durumda i = 1; 2; :::; l için

 (1)(x; �+k ) =
eN (1)(��i )e

(1)(x; ��i ) (4.4)
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elde edilir.

Benzer şekilde (4.2) den Im� > 0 için

 (2)(x; �) = eN (2)(�)e(2)(x; �)�N (2)(�)'(2)(x; �)

ve C+ da N (2) nin s¬f¬rlar¬�+1 ; �
+
2 ; :::; �

+
j oldu¼gundan k = 1; 2; :::; j için N

(2)(�+k ) = 0

olur. Bu durumda k = 1; 2; :::; j için

 (2)(x; �+k ) =
eN (2)(�+k )e

(2)(x; �+k ) (4.5)

yaz¬l¬r.

Teorem 4.1 n = 0; 1; 2:::;m+
k � 1 , k = 1; 2; :::; j için�

@n

@�n
 (2)(x; �)

�
�=�+k

=

nX
j=0

Aj(�
+
k )

�
@j

@�j
e(2)(x; �)

�
�=�+k

(4.6)

burada

Aj(�
+
k ) =

�
n

j

��
@n�j

@�n�j
eN (2)(�)

�
�=�+k

ile verilir. Ayr¬ca p = 0; 1; :::;mi � 1 , i = 1; 2; :::; l için�
@p

@�p
 (1)(x; �)

�
�=��i

=

pX
j=0

Bj(�
�
i )

�
@j

@�j
e(1)(x; �)

�
�=��

i

(4.7)

burada,

Bj(�
�
i ) =

�
p

j

��
@p�j

@�p�j
eN (1)(�)

�
�=��

i

d¬r.

·Ispat. (4.6) eşitli¼ginin ispat¬ile başlans¬n. ·Ispatta tümevar¬m metodu uygulans¬n.

n = 0 için (4.5) eştli¼ginden (4.6) eşitli¼gi elde edilir.

n = 1 için ispatlans¬n.�
@

@�
 (2)(x; �)

�
�=�+k

=

�
@

@�

h
~N (2)(�)e(2)(x; �)�N (2)(�)'(2)(x; �)

i�
�=�+k

=

�
@

@�
~N (2)(�)e(2)(x; �) + ~N (2)(�)

@

@�
e(2)(x; �)

� @

@�
N (2)(�)'(2)(x; �)�N (2)(�)

@

@�
'(2)(x; �)

�
�=�+k

=

�
@

@�
~N (2)(�)e(2)(x; �) + ~N (2)(�)

@

@�
e(2)(x; �)

�
�=�+k

� @

@�
N (2)(�+k )'

(2)(x; �+k )�N (2)(�+k )
@

@�
'(2)(x; �+k )
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bulunur.

k = 1; 2; :::; j için N (2)(�+k ) = 0 oldu¼gundan�
@

@�
 (2)(x; �)

�
�=�+k

=

�
@

@�
~N (2)(�)e(2)(x; �) + ~N (2)(�)

@

@�
e(2)(x; �)

�
�=�+k

� @

@�
N (2)(�+k )'

(2)(x; �+k ) (4.8)

elde edilir.Ayr¬ca, N (2)(�) fonksiyonu Im� � 0 düzleminde sonlu say¬da, sonlu katl¬

s¬f¬ra sahip oldu¼gu için n = 1; 2; :::;m+
k�1 , k = 1; 2; :::; j için

N (2)(�) = (�� �+k )
na(�); a(�+k ) 6= 0 (4.9)

biçiminde tan¬mlanabilir. Buradan,

@

@�
N (2)(�+k ) = n(�� �+k )

n�1a(�) + (�� �+k )
n @

@�
a(�)

=
1X
j=0

�
1

j

�
@1�j

@�1�j
�
�� �+k

�n @j

@�j
a(�)

@2

@�2
N (2)(�+k ) = n(n� 1)(�� �+k )

n�2a(�) + 2n(�� �+k )
n�1 @

@�
a(�) + (�� �+k )

n @
2

@�2
a(�)

=
2X
j=0

�
2

j

��
@2�j

@�2�j
�
�� �+k

�n�� @j

@�j
a(�)

�
:::

@n

@�n
N (2)(�) =

nX
j=0

�
n

j

��
@n�j

@�n�j
�
�� �+k

�n�� @j

@�j
a(�)

�

O halde n = 1; 2; :::;m+
k � 1 , k = 1; 2; :::; j için�

@n

@�n
N (2)(�)

�
�=�+k

� 0 (4.10)

bulunur. (4.8) ve (4.10) eşitliklerinden n = 1 için (4:6) eşitli¼gi elde edilir.

(4.6) eşitli¼gi 2 � n0 � m+
k � 2 için var olsun.

�
@n0

@�n0
 (2)(x; �)

�
�=�+k

=

n0X
j=0

�
n0
j

��
@n0�j

@�n0�j
~N (2)(�)

�
�=�+k

�
@j

@�j
e(2)(x; �)

�
�=�+k

(4.11)
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Şimdi (4.6) eşitli¼gi n+ 1 için ispatlans¬n:�
@n0+1

@�n0+1
 (2)(x; �)

�
�=�+k

=

�
@

@�

�
@n0

@�n0
 (2)(x; �)

��
�=�+k

=

�
@

@�

��
n0
0

��
@n0

@�n0
~N (2)(�)

��
e(2)(x; �)

	
+

�
n0
1

��
@n0�1

@�n0�1
~N (2)(�)

��
@

@�
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
2

��
@n0�2

@�n0�2
~N (2)(�)

��
@2

@�2
e(2)(x; �)

�
+:::+

+

�
n0

n0 � 1

��
@

@�
~N (2)(�)

��
@n0�1

@�n0�1
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
n0

�n
~N (2)(�)

o� @n0

@�n0
e(2)(x; �)

���
�=�+k

=

��
n0
0

��
@n0�1

@�n0�1
~N (2)(�)

��
e(2)(x; �)

	
+

�
n0
0

��
@n0

@�n0
~N (2)(�)

��
@

@�
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
1

��
@n0

@�n0
~N (2)(�)

��
@

@�
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
1

��
@n0�1

@�n0�1
~N (2)(�)

��
@2

@�2
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
2

��
@n0�1

@�n0�1
~N (2)(�)

��
@2

@�2
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
2

��
@n0�2

@�n0�2
~N (2)(�)

��
@3

@�3
e(2)(x; �)

�
+:::+

+

�
n0

n0 � 1

��
@2

@�2
~N (2)(�)

��
@n0�1

@�n0�1
e(2)(x; �)

�
+

�
n0

n0 � 1

��
@2

@�2
~N (2)(�)

��
@n0�1

@�n0�1
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
n0

��
@

@�
~N (2)(�)

��
@n0

@�n0
e(2)(x; �)

�
+

�
n0
n0

�n
~N (2)(�)

o� @n0+1

@�n0+1
e(2)(x; �)

��
�=�+k

(4.12)

Kombinasyonunun sonuçlar¬ndan biri olan (� � r) olmak üzere,

�
n

r

�
+

�
n

r � 1

�
=

�
n+ 1

r

�
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eşitli¼gi kullan¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa (4.12) ifadesi

�
@n0+1

@�n0+1
 (2)(x; �)

�
�=�+k

=

��
n0 + 1

0

��
@n0+1

@�n0+1
~N (2)(�)

��
e(2)(x; �)

	
+

�
n0 + 1

1

��
@n0

@�n0
~N (2)(�)

��
@

@�
e(2)(x; �)

�
+

�
n0 + 1

2

��
@n0�1

@�n0�1
~N (2)(�)

��
@2

@�2
e(2)(x; �)

�
+:::+

+

�
n0 + 1

n0

��
@

@�
~N (2)(�)

��
@n0

@�n0
e(2)(x; �)

�
+

�
n0 + 1

n0 + 1

�n
~N (2)(�)

o� @n0+1

@�n0+1
e(2)(x; �)

��
=

n0+1X
j=0

�
n0+1
j

��
@n0+1�j

@�n0+1�j
~N (2)(�)

�
�=�+k

�
@j

@�j
e(2)(x; �)

�
�=�+k

olur. O halde (4.6) eşitli¼gi n0 + 1 için gerçeklenir. (4.6) eşitli¼gi tümevar¬m ile

ispanlanm¬̧s olur.

Benzer şekilde (4.7) eşitli¼gi de ispatlanabilir

Teorem 4.2 Özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar L2 [0;1;C) uzay¬n¬n ele-

man¬d¬r. Yani,

n = 0; 1; :::;m+
k � 1; k = 1; 2; :::; j olmak üzere,

�
@n

@�n
 (2)(x; �)

�
�=�+k

2 L2 [0;1;C) (4.13)

ve p = 0; 1; :::;m�
i � 1; i = 1; 2; :::; l olmak üzere

�
@p

@�p
 (1)(x; �)

�
�=��i

2 L2 [0;1;C) ; (4.14)

sa¼glan¬r.

33



·Ispat. �
@n

@�n
e(2)(x; �)

�
�=�+k

=

264
n
@n

@�n
e
(2)
1 (x; �)

o
�=�+kn

@n

@�n
e
(2)
2 (x; �)

o
�=�+k

375

=

26666664

1Z
0

[i(x+ t)]nH12(x; x+ t)ei�
+
k (x+t)dt

(ix)n ei�
+
k x +

1Z
0

[i(x+ t)]nH22(x; x+ t)ei�
+
k (x+t)dt

37777775 (4.15)

n = 0; 1; :::;m+
k � 1; k = 1; 2; :::; j elde edilir.

jHij(x; t)j � ce�"
p

x+t
2 ; c > 0; " > 0; i; j = 1; 2 ve (4.15) kullan¬l¬rsa,�����

�
@n

@�n
e
(2)
1 (x; �)

�
�=�+k

����� =

������
1Z
0

[i(x+ t)]nH12(x; x+ t)ei�
+
k (x+t)dt

������
�

1Z
0

(x+ t)n jH12(x; x+ t)j e�(x+t) Im�
+
k dt

� c

1Z
0

(x+ t)ne�(x+t) Im�
+
k e�"

p
2x+t
2 dt

� ce�"
p
x

1Z
0

(x+ t)ne�(x+t) Im�
+
k dt (4.16)

bulunur. Im�+k > 0 oldu¼gundan

1Z
0

tne�t Im�
+
k dt <1 (4.17)

olur. (4.5) ve (4.6) dan n = 0; 1; :::;m+
k �1; k = 1; 2; :::; j , c1 > 0 sabit olmak üzere,�

@n

@�n
e
(2)
1 (x; �)

�
� c1e

�"
p
x (4.18)

elde edilir. n = 0; 1; :::;m+
k � 1; k = 1; 2; :::; j , c2 > 0 sabit olmak üzere,�

@n

@�n
e
(2)
2 (x; �)

�
�=�+k

� xne�x Im�
+
k + c2e

�"
p
x (4.19)
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sa¼glan¬r. (4.15), (4.18) ve (4:19) dan



� @n

@�n
e(2)(:; �)

�



2
L2(0;1;C2)

=

1Z
0

�����
�
@n

@�n
e(2)(x; �)

�
�=�+k

�����
2

dx <1

elde edilir. O halde n = 0; 1; :::;m+
k � 1; k = 1; 2; :::; j için�

@n

@�n
e(2)(:; �)

�
�=�+k

2 L2(0;1;C2) (4.20)

olur. (4.6), (4.20) den ve ~N (2) fonksiyonunun sonlulu¼gundan n = 0; 1; :::;m+
k � 1;

k = 1; 2; :::; j için �
@n

@�n
 (2)(x; �)

�
�=�+k

2 L2(0;1;C2)

elde edilir.

(4.14) de (4.13) e benzer şekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.3

 (2)(x; �+k );

�
@

@�
 (2)(x; �)

�
�=�+k

; :::;

(
@m

+
k �1

@�m
+
k �1

 (2)(x; �)

)
�=�+k

ve

 (1)(x; ��i );

�
@

@�
 (1)(x; �)

�
�=��i

; :::;

(
@m

�
i �1

@�m
�
i �
 (1)(x; �)

)
�=��i

fonksiyonlar¬na L operatörünün � = �+k ; k = 1; 2; :::; j ve � = ��i ; i = 1; 2; :::; l

özde¼gerlerine ba¼gl¬öz fonksiyonlar¬denir.  (2)(x; �+k ) ve  
(1)(x; ��i ) baş

fonksiyonlard¬r. �
@

@�
 (2)(x; �)

�
�=�+k

; :::;

(
@m

+
k �1

@�m
+
k �1

 (2)(x; �)

)
�=�+k

fonksiyonlar¬ (2)(x; �+k ) n¬n eş fonksiyonlar¬d¬r.�
@

@�
 (1)(x; �)

�
�=��i

; :::;

(
@m

�
i �1

@�m
�
i �
 (1)(x; �)

)
�=��i

fonksiyonlar¬ise  (1)(x; ��i ) n¬n eş fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.
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4.2 L Operatörünün Spektral Tekilliklerine Kaŗs¬Gelen

Esas Fonksiyonlar

R� = Rn f0g da N (2) nin s¬f¬rlar¬�1; :::; �� ve N (1) in s¬f¬rlar¬�1; :::; �� ile göste-

rilmi̧sti. (4.3) eşitli¼ginden

k = 1; 2; :::; � için  (1)(x; �k) = �N (1)(�k)e
(2)(x; �k) (4.21)

ve

i = 1; 2; :::; � için  (2)(x; �i) = �N (2)(�i)e
(1)(x; �i) (4.22)

yaz¬l¬r.

Sonuç 4.1 n = 0; 1; :::;m+
k � 1; k = 1; 2; :::; � için�

@n

@�n
 (x; �)

�
�=�k

=
nX
j=0

Cj(�k)

�
@j

@�j
e(2)(x; �)

�
�=�k

Cj(�k) = �
�
n

j

��
@n�j

@�n�j
N (1)(�)

�
�=�k

(4.23)

ve p = 0; 1; :::ni � 1; i = 1; 2; :::; � için�
@p

@�p
 (x; �)

�
�=�i

=

pX
j=0

Dj(�i)

�
@j

@�j
e(1)(x; �)

�
�=�i

(4.24)

burada

Dj(�i) =

�
p

j

��
@p�j

@�p�j
N (2)(�)

�
�=�i

eşitlikleri vard¬r.

Teorem 4.1 e benzer şekilde gösterilebilir.

Lemma 4.1 Spektral tekilliklere kaŗs¬l¬k gelen esas fonksiyonlar L2 [0;1;C) ele-

man¬de¼gildir.�
@n

@�n
 (:; �)

�
�=�k

=2 L2 [0;1;C) ; n = 0; 1; :::;mk � 1; k = 1; 2; :::; � (4.25)�
@p

@�p
 (:; �)

�
�=�i

=2 L2 [0;1;C) ; p = 0; 1; :::; ni � 1; i = 1; 2; :::; � (4.26)

d¬r.
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·Ispat. Bu lemman¬n ispat¬için

�
@n

@�n
e(2)(x; �)

�
�=�k

=

26666664

1Z
x

(it)nH12(x; t)e
i�ktdt

(ix)n ei�kx +

1Z
x

(it)nH22(x; t)e
i�ktdt

37777775 (4.27)

�
@p

@�p
e(1)(x; �)

�
�=�i

=

26666664
(�ix)pe�i�ix +

1Z
x

(�it)pH11(x; t)e
�i�itdt

1Z
x

(�it)pH21(x; t)e
�i�itdt

37777775 (4.28)

eşitliklerini kullanal¬m. (4.27) eşitli¼ginden�����
�
@n

@�n
e
(2)
1 (x; �)

�
�=�k

����� =

������
1Z
x

(it)nH12(x; t)e
i�ktdt

������
�

1Z
x

tn jH12(x; t)j dt (4.29)

bulunur. �����
�
@n

@�n
e
(2)
2 (x; �)

�
�=�k

����� =

������(ix)n ei�kx +
1Z
x

(it)nH22(x; t)e
i�ktdt

������
� xn +

1Z
x

tn jH22(x; t)j dt (4.30)

bulunur. (4.29) ve (4.30) dan�����
�
@n

@�n
e(2)(x; �)

�
�=�k

����� =2 L2 [0;1;C) ; n = 0; 1; :::;mk � 1; k = 1; 2; :::; �

buradan ve (4.23) den (4.25) elde edilir.

Benzer şekilde (4.28) ve (4.24) den (4.26) elde edilir.

Şimdi aşa¼g¬daki Hilbert Uzay¬n¬tan¬mlayal¬m:

H(0;1;C2;m) :=

8<:f : f =
�
f1
f2

�
;

1Z
0

(1 + x)2m
�
jf1(x)j2 + jf2(x)j2

�
dx <1

9=;
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kümesi üzerindeki norm

kfk2H(0;1;C;m) =
1Z
0

(1 + x)2m
�
jf1(x)j2 + jf2(x)j2

	
dx

ve

H(0;1;C2;�m) :=

8<:g : g =
�
g1
g2

�
;

1Z
0

(1 + x)�2m
�
jg1(x)j2 + jg2(x)j2

	
dx <1

9=;
kümesi ve üzerindeki norm

kgk2H(0;1;C2;�m) =
1Z
0

(1 + x)�2m
�
jg1(x)j2 + jg2(x)j2

	
dx

olsun (K¬r 1999).

H(0;1;C2; 0) = L2(0;1;C2) ve

H(0;1;C2;m) � L2(0;1;C2) � H(0;1;C2;�m); m = 1; 2; ::: bulunur.

Teorem 4.4 Spektral tekilliklere kaŗs¬l¬k gelen esas fonksiyonlar Hilbert Uzay¬�ndad¬r.

Yani n = 0; 1; :::;mk � 1; k = 1; 2; :::; � olmak üzere,�
@n

@�n
 (:; �)

�
�=�k

2 H(0;1;C;�(n+ 1)); (4.31)

p = 0; 1; :::; ni � 1; i = 1; 2; :::; � olmak üzere�
@p

@�p
 (:; �)

�
�=�i

2 H(0;1;C;�(p+ 1)); (4.32)

·Ispat. n = 0; 1; :::;mk � 1; k = 1; :::; � için (4.29), (4.30) ve H(0;1;C2;�(n + 1))

uzay¬n¬n tan¬m¬ndan (4.31) hesaplan¬r. Benzer şekilde (4.32) hesaplanabilir.

Tan¬m 4.1

 (x; �k);

�
@

@�
 (x; �)

�
�=�k

; :::;

�
@mk�1

@�mk�1 (x; �)

�
�=�k

ve

 (x; ��i );

�
@

@�
 (x; �)

�
�=��i

; :::;

(
@n

�
i �1

@�n
�
i �
 (x; �)

)
�=��i
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fonksiyonlar¬na s¬ras¬yla L operatörünün � = �k; k = 1; 2; :::; � ve

� = ��i ; i = 1; 2; :::; � spektral tekilliklerine ba¼gl¬esas fonksiyonlar¬denir.

n0 =maks fm1; :::;m�; n1; :::; n�g olmak üzere

Hn0 = H(0;1;C; n0 + 1); H�n0 = H(0;1;C;�(n+ 1)

al¬n¬rsa

Hn0 � L2(0;1;C) � H�n0

olur.

Sonuç 4.2 Spektral tekilliklere kaŗs¬gelen esas fonksiyonlar H�n0 uzay¬na aittir.

Yani, �
@n

@�n
 (:; �)

�
�=�k

2 H�n0 ; n = 0; 1; :::;mk�1; k = 1; 2; :::; ��
@p

@�p
 (:; �)

�
�=�i

2 H�n0 ; p = 0; 1; :::; ni�1; i = 1; 2; :::; �

d¬r.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Fonksiyonel analiz, uygulamal¬matematik ve kuantum mekani¼ginin birçok proble-

minin modellenip çözülmesinde en çok kullan¬lan denklemler diferensiyel

denklemlerdir

Skaler katsay¬l¬ve genel s¬n¬r koşulu ile verilen nonselfadjoint operatörlerin spektral

analizi literatürde detayl¬bir biçimde incelenmesine ra¼gmen genel s¬n¬r koşulu ile

verilen ve diferensiyel denklemler sistemi taraf¬ndan üretilen non-selfadjoint oper-

atörlerin spektral teorisi yeteri kadar incelenmemi̧stir.

Tezin ilk bölümünde,
1Z
0

K(t; �)y(t; �)dt+ �y2(0; �)� �y1(0; �) = 0 koşulunu gerçekleyen

�
J
d

dx
+Q(x)� �

�
y(x; �) = 0;

sistemi yard¬m¬yla tan¬mlanan non-selfadjoint L operatörünün çözümleri incelen-

mi̧stir. Ayr¬ca rezolventi hesaplanm¬̧s ve sürekli spektrumu elde edilmi̧stir.

Tezin ikinci bölümünde ise, L operatörünün özde¼ger ve spektral tekilliklerine kaŗs¬l¬k

gelen esas fonksiyonlar¬n özellikleri araşt¬r¬lm¬̧s, özde¼ger ve spektral tekilliklere kaŗs¬l¬k

gelen L2 ve H uzaylar¬na ait oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Bu tezdeki amaç genel s¬n¬r koşulu ile verilen diferensiyel denklemler sistemi taraf¬n-

dan üretilen operatörün spektral analizi incelenerek literatürdeki bir boşluk gider-

ilmesidir.

Tezdeki bu çal¬̧smalar¬n devam¬olarak L operatörünün esas fonksiyonlar¬na göre

spektral aç¬l¬m formülü hesaplan¬p ve aç¬l¬m¬n yak¬nl¬¼g¬incelenebilir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n konusunu oluşturan operatörlerin spektral teorisi üzerine yap¬lan

çal¬̧smalar da zaman skalas¬nda modellenerek, hem skaler hem de matris durumunun

detayl¬bir şekilde incelenmesi mümkündür.
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