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OZET
ESNEK KUMELER VE TOPOLOJiSi UZERINE
Miige CERCI

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dr.Ogr. Uyesi Giiltekin SOYLU

Haziran 2018, 49 sayfa

1999 yilinda Molodtsov tarafindan cesitli belirsizlikleri kaldirmak amaciyla ortaya
atilan esnek kiime teorisi, dikkatleri hizla iizerine ¢ekmis ve bircok aragtirmaci tarafindan
yeni bir matematiksel ara¢ olarak kabul edilmistir. Bu yeni alanda ¢aligan matematikgciler,
konunun gelismesine onemli katkilarda bulunmuslardir. Bir yandan klasik teori kullani-
larak esnek teoriyi gelistirmek amaglanirken, bir yandan da elde edilen yeni kavramlarin
yine klasik teori ile baglantisi tizerinde durulmustur. Bu tez ¢alismasinda, esnek kiime
teorisinin temelini olusturan tanimlara yer verilerek konun tanitilmasi saglanmis ve bu ta-
nimlardan hareketle esnek Kuratowski kapanis ve esnek i¢ operatorleri aracilifiyla esnek
topolojik uzaylarin ingaas1 yapilmistir. Ardindan, literatiirde yer alan farkli esnek nokta
tanimlarindan hareketle esnek ic, esnek kapanis, esnek dis, esnek sinir noktalari tanimlari
ve bunlar aracilifiyla elde edilen esnek kiimeler tekrardan tanimlanmistir. Bu tanimlar 1g1-
ginda esnek topolojik uzaylar yeniden incelenmistir. Sonug olarak, klasik kiime teorisi ve
klasik topolojik uzaylardan asina olunandan bazi farkli sonuglar elde edilmistir. Bunlara
ek olarak esnek metrik uzaylar tizerine ¢alisilmig ve esnek metrik uzaylar ile klasik metrik
uzaylar arasindaki iliskiye de8inilmistir. Bu noktada, klasik metrik uzaylarin genelleme-
leri olan bazi metrik yapilar1 goz 6niinde bulundurulmus ve esnek metriklerin aslinda bu
genellemelerden biri olan koni metrik kavramina karsilik geldigi gozlemlenmistir. Boy-
lelikle, koni metrik uzaylar iizerinde elde edilen biitiin sabit nokta teoremlerinin esnek

metrik uzaylara ek bir kosul gerekmeksizin aktarilabildigi sonucuna varilmisgtir.

ANAHTAR KELIMELER: Esnek kiime, Esnek metrik, Esnek nokta, Esnek topoloji,

Esnek i¢, Esnek kapanis, Esnek dis, Esnek sinir
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In 1999, the soft set theory introduced by Molodtsov to remove various uncertainties
quickly attracted attention and was accepted by many researchers as a new mathematical
tool. Mathematicians working in this new field have made important contributions to the
development of the subject. On the one hand, it is aimed to develop soft theory by using
classical theory, while on the other hand the relation of new concepts obtained with clas-
sical theory is emphasized. In this thesis, the definitions which constitute the basis of the
soft set theory are given and the soft topological spaces are constructed by soft Kurato-
wski closure and soft interior operators. Then, soft interior, soft cluster, soft exterior, soft
boundary definations and derived from them are soft sets defined from, based on different
soft point definitions in the literature. Soft topological spaces have been reexamined in the
light of these definitions. As a result, it has been obtained some different results familiar
from classical set theory and classical topological spaces. In addition, soft metric spaces
have been studied and the relationship between soft metric spaces and classical metric
spaces has been described. At this point, some metric constructions which are generaliza-
tions of classical metric spaces are considered and it is observed that soft metrics actually
correspond to conic metric concept which is one of these generalizations. Thus, conclusi-
ons have been reached that all fixed point theorems obtained on conic metric spaces can

be transferred to soft metric spaces without any additional condition.

KEYWORDS: Soft set, Soft metric, Soft point, Soft topology, Sof interior, Soft closure,

Soft exterior, Soft boundary
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ONSOZ

Giinliik hayat1 matematiksel olarak modelleyebilmek adina ortaya atilan teorilere 1999
yilinda Molodtsov tarafindan esnek kiime teorisi adir altinda bir yenisi eklenmigtir. Mo-
lodtsov, bu teori ile birlikte; fonksiyonlarin diizgiinliigii, oyun teorisi, yoneylem arastir-
masi, Riemann-integrali, Perron integrali, olasilik ve 6l¢iim teorisi gibi konularin uygula-
masi lizerinde durmustur. Bu yeni teori, bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢cekmis ve buradan
hareketle teorinin gelistirilmesine odaklanilmigtir. Ancak bu ¢aligmalar, literatiirde bircok
acik problemi de beraberinde getirmistir.

Bu tez calismasinda ilk olarak, konuyu tanitmak amaciyla konunun temelini olugstu-
ran tanimlara yer verilmistir. Konu esnek nokta tanimina geldiginde ise literatiirde ii¢
farkli esnek nokta tanimiyla karsilasilmig ve her birinin farkli birtakim sonuglar dogur-
dugu gozlemlenmistir. Buradan hareketle, kiyaslamali olarak bu sonuglarin uygulamasina
yer verilerek daha genis bir perspektiften konuyu ele almak amaclanmistir. Ardindan es-
nek metrik uzaylar iizerine calisilmig ve klasik metrik uzaylar ile arasindaki iligskiye vurgu
yapilmistir.

Bu tez calismas1 boyunca destegini esirgemeyen danisman hocam Sayin Dr.Ogr. Uyesi
Giiltekin SOYLU’ya, tez izleme komitemde bulunan ve konuya getirdikleri degisik bakis
acilartyla tez calismamin sekillenmesinde énemli rol oynayan Sayin Prof.Dr. Gabil ADI-
LOV ve Sayn Dr.Ogr. Uyesi Mutlu GULOGLU’na, akademik yolculugum boyunca her
an yanimda olan ve bu yolda beni hicbir sekilde yalniz birakmayan babam Necdet CERCI

ile annem Aycan CERCI’ye sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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GIRIS M. CERCI

1. GIRIS

Bircok alandaki belirsizlikleri ortadan kaldirmak amaciyla ge¢misten giiniimiize kadar
cesitli teoriler ortaya atilmistir. Bu teoriler, aslinda karsilasilan problemleri modellemek
adina gelistirilmis matematiksel araclar olarak diisiiniilebilir. Bulanik kiime teorisi, sez-
gisel bulanik kiime teorisi, olasilik teorisi gibi teoriler bu matematiksel araclarin baginda
gelmektedir.

Molodtsov (1999), yeni bir matematiksel ara¢ olarak esnek kiime teorisini ortaya koy-
mustur. Bu yeni teori, hizla ilgileri iizerine ¢cekmis ve ¢ok sayida arastirmaci tarafindan
esnek kiime teorisinin uygulamari ile matematigin diger branglar arasindaki baglantilari
tizerinde durulmustur. Maji vd. (2003) esnek kiime teorisindeki bir¢ok temel kavrami ta-
nitmis ve esnek kiimelerin ilk pratik uygulamasini vermistir. Shabir ve Naz (2011), esnek
topolojik uzaylarin ¢alisilmasina onciiliik ederken, bir esnek topolojik uzayn, topolojik
uzaylarin bir parametreler ailesini verdigini gostererek klasik topolojik uzaylar ile esnek
topolojik uzaylar arasindaki baglantiy1 incelemistir. Bu calismanin devaminda Aygiinoglu
ve Aygiin (2012), Cagman ve Enginoglu (2011) ve daha sonra Georgiou vd. (2013) esnek
topolojik uzay kavraminin gelismesine 6nemli katkilarda bulunmuglardir. Aktas ve Cag-
man (2007), esnek grup teorisinin temel diizeyde bir ¢calismasini ortaya koymustur ki bu
calisma aslinda esnek kiimelerin cebirsel insaasini igeren bir grubun genislemesidir.

Yapilan calismalar, esnek kiime teorisini gelistirmeye odaklanirken bir¢ok acik prob-
lemi de beraberinde getirmistir. Bunlardan en dikkat ¢ekeni, bir esnek kiimenin elemanla-
rin1 belirleme noktasinda ii¢ farkli yaklasim ile karsilasilmasidir. Matejdes (2016) yaptid1
calismada, kiime degerli doniisiimler ve ikili bagintilar arasindaki benzerligi temel alan
esnek topolojik uzaylari incelemeye devam ederek bu iki kavram arasindaki yakin iligkiye
vurgu yapmis ve kiime degerli doniisiimler araciligiyla tanimlanan esnek kiime ile ikili
bagintilar araciligiyla tanimlanan esnek kiimenin tanimlarinin birbirine denk oldugunu
gostermistir. Buradan hareketle, (£ x U) carpim uzay1 ile esnek topolojik uzay arasinda
birebir bir esleme olusturarak bu iki kavramin matematiksel olarak ayni oldugunu ortaya
koymustur. Boylece, elde edilen homeomorfik yapi sonucu Das ve Samanta (2013b) tara-
findan tanimlanan esnek nokta, ¢carpim topolojisindeki herhangi bir nokta olarak diisiinii-

lebilir. Sonug olarak Matejdes (2016), bir¢ok esnek topolojik kavram ve sonucun aslinda
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genel topolojiden tiiretilebilinecegini elde etmistir. Hemen ardindan Matejdes (2017a,b)
esnek ayirma aksiyomlarini yeniden ele almistir. Bu nokta yapisi temel alindiginda, bir
diger aragtirma alan1 olarak Das ve Samanta (2013b) tarafindan sunulan esnek metrik kav-
ramindan s6z etmek miimkiindiir. Das ve Samanta (2013a) her esnek metrigin bir esnek
topoloji dogurdugunu gostermistir. Ote yandan, klasik metrik uzaylarin genellemelerine
yonelik bircok ¢alismada bulunulmustur. Bunun bir incelemesini An vd. (2015) tarafindan
yapilan calismada bulmak miimkiindiir. Bu genellemeler arasinda bulunan koni metrikler,
Khani ve Pourmahdian (2011) ile Ercan (2014) tarafindan koni metrik uzaylarin metrik-
lenebilirliginin ele alinmasiyla birlikte yeni bir kavram olmaktan ¢ikmigstir. Bu bilgiler
15181nda her esnek metrigin aslinda bir koni metrik olarak diisiiniilebilecegini gostermek,
esnek metrik uzaylarin topolojik yapisinin daha iyi anlagilmasina yol acacaktir. Bu tez
calismasinda, bu baglantinin kurulmasiyla birlikte 6zellikle sabit nokta teoremleriyle il-
gili yapilan ¢aligmalarin artik koni metrik uzaylardan elde edilen sonuglarla aktarilabilir
kilindig1 sonucu elde edilmistir.

Bir diger esnek nokta tanimi Zorlutuna vd. (2012) tarafindan tanimlanmistir ki bu
nokta yapisi 6zel halde Das ve Samanta (2013b) tarafindan verilen nokta yapisina karsilik
gelmektedir. Bu kisimda ilk dikkat ¢ceken durum, bir esnek noktay1 icermeyen iki farklh
esnek kiimenin birlesiminin beklenenin aksine bu esnek noktay1 icerebilmesi durumudur.

Uciincii esnek nokta tanimu ise Shabir ve Naz (2011) tarafindan tanimlanan ilging bir
nokta yapisi olmakla birlikte klasik kiime teorisinden asina olunan bazi kavramlar karsi-
lamamakta ve bunun sonucu olarak da esnek kiime terosindeki bazi teoremlerin ispatini
alternatif bir yontem olmadig1 takdirde ispatlanamaz kilmaktadir. Bu tez ¢calismasinda, ii¢
farkli esnek nokta tanimi da ele alinmis, bu tanimlar 15181nda esnek kiime teorsinde kargi-
lagilabilecek farkliliklara vurgu yapilmistir. Buradan hareketle, bu calisma boyunca esnek
nokta tanimlarina iligkin yapilan gozlemler, ne tiir problemlerin kanitlanabilinecegi veya
kanitlanamayacagi hususuna agiklik getirmesi acisindan 6nem tegkil etmektedir.

Bu tez ¢alismasi Girig ve Kaynaklar boliimii disinda ii¢ kisimdan olugmaktadir.

Birinci kisimda kaynak taramasi yapilarak tez ¢alismasi boyunca gerekli olan temel
bilgiler verilmis ve bu konuda daha 6nceden yapilmis calismalar hakkinda kisa bilgilen-
dirmelerde bulunulmustur. Yukarida bahsi gegen ii¢ farkli esnek nokta tanimi1 ve bu esnek

nokta tanimlariyla iligkili bazi diger tanimlar, her biri ayr1 bir alt boliimde verilmek iizere
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ele alinmistir. Bununla birlikte noktasal olmayan tanimlar aracilifiyla klasik topolojinin
benzer bir uygulamasi olarak verilebilecek birtakim teoremler ve bunlarin 6rneklerine yer
verilmisgtir.

Ikinci kisim, ii¢ alt boliimden olusmaktadir.

-Birinci boliimde, Shabir ve Naz (2011) tarafindan tanimlanan nokta yapisiyla birlikte
klasik kiime teorisi ve klasik topolojik uzaylar ile ilgili bilinen baz1 6zelliklerin saglan-
madigina dair ters ornekler verilerek olusan farkliliklar iizerinde durulmustur.

-Ikinci bolimde, Das ve Samanta (2013b) tarafindan tanimlanan esnek nokta tanimi
esas alinarak elde edilen esnek metrik uzaylar ile koni metrik uzaylar arasindaki baglan-
tiya ve dolayisiyla klasik metrik uzaylar ile arasindaki yakin iligkiye deginilmistir.

-Uciincii boliimde ise Zorlutuna vd. (2012) tarafindan tanimlanan esnek nokta tani-
mina yer verilerek bu esnek noktay1 icermeyen iki farkli esnek kiimenin birlegsiminin bek-
lenenin aksine bu esnek noktay1 icerebilmesi ile ilgili bir 6rnek verilmistir.

Uciincii kisim ise tez calismasi boyunca elde edilen sonuglarin ifade edildigi kisimdir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tez boyunca sikc¢a kullanilan bazi temel kavramlarin tanimi ve 6nemli so-
nuglart verilecektir. Bu boliimdeki temal kavramlar icin; Ali vd. (2009), Das ve Samanta
(2012, 2013b), Feng vd. (2008), Georgiou ve Megaritis (2014), Huang ve Zhang (2007),
Hussain ve Ahmad (2011), Maji vd. (2003), Matejdes (2015, 2016), Molodtsov (1999),
Shabir ve Naz (2011), Zorlutuna vd. (2012) makalelerinden yararlanilmigtir. Diger 6zel
kavramlarin tanimi1 ve sonuglari tez boyunca konu igerisinde uygun yerlerde agiklanacak-
tir.

Bu boliimiin ilk kisminda, esnek kiime kurami ve ardindan esnek topolojik uzaylar ile
ilgili baz1 temel kavramlar ifade edilecektir. Daha sonra, bu kavramlar yardimiyla litera-
tiirde yerini alan baz1 teoremler verilecektir. Bu kisimda verilen biitiin tanim ve teoremler
aslinda, klasik kiime teorisi ve klasik topolojik uzaylarin benzer bir uygulamasindan iba-

rettir.

Tanim 2.1. U bostan farkl bir kiime, E parametreler kiimesi ve o(U) da U nun kuvvet
kiimesi olsun. F' : E — o(U) bir déniigiim olmak iizere (F, E) ikilisine U iizerinde bir

esnek kiime denir.

Tanmm 2.2. U bogstan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi olmak iizere (F,E) ve
(G, E), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Her e € F icin F'(e) C G(e) oluyorsa (F, E)

esnek kiimesi, (G, E) esnek kiimesinin bir esnek alt kiimesidir denir ve
(F,E)C(G, E)
ile gosterilir.
Tanmm 2.3. (F, E) ve (G, E), U iizerinde iki esnek kiime olsun. (F, E) esnek kiimesi

(G, E) esnek kiimesinin bir esnek alt kiimesi ve (G, E) esnek kiimesi de (F, E) esnek

kiimesinin bir esnek alt kiimesi ise (F, E) ile (G, E) esnek kiimeleri esittir denir.

Tanim 2.4. U bostan farkli bir kiime, (F, F), U iizerinde bir esnek kiime olsun.
F¢: E — o(U) doniigiimii, her e € E i¢cin F(e) = U — F\(e) ile tammlansin. Bu
durumda,
(F,E) :=(F° E)

esnek kiimesine (F, E) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir.

4
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Tanmm 2.5. U bostan farkli bir kiime olmak iizere U iizerindeki bir (F, E) esnek kiimesi,
her e € E icin F(e) = @ kosulunu sagliyorsa (F, E) esnek kiimesine, esnek bos kiime

denir ve O ile gosterilir.

Tamim 2.6. U bostan farkli bir kiime olmak iizere U iizerindeki bir (F, E) esnek kiimesi,
her e € E i¢cin F(e) = U kosulunu sagliyorsa (F, E) esnek kiimesine, esnek mutlak kiime

denir ve Uy, ile gosterilir.

Tamm 2.7. (F, E) ve (G, E), U iizerinde iki esnek kiime olmak iizere bu iki esnek kiimenin

esnek birlesimi, her e € E icin H(e) = F(e) U G(e) kosulunu saglayan ve
(H,E) = (F, EYJ(G, E)
ile gosterilen esnek kiimesidir.

Tamm 2.8. (F, E) ve (G, E), U iizerinde iki esnek kiime olmak iizere bu iki esnek kiimenin

esnek kesigimi, her e € E icin H(e) = F(e) N G(e) kosulunu saglayan ve
(H, E) := (F, EYi(G, E)
ile gosterilen esnek kiimesidir.

Tammm 2.9. U bostan farkli bir kiime ve E parametreler kiimesi olsun. U iizerindeki
(F,E) ve (G, E) esnek kiimelerinin esnek farki, her e € E icin H(e) = F(e)\G(e)

kosulunu saglayan ve

(H,E) = (F,E)\(G, E)
ile gosterilen esnek kiimesidir.

Tamm 2.10. U bostan farkli bir kiime ve E parametreler kiimesi olsun. U iizerindeki
(F, E) ve (G, E) esnek kiimelerinin esnek simetrik farki,

here € Eicin H(e) = (F(e)\G(e)) U (G(e)\F(e)) kosulunu saglayan ve

(H,E) := (F, E)A(G, E)

ile gosterilen esnek kiimesidir.
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Tanim 2.11. U bostan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi ve T da U iizerindeki esnek
kiimelerin bir ailesi olsun. Asagidaki kosullar: saglayan T ailesine U iizerinde bir esnek
topolojidir denir:

i) ®p, Ug€ET,

ii) T ailesine ait herhangi sayidaki esnek kiimenin esnek birlegimi yine T ailesine aittir,

iii) T ailesine ait herhangi iki esnek kiimenin esnek kesisimi yine T ailesine aittir.

(U, 7, E) iicliisiine U iizerinde bir esnek topolojik uzay denir.

Tamm 2.12. (U, 7, E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. T ailesinin elemanla-

rina U iizerinde esnek acik kiime denir.

Tanmm 2.13. (U, 7, E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. (F, E) esnek kiimesinin (F, E)¢ esnek tiimleyen kiimesi T ailesine ait

ise (F, E) esnek kiimesine U iizerinde bir esnek kapali kiime denir.

Onerme 2.14. (U, 7, E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. O zaman asagidakiler
vardir:

i) g ve Ug esnek kiimeleri esnek kapali kiimelerdir.

ii) Herhangi sayidaki esnek kapali kiimenin esnek kesisimi, U iizerinde bir esnek ka-
palt kiimedir.

iii) Herhangi iki esnek kapali kiimenin esnek birlesimi, U tizerinde bir esnek kapali

kiimedir.

Tanm 2.15. (F, E) esnek kiimesini kapsayan biitiin esnek kapali kiimelerin kesisimine

(F, E) esnek kiimesinin kapanigt denir ve (F, E) ile gosterilir. Yani,

—~

(F,E) := m {(K,E)CUg : (K, E) esnek kapali ve (F, E)C(K,E)}

olur.

Actknir ki, (F, ) esnek kiimesi, (F, E) esnek kiimesini kapsayan en kiiciik esnek kapali

kiimedir.
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Teorem 2.16. (U, 7, E) bir esnek topolojik uzay olmak iizere (F, E)) ve (G, E') U iizerinde
iki esnek kiime olsun.Bu durumda, asagidaki ozellikler gecerlidir:

i)Pp = ®pve Uy =Up,

ii) (F, E)C(F, E),

iii) (F, E) esnek kapalu bir kiimedir <= (F,E) = (F, E),

) (F.E) = (F.E),

v) (F,E)C(G,E) ise (F, E)C(G, E),

vi) (F, E)U(G, E) = (F, E)U(G, E),

vii) (F, E)DN(G, E)C(F, E)N(G, E).

Tanmm 2.17. (F, E) esnek kiimesinin biitiin esnek acik alt kiimelerin birlesimine (F, F)

esnek kiimesinin i¢i denir ve (F, E)° ile gosterilir. Yani,

(F,E) = J{(G, E)CUg : (G, E)Er ve (G, E)C(F,E)}

olur.
Actknr ki, (F, E)° esnek kiimesi, (F, E') esnek kiimesi tarafindan kapsanan en biiyiik

esnek acik kiimedir.

Teorem 2.18. (U, 7, E) bir esnek topolojik uzay olmak iizere (F', E) ve (G, E') U iizerinde
iki esnek kiime olsun.Bu durumda, asagidaki ozellikler gecerlidir:

i) PG = Ppve Uy = Up,

ii) (F, E)°C(F, E),

iii) ((F, £)°)" = (F, E)°

v) (F, E) esnek agik bir kiimedir <= (F, E)° = (F, E),

v) (F,E)C(G,E) ise (F,E)° C (G, E)°,

vi) (F, E)N(G, E))” = (F,E)°N (G, E)°,

vii) (F,E)°U(G, E)° C ((F, E)J(G, E))".

Teorem 2.19. (U, 7, E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler vardur:

) (F.E)Y) = ((FB),

i) (F, B)) = ((F, E)°)",

iii) (F, E)° = ((F E)")) -
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Tanmm 2.20. (U, 7, F), U iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. (F, E)¢ esnek kiimesinin icine (F, E) esnek kiimesinin esnek disi denir

ve (F, E), ile gosterilir. Yani,
(F, E)o := ((F, E))”
esnek kiimesine (F, E) esnek kiimesinin esnek dist denir.

Tanm 2.21. (U, 7, E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir

esnek kiime olsun. (F, E) esnek kiimesinin esnek simri; (F, E) ile gosterilen ve

(F,E) := (F, E)N(F, E)°

ile tamumlanan esnek kiimesidir.

Teorem 2.22. (U, 7, E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. O zaman asagidaki esitlikler gegerlidir:

) ((R.B))' = (F,BY (R, )Y = (F.EY O(F. E).

i) (F, E) = (F, E)° U(F, E)

iii) (F, E) = (F, E)A(F, BE)° = (F, E)\ (F, E)°

iv) (F,E)° = (F,E)\(F, E).

2.1. (u, E) Esnek Noktasi

Shabir ve Naz (2011), (u, E) ile gosterilen esnek nokta tanimini ortaya atmigtir. Bu ki-
simda, (u, F') esnek nokta tanimi ve bu esnek nokta yardimiyla bir esnek kiimenin igi,
kapanisi, dis1 ve sinir kiimeleri tekrar tanimlanacaktir. Bu tanimlarin kullanildig: bazi te-
orem ve sonuglari, alternatif bir yontem uygulanmadig1 taktirde klasik teoriden asina olu-
nan teorem ve sonuclariyla birtakim farkliliklar géstermektedir. Bu farkliliklara *Bulgular

ve Tartisma’ kisminda deginilecektir.

Tanim 2.23. U bostan farkll bir kiime, E parametreler kiimesi, (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime ve u € U olsun.
Her e € E icin F(e) = {u} oluyorsa (F, E) esnek kiimesine bir esnek noktadir denir

ve (u, E) ile gosterilir.
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Eger her e € E icin u € F(e) oluyorsa (u, E) esnek noktasi (F, E') esnek kiimesine
aittir denir ve (u, E)E(F, E) ile gosterilir.
Egerbire € Eicinu ¢ F(e) ise o zaman (u, E) esnek noktasi (F, E') esnek kiimesine

ait degildir denir ve (u, E)¢(F, E) ile gosterilir.

Tanmm 2.24. (U, 7, E), bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir esnek kiime
olsun. Eger (u, E)E(F, E) esnek noktast icin, (u, E)€(G, E) ve (G, E)C(F, E) olacak
sekilde bir (G, E) esnek agik kiimesi varsa (u, E) esnek noktasina (F, E) esnek kiimesinin

esnek i¢c noktasidir denir.

Tamm 2.25. (F, E) esnek kiimesinin biitiin esnek i¢ noktalarindan olugan esnek kiimeye,

(F, E) esnek kiimesinin i¢i denir ve (F, E)° ile gosterilir.

(u, E') esnek noktas1 yardimiyla esnek i¢ nokta tanimi yapilirken esnek kapanig nok-
tas1, esnek dis nokta ve esnek sinir noktasi ile bu noktalarin olusturdugu esnek kiime
tanimlari izerinde durulmamistir. Yine klasik teoriden esinlenerek yapilacak olan bu ta-
nimlar dogrultusunda 6ngoriilenin aksine bir takim sonuglar gézlemlenmistir. Bahsi gecen

tanim ve sonuclara *Bulgular ve Tartisma’ kisminda deginilecektir.

2.2. e Esnek Noktasi

Bir diger esnek nokta tanimi, Zorlutuna vd. (2012) tarafindan agagidaki sekilde tanimlan-

mistir:

Tanim 2.26. U bostan farkll bir kiime, E parametreler kiimesi, (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. Bir e € F icin F' (e) # & ve her ¢’ € F\ {e} icin F' (¢') = & oluyorsa

(F, E) esnek kiimesine bir esnek noktadir denir ve e ile gosterilir.

Tanmm 2.27. U bostan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi, (G, E), U iizerinde bir
esnek kiime ve er bir esnek nokta olsun. Eger her e € FE icin F (e) C G (e) oluyorsa ep

esnek noktast (G, E) esnek kiimesindedir denir ve er€(G, E) ile gosterilir.

Onerme 2.28. U bostan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi, (G, E), U iizerinde bir

esnek kiime ve ep bir esnek nokta olsun. Bu durumda,
€F€(G, E) — 6F%<G, E)C

vardir.
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Onerme 2.29. Onerme 2.28’in tersi genel halde gecerli degildir.

Ornek 2.30. U = {uy, uy,us, us} ve E = {ey, eq,e3} olsun. eap = {(eq, {uy, us, us})}
bir esnek nokta ve (G, E) = {(e1,{ui,us}), (e, {u1,us})} esnek kiimesi almsin. Bu
durumda, €2F%<G, E) olur. Ayrica, (G, E)¢ = {(e1,{ua,us}), (e, {us,us}), (e3,U)}
oldugundan €2Fé(G, E)¢ elde edilir.

2.3. I Esnek Noktasi

Uciincii esnek nokta tanimi Das ve Samanta (2013b) tarafindan ortaya atilmistir. Daha
sonra Matejdes (2015, 2016), bu esnek nokta tanimi1 yardimiyla esnek topolojiler ile klasik
carpim topolojierinin birbirine homeomorf oldugunu gostermistir. Bu kisimda, ilk olarak
Das ve Samanta’nin tanimladigi esnek nokta ve ardindan Matejdes’in kurmus oldugu ho-
meomorfizm verilecektir. Daha sonra, yine Das ve Samanta tarafindan tanimlanan esnek
reel sayilar ve esnek metrik tanimlarina yer verilecektir. S6z konusu esnek metrik uzaylar
oldugunda, bu esnek nokta tanimi esas alinarak birtakim ilging sonuclar elde edilmistir.

Bu sonuglara *Bulgular ve Tartisma’ kisminda yer verilecektir.

Tanim 2.31. U bostan farkl bir kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. Eger bir uw € U icin F (e) = {u} olacak sekilde bir e € E var ve her
¢’ € E\eicin F (') = @ oluyorsa (F, E) esnek kiimesine bir esnek noktadir denir ve F*
ile gosterilir.

Biitiin esnek noktalarin kiimesi SP(U) ile gosterilir.
Dikkat edilirse, [} esnek noktasi e esnek noktasinin 6zel bir halidir.

Tamm 2.32. U bogtan farkly bir kiime, (G, E), U iizerinde bir esnek kiime ve F* bir esnek
nokta olsun. Eger, e € E icin F (e) = {u} C G (e) ise F* esnek noktas: (G, E) esnek

kiimesine aittir denir ve F*€ (G, E) ile gosterilir.

Tamm 2.33. U bostan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi, x,y € U, A\, u € E ve FY
ile FY iki esnek nokta olsun.

Eger, A\ = puve F'(\) = F (u) ise (yani, x = y) o zaman, FY ve F! noktalart esnek
esittir denir.

Boylece, FY # FY <= X\ # pvardur.

10
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Onerme 2.34. Esnek noktalarin herhangi bir ailesinin birlesimi bir esnek kiime olarak
diisiiniilebilir. Her esnek kiime de bu kiimeye ait olan biitiin esnek noktalarin birlesimi

olarak ifade edilebilir. Yani bir (G, E) esnek kiimesi;

Gr= ] F

Fr€(G,E)

seklinde belirlenebilir.
Onerme 2.35. (G, E) ve (H, E) iki esnek kiime olsun.
(G,E)C(H,E) < [F'€(G,E) = F'€(H,E))
ve
(G,E) = (H,E) < [F'€(G,E) < F'€(H, E)]
ozellikleri vardr.

Onerme 2.36. Bir F" esnek noktast icin asagidakiler vardir:
i) FUE(G, E) <= F'¢(G, E)",
ii) F*€(G, E)J(H, E) < F*€(G, E) veya F*€(H, E),
iii) F*€(G, E)N(H, E) <= F*€(G,E) ve F*€(H, E).

Bu esnek nokta tanimi yardimiyla esnek topolojiler ile klasik carpim topolojieri ara-
sinda homeomorfik bir yap1 olusturmak miimkiindiir. Bu homeomorfik yapiy1 olusturur-

ken Matejdes (2015, 2016) asagidaki aciklamalarda bulunmugtur:

"E x U kartezyen ¢arpiminin herhangi bir S alt kiimesine £ den U ya bir ikili baginti

denir. £/ den U ya biitiin ikili bagmtilarin kiimesi R (£, U) ile gosterilsin.
Sle] :={uelU:leul €S}

E den U nun kuvvet kiimesine olan kiime degerli doniisiim F' : E — 2V ile gosterilir.
E den 2Y ya olan biitiin kiime degerli doniisiimlerin kiimesi F (£, U) ile gosterilsin. F
nin grafigi;
Gr(F) ={le,u e ExU:ueF(e)}
kiimesidir ve £ x U kiimesinin bir alt kiimesidir. O halde, Gr (F') € R (F,U) olur. Bu
yiizden, herhangi bir F' kiime degerli doniisiim, ® (E, U) nun
Rp:={le,ul e ExU:ue€F(e)}=Gr(F)

11
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ile gosterilen bir ikili bagintisimi belirler.

Diger yandan, herhangi bir S € R (E,U) bagmtisi, Fs (e¢) = S [e| olmak lizere Fy :
E — 2V kiime degerli doniisiimiinii belirler. Bu yiizden, bir S € R (FE,U) bagintist
ile bir G € F (£, U) kiime degerli doniisiimii arasinda bire-bir bir esleme vardir. Yani,

S — FS, FS (6) = S[G], G+— Rg, RG [6] = G(@),FRG = G, RFS = 5"

Tanmm 2.37. F : E — 2Y bir kiime degerli déniisiim olmak iizere (F,E) ikilisine
U iizerinde bir esnek kiime denir. U iizerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi SS (E,U)
ile gosterilir. T C SS (E,U) bir esnek topoloji olmak iizere (U, T, E) iicliisiine esnek
topolojik uzay denir.

Yukarida da belirtildigi gibi bir F" kiime degerli doniisiimiiniin grafigi ile ® (£, U) nun
bir elemant olan G (F') C E x U bagmtist arasinda hi¢bir farklilik yoktur. Bu yiizden,

bir esnek kiime asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Tanim 2.38. E bir parametreler kiimesi olmak iizere U kiimesi iizerindeki herhangi bir
esnek kiime, I x U kiimesinin herhangi bir alt kiimesidir. Bu yiizden, bir esnek kiime,

R (E,U) nun bir elemarnidur.

Onerme 2.39. U bostan farkli bir kiime ve E parametreler kiimesi olsun. F € F (E,U)
ve T C SS(E,U) esnek topolojisi F kiime degerli doniigiimlerin bir ailesi olmak iizere
her F' kiime degerli diniisiimii Rp € R(E,U) ile gosterilen bir ikili baginti belirlesin.

E x U kiimesi tizerindeki T g« topolojisi
Texv :={R € R(E,U) : (Fr,E) € 1}
olarak alinsin. U iizerindeki T 1y esnek topolojisi ise,
ey ={(G,E) e SS(E,U) : Rg € Tpxu}

olarak alinsin. Bu durumda,

(U, Tgu, E) bir esnek topolojik uzaydir. <= (E x U, Tgxy) bir topolojik uzaydur.

Teorem 2.40. Herhangi bir (U, 7, E) esnek topolojik uzayi ile (E X U, Tpxy) topolojik

uzayt homeomorfiktir ve h : (SSo(E,U),7) — (E X U, Tgxy) homeomorfizmi,
hE) = [e,u]
esitligi ile verilir.

12
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Teorem 2.41. i) Bir (G, E) esnek kiimesi, (U, T, E) esnek topolojik uzayinda bir esnek
actk kiimedir.
< R, (E x U, T) topolojik uzayinda agiktir.

ii) S, (E x U,T) topolojik uzaymmda aciktir <= (Fgs, E), (U, 7, E) esnek topolojik

uzayinda bir esnek agik kiimedir.

2.3.1. Esnek metrik uzaylar

Bu alt boliimde Das ve Samanta (2013b) tarafindan bir diger aragtirma alan1 olarak ortaya
atilan ve F}' esnek noktas1 goz oniinde bulundurularak calisilan esnek metrik kavrami
tizerinde durulacak. Das ve Samanta yaptiklar1 ¢alismada, her esnek metrigin bir esnek
topoloji dogurdugunu gosterdi. Buradan hareketle 6zellikle sabit nokta teoremlerinin es-
nek teoriye uyarlamasi niteliginde bir¢ok ¢alisma da literatiirde yerini aldi.

Ote yandan, metrik uzaylarin genellemelerine yonelik ¢ok sayida calisma bulunmak-
tadir. An vd. (2015) bu genellemelerin detayl bir incelemesini yapmistir. Bu genellemeler
arasinda koni metrik uzaylar da bulunmaktadir. Bulgular ve Tartisma’ kisminda esnek
metrik uzaylar ve koni metrik uzaylar arasindaki iligkiye deginileceginden dolay1 bu alt
boliimde ilgili tanim ve teoremleri ifade etmek uygun olacaktir.

Bu ¢alisma boyunca , F/ parametre kiimesinin bostan farkli sonlu bir kiime oldugu var-
sayilacak ve eleman sayisi s (F) ile gosterilecek. Bu varsayim sinirlayict bir kogul gibi
diisiiniilmemelidir. Pratik nedenlerden dolay1 sonsuz bir parametre kiimesi beklenmemek-

tedir.

Tanim 2.42. R reel sayilar kiimesi, § (R) R nin biitiin bogtan farkli ve simirli alt kiimeleri-
nin ailesi olsun. E kiimesi de parametrelerin bir kiimesi olarak alimsin. F : E — [ (R)
doniigiimiine bir esnek reel kiime denir ve (F, E) ile gosterilir.

Eger ozel olarak, her e € E icin F(e) degeri; tek elemanli bir kiime ise o zaman,
(F, E) esnek kiimesine bir esnek reel sayi denir. Esnek reel sayilarin gosteriliminde T, s, t
seklinde gosterilecektir. Ozel olarak, her e € E icin 7(e) = r olacak sekildeki esnek reel

sayilar7, 5, T ile gosterilir. Ornegin, 0 esnek reel sayist, her e € E icin 0 = 0 seklindedir.
s (E) = n olmak iizere bir E parametre kiimesi i¢in, bir 7 esnek reel sayisinin R” deki
T« (r(e1),7(e2),....,T (en))

13
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vektorii ile bire-bir eglestirilebilecegini gozlemlemek miimkiindiir.

Tanim 2.43. 7 ve s esnek reel sayilart icin kismi siralama ve kesin kismi siralama bagin-
tilart asagidaki gibi verilebilir:

i)Ve € E icin7(e) < 3(e) = 7<5,

ii) Ve € E icinT(e) > 3(e) = 7>5,

iii) Ve € E icin7(e) > 5(e) = >3,

> S|
iv) Ve € Eicin7(e) < 3(e) = 7<3.

Tanmm 2.44. (F, F) ve (G, E) iki esnek reel kiime olsun. O zaman, bu iki esnek reel kiime
arasindaki toplam, fark, carpim ve boliim islemleri asagidaki sekilde tanimlanir:

i)Ve € Eigin (F+G) (e) ={a+b:a€ F(e),be G (e)}

ii) Ve € Eigin (F=G) (e) ={a—b:a€ F(e),beG(e)}

iii) Ve € Eicin (F.G) (e) ={a.b:a€ F(e),be G(e)},

iv)Ve € Eve0 ¢ G (e) igin (F=G) (¢) ={a\b:a € F(e),be G (e)\ {0}}.

Tamm 2.45. U bostan farkl bir kiime, E parametreler kiimesi ve Uy, esnek mutlak kiime
olsun. SP(Ug), Ug nin biitiin esnek noktalarinin ailesi ve R(E)* de negatif olmayan bii-
tiin esnek reel sayilarin kiimesi olsun. Esnek noktalar kullanilarak esnek metrik asagidaki
sekilde tamimlanir:

d : SP(Ug) x SP(Ug) — R(E)* bir déniisiim olmak iizere, asagidaki kosullar:
saglayan d doniisiimiine Uy, esnek kiimesi iizerinde bir esnek metriktir denir:

M) VE§, FYEU icin d(Fy, F¥)>0,

M) d(F}, FY) = 0 <= F{ = FY,

M;3)VEFS, FYeUg igin d(F5, FY) = d(FY, FY),

M) VFY, FY, F2EUg igin d(Fy, F2)<d(F§, FY) T d(FY, F2).

Uy iizerindeki bir d esnek metrigi ile Ug esnek kiimesine esnek metrik uzay denir
ve (Ug, (ZE) veya (Ug, (j) ile gosterilir. (M;),(M,),(M3),(M,) kosullarina esnek metrik

aksiyomlart denir.

Burada esnek metrigin Uy esnek uzay1 ya da U klasik uzayi {izerinde tanimlanmasi-
nin pratikte bir 5neminin olmadigini belirtmekte fayda var. Ciinkii esnek metrik kavrami,

klasik metrikten tanim kiimesi ile degil deger kiimesi ile ayrilir.

14
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Ornek 2.46. U bostan farkl: bir kiime, E parametreler kiimesi ve U, esnek mutlak kiime

olsun. d : SP(Ug) x SP(Ug) — R(E)* doniisiimii,

~ 6, FYy = FY ise;
d(Fy,FY) =4 _ g
1, Fy # Ffj ise;

ile tammlansin. d doniisiimii, esnek metrik aksiyomlarint saglar. Boylece d, Up esnek
kiimesi tizerinde bir esnek metriktir. d esnek metrigine Ug esnek kiimesi iizerinde esnek

ayrik metrik denir. (Ug, d) ikilisine de esnek ayrik metrik uzay denir.

Tamm 2.47. (Ug, d) bir esnek metrik uzay olsun. Eger, VEY, FYeUy igin CT(F;‘, Fg)i%
olacak sekilde bir k pozitif esnek reel sayisi varsa o zaman (Ug, 67) esnek metrik uzaymna
simirly esnek metrik uzay denir. Aksi takdirde, (Ug, cj) esnek metrik uzayr sinirsiz esnek

metrik uzaydir.

Tamm 2.48. d : SP(Ug) x SP(Ug) — R(E)* bir doniigiim olmak iizere, asagidaki
kosullart saglayan d doniisiimiine U esnek kiimesi iizerinde bir esnek pseudo-metriktir
denir:

P))VF}, FYEU icin d(Fy, F¥)>0,

P,) Fy = FY = d(F{,FY) =0,

P3y)VFY, FYEU igin d(F§, FY) = d(FY, FY),

Py VF}, FY, F2EUy icin d(Fy, F2)<d(Fy, FY) T d(FY, F?).

Ug, iizerindeki bir d esnek pseudo-metrigi ile birlikte Ug, esnek kiimesine esnek pseudo-

metrik uzay denir ve (Ug, d, E) veya (Ug, d) ile gosterilir

Ornek 2.49. U, en az iki elemandan olusan klasik bir kiime, E parametrelerin bostan
farkly bir kiimesi ve Ug, de E iizerindeki esnek mutlak kiime olsun.

d: SP(Up) x SP(Ug) — R(E)* doniigiimii, VF{, FEU, igin
d(Fy, FY) =0

ile tanmimlansin. O zaman, d doniigiimii Ug esnek kiimesi iizerinde bir esnek pseudo-

metriktir. d nin bir esnek metrik olmadigint belirtmekte fayda vardir.
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Tanmm 2.50. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), Ug esnek mutlak kiimesinin bostan
farkly bir esnek alt kiimesi olsun. O zaman, dy = SP(Y, E) x SP(Y, E) — R(E)* olmak
iizere VFY, FY€(Y, E) igin

dy (FY, FY) = d(F}. FY)
ile verilen dy doniisiimii (Y, E) iizerinde bir esnek metriktir. dy metrigi, (Y, E) iizerinde
d tarafindan indirgenen esnek metrik olarak adlandirilir. (Y, givy, E) esnek metrik uzaymna

(Ug, d,F ) esnek metrik uzayinin bir esnek alt uzay denir.

Tanmm 2.51. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), Ug esnek mutlak kiimesinin bostan

farkly bir esnek alt kiimesi olsun. O zaman, Vy € E icin
5 (Y, ) (3) = sup {d(F3, F)() : FE, FYE(Y. E) |

ile tamumlanan 6 ((Y, E)) esnek kiimesine (Y, E') esnek kiimesinin ¢capt denir.
Eger, herhangi bir A\ € E icin supremum sonlu degil ise, (Y, E') esnek kiimesi sonsuz
capli bir esnek kiimedir.

Actknir ki, U esnek mutlak kiimesinin bostan farkli bir (Y, E) esnek kiimesi i¢in

§((Y,E))>0

olur.

Teorem 2.52. (Ug, d) bir esnek metrik uzay olsun. O zaman, asagidakiler vardir:
)o((Y,E)) = 0= (Y, E) bir tek esnek elemandan olusmaktadir.

ii) Ug esnek mutlak kiimesinin her (Y, E),(Z, F) esnek alt kiimesi igin,
(Y,E)C(Z,E) = §((Y.E)) <6 ((Z, B))

vardur.
iii) Up esnek mutlak kiimesinin (Y, EYN(Z, E) # ®g kosulunu saglayan her (Y, E),

(Z, E) esnek alt kiimeleri icin,
5 (v, B2, B)) 26 (Y, E)) 76 (2, E))

esitsizligi vardrr.
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Tanmm 2.53. (Ug, d) bir esnek metrik uzay olsun. F?, Ug esnek mutlak kiimesinin bir
esnek sabit noktasi ve (S, E') de Ug nin bogstan farkli bir esnek alt kiimesi olsun. O zaman,

F2 esnek noktasimin (S, E) esnek kiimesine uzakligi § (F?, (S, E)) ile gosterilen ve
5 (FE,(S,E)) (7) = inf {d(Fe, F§)(7) : FYE(S, B) }

ile tamimlanan esnek kiimesidir.

Tamim 2.54. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), (Z, E) esnek kiimeleri de U esnek
mutlak kiimesinin bogtan farkly iki esnek alt kiimesi olsun. (Y, E) ile (Z, E) esnek kiimeleri

arasindaki uzaklik, 6 (Y, E), (Z, E)) ile gosterilen ve
5 (Y, E), (2, E)) (¢) = inf {d(FS, FY)(e) : FE(Y, E), FE(Z, B) |

ile tamimlanan esnek kiimesidir.

Tanmm 2.55. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve 7 negatif olmayan bir esnek reel sayi ol-
sun. Herhangi bir F*€Ug, esnek noktast icin F* merkezli, 7 yarigapli bir acik yuvar, Ug

esnek mutlak kiimesinin d(FY, F*)<T kosulunu saglayan esnek noktalarin bir ailesidir

ve B(F?,7) ile gosterilir. Boylece,
B(F®,7) = {F;EUE : J(F;,Fg)z?} ESP(Up)
ve SS (B(F%,T)); F2 merkezli, v yarigapl bir esnek agik yuvar olarak adlandirilir.

Tanmm 2.56. (Ug,d) bir esnek metrik uzay ve v negatif olmayan bir esnek reel sayi
olsun. Herhangi bir F*€Ufg esnek noktast icin F* merkezli, T yaricapli bir kapali yu-
var, Ug esnek mutlak kiimesinin J(F Y, F, ea)i? kosulunu saglayan esnek noktalarimin bir

ailesidir. B [F“, 7] ile gosterilir. Boylece,
BIF.7] = {F;”%UE : J(F;,F;)i’f} ESP(Up)

ve SS (B [F,7)); F* merkezli, ¥ yaricapl bir esnek kapalr yuvar olarak adlandirilir.
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Tanmm 2.57. (Ug, d) en az iki esnek noktaya sahip olan bir esnek metrik uzay olsun. Eger,

Ug esnek mutlak kiimesinin F, F }’ noktalart d(F2, F J?)Eﬁ kosulunu sagliyorsa o zaman,
SS(B(F:,7))NSS (B(F}, 7)) = ®p

olacak sekilde F® merkezli, 7>0 yarigapl SS (B(F2, 7)) agik yuvart ve Fy merkezli,

7>0 yarigapli SS (B(F ]’Z ,7)) agik yuvart var olsun. Bu durumda, (Ug, J) esnek metrik

uzayt Hausdorff ozelligine sahiptir denir.

Teorem 2.58. Her esnek metrik uzay Hausdorff tur.

Tamm 2.59. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve F*€Ug olsun. N(F®), F® esnek noktasin

iceren esnek noktalarin bir ailesi olmak iizere eger,
FeEB(Fe,7) C N(F?)

olacak sekilde bir 1 pozitif esnek reel sayist varsa, N(F?) ailesine, F? esnek noktasinin
esnek komsulugu denir. SS (N(F?)), F® esnek noktasimin bir esnek komsulugu olarak

adlandirilir.

Teorem 2.60. (U, d) bir esnek metrik uzay ve F*€Ug olmak iizere Ny ve No, (Ug,d)
esnek metrik uzaymnda F® min esnek komsuluklart olsun. O zaman, SS(N;)NSS(Ns),

(Ug, d) esnek metrik uzaymmda F? esnek noktasinn bir esnek komsulugudur.

Teorem 2.61. Her esnek acik yuvar, kendi esnek noktalarimin bir esnek komsulugudur.

Tamim 2.62. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), Ug esnek mutlak kiimesinin esnek

bos kiimeden farkli bir esnek alt kiimesi olsun. Eger,
FJeSS (B(F¢,7)) CSP(Y, E)

olacak sekilde bir 7 esnek reel sayisi varsa, F? esnek noktasina (Y, E) esnek kiimesinin

bir esnek i¢ noktasi denir.

Tanmm 2.63. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), Ug esnek mutlak kiimesinin esnek
bos kiimeden farkli bir esnek alt kiimesi olsun. O zaman, (Y, E) esnek kiimesinin ici,
(Y, E) esnek kiimesinin biitiin i¢ noktalarindan olusan kiime olarak tanimlanir ve (Y, E)°

ile gosterilir. Yani,
(Y, E)° = { FYE(Y, E) : FY€B(F{,7)CSP(Y, E)}
SS (Y, E)°) esnek kiimesi (Y, E) esnek kiimesinin esnek i¢i olarak adlandirilir.
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Teorem 2.64. (Ug,d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), (Z, E) esnek kiimeleri de esnek
bos kiimeden farkli esnek alt kiimeler olsun. O zaman asagidakiler vardir:

i) SS((Y,E)°)C(Y, E),

i) (Y,E)C(Z,FE) = SS((Y,E)°)CSS((Z,E)°),

iii) SS (Y, E)°)NSS ((Z,E)°) = SS ((Y, E)°N(Z, E)°),

iv) SS ((Y,E)°U(Z,E)°) D55 ((Y, E)°)USS ((Z, E)°).

Tanmm 2.65. (Ug, d) bir esnek metrik uzay ve (Y, E), Ug esnek mutlak kiimesinin esnek
bos kiimeden farkli bir esnek alt kiimesi olsun. O zaman,
(Y, E) esnek kiimesi, bir esnek acik kiimedir. <= (Y, E) esnek kiimesinin biitiin

esnek noktalari i¢ noktalaridir.

Teorem 2.66. Herhangi bir (Ug, d) esnek metrik uzayinda,
i) O esnek bos kiimesi, esnek acik kiimedir;
ii) Ug esnek mutlak kiimesi, esnek acik kiimedir;
iii) Esnek acik kiimelerin keyfi birlesimi, esnek aciktir;

iv) Esnek acik kiimelerin sonlu sayidaki kesisimi esnek agiktir.

Sonug 2.67. Teorem 2.66 geregince (Ug, cﬂlv) esnek metrik uzaywdaki biitiin esnek agik
kiimelerin T ailesi, U iizerinde tamimlanan esnek topoloji formundadir. Buradan hare-
ketle, bir U esnek kiimesi iizerinde verilen her esnek metrigin U iizerinde bir esnek topo-
loji belirledigi soylenebilir. Boylece, her (Ug, d, E) esnek metrik uzayr aym zamanda bir

(Ug, T, E) esnek topolojik uzayidur.

Son olarak metrik uzaylarin bir genellemesi olarak bahsi gecen koni metrik uzaylar
ve ilgili tanimlar1 vermek uygun olacaktir. Burada, norm yardimiyla tanimlanan metrige

gore tam olan normlu uzaya Banach uzayi1 denildigini hatirlatmakta fayda vardir.

Tanim 2.68. B bir reel Banach uzayi ve P, B nin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullar
saglayan P kiimesine bir konidir denir:

i) P kapali, bostan farkli ve P #+ {0},

ii) Her z,y € P ve a, b negatif olmayan reel sayilart icin ax + by € P,

iii) PN (—P) = {0}.
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Verilen bir P C B konisi i¢in P ye gore bir < kismi siralamast;
r Yy <= y—x ekl

ile tanimlanabilir. Buradan hareketle, x < y gosterimi ile x < y ve x # y kosullar ifade
edilmektedir. Son olarak ¢nt P, P nin i¢ini gostermek iizere y — x € int P kosulu x < y

gosterimi ile ifade edilecektir.

Tanmim 2.69. U bostan farkli bir kiime ve B bir reel Banach uzayt ve P C B bir koni
olsun. Asagidaki kosullart saglayan d : U x U — P doniisiimiine U iizerinde bir koni
metrik denir:

d)Ve,y e Uigcin0 X d(z,y)ved(z,y) =0 <= z =y,

dy)Vr,y € Uigind (z,y) = d(y,x),

d;)Vx,y,z € Uigind (z,y) <d(z,z) +d(y, z).

(U, d) ikilisine bir koni metrik uzay denir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde ilk olarak Kaynak Taramasi boliimiiniin ilk kisminda verilen tanimlar yardi-
miyla literatiirde yer verilmeyen ve klasik topolojik uzaylar motivasyonuyla elde edilebi-
len baz1 teoremlere yer verilecektir. Oncelikle, Esnek Kuratowski Kapanis Operatorii ve

bunun bir uygulamasini agsagidaki sekilde incelemek uygun olacaktir.

Teorem 3.70. Bir (U, 7, E) esnek topolojik uzayindaki p : p(Ug) — p(Ug),

P((F, E)) = (F, E)

ile verilen operatorii asagidaki dort ozeligi sagliyorsa p ye esnek Kuratowski kapants
operatorii denir:

K.) (F,E)Cp ((F,E)),

Ky) o (0 ((F, E))) = o ((F, E)),

K. 3 ((F.EYJ(G. E)) = 3 ((F, E)) U5 (G, ),

K;) o(Pg) = Pp.

Tersine bir ¢ : p(Ug) — ©(Ug) doniisiimii yukaridaki dirt dzelligi sagliyorsa U
lizerinde oyle bir T esnek topolojisi vardir ki bu T3 esnek topolojisine gore U iizerindeki

her (F, E) esnek kiimesinin kapanist p((F, E)) esnek kiimesidir.

Ispat Teorem 2.16’dan dolay, (K,)-(Kq) 6zellikleri gegerlidir.

Teoremin ikinci kismi i¢in 7 esnek topolojisi,
r={(F,B)ZUs : 3 (Us\(F. B)) = Us\(F, E)}

olarak alinsin. 7 esnek kiimeler ailesinin bir esnek topoloji oldugu gosterilmelidir.

0 @ (UEKUE> = 3(®p) dir. (Kg) 6zelliginden 3(®5) = &j; = Up\Up oldugundan
Ug € 7 olur.

Diger yandan ¢ <UEK(I>E> =o(Ug)=Ug = UEKCIDE oldugundan &5 € 7 olur.

t,) (F, E), (G, E) € 7 olsun. O zaman,

7 (Us\(F.B)) = Us\(F. E)

ve

5 (Us\(G. B)) = UR\(G, E)
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olur. De Morgan kuralindan dolay1,

7 (Us\(F, EYAG, B)) =7 ((Up\(F. B)) O (UR\(G. B)))
esitligi vardir.

(K,) ozelliginden dolay1

7 ((va\(1.B)) O (Us\(G. B)) ) = & (Us\(F. B)) U5 (U\(G. B))

elde edilir.
(F, E) ve (G, E) esnek acik kiimeler oldugundan

5 (Us\(F. D) T (Un\(G.E)) = (Us\(F.B)) O (Us\(G. B))

— Up\ ((F, B)A(G, E))

olur. Yani, (F, E)N(G, E) € 7 elde edilir.
t3) Vi € [ igin (F;, EF) € 7 olsun. U(E,E) € 7 oldugu gosterilmelidir. Yani,

el

% (UEYU(E-, E)) = Up\|J(F}, E) esitligi gosterilmelidir.
el ~ el N
Vi € I igin (F;, B)C|_J(F, E) vardir. Buradan, Ug\| J(F}, E)CUE\(F;, E) elde edi-
el el
lir.

O halde, (K,) 6zelliginin bir sonucu olarak Vi € [ icin
7 (UEYUm, E)) 5 (Us\(5:. B))
iel
kapsamasi vardir.

(F;, E) esnek kiimelerinin herbiri esnek a¢ik kiime oldugundan
7 (U\(F: B)) = UB\(F,, E)

elde edilir.
Boylece, UEA\/U(Fi, E)) éﬂ (UEY(FZ-, E)> olur. De Morgan’dan,
iel
? (UEYU(FZ-,E)) ¢ (UJU(EE)) (3.1

el el
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olur.
Diger yandan, (K,) kosulunda, (F, E) = U EYU(FZ, E) alinirsa,
i€l
Us\J(F:, E)CP (UEYU(F“ E)) (3.2)
il i€l

olur. (3.1) ve (3.2) kapsamalarindan dolayz,

> (UEYD@, E)) — AR )

i€l el

esitligi elde edilir. O halde, U(E, E) esnek kiimesi, bir esnek acik kiimedir.
iel

Sonug olarak, 7 = {(F, E)CUg: <UEA\V(F, E)> = UEA\V(F, E)} bir esnek topoloji-
dir.

Ispatin tamamlanmasi i¢in » ((F, E)) = (F, E') oldugunu gostermek gerekir.

(F, E)C(F, E) kapsamasi daima vardir. O halde, & ((F, E)) Cp <(F, E)> olur. (F, E)
esnek kapali kiime oldugundan, @ ((F, E)) = (F, E) dir. Boylece,

¢ ((F.E)) C(F,E) (3.3)

kapsamasi elde edilir.
Diger kapsama igin, (F, E') esnek kiimesini kapsayan en kiiciik kapal kiime (F, F)
oldugundan p((F, E)) esnek kiimesinin bir esnek kapali kiime oldugunu gostermek ye-

terlidir. (Ky) 6zelliginden dolay1 o(p((F, E))) = ¢((F, F)) esitligi var oldugundan
7 (U (UR\B(F, E)) ) = Ust\ (UR\B(F, B)

olur. Buradan, U EY&((F, E)) esnek agik bir kiimedir. O halde p((F, F)) esnek kapali bir

kiimedir.Boylece,

(F,E)CP((F, E)) (3.4)

kapsamasi vardir.

(3.3) ve (3.4) kapsamalarindan dolayi,

p((F, E)) = (F, E)

esitligi elde edilir. O
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Ornek 3.71. (R, 74, E), R iizerinde esnek standart topolojik uzay ve E = {eq, e, ..., €, }
olsun. ¢ : p(Rg) — o(Rg) doniisiimii asagidaki sekilde verilsin:
(DE, (F,E) :(DE,'

(FvE)O<\/§?E) (FaE) # Op;
© doniisiimiiniin bir esnek Kuratowski kapanis operatorii oldugunu gostermek igin

P((F, E)) =

dort ozelligin saglandig1 gosterilmelidir.

K,) (F,E) = &g ise PpCo(®g) = O oldugundan agiktir:

(F\E) # ®g olsun. Bu durumda, p(®p) = &5 = (F,E)J(V2, E) oldugundan
(F,E)C(F, E)U(V2,E) = ¢((F, E)) olur.

O halde, (F, E)Cp((F, E)) elde edilir.

K,) (FLE) = ®p ise p(o((F, E))) = ¢(Pp) = @ = o(Pg) = @5 = o((F, E))
elde edilir.

(F, E) # ®p olsun. Bu durumda,

B(@((F,E) = 2((F,E)0(V2,E))
= ((F,E)U(V2,E))0(V2,E)
= (F,E)YO(V2,E)

= P((FE)

olur.

K.)i) (F E) = (G, E) = &g olsun. O zaman, (F, E)J(G, E) = ®y olur. Béylece,
o((F,E)U(G,E)) = ¢(®g) = O elde edilir.

Diger yandan p((F, E)) = ¢(®g) = Pgve 9((G, E)) = o(Pgr) = ®g oldugundan
B((F, E)U3((G, B)) = @ olur

Boylece, o((F, E)U(G, E)) = p((F, E))Up((G, E)) elde edilir.

i) (F,E) = ®p ve (G, E) # ®p olsun. O zaman, (F, B)U(G, E) = (G, E) olur.

O halde,

?((F,E)U(G,E)) = (F,E)U(G,E)U(V2,E)
= 3,0(G, E)U(V2,E)
elde edilir.
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iii) (F, E) # ®g ve (G, E) # ®p olsun. O zaman, (F, E)U(G, E) # ® olur.

?((F,EYO(G,E)) = (F E)JU(G,E)J(W2,E)
= ((F,E)O(V2,E))0((G, E)J(V2, E))

= P((F E)Up((G, E))

elde edilir.
K,) ¢ doniisiimiiniin tamimlanmigindan p(®g) = ® g oldugu aciksr.
Boylece, p bir esnek Kuratowski kapanis operatoriidiir.

© ile olusturulan esnek kapalilarin kiimesi;
kz = {(K,E)CRp : 3((K, E)) = (K, E)}

seklindedir.

O halde, ¢ doniigiimiiniin belirledigi esnek topoloji
75 ={(K,E)’CRg : (K, E) € k3 } = {(F, E): (V2,E)C(F, E)C} UR
olur.

Esnek Kuratowski Kapanis Operatorii’ne benzer sekilde esnek i¢ operatorii asagidaki

teorem ile verilebilir:

Teorem 3.72. Bir (U, 7, F) esnek topolojik uzayindaki e p(Ug) — p(Ug),

V((F, E) = (F, E)°

ile verilen operatorii asagidaki dort ozeligi sagliyorsa v ye esnek i¢ operatorii denir:

L) V((F,E))C(F,E),

1) ¥ (V(F.B)) = V(F, E))

1)V ((F.E)A(G, E)) = W((F, B))A¥((G, E)),

1) U(Ug) = Ug.

Tersine U : o(Ug) — o(Ug) doniigiimii, yukaridaki dort ozelligi sagliyorsa U iize-
rinde dyle bir 7§ esnek topolojisi vardir ki bu T esnek topolojisine gore her (F), E)CUg

icin (F, E) esnek kiimesinin esnek ici W((F, E)) esnek kiimesidir.
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ispat Teorem 2.18’den dolay1 (I,)-(Iy) 6zellikleri gecerlidir.

Teoremin diger yonii icin
B((F.B) = Us\¥ (UR\(F, E))

doniistimii alinsin.
 doniisiimiintin bir esnek Kuratowski kapanig operatorii oldugunu gostermek igin
dort ozelligi sagladig1 gosterilmelidir:

Ko B((F, E)) = Up\¥ (UEK(F, E)) ve (I,) kosulundan dolay:
U (UEY(F, E)) CUR\(F, E)

olur.
O halde, 7((F, E)) = Up\¥ (Up\(F, ) ) 5Us\ (U\(F, E) ) = (F, E) olur.
Boylece, (F, E)Cp((F, E)) elde edilir.

Ky)
P@EB)) = 3 (Us\T (U\(FE)))
= UEY{IVI (UEYUEY{IV] <UE§(F7 E)))
= U\ (¥ (Us\(F, )
olur.

Ayrica (I,) kosulundan dolayz,

U (0 (UAFE))) = U (U\(F E))

= P((F E)
olur.
Boylece, ¢ (p((F, E))) = p((F, E)) elde edilir.
K.)
7 (R B)IG,B) = U (Us\ ((F,E)D(G, B)) )
= Up\¥ ((U\(F, E)AUR\(G, E))
olur.
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Ayrica (1) kosulundan dolayt,
UR\B((UR\(F, E)A(URN(G, E)) = Ug\ (¥ (Up\(F. B)) A% (UR\(G, E) )
= Ug\ (‘T’ (UEY(Fv E)> OUR\ (if’ ((UEK(Gu E))))
= P((F, E)Up((G, E))
olur.
Boylece, & ((F, E)0(G, E)) = 3((F, E)U3((G, E)) elde edilir.
Ko) 3(®5) = Up\ (T (~ (UE§<1>E)) = Up\ ( (UE)> ve (Iy) kosulundan dolay,
Up\ ( U )) Up\Up = @5 oldugundan 3(®5) = @ elde edilir.
O halde, 3 bir esnek Kuratowski kapants operatoriidir.

Teoremin ikinci kisminin ispati i¢in oncelikle Teorem 3.70’in ispatinda

= {(F.E)CU : % (Us\(F. E)) = Us\(F, E) }
ailesinin bir esnek topoloji oldugunun gosterildigini hatirlatmakta fayda vardir.
U : p(Ug) = p(Ug) olmak iizere
{ (F,E)CUp : UE\< (UEY (UEY(F, E)))) — Up\(F, E)}
= {(F.B)ZUs : U\ (V(F, E))) = Up\(F, E)}
{ (F,E)CUg : W((F, E)) = (F, E)}

T~ —
@

olur. Son olarak, (F, E)° = U((F, E)) esitligi gosterilmelidir. (F, E) esnek kiimesi, T,
esnek topolojisine gore esnek agik bir kiime ise
V((F,E)) = (F,E)
esitligi vardir. Boylece \TJ((F, E)), 7 esnek topolojisine gore esnek agik bir kiimedir.
Diger yandan,
(F,B) = U\ (Us\(F, B))

= Ug\p (UEY(Fa E))

= Ugp\ <UEY{IV]UE§ <UE<(F7 E)))

= U (Up\ (Us\(F, B)))

= U((F,E))
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Ornek 3.73. (R, 74, E), R iizerinde esnek standart topolojik uzay ve E = {eq, e, ..., €, }

olsun. U : o(Rg) = o(REg) doniisiimii asagidaki sekilde verilsin:

- R, (F,E) = Rg
V((F E)) =

(F?E)\(\/ZE) <F>E>7ARE;

Bu durumda U bir esnek i¢c operatoriidiir.

v doniisiimiiniin bir esnek i¢ operatorii oldugunu gostermek icin dort ozelligin sag-
landigini gostermek gerekmektedir.

L) (F,E) = Rgise U((F, E)) = U(Rg) = RzCRy oldugundan agiknr.

(F, E) # Ry, olsun. Bu durumda, V((F, E)) = (F, E)K(\/i E) oldugundan

U((F, E)) = (F, E)\(V2, E)C(F, E)

olur.
O halde, V((F, E))C(F, E) elde edilir.
I,) (F,E) =Ry ise U(U((F, E))) = U(Rg) = Rp = U((F, E)) olur.
(F, E) # Rg olsun. Bu durumda,

U (U(FE)) = ¥ ((FENW2E)
— ((F.E\(V2.E)) (V2 E)
= (FE\(V2,E)
= U((F,E))
olur.
1.)i) (F,E) = (G, E) = Rg olsun. O zaman, (F, E)N(G, E) = Rg olur. Boylece,
U ((F, E)A(G, E)) = ¥(Rg) = Ry elde edilir
Diger yandan U((F, E)) = U(Rp) = Rp ve U((G, E)) = U(Ry) = Ry oldugundan
U((F, E)NV((G, E)) = R olur.
Yani, U((F, E)D(G, E)) = U((F, E))AV((G, E)) elde edilir
ii) (F, E) = Ry ve (G, E) # R olsun. O zaman, (F, E)N(G,E) = (G, E) olur. O
halde, U ((F, E)A\(G, E)) = U((G, E)) = (G, E)\(V2, E) elde edilir.
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Diger yandan, U((F,E)) = U(Rg) = Rg ve U((G, E)) = (G, E\(V2, E) oldu-

gundan

U ((F, ) (G, E)) — RN ((G,E)Y(\/i, E))
= (G,B\(V2,E)

olur.
Béylece, U((F, E)N(G, E)) = U((F, E))AU((G, E)) olur.
iii) (F, E) # Rg ve (G, E) # Rg olsun. O zaman,

U ((F,ENG, E)) = ((F, E))\(V2,E)

- ( ))ﬁ((G,Eﬂ(ﬁ,E))
= U((F. B)"U((G. B))

elde edilir.
1,) U déniisiimiiniin tanimindan \TJ(RE) = Ry oldugu agiknr.

Boylece, U bir esnek i¢c operatoriidiir.

Kuratowski Kapanig-Tiimleyen Teoremi olarak bilinen ve ilk olarak 1922 yilinda Po-
lonyali matematik¢i Kazimierz Kuratowski tarafindan olusturulup ispatlanmis daha sonra
Greg Strabel (2014) tarafindan gelistirilmis teoremin esnek kiimeler yardimiyla ifadesini
asagidaki teorem ile vermek miimkiindiir. Elbette ki, bu teorem de klasik topolojik uzay-

lardaki karsiliginin birebir esnek topolojiye aktarilmasindan ibarettir.

Teorem 3.74. (U, 1, E) bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir esnek kiime
olsun. (F, E) esnek kiimesine esnek tiimleyen ve esnek kapanis islemleri uygulanarak en

fazla 14 farkl esnek kiime elde edilebilir.

Teoremin ispatina gecmeden Once ispatta kullanilacak operatorler ile ilgili baz1 kav-
ramlar1 ifade etmek uygun olacaktir.

(U, 7, E), U tizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. (F, F) esnek kiimesi iizerindeki
esnek tiimleyen operatdrii a ve esnek kapanig operatorii b sirasiyla a ((F, E)) = (F, E)°
ve b((F,E)) = (F,FE) ile tammmlansin. aa ((F, E)) = (F, E) esitligi vardir. O zaman,
verilen herhangi bir (U, 7, F/) esnek topolojik uzay1 iizerindeki biitiin farkli operatorlerin

kiimesi, {a, b} kiimesinin elemanlari araciligiyla iiretilir ve aa (veya id) birim elemaniyla
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birlikte bir monoiddir. Bu monoide, (U, 7, F) esnek topolojik uzay: tizerinde Kuratowski
monoidi denir.

Herhangi bir (U, 7, E) esnek topolojik uzay1 tizerinde dogal bir kismi siralama vardir.
Eger, ojve oq operatorleri, (U, 7, E) esnek topolojik uzayi iizerindeki bir Kuratowski mo-
noidinin iki eleman ise, < kismi siralamast; o, ((F, E)) C o, ((F, E)) kosulunu saglayan
her (F, E) esnek kiimesi i¢in o; < oy seklinde verilir.

Bu bilgiler dogrultusunda teoremin ispat1 asagidaki gibidir:

Ispat (U, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. aa = id ve bb = b olmak iizere (U, 7, E)
esnek topolojik uzayi iizerindeki Kuratowski monoidinin operatorleri asagidaki sekilde
belirlenir:

id, a, b, ab, ba, aba, bab, abab, baba, ababa, babab, abab...ab, baba...ba, ababd...aba ya
da baba...bab.

bab = bababab esitligi gosterilirse {a, b} izerindeki 7 den daha uzun bir sdzciigiin en
fazla 7 uzunlugundaki bir sozciige denk olmasi gerektigi sonucuna varilir.

Bunun i¢in ilk olarak, Teorem 2.19 ve Tanim 2.21 geregince,

aba (F,E)) = ab(Us\(F,F))

= a((UE,\V(F,E))OO@>
— (F.E)

oldugunu belirtmekte fayda vardir.

O zaman, bab ((F, E')) esnek kiimesinin i¢i; ababab ((F, E')) esnek kiimesi oldugun-
dan ababab < bab siralamasi vardir. bb = b olmasindan dolay1 bababab < bbab = bab
olur. Ayrica, b((F, F)) esnek kiimesinin i¢i; abab ((F, E)) esnek kiimesi oldugundan
babab < b olur. Boylece, babab < bb = b elde edilir. O zaman, ababab > ab ve bura-
dan bababab > bab bulunur. Sonug olarak, bab = bababab esitligi elde edilir.

Bu yiizden, {a, b} iizerindeki 7 den daha uzun bir kelime en fazla 7 uzunlugundaki bir
kelimeye denk olmak zorundadir. Boylece, herhangi bir (U, 7, ) esnek topolojik uzay1
tizerindeki Kuratowki monoidinin her bir esnek operatorii en azindan asagidakilerden bi-
rine denktir:

id, a, b, ab, ba, aba, bab, abab, baba, ababa, babab, ababab, bababa, abababa, bababab.

Buradan, verilen herhangi bir (U, 7, F') esnek topolojik uzay1 iizerindeki Kuratowski
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monoidi en fazla 14 siralamaya sahiptir ve boylece herhangi bir (F, ) esnek kiimesinin

esnek kapanis ve esnek tiimleyenleri alinarak en fazla 14 farkli esnek kiime iiretilebilir. [J

Asagidaki ornek, 14 farkli esnek kiimenin gercekten iiretilebilecegine dair bir 6rnektir.

Ornek 3.75. (R, 74, E), R iizerinde bir esnek standart topolojik uzay ve E = {e1, e3, 3, €4}

olsun. (F, F) esnek kiimesi;

(F, E) = {(e1,(0,1)), (e2,(1,2)) , (es, {3}) , (ea, [4,5] N Q)} (i)

ile tamimlansin. Bu durumda, Kuratowski monoidinin elemanlariyla iiretilebilen esnek

kiimeler asagidaki sekilde elde edilir:

o(F.B) (e1,(—00,0] U [1,+00)), (€2, (—00, 1] U [2, +00)), -
(€3, (—00,3] U (3,40)), (4, (—00,4) U (5, +00) U ([4,5] N 1))

b <F7 E) = {(617 [Oa 1]) ) (627 [L 2]) ) (637 {3}) ’ (64; [47 5]>} (iii)

ab(F.E) = (e1,(—00,0) U (1,400)), (€2, (—00, 1) U (2, +00)), i)
’ (€5, (—00,3) U (3, +00)) , (€4, (—00,4) U (5, +00))

ba (F, E) = (e1,(—00,0]U[1,+00)), (e2, (—00,1] U [2,+00)) , )
(637R) ) (64,R)

aba (F, E) = {(e1,(0,1)), (e2,(1,2))} (vi)

bab (F. ) — (e1, (—00,0] U [1,4+00)), (€2, (—00, 1] U [2, +0)) , (i)
’ (e5,R), (eq, (—00, 4] U [5, +00))

abab (F, E) = {(e1,(0,1)), (e2, (1,2)), (e, (4,5))} (viii)

baba <F> E) = {(617 [07 1]) ) (627 [17 2])} (ix)
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ababa (F. E) = (61, (=00, 0) U (1, +00)) (€2, (—00, ) U (2, +00)), [
<€37 R) ) (647 R)

babab (F, E) = {(e1,[0,1]), (e2, [1,2]), (€4, [4,5])} (xi)

ababab (F. E) — (e1,(—00,0) U (1,400)), (e2, (—00, 1) U (2, +00)), (i)
’ (e3,R), (eq, (—00,4) U (5, +00))

bababa (F. E) — (e1, (—00,0] U [1,+00)), (€2, (—00, 1] U [2, +00)), (xiii)
(637R) ) (647R)

abababa (F, E) = {(e1,(0,1)), (e2, (1,2))} (xiv)

3.1. (u, F) Esnek Noktas1 Aracihigiyla Elde Edilen Bazi Sonuclar

Bu kisimda (u, F') esnek noktasi esas alindiginda karsilagilan birtakim ilging sonuglardan
bahsedilecektir. Bunlardan ilk dikkat ¢ekeni; bir esnek kiimeye ait olmayan bir noktanin
bu kiimenin tiimleyenine ait olmasinin genel halde gegerli olmamasidir. Buradan hareketle
ispat1 yapilirken icinde elemani olmama durumundan faydanalinan teoremler, alternatif

bir ispat yontemi olmadig taktirde ispatlanamaz kilinmasgtir.

Onerme 3.76. U bostan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E) de U iizerinde

bir esnek kiime olsun.

(u, E) € (F,E) ise (u,E) & (F, E)° dir.

Ispat (u, E) € (F, E) olsun. O halde, Ve € E igin {u} € F (e) olur. Buradan, Ve € F

icin {u} ¢ U — F (e) vardir. Bu ise, (u, E) ¢ (F, E)° olmasini gerektirir. O

Onerme 3.77. Onerme 3.76 mn tersi genel halde gecerli degildir. Yani, (u, E) ¢ (F, E)
ise (u, E) € (F, E)° olmak zorunda degildir.
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Ornek 3.78. E = {e1,ey,e3} bir parametre kiimesi ve U = {uy, uy, us} olmak iizere
(F,E) ={(e1,{u1,us}), (e2,{u1,us})}, U iizerinde bir esnek kiime olsun.

Bu durumda, (F, E)° = {(ey, {us}), (e2, {uz}), (e3,U)} olur.

es € Eigin {u1} ¢ F (e3) oldugundan (uy, F) é (F, E) dir. Ayrica, ey, e9 € E igin
{ur} & F¢(e1) ve {u1} ¢ F€(e2) oldugundan (uy, E) % (F, E) oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, es,e3 € E icin {us} ¢ F (e3) ve {us} ¢ F (e3) oldugundan dolay:
(ug, E) é (F, E) dir. Ayrica, ey € E igin {us} ¢ F°(e1) oldugundan (us, ) é (F,E)°
oldugu goriiliir.

(us, E) esnek noktast i¢in de benzer durum gegerlidir.

(F, E) esnek kiimesinin elemanlarinin kiimesini ﬂ F (e) kiimesi ile ifade etmek miim-

eck
kiindiir. Bir diger ifadeyle, bir e € E icin F (e) = @ ise (F, E) esnek kiimesinin hi¢bir

esnek elemant yok denilebiir.
Dikkat edilirse, e3 € E icin F (e3) = @ oldugundan (F, E) esnek kiimesinin hi¢bir

esnek elemani yoktur.

Onerme 3.79. U bostan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi, (G, E) ve (Go, E); U

iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu durumda,

(u, E) % (G1, E) ve (u, E) & (Gy, E) iken (u, E) ¢ (G1, E) U (G2, E) genel halde ge-
cerli degildir.

Ornek 3.80. £ = {ey, ey} bir parametre kiimesi ve U = {uy,uy,us} olmak iizere

(G1, E) = {(er, {ur}), (€2, {uz, us})} ve (Go, E) = {(e1,{ua}), (€2, {1, us})} olsun.
Bu durumda, (G, E) U (Ga, E) = {(e1, {u1, us}), (e2,U)} olur.
(u1, E) % (G1, E) ve (u1, E) é (Go, E) iken (u1, E) € (G4, E) U(Gy, E) bulunur. Ben-

zer sekilde, (u, E) ¢ (G1, E) ve (uy, E) & (Ga, E) iken (us, E) € (G, E) U (Gy, E) elde

edilir.

Onerme 3.81. U bogtan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E) U iizerinde bir

esnek kiime olsun. (F, E) ve (F, E)° esnek kiimeleri hi¢bir esnek noktaya sahip olmasalar

bile (F, E) U (F, E)° = Uy, esitligi gecerlidir.

Ornek 3.82. E = {ey, ey} bir parametre kiimesi ve U = {uy,uy,us} olmak iizere

(F, E) = {(ex, {w}), (€2, {us})} olsun.
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Bu durumda, (F, E)° = {(ey, {uz, us}), (e2, {u1,us})} olur.

O halde, (F,E) U (F, E)° = Uy esitligi elde edilir. Boylece, (F,E) ve (F, E)° esnek
kiimeleri hicbir esnek noktaya sahip olmamasina ragmen bu iki esnek kiimenin birlesimi,
U kiimesi iizerinde I parametre kiimesiyle elde edilen biitiin esnek noktalart iceren Ug

esnek mutlak kiimesine egittir.

Bir diger ilgin¢ sonug ise, klasik kiimeler kuraminda bilinen, bir kiimenin aslinda
kendi noktalarinin birlesiminden ibaret olmasi durumunun esnek kiimeler i¢in gecerli ol-

mamasidir. Bunu asagidaki sekilde 6rneklemek uygun olacaktir.

Onerme 3.83. Bir (F, E') esnek kiimesi, kendisine ait esnek noktalarin birlegimi seklinde

yazilamayabilir.

Ornek 3.84. Ornek 3.78 goz oniinde bulunduruldugunda, e, € E icin {us} € F (e3)

iken ey, e3 € E icin {ug} ¢ F (e1) ve {us} ¢ F (e3) oldugundan (u3, E) ¢ (F, E) olur.
Boylece,

FE A | @B

(u,E)E(F,E)
elde edilir.

Tanmm 3.85. (U, 7, E), bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir esnek kiime
olsun. Eger bir (u, E)€Ug esnek noktasini bulunduran biitiin esnek acik kiimeler, (F, E)
esnek kiimesi ile kesisiyorsa (u, E) esnek noktasina (F, E) esnek kiimesinin bir esnek

kapanis noktasidir denir.

Tanmm 3.86. (F, E) esnek kiimesinin biitiin esnek kapanmis noktalarindan olusan esnek

kiimeye, (F, E) esnek kiimesinin kapanisi denir ve (F, ) ile gosterilir.

Tanmm 3.87. (U, 7, E), bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir esnek kiime
olsun. Eger (u, E)EUg esnek noktasi, (F, E) esnek kiimesinin esnek tiimleyeninin bir
esnek i¢ noktast ise (u, E) esnek noktasina (F, E) esnek kiimesinin esnek dis noktasidir

denir.

Tanim 3.88. (F, E) esnek kiimesinin biitiin esnek dis noktalarindan olusan esnek kiimeye,

(F, E) esnek kiimesinin digt denir ve (F, F), ile gosterilir.
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Tanmm 3.89. (U, 7, E), bir esnek topolojik uzay ve (F, E), U iizerinde bir esnek kiime
olsun. Eger (u, E)EUg esnek noktasi, ne esnek i¢c nokta ne de esnek dig nokta ise (u, E)

esnek noktasina (F, E') esnek kiimesinin bir esnek sunir noktasidir denir.

Tanmm 3.90. (F, E) esnek kiimesinin biitiin esnek sinir noktalarindan olusan esnek kii-

meye, (F, E) esnek kiimesinin sunurt denir ve (F, E) ile gosterilir.

Teorem 2.19 (ii) ve (iii)’de kiimeler yardimiyla verilen tanimlar sonucu elde edilen
esitlik, (u, ) esnek noktasi yardimiyla yeniden tanimlanan esnek kiimenin i¢i ve kapanist
g0z Oniinde bulunduruldugunda genel halde gecerli degildir. Bu durum, asagidaki sekilde
ifade edilebilir:

Onerme 391. i) (G, E)°) = (G, E)°)",
i) (G,E)° = (((G, E)C)>C esitlikleri genel halde gecerli degildir.

Ornek 3.92. U = {u1,us,us}, E = {eq,es} olsun.
er, {ur}), (e2, {w})}

e, {ur, uz}), (2, {u )},

er, {uz}), (e2, {ur, u2})},

€1, {ula u2}>7 (627 U)}’

er, {u1,us}), (€2, {u1,u2})} olmak iizere

~—~ Y~ o~ o~
o
N~— S~— S~— SN— \_m/ S~— SN— N—
~=
—~ — —~ —~ /(_? ~—~ —~ —~ —
no
~=
£
—
——
S~—
-

T = {@E,UE, (FZ,E) S 1, ,9}

olsun.
Bu durumda, T ailesinin bir esnek topoloji oldugu aciktir.
(G,E) ={(e1,U), (e, {u1,us})} esnek kiimesi goz oniinde bulundurulsun.
i) (u1, E)E(Fy, E)C(G, E) ve (F1, E) € T oldugundan (u; E) esnek noktasi (G, E) esnek

kiimesinin bir i¢ noktasidir. Boylece,

(G, E)° = (u1,E) (3.5)
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bulunur. Bu durumda,
((G7 E)O)C = {(61,{U27U3}),(62,{U2,U3}>} (36)
olur.
Diger yandan, (G, E)¢ = {(eq, {u2})} olmak iizere
(G, E)°) = (ug, E) 3.7
olur.
O halde, (3.6) ve (3.7)’den ((G, F)¢) # (G, E)°)" oldugu goriiliir.
ii) (G, E)° = (u1,E) oldugundan
(G, E))” = @p (3.8)

bulunur.

Diger yandan, (3.7)’den dolay: ((G, E)¢) = (ug, E) oldugu biliniyor. O halde,

((@E)1) " = {er fur us}) , (e2, fun, s}

bulunur.
(3.8) ve (3.9)’dan
(G, By # (G E)))

elde edilir.

Onerme 3.93. (G, E) = (G, E)N((G, E)°) esitligi genel halde gecerli degildir.

Ornek 3.94. Ornek 3.92 géz oniinde bulunduruldugunda,
(Gv E)O = (ul,E)

ve
(G, E))" = o

bulunur. O halde,

(G, B) = ((G,E)"U((G, B))°)" = {(ex, {ua, us}), (e2, {ua, us})}

olur.
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Diger yandan, (ui, E), (us, E)E(G, E) ve (G, E)C(G, E) oldugundan (u;,E) ve
(uz, E) esnek noktalart (G, E) esnek kiimesinin esnek kapanis noktalaridur.

(uz, E)E (F3, E) ve (F3, EYN(G, E) = {(ex, {uz}), (e2, {w1}) } # P,

(uz, B)E(Fy, ) ve (Fs, E)N(G, E) = {(e1, {ur, u2}), (e, {ur, us}) } # P,

(ug, B)E(Fy, E) ve (Fy, EYN(G, E) = {(e1, {u1,us}), (ea, {u1 })} # ®p, oldugundan
(ug, F) esnek noktast (G, E') esnek kiimesinin bir esnek kapanis noktasidur.

Boylece, (G, E) = Ug bulunur. (3.7) geregince ((G, E)¢) = (ug, E) oldugundan

(G, E)N((G, E)°) = (ug, E) (3.11)

bulunur.

(3.10) ve (3.11)’dan

(G, E) = ((G,E)°U((G,E))°) # (G, E)N((G,E)°)

elde edilir.

Hussain ve Ahmad, Teorem 2.22°nin ispatin1 yaparken Tanim 2.21°1 gdz 6niinde bu-
lundurarak ispat yapmuglardir. Onerme 3.93’te (u, E) esnek noktasi yardimiyla olustu-

rulan tamimlar g6z Oniinde bulunduruldugunda bu esitligin genel halde gecerli olmadig1

gosterildiginden (G, F) esnek kiimesinin esnek smiri olarak (G, E)N((G, E)¢) esnek kii-

mesi alindiginda Teorem 2.22 esitliklerinin genel halde gecerli olmadig: goriiliir.

Onerme 3.95. (U, 7, E) bir esnek topolojik uzay (F, E) esnek kiimesi de bu uzayda esnek
kapalt bir kiime olsun.
(F.E) = (F,E)

esitligi genel halde gecerli degildir.

Ornek 3.96. Ornek 3.92 giz oniinde bulundurulsun. (Fy, E) esnek agik bir kiimedir.
O halde,

<F2>E)C = {(61,{U3}),(62,{u2,U3})} (3.12)

esnek kiimesi, esnek kapal bir kiimedir.
(u3, E)E(Fy, E)¢ ve (Fy, E)°C((Fy, E)°) oldugundan (uz, E)E((Fy, E)¢) olur:
(ug, E)E (Fs, E) ve (F3, E)N(Fy, E)* = {(e2, {uz})} # P,
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(UzE)é(Fg, E) ve (Fg, E)ﬁ(FQ, E)C == {(62, {Ug,Ug})} 7é q)E’
(ug, B)E(Fy, E) ve (Fy, E)N(Fy, E)® = {(e2, {u2})} # ®p, oldugundan (us, E) es-
nek noktast (Fy, E)¢ esnek kiimesinin bir esnek kapanis noktasidir. Boylece,

(Fy, E)e = {(e1, {uz,us}), (es, {us,us})} (3.13)

bulunur.

(3.12) ve (3.13) den,

(Fy, B)° # (Fy, E)°

Onerme 3.97. Esnek bir kiimenin i, dis ve sumir kiimelerinin esnek birlesimi daima Ug

esnek mutlak kiimesine egsit olmak zorunda degildir. Yani,

(G,E)°U(G,E).U(G, E) # Ug

Ornek 3.98. Ornek 3.92 giz oniinde bulundurulsun. (G, E)° = (u1, E), (G, E), = &g
ve (G, E) = ®g oldugu biliniyor. O halde, bu kiimelerin esnek birlesimi;

(Ga E)O O(Ga E)OG(Gv E) == (ULE) 7é Ug

olarak bulunur.

Bir sonraki ornek, Tanim 2.17 ve Tamim 2.25 ile verilen esnek i¢ kiimeleri tanimla-
rimlarinin drtiismedigine dair bir 6rnek olacaktir. Burada, karigiklik olmamasi i¢in Tanim
2.17 ve Tamim 2.25’te verilen esnek i¢ kiimeleri sirasiyla (G, E)°' ve (G, E)® ile goste-

rilecektir.

Ornek 3.99. Ornek 3.92 giz oniinde bulundurulsun. (Fy, E) C (G, E), (F», E) C (G, E),
(Fy, E)C(G,E), (F5,E)C (G, E), (Fs, E)C(G,E), (Fy, E) C (G, E) ve bu esnek kii-
melerin herbiri (G, E) esnek kiimesinin esnek agik alt kiimeleri oldugundan Tanim 2.17

geregince bu esnek alt kiimelerin birlesimi (G, E)°" esnek kiimesine egittir. O halde,

(G, E)" = {(e1,{u1,us}), (€, {ur,us})} (3.14)

elde edilir.

Diger taraftan, (3.5) geregince
(G, E)* = (uy, B) (3.15)
elde edilir. Boylece (3.14) ve (3.15)'ten (G, E)°* # (G, E)® elde edilir.
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Bir sonraki ornek, Tanim 2.15 ve Tanim 3.86 ile verilen esnek kapanig kiimeleri ta-

nimlarinin ortiismedigine dair bir ornek olacaktir. Burada, karisiklik olmamasi i¢cin Tanim

2.15 ve Tanim 3.86’da verilen kapanis kiimeleri sirastyla (F), E)1 ve (F, E)2 ile gosterile-

cektir.

Ornek 3.100. Ornek 3.92 gizoniinde bulundurulsun. (F, E) = {(e1, {u1,u2}), (s, {us})}
olsun. Bu durumda, 7 = {®p,Ug, (F;, FE) :1=1,...,9} olmak iizere T ailesinin esnek
tiimleyen ailesi olan r esnek kapalilar ailesi asagidaki sekilde belirlenir:

(Ff, E) = {(e1, {uz, us}), (e2, {uz, us})},
e1, {us}), (2, {ua, us})},
e1, {u1, us}), (e, {us})},
e1, {u1, us}), (e2, {uz, us})},

~~ o~ ~
o
\_/\_/\_/\_/g\_/\_/\_/
I
=
~—~ I~ Y~ /o~
oo
I
~—
N
D
[\
=
<
v
I
w
—
N~—
-

k= {®p,Up, (FS,E) i =1,..,9}

olur.
(F, E) esnek kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiime (F¢, E) oldugundan Tanim
2.15 geregince; (F), E)1 = (F¢, E') bulunur. Boylece,

(F, E) = {(61,U),(€2,{U2,U3})} (316)

elde edilir.

Diger taraftan (F, E) esnek kiimesinin esnek kapanis noktalari, (u1, E), (ug, E) ve

(us, E) esnek noktalart olup bu noktalarin kiimesi Tanim 3.86 geregince (F), E)2 = Ug

olur.
Gergekten, (uy, B)€ (F1, E) ve (F1, E)N(F, E) = {(e1, {u1})} # ®p,
(w1, B)E(Fy, E) ve (Fy, E)N(F, E) = {(e1, {u1,u})} # ®p,
(ur, B)E(Fs, E) ve (Fs, EYN(F, E) = {(e1, {w}), (e2, {us})} # P,
(w1, E)E (Fy, E) ve (Fr, E)YN(F, E) = {(e1, {u1, ua}, (e2, {us}))} # s,
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(u1, E)E(Fy, E) ve (Fs, E)N(F, E) = {(ex, {u, u2}), (e2, {us})} # @,

(uy, E)E(Fy, E) ve (Fy, E)N(F, E) = {(e1, {u1,uz})} # ®p,

oldugundan (uy, E) esnek noktasi (F, E) esnek kiimesinin bir esnek kapanis noktasi-
drr.

Benzer sekilde, (uy, E)E (F3, E) ve (Fs, EYN(F, E) = {(e1, {us})} # ®p,

(uz, E)E(Fy, E) ve (Fs, E)N(F, E) = {(e1, {ur, uz}), (e2, {us})} # @,

(ug, EYE(Fy, E) ve (Fy, E)YN(F,E) = {(e1, {u1,uz})} # g, oldugundan (uy, F)
esnek noktasi (F, E') esnek kiimesinin bir esnek kapanis noktasidur.

Son olarak, (uz E)€Ug ve UpN(F, E) = {(e1, {u1,u2}), (e2, {us})} # ®x oldugun-
dan (ug, E') esnek noktasi (F, E) esnek kiimesinin bir esnek kapanis noktasidur.

Boylece,

(F\E) =Ug (3.17)

elde edilir.
(3.16) ve (3.17)'den (F, B) # (F,E) elde edilir

3.2. er Esnek Noktas1 Aracihigiyla Elde Edilen Bazi Sonuclar

(u, ) gosterimiyle tanimlanan esnek nokta g6z 6niinde bulunduruldugunda, bir esnek kii-
menin kendi esnek noktalarmin birlesimi seklinde yazilamayabilecegine Ornek3.84 te yer
verilmistir. Bu sorunun, F* ile gosterilen diger bir esnek nokta yapisi esas alindiginda or-
tadan kalktig1 sonucuna Onerme2.34’te vurgu yapilmustir. e - esnek noktasiin 6zel halde
F! esnek noktasina karsilik gelmesi de goz oniinde bulunduruldugunda bu nokta tani-
muyla birlikte yine bir esnek kiimeyi kendi esnek noktalarinin birlesimi seklinde ifade
edebilmek miimkiin olacaktir. Bu nokta yapisinda gozlemlenen ve asina olunanin aksine
dikkat ceken durum ise bir e esnek noktasini icermeyen iki farkli esnek kiimenin birlesi-
minin bu esnek noktay1 icerebilmesi durumudur. Bu boliimde, sozii gecen her iki durumun

da ifadesine yer verilecektir.

Onerme 3.101. U bostan farkl bir kiime, E parametreler kiimesi ve (G, E), U iizerinde
bir esnek kiime olsun. Esnek noktalarin herhangi bir ailesinin birlesimi bir esnek kiime

olarak diistiniilebilir. Her esnek kiime de bu kiimeye ait olan biitiin esnek noktalarin bir-
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lesimi olarak ifade edilebilir. Yani bir (G, E) esnek kiimesi;

(G.E)= | er

er€(G,E)

seklinde belirlenebilir.

Onerme 3.102. U bogtan farkli bir kiime, E parametreler kiimesi, (G4, E), (G2, E); U
lizerinde iki esnek kiime ve e bir esnek nokta olsun. e F% (G1,FE) ve €F?§Z (G, E) iken

epé (G1, E)U(Ga, E) genel halde gecerli degildir.

Ornek 3.103. U = {uy,uy, us}, £ = {e1,e2} ve ep = {(e1, {us, us})} olsun.

(G, E) = {(er, {ur}), (e2, {ua})} ve (G2, E) = {(e1,{uz}), (€2, {uz})} alnsin.
ep?é (G1, E) ve eF; (Ga, E) oldugu agiknr.

Fakat, (H,E) = (G1, E)U(Ga, E) = {(e1, {u1,u2}), (2, {u1,us})} ve Ve € E igin
F (e) C H (e) oldugundan er€ (H, E) elde edilir.

3.3. I Esnek Noktas1 Aracihigiyla Elde Edilen Baz1 Sonuclar

Onerme 3.104. U C R bostan farkls bir kiime, E C R parametrelerin bostan farkl
bir kiimesi ve U esnek mutlak kiime olsun. VA € E icin z(\) = x olacak sekildeki

esnek reel sayilar da x ile gosterilsin. d : R x R — R klasik bir metrik olmak iizere

d: SP(Ug) x SP(Ur) — R(E)* doniisiimii, ¥ P{, PYEUy icin
d(Fy,FY) =d (:E - g) Td <)\ - ;L)
ile tamimlansin. O zaman, CT Ug esnek kiimesi iizerinde bir esnek metriktir.
d doniisiimiiniin esnek metrik oldugunu gostermek icin esnek metrik aksiyomlarini

sagladigint gostermek gerekir:

M;)VFY, FEEUE icin J(Ff, Ffj)§6 oldugu aciktir.

My) d(F2, FY) = 0 < d(x—y)ld(A—u) — 0 = d(v-y) = 0ve
d(;\—ﬁ) :6<:)x:yve)\:u<:>Fx:Ffj.
M;) VES, FYeUg igin

d(Fs, By = d(z-y)Td <X - ,3)
(
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My VFY, FY, F2eUg igin
d(Fs, F7) = d(3-2)Fd (X - &)

_ d(5_§+§—2)1d(i—ﬁ+;-i)
<(a(@-9)Fa(x-)) 7 (a(5-2) Fa(a-2))
<d(Fy, FY)Td(FY, F7)

Boylece, d, U g esnek kiimesi iizerinde bir esnek metriktir.

Teorem 3.105. (Ug, d) bir esnek metrik uzay olmak iizere d : SP(Ug) x SP(Ug) —
R(E)* doniisiimiiniin herhangi i € 1,2,...,n icin i. girdisine kisitlamgsi d;(FY, ) ile
gosterilsin. Bu durumda, d\(FY, F}),da(FY, FY), ..., dn(FY, F}}) doniisiimlerinin herbiri
bir klasik metriktir.

Ispat M) VFY, FYEU icin

d(FY,FY)>0

oldugundan Vi = 1,2, ..., nigin d;(FY, FY) > 0; = 0 olur.
M,) EZV(Ff,Fg) =0 FY = FY oldugundan Vi = 1,2, ..., n i¢in

d;(F$, FY) =0,=0

olur. Boylece, Fy = F} elde edilir.

M;) VFY, FYeUg igin d(Fy, FY) = d(FY, F{) oldugundan Vi = 1,2, ..., n igin
di(FY, FYl) = di(F}], FY)

olur.

My) VFY, F e FjéU E igin d bir esnek metrik oldugundan
d(F§, F2)<d(F3, FY)Fd(Fy, F)

esitsizligi vardir. d(F¥, F?) = k, d(F, FY) = tve J(Fg , F?) = q olarak almsin. Bu
durumda, Vi = 1,2, ..., n i¢in

ki <ti+aq
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elde edilir. Buradan, Vi = 1,2, ..., n i¢in

wo

esitsizligi elde edilir. U

Teorem 3.106. (Up, 67) bir esnek metrik uzay olmak iizere d : SP(Ug) x SP(Ug) —
R(E)* doniisiimii;

d(F, FY) = (du(FS ), do(FY FY), ooy do(FY, FY))
ile verilsin. Eger, Vi = 1,2, ...,n icin d; metrikleri denk metrikler ise, o zaman d esnek

metriginin iirettigi topoloji, dy, ds, ..., d,, metriklerinin iirettigi topolojiye esittir.

Ispat 7 = (r1,79,...7,) ve di(PY, PY),dy(PY, PY), ..., dn( Py, PY) metrikleri denk met-
rikler olsun.

Bu durumda,

B(FS,7) = {Fievy: d(Fy, F)<r}

= {FgéUE : dl(Fj\EaFg) < Tl,dz(Ff>F3> < T27"-7dn(Fj\E7F3) < rn}

olur.

dy(FY, FY), do(FY, FY), ..., dn(FY, FY) metriklerinin en kiigii§iine d;, denilsin. d;, met-
rigi ¢ikarildiktan sonra kalan metriklerin en kiictigiine d;, denilsin ve bu islem n defa
tekrarlansin. Boylece, d;, < d;, < ... < d;, siralamasi elde edilir.

dy(FY, FY), do(FY, FY), ..., dn(FY, FY) metrikleri denk metrikler oldugundan

Bd (Ffari)

i

1 (F)a\cvrz) CBdiQ (F)af,?"l) C ... C Bd-

n

kapsamasi vardir.
O halde, By, (FY,r:) N By, (FY,7:) 0 ...0 Ba, (FY,7:) = Bg, (FY,r;) olur.

Boylece, 77 = Td;, elde edilir. O
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3.3.1. Esnek metrik uzaylar ile koni metrik uzaylar arasindaki iliski

Kaynak Taramasi boliimiinde Matejdes (2016) tarafindan herhangi bir esnek topolojik
uzayin (E x U) iizerinde bir topolojiye homeomorfik oldugunu gostermesi ile ilgili ya-
pilan ¢alismadan ve Das ve Samanta (2013b) tarafindan her esnek metrigin bir esnek to-
poloji dogurmasiyla ilgili yapilan ¢alismadan bahsedildi. Bu yiizden, herhangi bir esnek
metrigin (£ x U) iizerinde bir topoloji dogurdugu sonucuna varilabilir. Bu alt kisimda,
bu topolojinin, esnek metrikten elde edilen bir metrik ile metriklenebildigi gosterilecek.
Esnek metrik kavraminin daha iyi anlagilmas1 amaci esas alinarak bir esnek metrigin, vek-
tor degerli bir metrik oldugu, daha kesin bir ifadeyle koni metriin 6zel bir hali oldugu
gosterilecek.

Bu ¢alisma boyunca R” tizerindeki standart topoloji ele alinacak ve ||-||  ile de aligil-

mis norm gosterilecek.

Onerme 3.107. E parametre kiimesi olmak iizere E iizerindeki biitiin negatif olmayan
esnek reel sayilarin kiimesi R (E)* olsun. Bu durumda, R (E)" kiimesi R*F) iizerinde bir

konidir.

Ispat R*(®) nin bir Banach uzay1 oldugu ve R (E)" kiimesinin R**) nin bir alt kiimesi
oldugu agiktir.

i) R (E)" kiimesinin R*¥) {izerindeki standart topolojiye gore kapali oldugunu goster-
mek gerekir. 7 € (R (E)") ve 7 = ||Z||_ olsun. 7 > 0 oldugundan B (Z,7) C (R(E)")°
vardir. Buradan, (R (E)*) acik bir kiimedir. Boylece, R (E)" kapal bir kiimedir.

i) 7,y € R(E)" ve a, b negatif olmayan iki reel say1 olsun. a + by lineer kombinas-

yonunun R*(¥) uzayinda negatif olmayan bir vektor oldugu aciktir. Boylece, aZ + by €

R (E)" olur.
iii) 7 € R(E)" olsun. Eger ¥ # O ise —7 ¢ R(E)" veegerz = 0ise —7 = 0 €
R (E)" olur. Buradan, R (E)" N (=R (E)") = 0 elde edilir. O

Onerme 3.108. R (E)" konisi tarafindan iiretilen < siralamast ile R (E)* iizerinde ta-

mimlanan < siralamast ¢akistir.

ispat 7<y olsun. O zaman Ve € {1,2, ..., s (F)} icin 7 (¢) < 7/ (e) olur.
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Bu, Ve € {1,2,...,s (F)} i¢in T (¢) — ¥ (¢) = 0 olmasim gerektirir. O halde, y — Z €
R (E)" olur. Buradan, ¥ < y elde edilir. Bu gerektirme ¢ift yonlii gegerli oldugundan <

siralamast ile < siralamasi gakigir. U

Sonuc¢ 3.109. U bostan farkli bir kiime, I/ parametrelerin sonlu bir kiimesi ve d de U B
esnek kiimesi iizerinde bir esnek metrik olsun. d.. : (E x U)x (E x U) — R (E)" olmak

iizere d. (N, ), (1, y)) = d (F, FY) ile tanimlansin. Bu durumda, d déniigiimii bir koni

metriktir.

ispat Onerme 3.107 ve Onerme 3.108’in bir sonucudur. L]

Her esnek metrigin aslinda bir koni metrik oldugu gézlemi, koni metrikler icin elde
edilen biitiin sonuglarin esnek metriklere tasinmasimi saglar. Koni metrik uzaylarin met-
riklenebilirligi Khani (2011) ve Ercan (2014) tarafindan detayl olarak incelenmistir. Ozel

halde esnek metrik uzaylar icin daha temel bir ispat agsagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 3.110. U bostan farkli bir kiime, E parametrelerin sonlu bir kiimesi ve d bir

esnek metrik olsun. (E x U) iizerinde d esnek metriginin dogurdugu topoloji,

D (A x), (1,y)) = [lde (A ), (1 9)) |

doniistimii ile metriklenebilirdir.

Ispat D ((\z),(1,9)) = |lde (N, 2), (11,9))|, doniisiimiiniin (E x U) iizerinde bir
metrik oldugu agiktir. O halde, D ile d nin (E x U) iizerinde ayn1 topolojiyi dogurdugunu
gostermek, ispati tamamlamak i¢in yeterli olacaktir. Bunun igin, (E x U, d) uzayindaki
her B, ((\, z),r) agik yuvarinin (E x U, D) uzayinda agik bir kiime ve (£ x U, D) uza-
ymdaki her Bp ((A, z),r) agik yuvarmin (F x U, d) uzayinda bir agik kiime oldugunu
gostermek gerekir. r € R (E)" olmak iizere By ((\, x) ,r) agik yuvari goz niinde bulun-
durulsun. (1, y) # (A, z) olmak iizere (11, y) € By ((A,z),7) olsun. ¢ = r — d (Py, PY)
olarak almsin. 0<c ve By ((it,y),c) C Bq((\, x),r) oldugu agiktir. ¢ nin en kiigiik bi-
leseni olarak ¢ secilsin. O halde, Bp ((1,y),¢) C Ba((1t,y),¢) C Ba((A,z),r) olur.
Buradan, B, ((\, x) , ) kiimesinin her noktas1 D metrigine gére bir i¢ noktadir. Boylece,
By (A, z),r) kimesi (E x U, D) uzayinda bir acik kiimedir. Tersine, (u,y) # (A, z) ol-
mak tizere (i, y) € Bp (N, z),r),c =r—D ((\,x), (u,y)) ve ¢ bir esnek reel say1 olsun.
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D), (1,9)) = llde (), ()| ve de ((A) , () = d (P, PY) < @ oldu-
gundan, By ((u,y),¢) = Bp ((1t,y) ,¢) C By ((A\,x),r) olur ve buradan Bp (A, z),7)

yuvari, esnek metrigin dogurdugu topolojik uzayda aciktr. U

Asagidaki degismeli diagram, tez boyunca bahsedilen esnek topoloji, klasik topoloji,

esnek metrik, klasik metrik ve koni metrik arasindaki iligkinin 6zeti niteligindedir:

Esnek Topoloji — Esnek Metrik
+
J (Homeormorf) Koni Metrik
¢
Klasik Topoloji ™™ PR gasik Metrik
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4. SONUCLAR

Bu tez caligmasi, Giris kism1 disinda Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi, Bulgular
ve Tartisma, Sonuglar olmak iizere ii¢ ana basliktan olugsmaktadir. Kuramsal Bilgiler ve
Kaynak Taramas1 kisminda tez boyunca kullanilacak tanim ve teoremler ifade edilmistir.
Daha sonra, literatiirde yer alan ii¢ farkli esnek nokta tanimi alt bagliklar halinde veril-
mistir. Bunlardan ilki, (u, F) ile gosterilen esnek noktasi olup klasik kiime kuraminin bazi
temel 6zelliklerini karsilamamaktadir. Ikinci esnek nokta, F ile gosterilen esnek noktasi-
dir. Bu esnek nokta tanimi aracilifiyla iki kiimenin kartezyen carpimi iizerindeki topolojik
yap1 ile homeomorfik bir baglanti kurulan esnek topolojik uzaylar incelenmis, olusturulan
homeomorfizm sebebiyle bircok esnek topolojik kavramin, ilgili topolojik uzayda calisi-
labilecegine vurgu yapilmustir. Ugiincii esnek nokta; e gosterimi ile literatiirde yerini
alan, 0zel halde I} esnek noktasina karsilik gelen esnek noktasidir.

Bugular ve Tartisma kisminda, ilk olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi kis-
minda kiimesel bazda verilen tanimlar yardimiyla esnek Kuratowski kapanig operatorii
ve esnek i¢ operatorii kavramlarina yer verilmis ardindan bunlarin birer uygulamasi ya-
pilmistir. Daha sonra Kuratowski Kapanig-Tiimleyen Teoremi olarak bilinen ¢alismanin
esnek kiimeler aracilifiyla yeniden ifadesi ve ispati verilmistir. Yine bu kisimda onceki
calismalarda kargsilagilan ii¢ farkli esnek nokta tanimindan hareketle elde edilen farkl
sonugclar, her biri ayr bir alt baglikta verilmek iizere ele alinmigtir. Son olarak, £ esnek
noktasi yardimiyla esnek metrik uzaylar incelenmis ve klasik metrik uzaylar ile arasindaki
iligki ortaya konulmustur. Klasik metriklerin bir genellemesi olarak sunulan koni metrik
kavrami g6z oniinde bulunduruldugunda, her esnek metrigin aslinda bir koni metrik ol-
dugu ve koni metriklerin de metriklenebilir olmasi sonucu esnek metrigin yeni bir kavram
olmadig1 elde edilmistir. Esnek metrikler, standart metrik araciligiyla bir topoloji dogur-
dugundan herhangi bir 6zgiin sonuca sebep olmayacagi sonucuna varilmistir. Sabit nokta
teoremleri s6z konusu oldugundaysa koni metrik uzaylardan elde edilen tiim sonuclarin
ek bir kosul olmaksizin esnek metrik uzaylara aktarilabildigi sonucu ortaya konulmustur.

Bu calisma, esnek kiime kurami, esnek topolojik uzaylar ve esnek metrik uzaylar iize-

rine ¢alisan matematikciler ve miihendisler i¢in bir yardimci kaynak olarak diisiiniilebilir.
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