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OZET
Yiksek Lisans Tezi

HIiPERBOLIK KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI
Peshraw Ahmed HAMADAMIN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitust
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mahmut MODANLI
Yil: 2018, Sayfa: 50

Bu ¢alismada, kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimiiniin bulunmasini saglayan Laplace,
Fourier ve Fourier seri ¢dziim metotlartyla ilgili uygulama problemler verildi. Bu kismi diferansiyel
denklemlerin Cauchy problemi icin tam ¢6zimu bulundu. Bulunan bu tam ¢dzimin kararlilig:
gosterildi. Bu denklemlerin yaklasik ¢oztimleri i¢in birinci ve ikinci mertebeden fark semalari kuruldu.
Bu fark semalarinin kararlilik kestirimleri matris kararlihk metudu kullanilarak yapildi. Matlab
programi yardimiyla bu kismi diferansiyel denklemlerin 6rnek uygulamalari igin yaklasik ¢oziimler elde
edildi. Elde edilen bu yaklasik ¢oziimler ile tam ¢oziim karsilastirilarak hata analizi yapildi. Elde edilen
ntimerik ¢ozumlerin etkili oldugu ve metodun bu probleme uygun oldugu goruld.

ANAHTAR KELiIMELER: Yaklasik ¢oziim, Sonlu fark semasi, Kararlilik, Hata analizi.
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ON THE NUMERICAL SOLUTION OF HYPERBOLIC PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS
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In this study, the application problems related to the Laplace, Fourier and Fourier series solution
methods which satisfy the analytic solution of partial differential equations are given. The exact
solutions of these partial differential equations are found for the Cauchy problem. The stability of this
exact solution is presented. The first and the second order of accuracy difference schemes for the
approximate solution of this problem are constructed. Using the matrix stability method, it is established
stability estimates for these difference schemes. Comparing the exact solutions and the numerical
solution obtained by Matlab program, the approximation solutions are obtained. It is shown that
obtained numerical solution are effective and the method is suitable for this problem.

KEY WORDS: Approximation solution, Stability, Finite difference scheme, Error estimate.
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1. GIRIS

Bu tezin temeli, hiperbolik kismi diferansiyel denklemler i¢in niimerik
yontemlerdir. Kismi diferansiyel denklemlerin, 6zellikle hiperbolik tiplerin, bir¢ok
miihendislik ve bilim alaninda ortaya ¢iktigi bilinmektedir. Bu bilim dallarindan
bazilar1 akiskanlar dinamigi, dalga yayilimi, elektromanyetik, termodinamik,
hidrodinamik, esneklik ve malzeme bilimidir. Kismi diferansiyel denklemlerin (KDD)
sayisal diizenlenmesi, glinlimiiziin aritmetiginin zengin ve dinamik bir alanidir.
Konunun araliksiz gelisimi, karakteristik bilimler, bina ve finansal yonlerden stirekli
olarak genisleyen talepler tarafindan, dogru diizenlemeleri asir1 derecede karismis ve
karar vermeyi imkansiz kilan tamamlanmamis diferansiyel kosullar (KDD) dahil
olmak {izere sayisal modellere kesin ve gilivenilir yaklagimlar verilerek
canlandirilmistir. Ortak diferansiyel kosullarin sayisal diizeninin tarihsel zemini, on
sekizinci ve on dokuzuncu yiizyil aritmetiginde olusturulmakla birlikte, KDD'lerin
sayisal diizeninin bilimsel kurulusu biiyiik dl¢iide daha sonradir: ilk olarak, Richard
Courant, Karl Friedrichs ve Hans Lewy tarafindan, 1928’de diizenlenen, Uber bite the
dust partiellen Distinction ngleichungen der mathematischen Physic (Bilimsel
materyal biliminin yari yol kontrast kosullari) doniim noktasi bildirisinde ifade
edilmistir. Belirli KDD'ler igin genis bir dizi ayrintili sayisal strateji vardir. Ornegin,
oOn takip ve arayiiz sorunlar1 i¢in seviye belirleme ve hizli yiiriiyiis stratejileri; KDD'ler
icin, belki de ilerleyen, manifoldlar lizerinde sayisal teknikler ;batik limit teknikleri;is-
serbest stratejileri; molekil teknikleri; girdap stratejileri;farkli sayisal homojenizasyon
stratejileri ve ¢ok boyutlu konular i¢in 6zel sayisal sistemler;dalgacik tabanli harg
dizenleme stratejileri; yetersiz sonlu fark/ sonlu bilesen teknikleri, yiksek boyutlu
KDD'ler i¢in sayisiz hesaplamalar ve bordiir stratejileri;geometrik olarak karmagik
konular i¢in uzay pargalama teknikleri ve giivenlik ac¢ig1 belirleme konular1 da dahil
olmak iizere c¢esitli uygulamalarda yer alan stokastik (olasiliksal) katsayilar1 olan
KDD'ler i¢in sayisal stratejiler. Ozlii denetimimiz, bu devasa ve hizla ilerleyen konuya
esitlik getiremez. Sonug olarak, kendimizi KDD'lerin sayisal olarak diizenlenmesi igin
en standart ve belirlenmis prosediirlerle sonlu fark stratejilerini sinirlamaliyiz.

Calismamiza baslamadan 6nce, KDD'lerin hipotezini anahatlariyla 6zetlemek uygun

1
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olacaktir. Son on yillarda, bu denklemlere bir ¢éziim bulmak i¢in daha dogru ve
verimli yontemlerin gelistirilmesine 6nemli miktarda ¢aba gosterilmistir. Dahasi,
kararlilik problemi ¢ok 6nemli ve dikkate degerdir. Kararliligi analiz etmek i¢in makul
bir modele benzer olarak, sinirsiz bir operatorle, kosulsuz olarak mutlak bir sekilde
tutarli bir kararlilik semasi saglanmistir (Olver, 2014). Adi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii, bir bagimsiz degiskenin bir fonksiyonunu (veya bir fonksiyon kimesini)
bulmayi igerir. Ote yandan, KDD'ler iki veya daha fazla degiskenin fonksiyonlaridir.
KDD'leri kullanan fiziksel modellerin 6rnekleri, bir viicuttaki sicaklik dagiliminin
evrimi ic¢in 1s1 denklemi, bir dalga cephesinin hareketi i¢in dalga denklemi,
akiskanlarin akis1 i¢in akig denklemi ve bir elektrostatik potansiyel veya elastik
gerinim alani i¢in Laplace denklemidir. Bu gibi durumlarda, sadece baslangi¢
kosullaria degil, ayn1 zamanda modelin uygulandigi bdlge i¢in de sinir kosullarina

sahip olmamiz gerekir. Sonug olarak, sinir deger problemlerini ¢ézmeliyiz.

Bu tezde, bir H = L, [0, L] Hilbert uzayinda

d?u(t)
at2

+ Ru(t) + Mu(t) = f(t),0<t <1,
(1.1)

u(0) = ¢, u'(0) =y

problemi incelenecektir.
1.1. On cahismalar

Bu tezin ileriki boliimlerinin kullanilabilecek bazi temel tanim ve on hazirliklari

gosterelim.

Tamm 1.1.1. “f =R — R olsun. F{f(t)} ile gosterilen f € L'(R) Fourier
dontisimii t € R icin var olan F{f(t)} = \/%_nffooof(s) e~ds integrali tarafindan

verilir’ (Stein ve Shakarchi, 2003).
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Tammm 1.1.2. “Karmasik degerli bir fonksiyon f(x), sonlu L? norm: ||f]|? =
i f_nnl f(x)|?dx < oo normuna sahipse, [, 7] aralifinda kare integrallenebilirdir

denir. Ve, tiim karmagsik degerli kare integrallenebilir fonksiyonlardan olusan vektor

uzayna L?> = L*[r, ] Hilbert uzay1 denir” (Olver, 2014).

Tamm 1.1.3. “Normlu tam i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir. Banach uzayi, norm
metriginde tam olan normlu bir vektor uzayidir (yani tam bir normlu lineer uzay bir
Banach alanidir)” (Yanovsky, 2005).

Tamim 1.1.4. “Bir problem bir ¢bzlime (varlik) sahip, var olan bu ¢ozum tek (teklik),
ve verilen smir veya baglangi¢ kosullarina (kararlilik) bagli olarak surekli ise bu
probleme iyi tanimli olarak adlandirilir. Bu kriterleri tasimayan problemlere iyi taniml
olmayan problem denir. Iyi tanimli bir problemin ¢dziimii i¢in smir ve baslangig
kosullar1 genellikle istenir ve iyi tanimli problemler sayisal olarak ¢6zum bulma

sansina sahiptir” (Sizikov, 2011).

Tammm 1.1.5. “Degiskenlerin ayrilmasi, her bir degiskeni tek degiskenli fonksiyona
ayirarak ve adi diferansiyel denklemi veren temel diferansiyel denklemine koyarak
tam bir ¢Oziim saglayan, KDD'leri ¢6zme yontemidir. f(x,y,..) ve x,y,..,

degiskenlerin degiskenlerin ayrilmasi, f(x,y,..) = X(x)Y(y) .. formunun bir
yerlesririlmesi yapilarak uygulanabilir” (Haberman, 1983).

Ornegin, %—% =0 KDD u(x,t) = X(x)T(t) olarak degiskenlere ayrilabilir.
);—,=T?= k olsun, burada k ayirici sabittir, bu da adi diferansiyel denklemler

formatinda olup herhangi bir ODE yodntemi ile ¢ozulebilir.

Tamim 1.1.6. “Sonsuz tiirevlenebilen gergel ya da karmasik olan bir f (x) fonksiyonun
Taylor serisi

f'(b) f"(b)

fO) = fb) +—~ (= b) +— = (x = b)? WO

3 (x —b)3 + - (1.2)

kuvvet serisinin agilimi sekindedir. Bu da kisaca

3
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[ee] nb
an(! )(x_b)n
n=1

olarak yazilabilir. Burada n!, n faktoriyelini gosterir ve f™ (b), b noktasindaki f’inn
nci tlrevini gosterir. b = 0 oldugu zaman, seri ayni zamanda bir McLauren serisi

olarak adlandirilir” (Abramowitz ve Stegun, 1965).

Tamm 1.1.7. “H ve H* iki Hilbert uzay1 olsun. A: H — H* tanimlanan A operator(

eger
A(ax + By) = aAx + BAy forall a,f €Cvex,y €H

sartin1 saglarsa bir lineer operatordiir. A'nin tanim kiimesi D(A) = {x € H,3Ax €
H*} bir vektor uzay1 ve R(A) = {y = Ax,Vx € D(A)} A nin tanim araligin1 gosterir.
Bir A: H; — H, lineer operatori

lAx|lx < Ml|x|lw, ¥V x € H

olacak sekilde M > 0 gergel sayis1 varsa A operatoriine sinirli operator denir. ||Al|
ifadesin A operatoriiniin normu olarak adlandirilir, eger A lineer operatéri A: H —» H*,

M ile smirl1 ise, bu durumda

lAll = infM
dir” (Yanovsky, 2005).

Tanim 1.1.8. “Sonlu fark metotlari, sonlu farklarn tirevlere yaklastigi fark
denklemiyle diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimii ig¢in niimerik metotlardir”
(Banasiak ve Mika, 1998).

(1.2) denklemindeki u fonksiyonunun x, + h notasinda Taylor agilimini yapilirsa

u’(x0)

T(xo + h - xo) + O(hz),

u(xy +h) = u(xy) +

u(xy + h) = u(xy) + hu'(xy) + 0(h?)

olur. Son formul diizenlenirse

(e = Mo R ) 0

4
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2 (xg) = u(xy + h})l —u(xp) L o)

olup kugtk terimler ihmal edilirse

u(xy + h) —u(xg)
h

(1.3)

u'(x) =

elde edilir. Bu nedenle, (1.3) denklemine u, (x,) denkleminin birinci mertebeden
sonlu fark semasi yaklagimi denir.
x =k, k+1iginx, = xy + kh yazilirsa, (1.2) denkleminden

_ Ug+1 — Ug

h

Uy

ve

_ Upyqr — 2Ug + Up—q
uxx - h2

yazilabilir.

Tamim 1.1.9. “||. || X Uzerinde bir vektor uzay1 ve eger
e |x]| =0 x=0,
o |lax|| = |al.||x||Ttim skaler « icin,
o |lx+ vl < |lx|| + llyll.”(Hale ve Lvnel, 1993)

sartlar1 saglanirsa X (izerinde bir normdur denir.

Tamm 1.1.10. “Karmasik bir H lineer uzay,

e (x,x)=0and{(x,x)=0ox=0

e (xy)=(xy)Vx,y€H
e (ax,y) = |al{x,y)Vx,y € H ve biitlin a skalerleri i¢cin « € C

o (x,yz) =(x,zXy,z)Vx,y € H (liggen esitsizligi)
ozellikleri ile karmagik degerli bir (.,.): H X H — C fonksiyonu varsa bu uzaya bir i¢

carpim uzay1 denir.
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(x, y) fonksiyonu, x ve y’nin i¢ ¢arpimi olarak adlandirilir. Hilbert uzay: tam bir i¢

1
carpim uzaydir. H zerindeki, ||x|| = (x, x)z ile verilen norm bir i¢ ¢arpim tanimlar.
“Bu nedenle i¢ carpim uzaylari normlu uzaylar ve Hilbert uzaylari Banach uzaylaridir”
(Yanovsky, 2005).

Tanmm 1.1.11. “Laplace doniisiimii, sistemin kararli veya kararsiz olup olmadigina
bakilmaksizin siirekli zaman sinyalleri i¢in bir frekans-alan yaklasimidir. TUm gercel

saytlar t < 0 i¢in tanimlanan f(t)fonksiyonunun Laplace doniisiimd,

[ee)

LFD)} = F(s) = f F()et dt

0

olarak tanimlanan F(s) fonksiyonudur. a, ve b gergel sayilar olmak iizere, t = a +
ib ile aynidir (Abramowitz ve Stegun, 1965).

Laplace doniisiimii bir lineerlik 06zelligine sahiptir. Laplace doniisiimii, Fourier
dontigiimiine olduk¢a benzerdir. Bu ¢alismada en ¢ok kullanilan Laplace doniigiimii

diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zimu igin oldukga 6nemlidir.
LI} = s"F(s) —s™1f(0) —s™72f"(0) .. — f77H(0)

formiilii Laplace doniisiimiiniin en 6nemli formiillerindendir.

Tanim 1.1.12. “Eger her € > 0 icin ||J(to — y(to) Il £ & oldugunda P(t) adi
diferansiyel denkleminin bitlin t > t, icin ||9(t) — y(t)|| < € olacak sekilde bir § >
0 degeri varsa y' = f(t,y) adi diferansiyel denklemin bir ¢Ozimu kararlidir
”(Abramowitz ve Stegun, 1965).

Tammm 1.1.13. “AX = B formunun matris denklemlerini ¢ozmek icin Gauss
eliminasyonu iyi yapilandirilmig bir yontemdir. Denklemler sistemi ile baglayan Gauss
eleme igleminin gergeklestirilmesi i¢in, bir matrisin tersini bulmak i¢in kullanilabilen
Gauss-Jordan eliminasyonu olarak adlandirilan Gauss-eliminasyonun bir varyanti
vardir. Eger A, bir n karekOk matrisiyse, ters matrisini hesaplamak icin satir
kictltmeyi kullanabilir. 1lk olarak, n’nin birim matrisi A’nin sagmna, n ile 2n blok

matrisi [A|I] olusturarak gogaltilir. Simdi, temel satir islemlerinin uygulanmasiyla, bu

6
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2n ile n matrisinin indirgenmis basamakli (echelon) formunu buluruz. Matris A,
sadece ve sadece sol blok, birim matrisine indirgenebiliyorsa tersine cevrilebilir. Bu
durumda, son matrisin sag blogu A — 1°dir. Eger algoritma sol blogu I’ e

indirgeyemiyorsa, o halde A tersinir degildir (tersine ¢evrilemez)” (Grcar, 2011).

Tamm 1.1.14. “Ozeslenik bir A operatori, A > 0 A durumunda pozitiftir, yani bittn
x € H igin (Ax, x) = 0 dir” (Yanovsky, 2005).

Tamm 1.1.15. “Bir Hilbert uzayinda smurli bir A: H - H lineer operator, bitin

X,y € H icin (Ax,y) = ( x, Ay ) olmasi durumunda A’nin 6zeslenik oldugu séylenir”
(Yanovsky, 2005).

1.2. Ornekler

Bu bolumde, o6rnek problemler icin tam ¢6ziim gosterilecek ve bu problemler
fark gsemast metoduyla kullanilan yaklasik c¢oziimle karsilagtirilacaktir. Bu

karsilastirmanin sonuglari iyi bir dogruluga sahip oldugu goriilecektir.
Ornek 1.2.1.

(U (8, %) + u(t, x) = Uy (£, x) + u, (t, x)(3sin2x — cos2x)et,
0<x<m0<st<l,

) (1.4)
u(t,0) =u(t,m) =0,

\u(0, x) = sinx cosx,u;(0,x) = sinx cosx

kismi diferansiyel denkleminin tam ¢dziimiinii Laplace dontisimiini kullanarak elde
ediniz.
Co6zim: (1.4) denkleminin tam ¢6ziimind Laplace doniisiimiinii kullanarak bulalim.

Her iki tarafin Laplace'i alinirsa,
L(utt(t, X) — Uy (t, x) — u, (t,x) + u(t, x)) = (3sin2x — cos2x)L(e?)

olur. Baslangi¢c deger kosullar1 uygulanirsa
;
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s?u(s,x) — su(0,x) — ur(0,x) — Uy (5, %) — U, (s, t) + uls,t)

_ 3sin2x — cos2x
B s—1

olup, buradan da
s2u(s,x) — s.sinx cosx — sinx cosx + u(s,x) — Uy, (5, %) — Uy (5, X)

6sinx cosx + sin® x — cos? x
s—1

bulunur. Gerekli islemler yapilirsa
(s2 + Duls, x) — Uyy (s, %) — uy(s, x)

(s? + 5)sinx cosx + sin® x — cos? x
s—1

(1.5)

elde edilir. (1.5) denklemin homojen ve homojen olmayan kisminin ¢éziimii i¢in u =
u® + uPseklinde ¢oziimler aransin. (1.5) denkleminin homojen kismi1
(s2 + Duls, x) — Uy (s,%) —u(s,x) =0
olup, bu denklemin karakteristik denklemi
-m?—-m+(s?+1)=0

ve kokleri

—1++V5 + 4s2
2

my, =

olarak elde edilir. Boylece homojen kisminin ¢ézimdi
1 x( 452+5) x<—\/452+5)
u¢ =e 2" (cle 2 ) 4 cqe 2 ) (1.6)

simdi, homojen olmayan kismin ¢ozimi iginuP = u(s,x) = A(s)sin2x +

B(s)cos2x alinip, (1.5) denkleminde yerine yazilirsa,
8Asinx cosx — 4B (sin? x — cos? x) + 24 (sin? x — cos? x) + 4Bsinx cosx

+(s% + 1)24 sinx cosx — B (s? + 1)(sin? x — cos? x)
8
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(s? + 5)sinx cosx + sin? x — cos? x
s—1

bulunur. Buradan

s2+5
T sinx cosx,

[BA(S) + 4B(s) + 24(s)(s? + 1)]sinx cosx =

[—4B(s) + 2A4(s) — B(s)(s? + 1)](sin? x — cos? x)

1
S (sin? x — cos? x) (1.7)

1
2(s-1)

dir. (1.7) denkleminden B(s) =0, A(s) = olarak bulunur.

Homojen olmayan kismin ¢0zimi uP = 2sinx cosx seklinde elde edilir.

2(s-1)

Homojen ve homojen olmayan denklemlerin ¢dzimiinden

x<—1+\/4s2+5) x(—l— 4s2+5> 1
2 2 .
u(s,x) = cqe + cye + —— = 2sinx cosx

olup baslangi¢ deger kosullar1 uygulanirsa,
u(s,0) =¢; +¢c, =0,

—1+v452+5 —1—v4s2+45
—_—T —_—T
u(s,m) = cie” 2 +ce 2 =0

denklemlerinden c;=c, = 0 bulunur. Bulunan bu degerler yerine yazilirsa

sinx cosx

u(s,x) =

(s—1)

¢oziimil elde edilir. Son denklemin ters Laplace doniisiimii alinirsa

L7 (u(s,x)) = L1 (

sinx cosx) = el sinx cosx

1
(s-1

¢6zimi elde edilir. Boylece (1.4) denkleminin tam ¢ozumi

u(t, x) = et sinx cosx

olarak elde edilir.
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Ornek 1.2.2.

I{utt(t, X) — Uy (£, %) — u, (t,x) + u(t,x) = (3sinx — cosx)et,

4u(0, x) = sinx,u;(0,x) = —sinx,u(t,0) = u(t,m) =0, (1.8)
0<x<m0<<t<1

kismi diferansiyel denkleminin tam ¢6zumunu bulunuz.

Cozam: (1.8) denkleminin ¢6ziime ulagmak icin, her iki tarafin Laplace doniigimii

alinirsa,
L{ug (8, %) — Uner (8, ) — u, (£, %) + u(t,x)} = L {3sinx — cosx}e*
olup buradan
L{uge (8, %)} — L{uyy (8, x)} — L{u, (¢, x)} + L{u(t,x)} = (3sinx — cos x)L{e "}
yazilabilir. Laplace déniisiimiinden

3sinx — cosx

s2u(s,x) — su(0,x) — u'(0,%) — Uyy (5, %) — Uy (s, x) + u(s, x) = p——
elde edilir. Baslangi¢ degerleri bu son problemde kullanilirsa,

3sinx — cos x
s?u(s,x) — s.sinx + sinx — u,, (s, x) — u, (s, x) + u(s,x) = ——

s+1
olur. Gerekli iglemler yapilirsa
3sinx — cosx _
(52 + Duls, x) — Uy (s, x) —u,(s,x) = 71 + (s—1)sinx
bulunur. Bu da
5 s2+2 1
—Uyr (5, %) — Uy (5, x) + (s + Du(s,x) = ) sinx — p—— cos x (1.9)

denklemine esit olur. (1.9) denklemini ¢6zmek i¢in, u = u¢ + u? olan homojen ve

homojen olmayan kisimlarin ¢oziimlerini ayr1 ayri bulalim. Simdi, homojen kismi1

10
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—Uyr (2, 5) — Uy (s, %) + (s + Du(s,x) =0

olan denklemin ¢6zumi igin u(s,x) = e™* alinirsa, bu son denklemin karakteristik

denklemi
-m?>—-m+(s?+1)=0
ve kokleri
1+V4s2+5
my, = — 3

olarak elde edilir. Boylece homojen kismin ¢oziimii

u(s,x) = ez~ 2 ) + cye

" <\/452+5 X
cie (1.10)

(C)‘

bulunur. Simdi, homojen olmayan kismin ¢éztimii icin u? = A(s) sinx + B(s) cos x

alinsin. Eger bu degerler ve tiirevleri (1.9) denkleminde yazilirsa,

(5,2) ~115(5,2) + (52 + Dus, ) = Linx —
Urr (5, %) — Uy (5, X s u(s,x) = ———sinx — ——cosx
denklemi bulunur. Ardindan,
A(s)sinx + B(s)cos x — A(s) cos x + B(s) sinx
5 _ 5 s?+2 1
+(s“+ 1)A(s)sinx + (s* + 1)B(s) cosx = sinx — COS X
s+1 s+1
olur. Buradan,
[(s?2 + 1)A(s) + A(s) + B(s)] sinx
[(s2 + DB(s) + B(s) — A(s)] cosx = - sinx ——
S S S S)|COSX = S+151nx S+1COSX
olur. Buradan,
( 2+2)A+B—SZ+2
S Cos+1’
(1.11)
242)B—A=——
k(s +2) s+1

11
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yazilabilir. Yukaridaki sistemden, A(s) = ﬁ, B(s) = 0 bulunur. Yani,

1

uP =
s+1

sin x

homojen olmayan ¢6ziimii elde edilir. Homojen ve homojen olmayan denklemlerden

. <\/452+5>x <\/452+5>x
[cle 2 + c e\ P +

sin x
s+1

u(s,x) =ez

denklemi bulunur. Baglangi¢ deger kosullar1 kullanilirsa,

-1 0
u(s,0) = ez2[c; + ¢, +s+_1_ 0
€1 = —0C
ve
-1 |V4s? (‘4522_3>n V4s2 (“4522_3> 0
u(s,m) = ez cie > Cz¢ +s+1=0

denklemlerinden, ¢; = ¢, = 0 bulunur. Bdylece,

sin x
s+1

u(s,x) =

¢Ozlimii elde edilir. Ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,

sinx}
)

L Yu(s,x)}=L71 {s )

1
sinx £71 {s - 1} = e tsinx

bulunup
u(t,x) = e tsinx
tam ¢6zUmu bulunur.
Yeni bir boltime ge¢meden 6nce, metin boyunca tekrar tekrar burada kullanilan
bazi temel tekniklerin kisa bir incelemesine yer verilecektir. Her bélimun, o alandaki

bilim dalinin mevcut durumu hakkinda tanitimi ve tartismasi olacagindan, giris kismu,

12
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ele alinacak konular1 basit bir sekilde listeleyerek bitirilecektir. Cesitli boliimlerin

icerigi kisaca tanimlanacaktir.

Birinci boliim, tezin girig kismudir.

Ikinci boliimde, KDD'ler icin tam ve yaklasik ¢oziim tartisilmakta ve
diferansiyel denklemlerin kararlilig1 belirlenmektedir.

Ucgiincii béliimde Cauchy problemi igin fark semas1 ydntemi ve ve bu fark semasi
yonteminin kararliligi incelenmektedir. Dort bolimden olusan bu bolim, kisaca
Cauchy problem igin birinci ve ikinci mertebeden fark semalar1 gosterilir. Bu fark

semalarinda kararlilik kestirimini veren teorem ve lemmalar ispanlanmustir.

Dordiincii boliimde uygulamalara yer verilmistir. KDD'ler i¢in birinci ve ikinci
mertebeden dogruluk fark semalar: incelenmistir. Matlab programi yardimiyla
bulunan yaklagik ¢6ziimler, ikinci mertebeden dogruluk fark semasinin birinci
mertebeden fark semasindan daha dogru oldugu goriilmiistiir. Tam ve yaklasik

¢Oziimler karsilastirilarak elde edilen hata analiz tablolar1 elde edilmistir.

Besinci boliimde tezin sonuglar kismi verilmistir.

13



2. ONCEKIi CALISMALAR Peshraw Ahmed HAMADAMIN

2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Diferansiyel denklemler i¢in kararhhk

Bu kisimda,
(0%u(t,x) 0%u(t,x) ou(t,x)
T + Mu(t,x) = 92 + ox + f(t, x),

<0<t<1,0<x<L, 2.1)

u(0,x) = o(x),u(0,x) =yY(x),0<x <L,

\u(t,0) =u(t,L)=0,0<t<1

baslangi¢ simir deger problemi incelendi. (Ashyralev ve Modanli, 2015) ¢alismasindaki
yontem kullanilarak, (2.1) problemi bir H = L, [0, L] Hilbert uzayinda

2
{d;9+Ruo+MM0=f®ﬂ<t<L

\u(0) = ,1'(0) =

olarak Cauchy problemi formatinda yeniden yazilabilir.

Burada f(t) = f(t,x), [0,1] arahginda H = L,[0, L] Hilbert uzayindaki degerlerle
verilen abstract fonksiyondur. ¢ = @(x) ile Y = ¥(x) H = L, [0, L] Hilbert uzaymin
elemanlaridir (Bu fonksiyonlar [0,1] araligindaki x in fonksiyonlaridir). u(t) =
u(t,x), H = L,[0,L]‘deki degerlerle [0,1] de tanimlanmis bilinmeyen bir abstract

fonksiyondur.

R:D(R) » H

diferansiyel operatori
Ru(x) = —u"(x) — u'(x)
ile
D(R) = {u:u,u’,u" € L,[0,L]; u(0) = u(L) = 0}

14
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kiimesinde tanimlanan operatordiir.

A=R+ M olarak alnsmn. Burada, (Au,v)=(u,Av) ve (Au,u) = 6{u,u)

oldugundan A operatorii pozitif operatordiir ve dolayisiyla R > § ve M = 6 dur.

Teorem 2.1.1. @' (x), ¢"'(x), f(t,x), f(t,x) € L,[0, L], [0, L] araliginda siirekli olsun.

Sonra, (2.1) denkleminin ¢6zimdi icin asagidaki esitsizlikler saglanir:

1
L 2

max fuz (t,x)dx (2.2)

0<t<1
0

[/ L 3 L 2 L 7]
< M(8)| fcpz(x)dx + jlj}z(x)dx + max sz(x)dx |,
l 0 0 0 J

1 1
2 2

L L
2 2 2
fax fut (t,x)dx | + Max f[u (t,x)dx + uz(t,x)]dx (2.3)
0 0
|[ L 2 L z L %]I
< 2 2 2
< M(S)l f(px(x)dx +Or‘2§1<xl fll} (x)dx +orE?<X1 ff (t,x)dx J
0 0 0
1
L 2
+ max f[uz (t,x)dx + u2(t,x)]dx + uz, (t,x)dx (2.4)
0
1 1
| L 2 L 2
2 2
< M(S)l f Pi()dx | + max f Py (x)dx
0 0
L Z L l]l
2 2
+ Mmax fft (t,x)dx | + fft (0,x)dx J
0 0

15
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Ispat: Bu teoremin ispat1 (2.4)’iin simetri 6zelliklerine ve (2.1) probleminin ¢ozimii

icin asagidaki kestirimlere dayanmaktadir:

max [lu(®)lls < M) | lplls + Wil + max IFO11x], (25)
1

max [0 (Olly < M(8) ||| A2|| + Il + max [1£O)1u]. (26)

max [lu” (Ol + max |Au(®)]l 27)

1
< M(®) |lIA@l + [|A7w]| -+ IOl + max IE(Olly]

ve agagidaki kestirimler

L 2 L 2
f Ng2(dx | <M f (9200 +$2(0dx | | 2.8)
0 0
L N L 3
f (Aav(x)) ax | < f (W20 + 2060 + W2,(0)dx | | 2.9)
0 0
L 3 L 3
[ wiooax | < il = | [ Wi
0 0
Burada
[AY =~ () — ¢/ () + My ()] 2.10)

1

dir. (2.5) form0lunin ispati igin (2.1) denklemi kullanilirsa,
S(t—s)[u”(s) + Au(s)] = S(t — s)f(s) (2.11)

formili elde edilir. Burada,

1 1

S(t) = (ZiAi)_l (eitAE B e—itAf)

ve buradan da

16
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1 1
itAz __ ,—itA2

/() = ———— = €,

C'(t) = —A.S(bt)

elde edilebilir. (2.11) denklemi 0 dan t ye integre edilirse,

t

f S(t—s)u”’(s)ds + f S(t — s)Au(s)ds
0

0

f S(t—s)u”’(s)ds = S(t—s)u'(s)[§ — f dS((tiS— ) u’'(s)ds
0 0
‘ dC
= S(0)u’(t) — S(HU'(0) + C(t — s)u(s)|§ — f (:is_ ) u(s)ds

0
t

= —S(t)u’(0) + u(t) — C(t)u(0) — f(—A)S(t —s)u(s)ds
0

bulunur. Bu 6nceki esitlikte yazilirsa,

t

—S()u’'(0) + u(t) — C(t)u(0) — f(—A)S(t —s)u(s)ds

0

t t
+ | S(t—s)Au(s)ds = | S(t—s)f(s)ds
/ /

t
u(t) = C()u(0) + S(t)u’(0) + f S(t —s)f(s)ds (2.12)
0

elde edilir.

eitA% —itA% 1 1 I
€O = ———— = IC®ully =5 ”(eltAz + e—ltAZ) I

H

17
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L1 L1
e1tA2 +e—1tA2

1
< sup lullg < sup |cos7\5
§<A<oo 2 S<A<oo

lully < llully, (2.13)

1eitA% + —itA%

1 1 L1 L1
wis@ul, =5 (e + &) o
H

1 1
elt}\Z + e—lt)\Z

1
< sup |———||lullg £ sup |sir17\5
§<A<oo 2 §<A<oo

lullg < llully (2.14)
oldugu goruldr. (2.11), (2.13), (2.14) ve iiggen esitsizligi uygulanarak,

@l < IC@ el + |42

t
H—>H_]-|
0

AZS(t — s

H-H |

_1
+ ||A 2

AZS(t~ )| ds

1 1
lu®lla < llelln + = Wlla +—= | () lnds
52 825

1 1
< llelly + = Wlla + = max|lf(s)lls
= 85 0<s<t

52

< M(®) | llolly + 101l max [1£C0) 1]

yazilir. Herhangi bir t € [0,1] icin M(S)zmax{l,il} olarak secilirse, (2.5)
52

formiiliiniin ispat1 elde edilir.

(2.6) esitsizliginin ispati igin: (2.11), (2.13), (2.14) ve liggen esitsizligi kullanilirsa

1
AEu(t)”H <|

1
AEC(t)(p”H +|

t
A%S(t—s)q;||H+J |A%S(t—s)f(s)||Hds
0

18
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t
< [laso]|, + 1wl + [0l a5
0
< | A%<p||H + Wil + maxlIf(s)
< M@ [[|ao]|, + 1l + max 1EOl], MG) = 1

bulunur. Herhangi bir t € [0,1] igin,

max
0<s<1

A%u(t)“H <M@)||

1
2|+ il + max 160 1]
kestirimi elde edilir. (2.11) formulliniin tiirevi alinirsa,
u’'(t) = —AS(t)u(0) + C()u'(0) + fOtC(t —s) f(s)ds (2.15)

yazilabilir. (2.11), (2.13), (2.14) formilleri ve tiggen esitsizliginden,

v ©lls < [[ass@Aze] -+ IC@wl+ j ICCe = S)F(S)lIy ds
0

t
Ao, + Il + [ 1) os
0

< |
1
< ||azo]| + Il + maxifs)lly
H 0ss<t
1
< M) |[[a%e| + il + maxIFOl], M(8) = 1

bulunur. Herhangi bir t € [0,1] igin,

max [u'(© Iy <M() |

1
2|+ il + max/FO s

sonucuna varilir.

Son iki kestirimden (2.6) formula elde edilir.

(2.7) esitsizliginin ispati i¢in: (2.15) formulunin tekrar tlirevi alinirsa,

19



2. ONCEKIi CALISMALAR Peshraw Ahmed HAMADAMIN

t

() = —AC(H)u(0) — AS(H)’ (0) + f(t) — f %C(t — ) f(s)ds

0

veya
t

0" (6) = —AC(E) @ — AS(OY + () — F(E) + f C(t — 5) f(s)ds (2.16)

0

bulunur. (2.16) formiilii ve tiggen esitsizliginden,

t
1
" ©ls < DAl + |40+ [l s
0

< M) [lAgly + |59+ maxlifco)ly]

<t<1

elde edilir. Herhangi bir t € [0,1] icin,

max [’ (© 1y <M [IA@ly + ||A7w]| + max/IfOll], M(8) = 1

dir. (2.1) formld, son esitsizlik ve tiggen esitsizligi kullanilarak,

max ||Au(t = max||f(t) — u" (t
max |Au(®)lly = max|If() = v’ Ol

0st<1

t
= max [|f(0) — f f'(s)ds —u''(t)
0

H

t
< ! !
< maxv' Ol + 1K)l + max [ 15l ds
0

< M) [IE)llu + IA@ ]l + |

A+ max ) ]

ost=<1

sonucu elde edilir. Son iki kestirimden, (2.7) formiiliiniin ispati1 ¢ikarilabilir.

(2.10)  formilind  ispatlamak icin: [Ay = —y"" (x) — ¢'(x) + MY(x)]
formalinden [|AU|lg = [V (x) + ¢'(x) + MU(X) ||y yazilabilir. Bu da,
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P

L
[ Wx60 + 0 + MG x| = Al
0
ile ayn1 anlama gelmektedir. Boylece, (2.9) formiiliiniin ispat1 tamamlanur.

Son olarak (2.8) formiiliiniin ispatin1 verelim. (2.8) formulini ispatlamak igin,

L

L
(A2 (x), Az(x)) = (Ap(x), p(x)) = f @' (X' (®)dx = f (¢' () dx,
0

0

L

L 2
f(Aip(x)) dx =fcp,2((x)dx
0

0

formiilleri kullanilirsa,

L 2 % L ; L 2
| (A%(x)) ax | = [ @3ooax | <[ (0260 +wze)ax
0

0 0

ispat1 elde edilir. Bu da, (2.8) formiiliiniin ispat1 anlamina gelir. Dolayisiyla,

teoremin ispat1 tamamlanis olur.

21



3. MATERYAL ve YONTEM Peshraw Ahmed HAMADAMIN

3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boélimde, Cauchy problemi igin fark semalar1 ve bu fark semalarinin
kararlilig1 gosterilecektir. Birinci mertebeden ve ikinci mertebeden tipindeki dogruluk
fark semasi icin, kararlilik kestirimi gosterilmektedir.

3.1. Birinci mertebe fark semasi

U (8) + Ru(t) + Mu(t) = f(0),

(3.1)
u(0) =p,u' =9y
Cauchy problemi igin fark semalarini bulalim. Bunun i¢in, Taylor agilimi kullanilirsa,
22
u(tiers) = ulte) + 7w (6 + 5 () +0(T%),
72
ulty-1) = u(ti) = e (t) + 5w () + 0(2%)
yazilir. Son formuldeki kiigiik terimler ihmal edilirse,
U1 — 2Up + Up—q
U (t) = >
T
elde edilir. Bu degerler (3.1) denkleminde yerine yazilirsa,
(U1 — 2Up + Up—q
2 + (R + M)ugs1 = frsr
(3.2)
U — Up

Luo = @, +(R+MDtu, =9y

(3.1) problemine karsilik gelen birinci mertebeden fark semasi elde edilir.

3.2. ikinci derece fark semasi

(3.1) problemi igin, yine benzer sekilde Taylor agilim1 kullanilirsa,
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2

U(tiern) = w(ti) + T (t) + 5 e (6) + 0 ()

2
w(ti1) = w(ti) = T (t) + 5 e (6) + 0(2)

formalleri bulunur. Kuguk terimler ihmal edilirse,

Zuk + up_q

Ug+1 —
U (tk) = )

Upp1 T U1

u(ty) = 2

olarak yazilir. Bu son formiiller (3.3) denkleminde yerine yazilirsa,

I(uk+1 — 2Uy + Up—g 4 g Yt + Ug—1 U1 + U1

72 2 2 =i

4 (3.4)

Luo =p,u = uT;uo +%(T+I)Au1 + Uy = (1,11 +%f0)

(3.1) Cauchy problemi i¢in ikinci mertebeden fark semasi elde edilir.

3.3. Birinci mertebe fark semasi i¢in matris kararhihg:

(3.2) formilu
1 2 1

(4 R M) = () et () s = feon (35)
Eugyq — Fug — Gug—1 = fr41
Eugyq = Fug + Gug—q + fre4a

olarak yazlabilir. a = Tiz+ R+M, b= Tiz ve ¢ = —Tiz olmak Uzere; E, F ve G

matrisleri
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a 0 O 0 0 O
0 a O 0 0 O
0 0 a 0 0 O
E = ,
0 0 O a 0 O
0 0 O 0 a O
0 0 O 0 0 a
b 0 O 0 0 O
0 b O 0 0 O
0 0 » 0 0 O
F = :
0O 0 O b 0 0
0 0 O 0O b O
0 0 O 0 0 »b
c 0 O 0 0 O
0 ¢ O 0 0 O
0 0 0 0 O
G =
0 0 O c 0 O
0 0 O 0 ¢ O
0 0 O 0 0 ¢

olarak yazilabilir.

E = |ajn| M=-1)M—1) oldugu durumda;
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I = o = | max l{z |a,m|}

olarak tanimlansin.

Lemma 3.3.1. Eger% > 0 ise, 0 zaman ||[E~1F|| < M () dur.

ispat: Elimizde = > 0 var oldugundan,

1
IEZ*FI < IETHIIFI < IF1l,
1Srjr5;<_1{|ajj|— m:tjm 1 Jml}
g
— <M@) =1
= +R+ M|

bulunabilir.

Lemma 3.3.2. Eger% > 0ise, 0 zaman ||[E"F|| + [|[ET1G|| < M(5) dur.
T
ispat: = > 0 oldugu bilindiginden,

2 -1

|E-2F|| + |E- L
+R+M| +R+M|
3
‘L'2
< <M@) =1

bulunur.

Teorem 3.3.1. (3.5) fark semasi kararlidir.

Ispat: (3.5) fark semasinin kosullu kararliligini ispat etmek icin, Ujk ve ij sirasiyla
Ujo ve Vjo baslangi¢ degerleriyle beraber (3.5) denkleminin tam ve yaklasik ¢6ziimleri
olsun. 0 < j < M,0 < k < N oldugu durumda, ilgili hatay1 e}‘ = Ujk — ij ve e}‘ =
[ k .k

&L E

t. . . - -
& ...,e,’\f,_l] ile gosterilsin. Daha sonra, eger k = 0 ise e}‘
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Eel =F¢0

saglanir. Eger k > 0 ise,

Eektl = Fek 4 Fek-1
Ecet =Fe®=> 71 = E71F&°
dir. Simdi ||| < ||€°]], k = 1,2,3, ...icin tiimevarim ile ispat edelim. Aslinda, k = 0,
el = F-140
olup buradan da

letll = IET*Fell < IET*FINEC

elde edilir. Lemma 3.3.1°den ||E~1F|| < 1 oldugu igin, ||e}|| < ||€°]| olup k = 1 olur.

Daha sonra,
g2 =E"Fe + E71GE°

olup bu son denklemden
2 = ||[E7'Fet + E71GE0|
< ||[E7Fe|| + ||[E1GE0|
= lET*F(llletll + IE~*G 0]
< IE~'FIl®N + IET*GIIE°]
< {IET*FIL+ NETGIIE

sonucuna varilr. Yukaridaki denklemden, ||£2|| < ||€°|| oldugu goriiliir. Simdi, tiim
s <k icin ||€?|| < ||€°|| oldugunu varsayalim. Bunun s = k + 1 icin de gecerli

oldugunu ispatlayacagiz:

¥ = IE7 (Fe* + Ge* M|
¥+l < JIET Fek|l + IET G|
< IET*FIll ll + NIET Gl

< [IE*FIIIE®N + NET GIIE]
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<{IET'FII+ IET*GI3IIE

<¢g

oldugundan, :—2 > 0 olmak kosuluyla, (3.5) denkleminin kararlilik kestirimi elde edilir.

3.4. Ikinci mertebe fark semasi icin kararlihk

(3.4) formilu

1 R+M —2 R+M 1
(r_2+ 2 )”"+1+(r_2)”"+< 2 +r_2>”"‘1:f"

olarak yeniden yazilabilir. Bu da

auyq + buy + cug—q = firia

dir. a =Tiz+¥,b =;—f ve c =¥+%2 olmak Uzere;

b a 0 0 0 0 0 O

c b a 0 0 0o 0 O

0 ¢ b a 0 0o 0 O

0 0 ¢ b 0 0 0 O

E =

0 0 0 O b a 0 0

0 0 0 O c b a O

0 0 0 O 0 ¢ b a

k0 0 0 0 .. 0 0 c¢ bly-vxw-1
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yazilabilir. Bu da

formundan gelir.

Tamm 3.4.1. h sifira yaklastik¢a kesme hatasi sifira yaklasirsa, bagka bir deyisle, ayni

normda Lyu — f — 0 olursa, fark semasinin tutarli oldugu sdylenebilir.
Tamim 3.4.2. Eger biitiin A > 0 igin,

Ul < CILL UM < CIFMI
Ly nin kararli oldugu sdylenebilir. Burada U", L,U" = F" fark semas1 denkleminin
¢ozimudir. Ayrica, L, sadece L! sinirli oldugunda kararlidir.
Tamim 3.4.3. Eger h — 0 iken

U™ —ull -0

oluyorsa, sonlu bir fark semasinin yakinsadigi sdylenir. ||U" — u/|| ifadesi ayristirma
hatasi olarak adlandirilir.
Teorem 3.4.1. Tutarli bir sema gbéz Oniine alindiginda, kararlilik yakinsamaya

esdegerdir.

Ispat: Lyu— f =1th L,U" — F* = 0 terimlerinin  kararli oldugu varsayilsin. O
Zaman

L,(u — U") = " elde edilir. Bu nedenle,
U —ull < CllLp(u— UMl = Cllz"|| - 0
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dolayistyla aynen yakinsar. Acgikcasi, bir yakinsama semast kararli olmalidir.

Simdi (2.1) Teorem’in uygulamalarin1 verelim. Ilk olarak, (3.1) sinir deger
problemini géz Oniine alalim.

(3.1) probleminin ayrigtirtlmasi iki asamada yapilir. Birinci adimda,

[0,l];, ={x =x:x, =nh,0<n <M, Mh =1}

grid (1zgara) uzayini inceleyelim.

I, =( D loGIh

x€[0,l]p

norm ile verilen L,, =L,[0,l];, Hilbert uzaymda [0,!], lizerinde tanimlanan

<ph(x) = {(pn}g’ grid (1zgara) fonksiyonlar1 tanimlansin.

(3.5) formulii tarafindan tanimlanan A* diferansiyel operatord,
Aro"(x) = {=(a(®)@z)xn + 6 q)n}f_l (3.6)
olarak atansin.

Po = Pu, P1— Po =Py — Pu-1 kosulunu saglayan " (x) ={p,}y grid
fonksiyonlarinin uzayinda hareket etsin. A%, L,; Hilbert uzaymda 6zeslenik pozitif bir

operator oldugu bilinmektedir. A7, diferansiyel operatoriyle,

ult (t,x) + AXu™(t, x) + su(t,x) = f(t,x),
0<t<T,x€[0l] (3.7)

W0, %) = " (x), ul(0,x) = Y (x), x € [0, 1]

baslangi¢-sinir deger problemini tanimlayalim.

Ikinci adimda, (3.7) formiiliinii, (3.2) fark semasiyla
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h —oul h
(Upq () — 2up (x) + ug_4(x) Xyl (%) 4 sul, (%) = fr (),

T2

frx) = frtes, )ty = k1,1 <k <N-1,x€[0,l],, Nt =T 3.8)

ul(x) = p"(x),

\1 + (4% + &) tul (x) = Y"(x),x € [0,1],

olarak degistirebiliriz.

Teorem 3.4.2. (3.8) probleminin {u,’(‘(x)}g' cozUmil icin,

max [, < M) {max I, + 19", + 9",

) RTON I [ W A TR PPN

1
max ||u’,}||W22h < M,(9) { max ;fkh — fita

1<ks<N 2<ksN

Lap

HIA, + " s, + o™z, )

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, 1 <k <N —1 icin M.(5) ve M,(6),
" (x), Y"(x) ve f(x)’e bagh degildir.

Ispat: A, = A% bilinen 6zeslenik operatériiyle Ly, Hilbert uzayinda tanimlana (3.5)

fark semas1 abstract formda

fuﬁﬂ — Zuﬁ + u,’j_l

h ho _ ch
2 + Apliepr + 0Uyq = fic

3.9
<1<k<N—1,NT=T, 3.9

\ul! = " 1+ (A% + &) Tul (x) = Y

olarak yazilabilir.
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Burada, bilinen ve bilinmeyen abstract aralik fonksiyonlari, H = L,; degerleriyle
[0, 1], tizerinde tanimlanmis £ = £ (x) and ul! = ul(x)’tir. Boylece, teorem 3.4.2
kanitlanmustir.

Ikinci olarak, (3.1) baslangic-sinir deger problemini ele alinsm. (3.1) probleminin

ayristirtlmasi iki asamada gerceklestirilir. Birinci adimda,
ﬁh = {x =x = (hyy, ---»hnjn):j = (p - Jn) 0<jr S N,
thr = 1,7" = 1, ...,n},.Q.h = ﬁh N .Q,Sh = ﬁh NS

grid (1zgara) uzay1 tanimlanir.

1Ml = | D 10" I By oy

XEQh

norm ile donatilan, (, iizerinde tanmimlanan, ¢@"(x) = {@(hiji, ", M)} grid
fonksiyonlarmin L,, = L,(Qh) Hilbert uzay1 tanimlanir.

(3.7) formiilii tarafindan tanimlanan A*diferansiyel operatord,

n
Arul = —Z(ar(x)u,’gr)xﬁjr (3.10)
r=1

olarak tanimlansmn. Burada, Aj bir bilinmiyen 6zeslenik pozitif operatord, Ly,
Hilbert uzaymda u™(x) grid fonksiyonunun uzayinda hareket eden biitiin x € S, igin
u"(x) = 0 sartin1 saglayan bir operatordiir.

Af fark operatoriiniin yardimiyla,

(ul(t,x) + Afu(t,x) = f*(¢t,x),
0<t<T,x €Qy, (3.11)

Luh(O, x) = "), ut(0,x) = P"(x),x € Qy

baslangi¢-siir deger problemi ele alinsin.
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Ikinci adimda, (3.11) denklemi (3.5) fark semasi ile degistirlirse, sonsuz
diferansiyel denklem sistemleri igin

(ul’cl+1(x) - Zulfcl(x) + ulfcl—1(x)

T2

+ Aﬁulfclﬂ(x) = fkh(x),

fo) = s, )ty =kt,1 <k <N-1,x€Q, Nt =T, (3.12)

ug(x) = " (), 1 + (Ap)7ug (x)

\=y"(x),x € Q

denklemi elde edilir.

Teorem 3.4.3. (Hale ve Lvnel, 1993) (3.7) probleminin {u,’g(x)}gl ¢ozUmi igin

max ], < M08, { max (£, + 9"y, + 0", )}

ekl < 8,04 ma AN, + 0"l + "l )

1
; (fkh - fkh—l)

h
gkl < 48,00,

kararhlik kestirimleri saglanir. 1 < k < N — 1 icin, M, (8) ve M,(8), o™ (x), Y™ (x)
ve fi(x)'e bagl degildir.

Bu teoremin ispat1 (3.4.3) teoreminin ispatina benzer olarak yapilabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Numerik sonuclar

Bu boliimde hiperbolik tipte kismi diferansiyel denklemler i¢in fark semasi

metodu uygulanmaktadir. Bu tipteki denklemlerin genel formu

(0%u(t, x
o%ut,x)

0%u(t,x) ou(t,x)
at? - *

ult,x) = dx? dx

+f(t,x),0<t<1,0<x<L,

Vu(0,%) = (), 1 (0,%) = h(x),0 < x < L, (4.1)

\u(t,0) =u(t,L)=0,0<t<1

seklindedir. (4.1) hiperbolik kismi diferansiyel denklemin baslangi¢ sinir deger
probleminin yaklasik ¢6ziimii igin, h ve T klgUk parametrelerine bagli olan bir grid
noktalar kimesini W, , = [0,T]; X [0,€], olarak alalim. (4.1) denkleminin fark
semasini bulmak i¢in (x,_1, X, Xp41) V€ (tx_1, tk, tx+1) noktalarinin Taylor agilimi

yapmak yeterli olacaktir. Burada, niimerik ¢6zUm icin birinci mertebeden grid uzay1
[0,T]; ={ty; tx =kt,0< k< N,N =T},
[0,€]; = {xp; x, =nh,0 <n<m-—1,mh=*},
wg, h =1[0,T]; X [0,#],

olarak alinsin. u(0,x) = 0 baslangi¢ kosulunun yaklasimi, x = x,ve u(t,0) =0,

u(t, L) = 0 sinir deger kosulunun yaklasimi, t = t;, alarak elde edilir. Buradan,

Uh-up

ug =0, ufy=0,veu) =g, = Yn

T
dir. Simdi, (4.1) denklemin yaklasim degerini elde edelim. t = ty, typq; X = xp,

Xn71 Koyarak,
utt(tk+1 rxn) + u(tk+1 ’ xn) = Uyxy (tk+1 'xn) + ux(tk+1 'xn) + f(tk+1 rxn) (4'2)

denklemi elde edilir. Taylor agilimindan,
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U(tp41, Xn) — 2u(ty, Xp) + U(ty—1,Xp)
T2

Upt (tgy1  Xn) = + 0(7?),

U(tgs1) Xn41) — U(Eks1, Xn)
h

ux(tkr xn) = + 0(h),

U(tgs1) Xn+1) — 2U(C1, X)) + U(trs1, Xn—1)
h2

Uy (Ekg1, Xn) = + 0(h?)

fark denklemleri yazilabilir. Kiigiik terimler ihmal edilip, bu son degerler (4.2)

denkleminde yerine yazilirsa,

u(tk+1ﬂxn) - Zu(tkl xn) + u(tk—l' xn)
TZ

+ u(tk+1' xn)

_ U(tgs1) Xns1) — 2U(Crsr, X)) + U(try1, Xn—1)

hZ
U(tps1, Xn+1) — Utrs1, Xn)
F h = f(tk+11xn)

elde edilir. Buradan da,

k+1 Kk k-1 k+1 k+1 k+1

Up — — 2Uup +uy okt Upry — 2Uy  +up’y

72 n h2
k+1 k+1
Unt1 — Un k+1
— = (43)

olur. (4.1) denklemi igin birinci mertebeden fark semasi

k+1 k k-1 k+1 k+1 k+1
(Up"— — 2Uy + Uy Upii — 2Up ~ + Uy’

+ uktl —
hZ

T2

k+1 k+1
Unt1 — Un k+1
_Tzfn ,1<k<N,1<n<M,

< (4.4)
ut —ul

Un = gDruT = Y,

\uk = uk=0,1<k<N1l<n<M

olarak bulunur. Bu son fark semasini
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-1 1 1 2 1 -2
k+1 k k
()t + (e g p)u ()

1 -1
() (et = i
olarak yeniden yazilabilir. Buradan
auktl + buk=1 + cuk + duktt + eukt] = £
olup, burada
-1 1 1

= TptEreTEdTatity

dir. Bu da
AUpi1 +BUy +CUpq = f

matris formatinda yazilir. Burada,

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 a 0 0 0 0 0

0 0 0 a 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
A= )

0 0 0 0 0 a 0 0

0 0 0 0 0 0 a 0

0 0 0 0 0 0 0 a
00 0 0 .. 0 0 0 O0lyinwin
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1 0 0 O 0O 0 0 O
b ¢ d 0 0O 0 0 O
0 b ¢ d 0O 0 0 O
0 0 b ¢ 0 0 0 O
B = )
0O 0 0 O c d 0 0
0O 0 0 O b ¢ d 0
0O 0 0 O 0 b ¢ d
_—1 l 0 O 0 0 0 O
T T T(N+1)X(N+1)
0O 0 0 O 0 0 0 O
0 0 e O 0 0 0 O
0 0 0 e 0 0 0 O
0O 0 0 O 0 0 0 O
C =
0O 0 0 O 0 e 0 O
0O 0 0 O 0 0 e O
0O 0 0 O 0 0 0 e
0 0 0 0 .. 0 0 0 Ody+nxw+D

dir. Ve ikinci mertebeden fark semasi

uk*t — 2k 4 yk-1

T2

Ut =

)

k k k k+1 k+1 k+1 k-1 k-1 k-1
Unt1 — 2Upg + Uy _ lun+1 —2up" Uy’ lun+1 —2up Uy g

Usx n2 2 h2 +3 h2 ’
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k k k+1 k+1 k-1 k-1
_ Upy1 —Up—1 lupys —up’s | lupis —up-g
“TTTon T4 h & n
1 1
k — k+1 k-1
u, = Eun + Eun

yazilip, bu degerleri (4.1) denkleminde yazilirsa, ikinci mertebeden fark semasi

denklemi

[kt —2uk k=1 Rt kvl gkl g kel oy k-1 g k-l

72 2 h? 2 h?

k k k- k—
_luni% —Uu +1 _lun+% _un—% +1uk+1 +1uk_1 — fk
4 h 4 h 2 24 "

. (4.5)

2 1 0
0 Uy — Uy Eun—Zun+un
2 72 r

\uk = uk =0,1<k<Ni1l<n<Mm

dir. (4.5) fark semas1 denklemi
-1 1 -1 1 1 1 1 -2
k+1 k-1 K K
(g = ) vt + (g )it + (Gt g) i+ () b
1 1 1 -1 1 -1 1
k-1 k+1 k-1 _ ¢k
#(at gt o)+ (g )it (g ) it =
olarak yeniden yazilabilir. Buradan,

auftl + qukTl + buftt + cuk + bukt + duktl + duktl = £,

denklemi elde edilebilir. Burada,

I N S Y
" 2h%2 4R’ 12 R2

-2 -1 1

‘ =4ty

+ L.
2~

dir. Bu da

AUn+1 + BUn + CUn—l = fn
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matrisi formatinda yazilabilir. Burada,

0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 a 0 0 0 0 0
0 a 0 a 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0 0 0
A= )
0 0 0 0 0 a 0 0
0 0 0 0 a 0 a 0
0 0 0 0 0 a 0 a
0 0 0 0 .. 0 0 0 Olyinwwen
1 0 0 0 0 0 0 0
b ¢ b 0 0 0 0 0
0 b ¢ b 0 0 0 0
0 0 b ¢ 0 0 0 0
B = )
0 0 0 0 c b 0 0
0 0 0 0 b ¢ b 0
0 0 0 0 0 b ¢ b
1l 0 0 0 0
T T

“(N+1)x(N+1)
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0 0 0 0 0 0 0 0
d 0 e 0 0 0 0 0
0 d 0 e 0 0 0 0
0 0 d 0 0 0 0 0
C =
0 0 0 0 0 e 0 0
0 0 0 0 d 0 e 0
0 0 0 0 0 d 0 e
L0 0 0 0 .. 0 0 0 Odwiywen

dir. Bu formiiller,

(Uee (8, X) — Usre (£, %) — u, (t,x) + u(t,x) = (3sinx — cosx)e™*
0<x<m0<t<l,

X (4.6)
u(0,x) = sinx,u;(0,x) = —sinx,

\u(t,0) =u(t,m) =0

Ornegine uygulanirsa, birinci mertebeden fark semasi

k k k— k+1 k k+1
(un " — 2up +uy 4okt — Unii = 2+ unty
72 n h?
ukl gkt
3 _”T = (3sin(x,) — cos(x,))e tk+1, (47)
1 0
Up, —u
(uf = uf = 0,uf = sin(x), ~— = —sin(x)
T

ve ikinci mertebeden fark semasi
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(kT — 2uk 4 k=1 yktl gkl kel
T2 2 h?2

k-1 k-1 k-1 k+1 k+1
_ lun+1 —2Up " tUpg _ lun+1 — Up—1

2 h? 4 h

(4.8)
Tufzi —up’p 1 K1 Loke1 ' ~ti
B + Eun + Eun = (3sin(x,) — cos(x,))e *,

L—uf tu? —2ul +ul

kug = sin(x%% = —sin(x,) + >

T2
seklinde olur. Ve ikinci 6rnek igin

(Uge(E, %) — U (8, X) — u, (t, %) + ult, x)

= (6sinx cosx + sin? x — cos? x)et,
0<x<m,0<<t<1, (4.9)
u(0,x) = sinx cosx,u,(0,x) = sinx cosx,

u(t,0) =u(t,m) =0

\

birinci mertebe fark semasi

k+1 k k-1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
(Un"~ — 2Uy + Uy k+1 _ Upil — 2Up tUp]  Upip —Up

+ u,

h? h

72
1 = (6sin(x,) cos(x,) + sin?(x,) — cos?(x,))etk+, (4.10)

1 0

u
(uf = uf = 0,uf, = sin(x,) cos(x,) % = sin(x,) cos(x,)

ve ikinci metebe fark semasi
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(uktt —2uk 4wkt 1ukEl - 2kt 4kt 1kl — 20kt ko

T2 2 h? 2 h?
_lulrii% - u,’iﬂ . lufl;% - uicl:} + uk+1 + uk-1
4 h 4 h " "
{ = (65sin(x,,) cos(x,) + sin?(x,) — cos?(x,))e’k, (4.11)
ul —uld tul —2ul +ud

n .
= sin(x,,) cos(x + = .
( Tl) ( ‘I’l) 2 Tz

\ud = sin(x,) cos(x,),uf =uk =0

olarak yazilir. Bu fark denklemlerini ¢6zmek icin Modifiye Gauss eliminasyon

yontemi uygulanmistir. Simdi, matris denkleminin bir ¢6zimi
uj = aj+1u]'+1 + ﬁj-l—l' Uy = O,] =M — 1, ...,2,1

olarak verilebilir. Burada «;(j = 1,2,..., M) ve (N + 1) X (N + 1) bir kare matris,

vep; G=12,.,M)ve (N+1)x1 olarak tamimlanan siitun matrislerdir. Yani,
aj+1 = —(B + C(Xj)_lA,
Bivi=(B+Ca) (D+Cay)j=12..,M—1

dir.j=12,..,M -1, a;’in, (N + 1) X (N + 1) sifir matris oldugu, ve f;’in (N +
1) X 1 sifir matris oldugu goriiliir. Matlab programi yardimiyla bulanan niimerik
sonuglar, ikinci mertebeden dogruluk fark semalarinin, birinci mertebeden dogruluk

fark semalarindan daha dogru oldugunu kanitlamistir. Hata analizi

N _ — .k
EM - lglkas)l(v Iu(tk; xn) unl
1snsM-1

formiiliiyle yapilmistir. Burada, u(ty, x,,) tam ¢6zim ve u¥, (t,x,) noktasindaki
nimerik ¢ozumlerdir. Cizelge 4.1. ve cizelge 4.2. deki hata analizleri, N = M =
20,40, 60,80 ve 100 i¢in yapilmistir.
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Cizelge 4. 1: (4.6) Problemi icin hata analizi

Tt p= n (4.7)’deki Fark Semasi (4.8)’deki Fark Semasi
N M
N=20,M=20 1.6189% 1072 1.1281x 1073
N=40,M=40 8.6535x 1073 2.8580 x 107*
N=60,M=60 5.8980x 1073 1.2776x 10™*
N=80,M=80 4.4724x 1073 7.1949% 1075
N=100,M=100 3.6016x 1073 4.6085x 10~°
Cizelge 4. 2: (4.9) Problemi igin hata analizi
.. 1 h= n (4.10)’daki Fark Semasi (4.11)’deki Fark Semasi
N M
N=20,M=20 1.4780x 1072 4.4473% 1073
N=40,M=40 7.9014x 1073 1.1134 x 1073
N=60,M=60 54111x 1073 4.9494x 10~*
N=80,M=80 4.1153x 1073 2.7851x 107
N=100,M=100 3.3235x 1073 1.7833x 107*
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez calismasinda, kismi diferansiyel denklemlerin (KDD) nimerik
coztmlerini bulmak igin kullanilan fark semas1 yontemi tartisiinmustir. Ilk olarak, bu
tir KDD’lerin dogrulugunu kabul etmek igin temel tanimlar, 6rnekler ve teoremler
verilmistir. Daha sonra KDD, adi diferansiyel denklemine indirgenmistir. Indirgeme
yontemi tartisilmis ve bununla ilgili teoremler kanitlanmistir. Adi diferansiyel
denklemler (ADD’ler) i¢in indirgenme, bir operatér yontemi ile yapilmistir. ADD
tipinin tam ¢6zumu bulunup bu tam ¢6zim igin Kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
Cauchy probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden dogruluk farki
semalar1 uygulanmistir. Cauchy probleminin yaklasik ¢oziimiinde fark semalarinin
¢cozimi igin kararlilik kestirimleri tizerine abstract teoremi kanitlanmistir. Bu fark
semalarinin ¢oziimiine yonelik kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Fark semalarinin
¢OzUlmu icin teorik agiklamalar, sayisal deneylerin sonuglariyla desteklenmistir. KDD
durumunda, fark semasinin birinci ve ikinci mertebesi elde edildi. NUmerik ¢c6zim igin
Matlab programi kullanilmig ve tam ¢6ztim ile karsilastirilmigtir. Sonuclar érneklerle
desteklenmistir ve nlimerik sonuglar tam ¢ézimlerle iyi bir uyum igerisinde oldugu

gorilmiistiir.
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EKLER

Onceki boltimlerde verilen test 6rnekleri icin birinci ve ikinci mertebe dogruluk
farki semalar1 i¢in Matlab algoritmasi verilmistir. Sayisal sonuglar tam ¢6zim ile
karsilastirilmaktadir.

‘Birinci Mertebe Fark Semas1’

clc

clear all

format short e

N=input('N=");

M=N;

Disp(‘'First order difference scheme EX1')
h=pi/M; tau=1/N;

a=(-1/(h"2)-(1/h));

e=(-1/(h"2)); d=(1/(tau2));

c=(-2/(tau”2)); b=(1/(tau"2)+(2/(h"2))+(1/h)+1);
for i=2:N; A(i,i+1)=a; end,;
A(N+1,N+1)=0;A;

for i=2:N;B(i,i-1)=d;B(i,i)=c;B(i,i+1)=b;end
B(1,1)=1;B(N+1,1)=-1/tau;B(N+1,2)=1/tau;B(N+1,N+1)=0;B;
for i=2:N;C(i,i+1)=e;end,;
C(N+1,N+1)=0;C;

for i=1:N+1;D(i,i)=1;end;D;

for j=1:M+1;

x=(()*h);

fii(1,j:)=sin(x);

fil(N+1,j:))=-sin(x);

for k=2:N;
fii(k,j:j)=(3*sin(x)-cos(x))*exp(-tau*(k-1));
end,

end:;
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alpha(N+1,N+1,1:1)=0;

betha(N+1,1:1)=0;

for j=1:M-1;

alpha(:,:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:}))*(-A);
betha(:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:}))*(D*fii(:,j:j)-C*betha(:,j:}));
end;

U(N+1,1,M:M)=0;

for z=M-1:-1:1;
U(:,:,z:z)=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,:,z+1:z+1)+betha(:,z+1:z+1);
end;

for z=1:M

approx(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:2);

end;

'Exact result’;

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

x=((-1)*h);

t=(tau*(k-1));

exact(k,j:j)=sin(x)*exp(-tau*(k-1));

end;

end;

exact;

%'Errors’;

Mexact=max(max(es));

Mapprox=max(max(p));

disp('max error”)

ME=max(max(abs(Mexact-Mapprox)))
RE=max(max(abs(Mexact-Mapprox)))/max(max(abs(approx)));
disp('Answer=[maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]’)
Result=[Mexact,Mapprox,ME,RE]

‘Tkinci Mertebe Fark Semast’
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clc
clear all
N=input('N=");
M=N;
format short e
disp('Second order difference scheme EX1')
tau=1/N;h=pi/M;
a=(-1/(2*(h"2)))-(1/(4*h));
d=(-1/(2*(h"2)))+(1/(4*h));
c=(-2/(tau"2));
b=(1/(tau"2))+(1/(h"2)+1/2);
for i=2:N; A(i,i-1)=a; A(i,i+1)=a; end,
A(N+1,N+1)=0;A;
for i=2:N; C(i,i-1)=d; C(i,i+1)=d; end,
C(N+1,N+1)=0;C;
for i=2:N; B(i,i-1)=b;B(i,i)=c; B(i,i+1)=b;end
B(1,1)=1;B(N+1,1)=-3/(2*tau);B(N+1,2)=2/tau;B(N+1,3)=-
1/(2*tau);B(N+1,N+1)=0;B;
for i=1:N+1;D(i,i)=1;end;D;
fii(j) finding';
for j=1:M+1;
x=(()*h);
fii(1,j:j)=sin(x);
fii(N+1,j:J)=-sin(x);
for k=2:N;
t=tau*(k-1);
fii(K,j:))=(3*sin(x)-cos(x))*exp(-t);
end,
end,
alpha(N+1,N+1,1:1)=0;
betha(N+1,1:1)=0;
for j=1:M-1,
49



alpha(:,:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:J))*(-A);
betha(:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*fii(:,j:;j)-C*betha(:,j:j));
end;

U(N+1,1,M:M)=0;

for z=M-1:-1:1;
U(:,:,z:z)=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,:,z+1:z+1)+betha(:,z+1:z+1);
end;

for z=1:M;

approx(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:2);

end;

‘Exact result’;

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

x=((-1)*h);

exact(k,j:j)=sin(x)*exp(-tau*(k-1));

end;

end;

exact;

%'Errors’

Mexact=max(max(es));

Mapprox=max(max(p));

disp('max error”)

ME=max(max(abs(Mexact-Mapprox)))
RE=max(max(abs(Mexact-Mapprox)))/max(max(abs(approx)));
disp(‘Answer=[maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]’)
Result=[Mexact,Mapprox,ME,RE]
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