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OZET

PARAMETREYE BAGLI SINGULER PERTURBE OLMUS
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK ¢OZUMU

KUDU, Mustafa
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Prof.Dr. Gabil AMIRALI
Subat 2003, 44 sayfa

Bu calismada parametreye bagll singuler perturbe ozellikli diferensiyel
denklemler icin sinir-deger problemlerinin sonlu fark metoduyla nimerik ¢dziimleri
incelenmistir. Bu tip problemler uygulamali matematigin, matematiksel fizigin ve
akiskarilar mekaniginin cesitli alanlarinda kullanilmaktadir. Ele alinan problemler
icin gerekli asimptotik degerlendirmeler yapilmistir. Sonra ilk problem igin
exponensiyel baz fonksiyonlari kullanilarak ve kalan terimleri integral ek linde olan
agirhk fonksiyonlu interpolasyon kuadratur formiillerinden yararlanarak fark semast
kurulmustur. Bu fark semasmin ¢dzlimiiniin hatas: degerlendirilmigtir. Daha sonra
ikinci problemin fark semast, pargali sabit baz fonksiyonlari ve kalan terimleri
integral seklinde olan agirhik fonksiyonlu interpolasyon kuadratur formiillerinden
yararlanarak kurulmugtur. Ve ayrica bu fark semasinin ¢dziimiiniin hatasi adaptif
diizgiin olmayan sebekede degerlendirilmistir.

Jkinci  problem i¢in alinan teorik sonuglar bir &mek {izerinde
denetlenmistir. Bu denetim, TURBO C++ programinda Kuazi-lineerizasyon
metodundan yararlanilarak yapilmistir.

Son olarak, ikinci problemin niimerik sonuglar: tartigildi.

Anahtar Kelimeler : Singuler peﬁ:urb_e ozellikli problem, Prametreye bagh
problem, Sinir-deger problemi, Fark semasi, Dizgiin yakinsaklik, Kuazi-
Lineerizasyon.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF THE DEPENDENT PARAMETER |
SINGULARLY PERTURBED DIFFERENTIAL EQUATIONS

KUDU, Mustafa
PhD , Mathematics Science
Supervisor : Prof.Dr. Gabil AMIRALI
February 2003, 44 pages

In this study, we investigate the numerical solution: of the differential
equations of the dependent parameter singularly perturbed. The equations of type
arise in many areas of Applied Mathematics, Mathematical Physics and Fluid
Mechanics. Firstly, some necessary asymptotic estimation has been taken for
solution of linear and non-linear problems. After, for the linear problem, the
difference scheme is constructed by the method of integral identities with the use of
exponential basis functions and interpolating quadrature rules with the weight and
remainder terms in integral form. After then the error of the approximate solution of
this difference scheme is ‘estimated and investigated. The difference scheme of non-
linear problem is constructed by the method based on using finite elements with
piecewise constant and piecewise linear basis functions and interpolating quadrature
rules with the weight and remainder terms in integral form. Finally, the error of the
approximate solution of this difference scheme is estimated.

Theoretical results obtained for second problem were controlled on one
example. This control was computed via Quazi-Lineerization method in TURBO
C++ Programming Language.

Lastly, the numerical solution of second problem was discussed.

Key Words : Singularly Perturbed Problem, Depending on parameter, Boundary
Value Problem, Difference Scheme, Uniform Convergence, Quazi-Lineerization.



ON SOZ

Diferansiye] denklem ihtiva eden uygulamalarda verilen bir diferansiyel
denklemin genel! ¢dziimiinden ziyade verilen yardimc sartlar saglayan ¢oziimiin
bulunmasi istenir. Ozellikle Uygulamali Matematik, Fizik ve Mihendislik gibi
uygulamal: bilimlerde anlam kazanan bu tip problemler simr-deger problemi olarak
bilinirler.

Bir diferansiyel denklem, bagimsiz degiskenin verilen degerleri igin
bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri tizerinde verilen yardimer sartlarla birlikte
bir sinir-deger problemi teskil eder. Parametreye bagli smir-deger problemlerinin
kesin ¢oziimit icin teknik zorluklarla kargilagilir ve her zaman kesin ¢6ziim bulmak
miimkiin olmayabilir. Bu nedenle, diferansiyel denklemin ¢&zlimiine istenen
kesinlikte ulasma imkan saglayan, yaklasik bir ¢dziim metodu elde etmek, hem
Uygulamal_bilimlerde hem de Matematiksel olarak daha pratiktir. Bu, ozellikle
parametreye bagli smir-deger problemlerinde iyi sonuglar verir. Sonlu farklar
metodu ise, yaklasik ¢bziimlemede. sik kullamilan bir metottur. Calismamizda
parametreye bagli singuler pertiirbe olmus lineer ve lineer olmayan problemlerin
sonlu farklar metoduyla yaklasik ¢6ziimit incelenmistir.

Bu calisma siiresince gostermis olduklari yakm ilgi ve yardimlarindan
dolay1 saygideger hocam ve damigmanim Prof. Dr. Gabil AMIRALYD ve, saygideger
hocam Yrd:Dog.Dr. Haklka DURU” ya tesekkdir ve saygilarimi sunarim.

Ayrica doktora siiresi boyunca gostermis olduklar sabir ve tahammiilden
dolay: esim ve kizima tesekklir etmeyi bir borg bilirim. *
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1. GIRI$ VE LITERATUR BILDIRILISLERI]

Bu calismada parametreye bagl singuler pertiirbe olmus lineer ve lineer .
olmayan diferansiyel denklemlerin sonlu fark yontemiyle ntimerik coziimii
incelenmistir. Diferansiyel denklemler igin singuler pertiirbe 6zellikli problemler,
uygulamali matematigin ve matematiksel fizigin pek ¢ok degisik alanlarinda
kullanildigt iyi bilinmektedir. Bunlar, akiskanlar mekanigi, akiskanlar dinamigi,
aerodinamik, plazma dinamik, manyetik dinamik, antiimis gaz dinamik, kiitlenin
hareketi, plastik, kimyasal-reaktor teori, osinografi, meteoroloji, yayma teori,
reaksiyon-difuzyon siirecleri, 151k yayan dalgalar, plazmadaki elektron plazma
dalgalari, iletisim hatlari, elektrik akimi, iyon akustik dalgalari, ve diger fiziksel
modelleri hakkinda yapilan ¢alismalarda kullanilr (fkezi, 1978; Lonngren, 1978;
Bullough ve Caudrey, 1980; Kadalbajoo ve Reddy, 1989; O’Malley, 1991; Hu ve
ark., 1995). Bu tlir problemler matematiksel Ifadayle viksek mertebeli tirevler
i(;eren terimlerinin katsayilarinm pozitif kiigtik bir & parametresinin bulundugu
problemler olarak bilinir. Bu tip problemlerin 6zelligi; & ’un kiiik degerlerinde
tanim bolgesmin bazi kisimlarinda ¢éziimiin ok hizhi degisime sahip olmasidir,
Yani ¢oziimiin ince gecis katlarinda hizls, diger yerlerde ditzenli ve yavas degisir. Bu
. alanlarda ¢dziimiin tlirevleri smirsiz olur. Bu nedenle de ki sik niimerik yonternlerm ‘
kararsizliklari nedeniyle uygulanmas: imkansiz “olur. \Bfylece singular pertiirbe
olmug problemlerin isleyisinde ciddi zorluklar ortaya ¢ikar. Bu ézellikler niimerik
¢ozilinde de kendini gdsterir (Doolan ve ark., 1980; O’Riordan ve Stynes, 1987,
Roos ve ark., 1996; Farrell ve ark., 2000). Cunku sema adimlarinin kug:ulmeswle
yaklasik ¢Ozilm, ‘kesin ¢éziimden wraksar. Dolayisiyla “’singuler pertiirbe™ ‘olmug
problemler i¢in, bu ézellikleri dlkkate alabilecek dzgil numerlk metotlarm kurulma31
biiytlk 6nem taslmaktadlr_v ~

Kaydedelim ki, *’singuler perturbe” olmu; problemler i¢in, numenk
metotlarin sistematik bigimde incelenmesinin baslangici, ¢ok da uzak olmayan
gegmise (1970°1i yillara ) dayamr. Bu konuda daha genis ve aciklayic bilgi
Kadalbajoo ve Padidar (2002) de yer almaktadir. Ayrica su an i¢in pek gok orijinal
aragtirma Kitaplar1 da bulunmaktadir (Doolan ve ark. 1980 O Riordan ve Stynes
1987; Roos ve ark., 1996 ; Farrell ve ark. ,2000). :

Bellman (1964), Nayfeh (1973), Robert (1982) smculer perturbe olmug
sinir-deger problemlerl icin sinir. deger tekniklerini gelistirmisler ve bazi 6zel
durumlar1 i¢in problemlerin analitik. durumlart ve yaklasik ¢oziimlerini
incelemiglerdir. Singular pertiirtbe 6zellikli adi ve kismi tirevi diferansiyel
denklemlerin ¢6zlimiiniin varligi ve tekligi, asimptotik ve analitik durumlari
lizerindeki ¢aligmalar ise Kassoy (1982), Schmisser ve Wiess (1986), Kadalbajoo ve
Reddy (1989), O’ Malley (1991) tarafindan yapilmugtir. Ascher ve ark.(1988) smur
deger problemlerinin niimerik ¢6ziimiinti incelemislerdir.

Bu calismaya temel tegkil eden parametreye bagli sinir-deger problemlerin
singiiler perturbe olmarms durumlar i¢in pek ¢ok arastima makalesi yayinlanmustir.
Kibenko ve Perov (1963), Pomentale (1976), Jankowski (1993) ve Feckan (1994)
parametreye baZli simir-deger problemlerinin ¢oziimiinin varhg ve tekligi
lizerindeki ¢alismalar yapimistir. Bu problemlerin 6zelliklerinden olan kararlilik ve



bifurkasyon analizleri tizerindeki ¢aligmalar ise, Attili (2001), Yasir ve Tang (2002),
Yu (2002) tarafindan yapilmistir. Parametreye baZli problemlerin analitik-yaklasik
iterasyon ¢dziim metotlar1 gibi Ozellikleri, Mamedov (1979), Jankowski ve
Lakshmikantham (1997), Giille ve Duru (1998), Lui ve McRae (2001) ve Abd-
Elateef Kamar (1999, 2002) tarafindan incelenmistir.

Bu calismada ise, parametreye bagli siir-deger problemlerinin singtiler
perturbe olmus bigimi i¢in, sonlu farklar yontemiyle nitimerik ¢oziimleri
bulunmustur. ' .
Caligmamizda, parametreye bagl: singiiler pertiirbe 6zellikli lineer problem
igin dstel katsayih fark semas: incelenmistir. Bu sema istel katsayili baz

‘fonksiyonlarmdan, kalan terimleri integral seklinde olan ve agirlik fonksiyonu igeren

interpolasyon  kuadratiir  formiillerinden yararlanarak  kurulmustur. Bu - fark
semalariin kararhli@, yaklasim hatasi ve ¢bziim algoritmast incelenmistir, Bu
metot, Surla (1988), Miller ve Carrol (1990), Selvakumar (1994), Amiraliyev ve
Memedov (1995) de kullanilan metodun benzeridir,

: - Lineer olmayan problemin fark sernasi ise, pargali sabit lineer baz
fonksiyonlar1 ve kalan terimleri integral seklinde olan interpolasyon_kuadratur
formullerinden yararlanarak kurulmustur. Smnir katr dahilinde. logaritmik fonksiyon

bigiminde ifade edilen daha ince bir gsebeke, smir katt haricinde daha kaba adimli
diizgiin sebeke uygulanmistir, Buna benzer teknikler Amiilaliyev (1988), Bogl_aev_-_'g’"

(1984), Boglaev ve Sirotkin (1993)’de kullamlmigtir. =

Bu ‘galismada 6nce, kesin ¢Ozlimiin Kkararlilik ﬁdegerlendirmesi ve kesin::f'

¢6ziime uygun’ asimptotik degerlendirmeler yapilmistir. Daha sonra bu asimptotik
dederlendirmelerden yararlanarak Astel katsayih fark semasi kurulmugtur. Bu sema
itstel Katsayth béiz,.lbnksiyonlarmdan, kalan terimleri integral seklinde olan ve agirhik
fonksiyonu-igeren interpolasyon kuadratiir formitllerinden yararlanarak kurulmustur,
Bu fark semalarinin kararliligi, yaklasim hatas: ve ¢6ziim algoritmast incelenmistir,
Ayrica, bu fark problemlerinin gergeklestirilmesi igin uygun birer iterasyon siireci de
incelenmistir, : B '
| Cahgina;@uzda A parametrésine bagl singuler pertiirbe 6zellikli asagidaki
problemler incelenmigtir o

Lu = eu'(x)+ a(x)u(x) = f(x, 4),05x<¢,
u(0) = A, u(¢)=B.

.'L_21E£u‘(.x)+F(x,,u,/?,)=O , 0<x<y,

u(0) =4, u(¢)=5B. (1.2)

Burada, &€ (0,1] kﬁgﬁk parametre, A, B verilmis sabitler. a(x)za >0,

a(x) e C'[0,¢]; f(x,A)0<x<fl~c0< ] < ©) ve F(x,u,1)
0sx<l-w<l<o,~0<y< «) siirekli fonksiyonlardr,

 (1.1).




Ayrica, f(x,2)(0<x< f—0<l< ) fonksiyonu x'e ve A’ya gore
ve F,u,A) (02 x</,—~w<uy<w,~mn< A <w)fonksiyonu ise x'e, u’ya ve

A ’ya gore siirekli tirevlenebilir ve

0<m,_-‘?f-le<+w, f‘ (1.3)
oY) |

0<asa—FSa*<oo, , (1.4)
ou .

&' '

| f|<N(: =0,1) . (1.5)

dir. Burada, m; ,M, ve N,(i=0,1) & ’abagli olmayan sabitlerdir. |

Biz (1.1) ve (1.2) problemlerinin bir tane ‘{u(x),/l} ¢ozlimiine sahip
oldugunu varsayarak, bu c¢Ozlimiin bulunma51 icin sonlu farklar metodunu -
kullanacaglz _ :

‘Bu ¢alisma, alti bqumden olusmaktadir,

Birinci bolitm giris ve literatiir bildirisleri bolimiidiir. _

Ikinci bsliimde gerekli 6n bilgiler ve notasyonlar verilmistir. -

} Ugiincii boliimde (1.1) probleml dort alt boliimde incelenmistir. Birinci alt

boliimde problemin kesin ¢dziimit igin gerekli kararhilik degerlendirmesi, ikinci alt
boliimde problemin kesin ¢dziimii icin gerekli asimptotik degerlendirmeler alinmis,
liglincit alt bolimde problem igin sonlu fark semas: kurulmus ve dordiincti alt
béliimde ise problemin yaklasim hatas: degerlendlrllmls ve yakla§1m hizinin O(h)

oldugu bulunmustur.

- Dérdiincii béliimde (1.2) problemi dort alt boliimde incelenmi;;tir. Bi_rinci
alt~ bolimde problemin kesin ¢6ziimit igin gerekli asimptotik degerlendirmeler
alinmug, ikinci alt bolimde problem igin sonlu fark semas: kurulmus, iiciincti alt
_ bolimde sebekenin seg¢imi incelenmis, dérdiincii alt béliimde ise problemin’
yaklagim hatasi degerlendirilmig ve yaklagim hizinin O(N ') oldugu bulunmustur.

Besinci boliimde (1.2) problemi i¢in alinan teorik sonuglar 6rnek itzerinde
denetlenmistir. Bu denetim TURBO C++ programmda Kuazi-lineerizasyon

yonteminden yararlanilarak yapilmistir.
Almnci béliimde (1.2) problemi igin tartisma ve sonug verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde ¢alisma boyunca ihtiyag duyulan bazi kuadratur formiilleri ve
notasyolart sunulmustur.

2.1. Baz interpolasyon Kuadratur Formiilleri

Fark gemalarmm  kurulmasi ve incelenmesinde asagidaki kuadratur
formiillerini kullanacagz (Amiraliyev, Memmedov 1995).

b b , :
[P(e)f (¥)dx = [ | p_(x)er{cﬂb) +(1-0)f(a))
| - o ‘
HI@) [ NpCayae R, @)
burada o - reel parametre,. p(x) e C fa,b] agirhk fonksiyonu,
b b
RU) = [dp() [FO@K, (0 £)dz, n=1 veya 2

K(58) =T, (= £) - (b =a)y (s a)b 2 . 5 0,
¥ =gb+(1-0)a, f(a;b) =M-’

_ o b-a
nm):/v/s:,zzo; T.(A)=0,41<0.

Bazi durumlarda (2.1)’deki ikinci terim kalan terime dahil olur,

h b
[P 1 (s = f(a0) [pxyac+ R(r), 22)

b b |
R(f)=~[dp'(x) [f™OK, ,(x,E)dE, n=1veya2.

(2.1) ve (2.2) formiillerinde aynt K, _(x,£) fonksiyonunun kullanildigim
kaydedelim. o



Jp(x)f(x ds = f(== )jp(x)dx+fe*(f) 23)

h b h
R(f)= I dxp(x) j S EWK oy (2, E)E +(n= 1) f (a6) | (x—f‘g-‘f)p(x)c&, n=1veya2,

a+b a+b

K (xf) Ti(x~¢)~ L&)+ (- a)* (b~ f)(—"“"i)S—Ol

2.2. Diferansiyel Esitlikler

Yardimci Teorem 2.1(Lem'mﬁ). a(x) ve f(x,4) [0,€] arallgmda siirekli
fonksiyonlar olsun. -(1.1) probleminin u(x) ¢oziimii asagidaki formiillerle ifade
edilir )

) = 1) i-jf(f i Yae, o e
) = e L If@ DA o

2.3 B.irinci Mertebeden Fark Denklemi |

p; ve g; belirli tam argiimanhi fonksiyonlar olmak {izere,

Yi = PiYi-1 +q.r: =12,.. | (26)
bi¢imindeki birinci mertebeden fark denkiemlnin ¢oziimi, :

yo(Hpk}qu,(Hp,J 1,2, en
. =] J=i+l : -
ile verilir. )

2.4. Kullanilan Bazi Notasyonlar

17 =17 lee,q = max]7Co-

O<xst

14
@, = {xi =ih,i=0l..,N;, h= ﬁ} [0,¢] araliginda diizgiin sebeke,

@, =, J{x=0,¢} h-sebeke adimi, y=y(x;), w,’'da tammlanmis sebeke
fonksiyonu,



2. - 1.
Vo= &% Y 'nin X, noktasindaki sag fark tirevi
’ 1
Vf —))f-l 1oa . .
% =} ’nin X; noktasindaki sol fark titrevi
WAy h
Yug TYRi Vi Ty : .' . : :
yo =2 3 LA y’+]2hy’ l ¥ ’nin X; noktasindaki merkezi fark tiirevi
x,i

e =Pe, =madye)

@ = {0 SN <N <N <a<xXyg<xy=0Lb=x-x,,i= l,...,N}

[0.¢] araliginda diizgiin olmaya sebeke, h -$ebek,é'-'ad1m1, y=y(x;), 165’da
tammlannug sebeke fonksiyonu, - :

P b

Yy . ¥ ’nin X, noktasimdaki sag fark ttirevi
- i+l T -

: _ Vi~ Vi

T . ¥y ’pin X; noktasindaki sol fark tiirevi

i




3. COZUM FONKSIYONUNA GORE LINEER PROBLEMIN COzZUMU

Bu bolim dort alt bslimden olugmaktadir. Birinci alt bslimde, (1.1) problemi
igin kararlihk esitsizligi Lemma 3.1°de verilmis ve ispati yapilmustir. ikinci alt
bsliimde, (1.1) problemi igin asiptotik degerlendirme Lemma 3.2'de ispatianmistir,
Ugltincli alt bsliimde, (1.1) probleminin fark semasi, (2.1) ve (2.2) formiillerinden
yararlanilarak kurulmugtur. Dérditncii alt boliimde, (1.1) problemine uygun kurulan

fark semasinin yakinsakligi ispatlanmig ve yakinsama hizi belirlenmistir.

3.1. (1.1) Probleminin Kesin Céziimii i¢in Kararhlik Degerlgndilrniesi

(1.1) problemine uygun sag tarafi ve sinr degerleri pertirbe dlmus asagidaki
problemi ele alalim '

7'(x) + aCI () = /(6 T + F9 6
i0)=4, #w=5. -

Yardimer Teorem 3.1(Lemma). Kabul edelim ki, # ve # sirasiyla, (1.1)
- ve (3.1) problemlerinin ¢dziimiidiir. Bu durumda agagidaki deperlendirmeler
dogrudur. ' '

- < (q"lm'f]coM, f"l)lA'Z] +'a‘1ml‘1c1M1|B—§l+ "

Lo o (32).
™ M1+1)|[f[|q0,q -

’l-—ﬁ:’sm,‘lcolA—-Zl—Hh,"lc]'B—El+m{1’|f|lc[0!] ' (3.3)
(94 a* * .
Burada, ¢y = —e—— , ¢ = ———— = *dir.
| urada, ¢, (e"‘z—'l)_- Ci (1_8_“). vg a r[%ae)]( q(x) ir

Ispat: (1.1) ve (3.1) problemlerinden,
A )~ W TR = D -To o,

u(0)—-7(0)=A-4, wl)-5()=B—-53 .

olarak alinir ve u(x)-1#(x)=v(x) olsun. Buradan,



Af (x, A
ev'(x)+a(xv(x) = f( ) —— (A~ l)+f(x) (3.5)
v(0)=A-4, v(f)=B——B.
yazilabilir. Burada, 1 degeri A ve A arasindaki bir noktadir,
(3.5) problemine (2.4)-(2.5) formiilleri uygulanirsa,
-—;fa(rndrz x . ——:;’fa(r)dr x ~——ja(r)dr .
v(x) = v(0)e j (A=A 71 dn-— jf(n)e dn (3.6)
1¢ 14
_ —Ja{n)dn 8f ——Ia(r)dr : —ja(r)dr
vx) =v(0)e’r  —— ——(,1 _1)ets dz]~— j foness  dp @
elde edilir.
| (3.6)’dan asagldaki esitsizlik yazilabilir.
| ——}'a( )d: -—Ia(r)dr : ——Ia(r)dr
) < (@)e = j (=D e an oL jf(rz)e dn
‘_;ja(?i)‘h" 1t ——[a(r)dr -— j'a(r)dr
<pfe 2 j- ([m ) I ﬂf(n)] dn
: ‘ 0
. w -~
_Ale ¢ -1 _1—e ¢ -7 ‘
AT wari ,1|[1 : e]m ...
= = S
e £ <1,l-e ¢ £1 oldugundan,
=1 )
()] < |A A+a M|~ +a "f“c[o : e (3.8)
yazilabilir,

Simdi l/?, - Z’ ’y1 degerlendirelim. Bunun i¢in (3.6) ve (3.7) den;



I X
-—Ia(rJJd'?

X o~ —-—]'a(r)dr x ——[a(r)dr
W0)e ° T (5= Te dn-={Fame 7 dn=
‘ 50(’ €4
lfﬂ(f])dl] 1 ¢ of i? (z)d J J’a(r)d
;' ( g — -E a(r)dr 1 - T
Ne°~ —— |—((A=-A)e"* d x
V() - J S A-2)e n+= jf(n)e dn,
1 BT e
1 x5 |a(r)dr ?a —ja(r)dr - -—Ja(n)dn ~fa(mdn
f dU+J dn ( —l)z—v(O)e £ +v(f)eb~ '
£ 0/1
1 BT
1 X -=[a(r)dr 4 - j’a(r)dr
| [fme 7 dn+ [ a
5 0 ‘ x
ve
0 ";!JG(TI)“'TF
(1-7)=- v( )e

ey Ly
l ]-af Efa( ¥l e_ai ;ja(r)dr (3.9
€l

olur.
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(3.9)’un sag tarafindaki terimleri ayri ayr1 degerlendirelim. Once (3.9)’un
sad tarafindaki birinci terimi ele alalim,

-éfa(ﬂ)d?r
»(0)e °0 ) ()
] x L] - X 1 ¢ 11
x ——[a(r)dr 3 ~[a(r)dr Cm ——Ja(r)dr o —Ja{r)de
1 J'iaf_ £n d7]+jg—e€‘_ dn —L J.e £ dT?*‘J‘ fr dny
£ls 0l Mz E1s x
) o)

m o a o
.—’— a—la(eg —1)+o:']g(e5 -ef )
6‘ v

)
‘ at
a’lmes -1)

oy

“amy (e - 1)

(3.10)

olur. Bu esitsizligin son kisminda £<1 igin e ~1>e* -1>0 oldugu dikkate
almmugtir. (3.9)’un sa§ tarafindaki ikinci terim igin, -, ' ' ‘

f
~Jotr)dy
V(e - ()|
E of -—-I:fa(r)dr ¢ of {j'a(r)dr m, x —ifa(r)dr 4 -{;Iﬁa(r)df
— |—e " dn+ |—e"* dr e " dn+ g d
: oj Y 7+ I 5|l 7+ Je 7
x 0 X
g |v(e)
B a‘(x—f_’) a't | a_’(gciﬁ)_

@) ste ¢ —e )@ el-e ¢ )



i1

)

a't

m(a') ' (-e ¢)

()
(@) (1-e)

(3.11)

olur. Bu esitsizligin son kisminda g<ligin l—e ¢ 21-¢“* >0 oldugu dikkate
alinmistir.

Son olarak, (3.9)’un sag tarafindaki tigtincii terim igin,

__[afr)dr ? ;Ia(r)dr
jﬂwe7 dn+ [fme™s  dn

X

T
] Iaf ‘“J“(T)df ’af —éj‘a(r)dr
dn+ |=—e°* d
p OI me e dn

X

“f”(:[0 s Jj[ehfa(r)drd?? \ j‘e_-{a(r)drdﬂ
& 0 x
< ———
m J]e"u;’f]ﬂ( Jdrdﬂ_[_ ].e—-'{a(r)drdri
& 0 ‘ x
< m;‘“ﬂcm (3.12)

elde edilir. (3.10), (3.11) ve (3.12) esitsizlikleri (3.9)’da yerine yazilirsa,

A= A] < mcold— A+ mite,| B~ B+ my | f”c[o , (3.13)

olur. Béylece (3.3) esitsizligi ispatlanmis oldu. Bu sonuc (3.8)’de dikkate alinirsa,
(3.2)’nin dogrulugu gosterilmis olur.
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3.2. (1.1) Probleminin Kesin Coziimii I¢in Asimptotik Degerlendirmeler

Yardimer Teorem 3.2 (Lemma). (I, 1) probleminin ¢éziimii igin agagidaki
degerlendirmeler dogrudur.

o) < (@™ mi oMy + D)4 + @7 i M, |8 +

(3.14)
a” (m' M, +1)|F| cro
[/IISJHi"'coIAf +m[[c,{B] ““””1_1“}7”5[0'5] _ (3.15)
Burada, ¢, = (eaf N C'-=a—'a_-—a—‘§ , =1[Téa}’)]< a(x) ve F(x)= f(x,0) 'dur.
— —e N .

Ispat: (1.1) problemine (2.4)—(2.5) formiilleri uygulanirsa,

——I af -——j al{r)dr A fa(r)dr

u(x) = u(0)e ° de 1 gped J' S0 * dp (3.16)
.506 | 50 _ .

i
—fa(r)dr

-—_[u(:)):h; —jcl(r)dr 1
u(\)—u((’)e s 2 f s gp— 2 _|' S0t dp (3.17)
, £ s . : , |

elde edilir. (3.16)’dan asagidaki esitsizlik yazilabilir,

" ix . [ =
==Ja(n)d; ; 6f -—Ia(r)dr 1" ——Ja(r)dr
x)| <lu(0)e &0 & dnl +|— ,0)e d
) <}ut0) [al ‘ 7 gojf(n)e o

-—Iﬂ(fl)dﬂ A
<]u(0)le %0 +-I—J.’af

-—fa(r)dr ' C - Ia(r)dr

coafe 7 dnes ﬂf(r?,O)le " dy

<A ey 1,1;[1_e‘?J...a-l”FnCM

[£49 o

. e ¢ <1,1-e ¢ <1 oldugundan,
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|u(x)]s[A]+a"M,]ﬂ|+a-!”F]|(.,[0‘E]. , (3.18)

'y1 degerlendirelim. Bunun igin (3.16) ve (3.17)'den

2 a(,‘,)dq ~i?a(r)dr —-[a(r)dr

u(0)e ** le o dpg— jf(q O)e “*  dn

—ja(r)dr

—Ia(n)dn —Ia(r)dr 1
= u(L)e™ ——-j —; (0 dn,

veE

PN T {x .1 '
= fa(r)ds —Ta(r)dr ~~Jatmdy 2 la(mydn
l[J.-(::}J-r—e fr d77+ @r dypid=-u(0e °* . +u(£)e’~

—“‘J'a(f)df ~ja(r)dr

-2 If(n,O)e” dn+jf(n'0)e Tany

yazilabilir. Buradan, -

—[a(n)dn
P u(0)e °°
af ——ja(r)dr . aj‘ a(r)dr
dn + £x d
P jaz 7 jaze 7
0 x
~Ja(mdn
+‘ u )e“
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by 1%
x ~=fa(r)dr ¢ ~[a(r)dr
= [raoe = dn+ [orm0es dn
0

X

(3.19)
af —ja(r)dr

1 J,af —-—Ia(z‘)d!‘
aﬂ.

Y) d77+J

dn
£

olur.

(3.19Yun sag tarafindaki terimleri ayrt ayri degerlendirelim. Once
(3.19)’un sag tarafindaki birinci terimi ele alinsin, '

—éfa(rz)dn .
u(0)e °° ‘ | < -~ Ju(©)
ST h x e 10
- ja(r)dr 4 —[a(r)dr - m, ——ja(r)d;‘; ) “—{a(r)dr
! jaf dn + éJie‘gllr dn — J‘ dn + Ieg-" an
gl 20A * OA ) &
x 0 x
[10)

<

Cm o af. o
—Liale(es —I)+a"l£(e£ —-ef)|
£

[40)
af
almes ~1).

[4(0)

T aT'm(e® -1)

(3.20)

at
olur. Bu esitsizligin son kisminda £ <1 igin e® —1>e® ~1>0 oldugu dikkate
ahinmustir, (3.19)’un sag tarafindaki ikinci terim icin,



—fa(rna’ﬂ
u(Hes« < |u(!?)|

x - _If d L - « d p 1% d

1| rof g[a(r) T of ~fa(r)dr m, Eja{r} T gJa(r) r
-~ |==e "7 d +'[—e*-* d — J.e " d +'[e 7 d
;| " Ve o g

. e

a' (x-8) ) a't . a (x=0)

ﬁl—(a‘)"la(e LR 5)+(a‘)"3(1——e £ )
£

juct)

a't

(@) —e 7)
Ju(®)

SP— : G3.21)
m(a ) (1-e")

a't

olur, Bu esitsizligin son kisminda £ <1 igin 1-e ¢ >1- RN oldugu dikkate
alinmigtir. :

Son olarak, (3.19)’un sag tarafindaki tigiincii terim igin,

1] —fayar Hateyae
= a0 0 dn+ [fo0es T dn
d 0 X

7] X jamdr 4 Mooy
I C[0,¢] J‘ 77"‘J.€€‘ dr;
& 0 x
<
m Y. —=[a(r)dr —f{a(r)dr
—1 Ie 7 dn+ JeE‘ dn
£
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<m'hF].. (3.22)

C[o,0]
elde edilir.
Buradan, (3.20), (3.21) ve (3.22) esitsizlikleri (3.19)°da yerine yazilirsa,

|A] <y col ] + my ey B+ ] g | - (323)

olur. Boylece (3.15) esitsizligi ispatlanmis oldu, Buradan, (3.23) esitsizligini
(3.18)'de dikkate alirsak, (3.14)’iin dogrulugu gosterilmis olur,

3.3. (1.1) Problemi i¢in Fark Semasinin Kurulmasi

@, ={x,-'=ih, i=1,2,...,N 'h=—j€~} wy, =a)h u{x=0 é’}

0, E] araligindaki diizgtin sebeke olsun. Fark semasmm kurulmasu i¢in agagidaki
ozdeslikten yararlamlacaktlr '

zih™ f Lug; (x)dx =y;h” ff(x,ﬁ)¢; (x)dx ,i=1,..,N (3.24)
"ol SN
Burada,
g —(%—x) ‘
@, (x)=4¢e” s X <X < X;
0 y X 3 (x: 1> ;) ]

- " -1 4P __ﬁ
R o=
i

dir. ¢,(x) fonksiyonu,

—ep;' () +a;0;(x) =0 |, x; <x <X;

3.25
@i (x) =1 ( )

_probleminin ¢bziimil oldugunu da ayrica kaydedelim. (3.24)’it daha agik bir sekilde
yazilirsa,
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X X

ks [w (e, et 2™ [aCoue, ds =g h™ [ 15, Mg, ()t
xXiot X Xi-y
olur. Buradan,
zihe [u@pderazh [ue @ =f(,2)-R,  (326)
i) Xi-1 .

yazilir. Bure_lda R, kalan terimi,

R =z.h™ '[ la(x) - alx (2, () + k™ J' [f(x, )- Fxe D, (e (327)

Xy -1

biqimindedir.

Daha sonra, (2.2) ve (2.1) formiilléerini (x,_,,x;) araliginda p(x) = ¢,(x) ,
[ .
fx)=u(x) ve o=1 ahinarak (3.26)’nin sol tarafindaki birinci ve ikcinci terimlere
sirayla uygulanir ve (3.25) bagintis1 géz niinde bulundurulursa,
% . X

whs [ W@ Rd+ a g™ futip,(d

il X

X .
=g{1+gih"lai5"' .[(x'—xi)goi(x)dx uz; +a;u; (3.28)

Xi-1
elde edilir. (3.26) ve (3.28)'den

lyu; = e0uy; +au; = f(x;,A)-R, ,i=1.,N

3.29
Ug = A s Uy = B ( )
olur. Burada 4;, basit islemler sonucu
Xy a h
0; =1+ x;h" a6 I(x%,-)qo(x)dwl P er p=2 (3.30)
—pg ! &

Xi-1

olarak bulunur.
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Boylece, (3.29)'da R, ihmal edilirse, (1.1) problemi igin, asagidaki fark
semast yazilabilir.

Iy = 59:‘)’;-,;‘ +a;y; =[x, ,i=Lo,N -]
Yo =4 ’ ' yN =B.

i

(3.31)

3.4. Hata Degerlendirmesi

Yaklagik ¢ozitmiin hatasiin degerlendirilmesi igin, z = ¢ — yolsun Bu durumda
(3.29) ve (3.31)°den asaﬁldakl problem yazilabilir,

-'lh “f —89‘4;,4-{1: —f(x,,,u) f(xz:'l)+R si"_"l:”-:N
ZO = 0 s ZN = 0
‘yazilir. Buradan,

I/J ’—EQIZXI-E-QZ —f,l(,u"'/l)‘l'Ri ,i'—‘g];...,N

(3.32)
Zp =0 s _ZN =0

olur.

Yardimct Teorem 3.3(Lemma), (3.27) ifadesi igin agagidaki
degerlendirme dogrudur,

]R[<C’h =1..,N. (3.33)

Ispat: R, kalan terimi R, = RW + R® olarak yazilabilir. Burada, R{" ve

RO,
R = b ﬁa(x) e (g, () (3.34)
RO = 2™ [ (50,20~ £, 20y () (3:35)
bigimindedir, i

Ik 6nce (3.34)tin

RO| <



~oldugu gosterilecek. Buradan,

X
R < 207" flax) - atx, ol (<)

X

yazilir, Ortalama deger teoreminden,

|a(x) —a(x;)| =|a (7, )} x -]

|a(x)—a(x; )| < r{r(x),z:??](|a' (x) [xT?,i ]Ix - x|

olur. max |x —x,—] <h ve maxla'(x,-)| < C, oldugundan,
[x1:%] {0,€]

|a(x) —a(x; )| SCyh o, xpy <<y (3.36)

elde edilir, Lemma 3.2've gore |u(x)|sC0 Jyazﬂabilece@nden ve

X;

2l Igp,(x)dle oldugundaﬁ;
X .
[RO|<CoCih | (3.37)
yazilir.
Simdi (3.35)in
K| < b

oldugunu gosterelim. Agiktir ki

RP| < 0™ xj'lf(xi D10 s () .

Xi-1

Ortalama deger teoreminden,

If(xi:/?') - f(xa/l)l = ’B_f (7;,4)
Ox

le‘xl
_ 9 _
|/ (x,4) f(x,fl)ls?gg>]< o (""A)i[_f_‘fifﬂxf x|
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yazilir. max |x —~X; I <h ve max-@(x,,/?,)

< N, oldugundan,
BN (0,£] | Ox

}f(x,-,ﬁ)—f(x,ﬂ)l SNA, x <n<x,i=1.,N (3.38)

olur. (3.35) ve (3.38)’den ve ayrica, ;g,-h"' J.go,-(x)dx-—-l oldugundan,

%1
f-R,_@)]leﬂ ' 'f‘ o (3.39)
yazilir, Béylece, (3.37) ve (3.39)’dan ise,
il

: <Gy Clh + N,h _
elde edilir. Buradan, (3.33)’tin dogrulugu agiktir, : y

Lemma 3.4. (3.32) problemi i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur.

() (3.40)

R e

‘,u—_—/l]Snz“l”R”(‘,(r;h')' _ . _ o (3.41)

Ispat: (3.40) esitsizligi (3.41)’e bagli oIdugundan once (3. 41) esxts:zllgmm
dogrulugu gosterilmistir. Bunun igin, (3.32) bagmntisindan, :

(80, +ha,)z; = €0,z + By (u=A)+ AR, ,i=1,.,N~1
esitligi yazilabilir. Buradan,

&0, By (- A) IR,

7
—t _z,
g0, +ha, £6; +ha; &8, + ha,

Zj

bigimihde birinci dereceden bir fark denklemi elde edilir. z ’yé gore ¢oziiliirse

b

. o '
o J ( 0, Vo (62,)6(# A) ( €6, )
: i €0+ hay o €0y +ha, L. 66 +ha,
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l R d &0,
#h) —— (—L—) (342)
it €04 +ha, j=t4] e, +ha;

bulunur. (3.42)’de "z, = 0 oldugu dikkate alinirsa,
74
4 ( ) (/u A) i &0, i, R 1 &9, '
zi=h [+ —— T2  (43)
59,_, + ha, e £0; + ha; o aég + ha, j=éa €d; + hcy- ,

=]

olur. Burada i = N alinirsa,

o o |
v D=2 W g ¥R N gg,

Zu =h ] + h £ . / |
N €9, + ha, j=€+l(€9.f +haj) FZ_]: €0, + ha, 11;!1(591 + ha j) ,

£=]

yazilabilir. Burada (3.32)nin ikinci sart1 2 y =0 oldugundan,

£=1 £+1 ©7J J
—f =t
H of -
(“az)e N 20
’ | Grew
=1 593 +ha£ j.'=8+| 89_’ +haj

elde edilir. Kolayca gortilebilir ki, keyﬁ Jlleriginy, —— >0 oldugundan, °

849j+haj

&6

N o
h”Re"C(w,,)ZEQ + ha g H(—J"‘_)

gﬁj +haj

-A
=4 < ~

hmlzgé’e +hae H £d,; +Jha )

esitsizligini yazabilir. Buradan,

=l <m R, (3.44)

Simdi ise, z;’'nin degerlendirmesine ‘ge¢ildiginde, kolayca gorillebilir ki,
? ,z; fark operattril igin, ayrik maksimum prensib dogrudur:
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Eger, /,z;, 20, i=1.,N ve z5 20 ise, bu durumda z;20,i=0]1,.,N
oldugu goriiliir. Buradan (3.40) esitsizligi direkt olarak (3.32)’den ¢ikar.

Teorem 3.1. (3.31) fark probleminin ¢tziim C(w;,) normunda (1.1)
probleminin ¢éziimiine & ’a gére O(4) iziyla diizgiin yakinsaktir: Bu da,

e =Aez,, <Ch (3.45)

[A-g<ch. — | (3.46)

ispat. Yardimecr Teorem 3.3(Lemma)’tin direkt olarak (3.40) ve (3.41)Yde
dikkate alinmasiyla (3.45) ve (3.46)’nin O(h) oldugu kolayca gortilir.,



4. LINEER OLMAYAN PROBLEMIN COZUMU

Bu béliimde / parametresine bagl singuler pertiirbe &zellikli non-lineer
problem incelenmistir. _

Bu bolum dort alt boéliimden olusmaktadir. Birinci alt bélimde, (1.2)
problemi igin, asipmtotik degerlendirme Yardimer Teorem 4.1(Lemma)’'de
ispatlanmistir. Ikinci alt boliimde, (1.2) problemi igin probleminin fark semast, (2.1)
ve (2.2) formiillerinden yararlanilarak kurulmustur. Uglincii alt bsliimde, sebekenin
se¢imi igin gerekli ve agiklayici bilgiler verilmistir. Dordiincti alt bsliimde, (1.2)
problemine uygun kurulan fark semasimin yakinsaklig: ispatlanmis ve yakinsama
hiz1 belirlenmistir.

Lu=&d'(x)+ F(x;u,A)=0,0<x<7, . - @4
w0)=A, - (4.2)
u(f)=18. o (4:3)

Burada ¢ e (0,1] kiigiik parametre, A, B verilmis sabitler ve F (x,u,2)
(0Sx<f—o<u<w,—mw<A<w) sirekli fonksiyondur. Ayrica, F(x,u,A)
(0L x< 4w <u<w—0<l<ew) fonksiyonu x’e, u’ya ve A’ya gore siirekli
tiirevlenebilir olup,

0<m]sg]i(x,u,ﬂ)$'M1<oo , (4.4)
- A . R
0<asa—F(x,u,/”L)$ar<oo - | 4.5)
ou : _ .
(;}:(x,u,l)sN,-<oo, i=01 . (4.6)
A1 .

sartlarint saglémaktadir. Burada, my, M;, a ve N, (i=0,1) sonlu sabitlerdir.

' .4.1. (4.1)-(4.3) Probleminin Kesin Coziimii Igin Asimptotik Degerleﬁdirme]er

Yardimer Teorem 4.1(Lemma). (4.1)-(4.3) probleminin ¢6zitmil i¢in
asagidaki degerlendirmeler dogrudur.

ju(x) < (@i coM, + D)+ a7 e M| B+ (o My + DD 4.7)
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l/?,, < m,_lcO[Af + m,—lcl[Bl + mi—l“q)”c?[o,e] | (4.8)
Ju'(x)] < C{l + ée"?} (4.9)
a a

¢ =——— , B(x) = F(x,0,0) *du.

Burada, ¢ = ~ y O
(e* -1 (1-e°%

Ispat: F'(x,u,A) fonksiyonu igin ortalama degel“' teoreminden gelen, .
oF  _ —
Fx,u,A) = F(x,0,1) + a—(x,u,/?,)u (O<u <u)
‘A ZJ .
bagintisini kullanilirsa, (4.1) denklemj su sekilde yazilabilir;
eu' (x)+ a(x)u(x) = f(x,4), ~ | | (4.10)
LOF . o
burada, a(x) = a—(x,u,ft) » J(x,A4) = F(x,0,A) bigimindedir.
. u . .

Buradan, (4.7) ve (4.8) esitsizliklerinin dogrulugu, Yardimer Teorem 3.2
(Lemma)’nin direkt olarak, (4.10), (4.2) ve (4.3)e uygulamasmm sonucu oldugu
goriilmektedir.

Simdi (4.9)’un doglulugunu gbstelellm 4.1) problemmm u(O) A
$amndan (4.4), (4.5) ve (4 8Yi dlkkate almak suretiyle, :

' (0)] < i[F(o, A4) < ) | S @4.1D
: £ & '
jazﬂ]r. Ayrica, (4.1) denkleminin titrevi alinirsa,
gu'' (x)+ or (x,u, A)u' (x) +6_F (x,u,A)=0
du . Ox
bulunur. Buradan,

&v'(x) + a(xv(x) = ¢(x) ‘ R | (4.12)

yazilir.
Burada v(x) = #'(x), a(x) = -a—F(x,u,/l) ve ¢(x) = ~2F-(x, u,A)
ou Ox
dir. (4.12)’den,
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L atmyan 1" -ifa(r)dr '

v(x)=v(0)e -— Igﬁ(?])e ! dn
e '
olur. Buradan,

L atnydn 1" -éfa(f)df _

| <p0)e 50|+~ j¢(q)e vy (4.13)
. 8 .
0

elde edilir.

Simdi  (4.13)’tin sag tarafindaki birinci terim '(4.11) ve (4.5)e gbre
degerlendirilirse,

 ~Laman C, = . : - ,
v(0)e 0 <—eg ¢ : ‘ 4.14) -
. £ . - .

olur. (4.13)’itn sag tarafindaki ikinci terim (4.6)’ya gﬁré- degerlendirilirse,

lx -lfa(r)dr . x _a{x-7)
CEfpme o ans-mfe T 4
& £ :
0 : 0.
.

<C, - - (4.15)

b1_11unur. Buradan, (4.14) ve (4.15) esitsizlikleri (4.13)’de yerine yazilirsa,
ax
’V(X)l S'gl"e & 3+ C2
£
bulunur.

Buda (4.9)’un dogrulugunu ggsterir.
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4.2. (1.2) Problemi i¢in Fark Semasinin Kurulmasi
[0, ] araligindaki dilzgﬁn olmayan sebekeyi ele alalim:

~

wz{O:xO <x] <x2 <...<xN_| <xN Z‘g:hfzxi—xi—‘]}'

Fark semasinin kurulmasi i¢in asagidaki 6zdeslikten yararlamlacaktlr.

B! jLugo,.(x)dx =0,i=1.,N | (4.16)

Xo)

Burada,

dX) =
PRTN0 ) xe@ux),

dir. @, (x) fonksiyonu, (x;_;,x;) aralifinin karakteristik fonk31yonudur Buradan,

(4.16) ifadesi daha agik bir sekilde yazilirsa,

e In(x)q),(l)dx+h' J'F(x u,/?,)(/),(x)dx 0 @.17)

‘:1 T

olur. Buradan, (4.17)'nin sol tarafindaki birinci terim igin,

] . ) . '
P J.u'(x)dx Sy (4.18)
X ’ |

olur.

Simdi, (4.17)nin sol tarafindaki ikinci terim icin,

A J'F(x 1, ), (x)dx = ! J'[F(xuz) FOtu, A) + Fxy, 1y, Ao () d

Xiq1 X1

= Fx,4) + I ﬁF(xu,u F it Ay (3)d

I
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= F(x;,u;,A)+ R, _ . (4.19)

17

yazilir,

Burada R, kalan terimi,

X, X; X
) _ d
R‘- =h.; I '[[F(x, U, ;l.) - F(xi:ui’/’{')]gg[(x)dx: ht' I J. dx '[d—ﬂ F(W:u(nl;{')
%1 | ' ) Fiel K (4.20)
ot d
=4 I(n = X)) F(n,u(n),A)dn
Og -

Xt
bicimindedir. (4.18) ve (4.19)’dan

- 4.21
u0=A, uNzB, i=1,...,N ( ) :

olur. : : o .
Boylece, (4.21)°de R, ihmal edilirse, (4.1)-(4.3) problemi i¢in asagidaki

fark semasi yazilir. .

Ly = 533.?,:"*‘ F (xp Y1) = 0,

| 422
Yo=d, yy=B, i=L.,N (422)

4.3. Sebekenin se¢imi

~ (4.22)deki fark semasinin, ¢ — diizgiin yakinsamasi i¢in uygun bir @
sebekesi kullanacagiz. Bu,sinir kat1 civarinda yogunlagan zel diizgiin olmayan bir

sebekedir: (4.9)a gore u(x), x =0’da a"lglln 8] genisliginde bir sinir katina
sahiptir. [0,¢] aralifindaki uygun @ sebekesi '

N
o =mm{§,a ellns]} (4.23)

olmak iizere, [0,¢] araligy, [0,0] ve [o,£] bigiminde iki alt arahiga bolerek elde
edilmistir.

[0,0] araliy, sinir katinn igerisindedir. Burada daha sik adiml bir sebeke
kullanacagiz. [o,¢] arahg, ¢bzlimiin diizgiin olan kismini kapsamaktadir. Bu

aralikta ise, kaba bir sebeke kullamilmistir. Sebekeye karsilik gelen noktalar;
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¢ .
ESer o <= ise,

e[O,cy]::c,-=—cr"'gln[I-—(1 £) J =0,,.,N/2, (4.24)

L.
Eger cr=—2— ISE,

o,
=—a“gln[l-(1—e 28-)# ,i=01..,N/2, (4.25)

<

x; €(o,0]: x; =0+(i-N/2)h, i=%+l,...,N, h=2(€-0)/N (4.26)

bigimindedir,

Burada genelligi bozmadan N’nin g:lft oldugu kabul edllmlstlr (4 24)-
(4.26) ile verilen @ 6zel sebekesi @ ile tanimlanmugtir.
4.4. Hata.Degerlendirmesi :

Yaklagik ¢Oziimiin hatasiun degerlendivilmesi igin z = » — 3 olsun. Bu
durumda, (4.21) ve (4.22)’den agagidaki problem yeinlabilir.

Iz E&i+F(x,u,l)—F(x u,,ﬂ,)+R =0, ]—1,,_.,N
ZO =0 3 _ZN'-O. ’

‘Buradan, ) .
. lhzf E&Z;’,-i-FA(ﬂ.—,u)-I-R, =0 ,izl,...,N (4.27)
Zn = 0 B ZN = 0. )
olur. .
Yardime: Teorem 4.2(Lemma). (4.20) ifadesi i¢in asagidaki
degerlendirme dogrudur. '
|R|<CN! (4.28)
Ispat: (4.20) formitliinde, F(x u(x), )dx ___6_}_'“_ oF u or <N,
dx au 6x
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oF

Ou

<M ve |n-x_l <h (x <7 <) oldugudikkate alinirsa,

' ()| g

X; X |
- oF : oF
I l If-ll !I o ’-’:-! ll 0%

X &
<HWN, 'J'dm KM ﬂu'(n)ldq

i it

<ShN, +M ﬂu‘(ﬁ)l dn

-

olur. Buradan (4.9)’un kullaniimastyla,

] L
Rl<C b+ fwedlar|, i=12,..N (4.29)
X1 : . N .

oldugu gosterilecektir.

@ =@ oldugunu kabul edelim. Bu durumda R, , [0,5] ve [o,4] |
arahklarl {izerinde ayrx ayr1 degerlend1r11m1§t1r A o
ik énce o < g durumu dikkate ahndlgmda o=-a"¢lne olur. Sur

' CVI
katinn dismda [o,£] ara 1g1nda (4.9ya gore | (x)[ <C(veyaale ¢ <1) ve
ayrica i = h olur, : :
Diger taraftan, (4.9) ile [0, sinir katll bolgede (. 29) €$It8121151

O%;y ax;

|R,.ysc{h,:+a'l(e"7—e s )J, i=12,.,N/2 (4.30)

esitsizligine donislir.

hy=x-x = -a"g{m[l ~(1- E)%]-}- Infl- (1 - 2(1N )]}

<2a7'(1-e)N7T,

ve
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O o

e ¢ —¢ ¢ =2(]-g)N"!
oldugundan ve (4.28) den

IR|<4aCN™! ,i=1,..,N/2
elde edilir.
4 T4 o 14 -1
Simdi o.= 5 durumunu gz 6niine alalim. Buradan Py <-cx glne olur.

Bundan dolayi, x; € [0,0] igin yukaridaki sik(kiigiik) adimli sebeke bﬁlgesinde ki

durum gibi ele alinacaktir. x; €[a,£] ve A =§ icin

. ' 1 21 ]

max |—e ¢ <h—e 2 _p=2¢lg7INTT

NI2<isN Jg £ - .
X ‘ '

oldugundan ve (4.28)’den

|R| < C(m _iJN" , i=N/2,.,N
ex

elde edilir.
Buda istenen'soriugtur,

Yardime Teorem 4.3(Lemma). (4.27) problemi i¢in asagidaki
degerlendirmeler dogrudur, - '

L A 0 B T (4.31)

4= A < w7 Ry, (4.32)

Ispat: Once (4.32) bagintisinin dogrulugunu gosterelim. Bunun igin,
(4.27) bagintisindan, '

(e+ha)z; = e + KF (A - ) - kR, ,i=1,.,N -1

esitligi yazilabilir. Buradan,
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e, hEQ-p KR
c+ha &+ hya, £+ ha,

ZI=

bigiminde birinci dereceden bir fark denklemi elde edilir. z,’ye gére ¢oziiliirse,

oF
NS HCE R E

i
£
Z=n] J——)+h — [l
e EF Ay o &t ha et £+nd;

i

AR Tt @

o €+ hya, il E+ha;
bulunur. (4.32)de z, = 0 oldugu dikkate almirsa,
LOF . . ‘
Z;'(EA—)Z(A—#)_]._FI, . iR, i .
z;=h ) ( ) —hy ( ) (434)
’ le=1 £+ hya, fafe £+ ha, e=|g+hgagjl=—fll £+bj-aj

olur, _
Burada i = N alindiginda,

oF |
N (a—i)e(i“#) N ¥R,
=h -} —h
v N; &+ hyay I_I(s+hjaj-') N§5+'hgae

J=t4T

H (g+hjaj)

J=t+1

yazilabilir.

Buradan, zy =0 oldugu dikkate alinirsa,

N op N .
h ¢
. Nfz:;‘fwheaf3 il £+hjaj)
B
P oa’t £y
= £+hga,,j i €T ha
elde edilir. Kolayca gorilebilir ki, keyfi j ’ler igin, P >0 oldugundan,
£+ h;a

i
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1 Al £
fwuﬂfnum,)zm &

[A—p< v
h
TNm]Z &+ h(,a, Hl &+ ha;
esitsizligi yazabilir. Buradan,
Iﬁ’ - /“‘ < ml—i“Renc(mh) | (4.35) _

olur. ,
Simdi ise, z; *nin deZerlendirmesine gegildiginde kolayca goriilebilir ki,

(,z; fark operatoril igin, ayrik maksimum prensibi ddgrudur'
Eger, (,z; 20, i=1.,N ve z5 20 ise, budurumda z, =0,
i=0l..N oldugu goriilir. Simdi (4.31) esitsizligi direkt olarak (4.27)’den g¢ikar:

. Teorem 4.1. (4.22) fark probleminin ¢oziimii C(zF) normunda (4.1)-
4.3) problenﬂinin ¢oziimiine &’agére O(N™!) hiziyla dilzgiin yakinsaktir:

= Moy SN (4.36)

i <CN. ' @37

esitsizligi ile ifade edilir

Ispat. Yardnmcr Teorem 4.2 (Lemma) nin. dlrekt olarak 4.31) ve (4 32) de :

dikkate almmaSIyla Teorem 4.1’in doZrulugu hemen ¢ikar,



5. COZUM ALGORITMASI VE NUMERIK SONUCLAR

Bu bolumde (1.2) problem igin alinmis bir sayisal ek tizerinde teorik
sonuclar denetlenmistir:

Ornekte u’ya gbre lineer olmayan ve A’'ya gore lineer bir problemin
niimerik ¢éztimit bulunmugtur. Uygun sebeke ve fark semast (4.24)-(4.26) ve (4.22)
formiillerine gore belirlenmistir. Bu probleme y’ ye gére Kuazi-Lineerizasyon
metodu uygulanmistir.

Ornek 1. Asagidaki ven fonksiyonlarini igeren (1.2) tipli smlr-deger problem1 ele
alinmustir.

F(x,u,A)=2u+e™ —x—/l, 0<x<l]-
A=1, R
B=0,
f=1.

(5.1)

Diizgiin: olmayan sebekede (4.22) fark problemmm ¢Ozumii lgzn a$ag1dak1 Kuaz1-
lineerizasyon iterasyon surecx kullanlmstr.

N | .
K "Zhy(" ””the_y’ “—Z X = | (5.2
i=] _ | |
y(n) - £ ~y€n) Ok [F(x ,pinh l("))+F (y(n 1))]
’ lg +h’.Fy(y’_"—_1))J = I.g.{.hp (yr(n—l))j ir Vi ’

. (5.3)
yWh=4, P =B, i=12,.,N. .

Bu iterasyon da (4.23) ifadesindeki gibi o =2 alinmis ve ;z= 1,2,... igin

¥t =1-x; baslangig-deger olarak segilmistir. ay, sebekesi {izerinde eger

sup max|u (x) — y (x)| NP k=12

O<e<l @

ise, (p;, p;) dereceden € parametresine gore diizgiin bir niimerik metottur.

Burada, C vep,, ¢ veN ’den bagimsiz sabitlerdir. p, yaklasiklar ve
¢ parametresine gore diizgiin yakinsama hizt asagidaki gibi ¢ift sebeke metodu
kullanilarak belirlenmistir.

pet =G SN 1rEN Y 2, k=12
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EN £2N _
et = max |y —y,“ , k=0,1,2
1isN

Iy T ’ ‘IN {
Dért iterasyon’dan sonra, r&*" 7" ve Y maksimum hata sonuglar ve

pf'N ve p‘z""N sayilarina karsilik gelen yakinsama hizlari, sirayla » =8, »n=16,
n=32 ve n=64 olmak lizere, & parametresinin £=0.01, &=0.0001,
£ =0.000001 ve &=0.00000001 degerleri igin asagidaki Cizelge 1, Cizelge2,
Cizelge 3 ve Cizelge 4’de listelenmistir.

Ayrica, (5.1) problemmm niimerik ¢&ziimiiniin grafikleri; n=16, n=32
ve n=64 olmak tiizere, swayla & parametresinin £=0.01, £ =0.0001,

£ =0.000001 ve 5—000000001 degerlerl i¢in karsifastirmals olarak ayri ayn t
cizilmistir.

Burada, » sayis1 8’den baslayarak 64’e kadar artmasn sebeke adimlarinin
sikligmu ( kilgiikliigiinit ) ifade etmektedir. Yani, [0, I] arahgmm daha kiiciik alt
araliklara ayrildigim gdstermektedir. Bundan dolayi, Cizelge ve sekillerde »n
sayisindan, 8’den baglayarak kiitilen degerler aldigindan bahsedilmektedir.

/*****************************************************.************* /

/* PROGRAM " */
/¥ Bu program, parametreye bagl singuler perturbe olmusg lineer olmayan */

/* . problemin diizgiin olmayan sebekede Kuazi-lineerizasyon metoduyla .
7 g:bzumunu yapar . */
/* ' ! : ) ‘ : T ok

/********a_k**********************_************};*******#*****#********/

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <conio.h>
float y1[80][8] , y2[80]{8] , y3[80](8] , Y4[80][8] L[8]
float h[80] , x[807, r[4], p1,p2, hl;
float x0,x1,b, bl ,ep;
float sgma , tl , 12, t3 ,t4
inti,j,n,m,I;
float f'( float x , float y, float 11)
{return ( 2*y+exp(-y)-x-11) ; }
float ft ( floaty )
{return ( 2-exp(-y)) ; }
float min ( float x , floaty ) {return ( (x<y ) ? xiy ; }
float max (float t5, float t6 )
{return ( (t5<t6 ) ?t6:t5);}
main ()
{clrscr () ;
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* VERILERIN OKUTULMAS! */
printf ( “ epsilon : "), scanf(“ %f*“, &ep);

printf ( “ alt sinir noktas: 27 ) scanf(“ %f“, &x0);

printf ( “ Gst sinir noktasi 27 ) scanf (“ %f“, &x1);

printf (“ y igin alt sinir deger :7); scanf (“%f“, &b);

printf ( “ y igin {ist sinir deger 7 ); scanf(“ %f“, &bl);

printf ( “ sebekedeki nokta sayist :7); scanf(“%d“, &n);

printf ( * iterasyon adim sayist ) scanf(“%d*“, &m);

/*DUZGUN OLMAYAN SEBEKEYE GORE DUGUM NOKTALARININ HESAPLANMASI */
sgma=min ( (x1-x0)/2, ep*fabs(log(ep))/?_) ;
for (1=1; <=4 ; l++)
{hl 2* ((x1-x0)-sgma)/n ; x[0]=x0 ; x[n]—xl
for (i=1;i<=p-1 i++) .
{if ((sgma<—(x1-x0)/2) &é& (i<=n/2)) x[l]—-ep/Z*log(l (1-ep)*2*i/n)
if ((sgma==(x1-x0)/2) && (i<=n/2))
x[i]=-ep/2*log(1-(1-exp(-x1/ep))*2*i/n) ;
if (i>n/2) x[i]=sigma+(i-n/2)*hl ; } .
for ( i—O i<=n; i++) y4[i][0]=1-x[i] ;
for( i— ; I<=n; i++) h[i]= x[1]-x[1 1];

/* PARAMETRE DEGERLERININ HESAPLANMASI ¥
t3=0 ; |
for ( 1—1 ;1<=n; it++) { t3—t3+x[1] *h[i];} ‘ - .

for (j=1; j<=m; J++)
{y4[0][j]=b ; y4[n][j]=b1 ;
t1=0; t2=0 ; : ‘
for (1=1;i<=n;i++) {tl=tl+h[i]*2*v4[i][j-1];}
for (i=] ; i<=n; i+H) {t2—t2+h[1}*exp(-y4[1][] 1]);}
L[J]"‘tl+t2 t3- “€p;

/¥ KUAZI-LINEERIZASYON ITERASYON METODUNUN UYGULANMASI *
for (i=1;i<=n;it+) .

{Y4[1][J] (}’4[1-1][J]+h[1]/ep*( ft (Y4[1]D 1D* ya[[-11-fC x[i], y4[i1G-11, LGDY
/(1+ hfi)ep*( ft (y4[i][j-11)) ;

)
}
for (i=0 ; i<=n ; i++)
{switch (1)

{ case 1 : y1[i]{m]=y4[i){m] ; break ;
case 2 : y2[i][m]=y4[i][m] ; break ;
case 3 : y3[i][m]=y4[i}[m] ; break ;

}
}
n=2*n;
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/* YAKINSAMA MERTEBESININ BELIRLENMES! */
n=n/16;
r[0}=fabs (y1{0][m]- y2[0][m] ) ;
for (i=];i<=n;i++)
r[O] max ( r[0], fabs (y1[i][m]- y2[2*1][m] »;
r{1]=fabs ( y2[0][m]- y3[0][m] ) ;
for (1=2; i<=n*2 ; i=i+2)
r[ll—max ( 1f[1], fabs (y2[i][m]- y3[2*I][m] D
r[2]= fabs (y3[0][m]- y4[0][m] ) ;
for ( i=4 ; i<=n*4 ; i=i+4
‘ r{2)=max ( 1‘[2], fabs ( y3[i][m]- y4[2*i][m] )
printf ( “ epsilon=%10.8f n=%5d\n”,ep,n); '
pI=log (r[0)/r[1] )log(2) ; p2= Ioo(r[l]/r[Z] Ylog(2) ;
pnntf (“r[0]=%10.8Ff pI1=%10.8f r1=%10.8f p2=%10.8f r2= %10 8f\n?’ r[O] ,
0], p2,r[2] )5 :
f01 (i=0; i=n*§ ; i++) prmtf(“%lo ’7f“ y4[1][m])
getch () }

Cizelge 5.1. @, sebekesinde (5.1) probleminin‘yaklaslk niimerik gﬁiﬁmﬁnﬁn N=8
icin, (5.2) ve (5.3) iterasyon siireglerinden yararlanilarak elde edilen

if'N (k 50,_1,2) maksimum hata sonuglar1  ve Nk = 1,2)
yakinsama hizi.
£ T )2 g Py r
107 0.10373652 1.02381194 0.05101919 1.02486813 10.02567365
104 0.11681025 1.09669328 0.054_61895 1.03935635 0.02657455
10—6 011700372 1.09721398  0.05468968 1.0394380% 0.0_2660745
1078 0.11700644 1.0972_3723 0.05469006 1.03937876 0.02660874
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Cizelge 5.2. &y gebekesinde (5.1) probleminin yaklagik nimerik ¢dziiminiin N=16
icin, (5.2) ve (5.3) iterasyon slireglerinden yararlamlarak elde edilen

1.02358079

re £V (k=0]2) maksimum hata sonuglari ve N (k=12)
yakinsama hizl.
€ o b N P2 )
102 0.05101919 1.00248992 0.02546561 1.09682142 0.01301007
10" 0.05810221 1.04638052 0.02813201 1.02126479 0.01386020
10 0.05821605 1.04742503 0.02816673 1.02116561 0.0 1387826
107*  0.05821672 1.04737222 0.02816808 1.02126598 0.01387796
Cizelge 5.3. @y sebekesinde (5.1) probleminin yaklagik nitmerik ¢oztimiiniin N=32
icin, (5.2) ve (5.3) iterasyon ‘stireclerinden yararlamlarak elde edilen
re SN'(g=0,1,2) maksimum hata sonuglar: .ve N (k =1, ,2)
yakinsama hizi. '
£ ro L h . h Py rp
107 0.02567595 0.98078912 0_..0130100’7" 0.99680942 0.00651944
107 0.02904521 1.02117562 0.01431100 1.01081872 0.00710204
{0 002912948 1.02346814 001432973 1.01110828 0.00710991
107 0.02913117 10.01432945 1.01110101  0.00710931

Cizelge 5.4. @ N sebekesinde (5.1) probleminin yaklagik niimerik gozumunun N'"64

icin, (5.2) ve (5. 3) 1terasyon sureqlerlnden yararlanilarak elde edilen vy &N (k=01 2)

maksnnum hata sonuc;lan ve py’ 2N (f=1,2) yakinsama izl

&g

Fo

P

n

125}

)
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Sekil 5.4. e=1/100000000 degerine karsilik bulunan niimerik degerler



6. TARTISMA VE SONUC

Bu cahsmada, parametreye bagli singular perturbe olmus birinci
mertebeden lineer ve lineer olmayan problemlerin sonlu fark metoduyla yaklasik
nimerik ¢6ziimii incelendi. Giris ve literatiir boliimiinde belirtildigi gibi, bu
problemlerin ¢6ziimit igin, O(4) kesinlige sahip fark semasinin kurulmasi, bu fark

semasimn  hatasinin  degerlendirilmesi, &  parametresine gbre dilzglin
yakmsakhiginm, p&% ile yakinsaklik hizinin  belirlenmesi ve kararlihgirn

incelenmesi temel amagtir. Singular perturbe olmug problemler igin tek referans,
diizgiin - yakinsak fark semaswinin - kurulmasidir.  Ciinkii bu tar problemler
matematiksel olarak, en ylksek mertebeli tiirevleri igeren terimlerinin katsayilarinin
pozitif kiigilk bir & parametresinin oldugu problemier (bu ‘problemler smir katl
problemler) olarak tamimlanir, Bu problemin x =0 noktasi c1varmda bir stnir kati
oldugu tespit edilmistir.

Bu tip problemlerin 6zelligi, £ parametresinin kiigitk degerlerinde tanim
bolgesinin bazi yerlerinde ¢ok hizli ve diger kisimlarda ise, diizenli ve yavas
degisime sahip olmasidir. Yani, ¢dziimiin ince gegis katlarinda ¢ok hizli, diger
yerlerde diizenli ve yavas degisir. Hizli degisim alanlarinda ¢dziim fonksiyonunun
tirevleri ¢ parametresinin kiigik degerlerinde sinir kat1 civarinda. simirsiz olarak
sonsuza 1raksadifindan, bilinen klasik ntimerik ‘yontemlerin uygulanmasi,
kararsizliklarindan dolay! imkansiz olur. Dolayisiyla, kararli ve kitgiik &
parametresine gore dilzgiin yakinsaklik Ozelligine sahip, niimerik metotlarin
kurulmasi bityitk 6nem tagimaktadir. Bu nedenle bu alanda iki tip yaklagim aglrllk

kazanmaktadir:
i) -Dizgiln (esit aralikh noktalardan olusan) -sebekede iistel katsaylll fark

semalarinm uygulanmasi, :
i) Smir katlari dahilinde (civarinda) 6zel kurallarla behrlenen duzgun
~ olmayan sebekenin segimine dayali fark metotlari,
Bunlarin her ikisinde de amag, diferansiyel probiemm ozelliklerini daha 1y1 blr
sekilde aksettirebilecek niimerik metotlarin kurulmasidir.

Bu ¢aligmaya temel teskil eden parametreye bagli singular perturbe olmus
problemler i¢in, giris ve literatiir bilgilerinde de belirtildigi gibi, niimerik ¢dziimii
yapilmanustir. Genelde bu problemlerin, singitlar perturbe olmamis durunilar: icin

varlik-teklik, kararhlik ve analitik-yaklagik iterasyon ¢oziimleri ile ilgili ozellikleri
incelenmigtir. Bu ¢aligmada, (1.1)-(1.2) problemlerinin niimerik ¢6ziimti yapiimigtir.
Bu agidan, bu alanda yapilan yeni bir ¢aligma olacaktir.

Bu probleme uygulanan metot, belirtilen 6zelliklerini yansitabilme
agisindan etkili bir metottur. _

(1.1) problemi i¢in fark semasy, tistel katsayili baz fonksiyonlarindan, kalan
terimleri integral geklinde olan ve agiritk fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir
formiillerinden yararlanarak kurulmustur, (1.2) probleminin fark semast ise, pargal1
sabit baz fonksiyonlarr ve kalan terimleri integral seklinde olan interpolasyon
kuadratur formillerinden yararlanarak kurulmugstur. Sinir kati dahilinde logaritmilk
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fonksiyon bigiminde ifade edilen daha ince bir sebeke, sinir kats har:cmde daha kaba
adimlr diizglin sebeke uygulanmistir,

Boylece (1.2) problemine ait alinan teorik sonuglar bir rnek iizerinde
degerlendirilmistir. Elde edilen niimerik sonuglar teorik sonuglara uygun olarak
bulunmustur. Ve bu niimerik sonuglar teorik sonuglari ispatlar mahiyettedir,

Seyle ki; '

Cizelge 5.1, Cizelge 5.2, Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4°de goriildiigii gibi,

O0<x<laraligmda x’in degisik degerlerinde kurulan fark semasinin dort

iterasyon’dan sonra, n=8, n=16, n=32 ve n=64 olmak lzere, &

parametresinin e=1072, e=10", £=10"° ve g=107"% degerlerl Ic;m e,

rf’N Ve rz’v maksimum hata sonug:iarl ve pit ove p3 V ile tanimlanan yakinsama

hizlars listelenmistir. Bu sonuglar teorik sonuglara uygun olarak elde edilmistir. &

parametresine gore diizgiin yakinsama hizi olan p*¥ = (pf N sl )’mn yakinsama

derecesi birinci derecedendir. Ve ON™"Y ile Belirlenmlgtlr Bu problemin.

yakmsama derecesi p©V =1 biciminde gosterlhr Bu ise, verilen Clzelgelerden £
vé N ’'nin (}esltll degerlerl Igm kolayca gomlmekted1r '

Sekil 5.1’de n=16, n=32 ve n=64 degerlermde a-10 i¢in yaklaslk
niimerik ¢Gzimliin grafigi verllmlgtlr Bu grafikte goriildugti gibi, & parametresmm

=107 biiylik degeri i¢in, # ’nin buyuk degerlerinde x = @ sinir kati cwarmda_
-yaklaslk ¢oziimiin kesin ¢dziimden uzaklastifi, 7 ’nin kiigiik | degerlermde ise,
yaklagik ¢6ziimiin kesin ¢oziime yaklagtig1 goriilmektedir. .
Sekil 5.2, Sekil 5.3, ve Sekil 5.4° de £ parametresinin & = 107 , & _'= 107% -
ve £ =10"% degerleri icin, 7 degerlerinin ve . & degerlerinin kiigtilerek”
degerler almasi Jekil 5.1°e gore yaklasik nlimerik ¢oziimiin, kesin ¢dziime daha
yakinlagtig1 goriilmektedir. Bu durum ise, ¢ parametresinin ve #’nin degerleri
kiicildiikge, yaklagik niimerik ¢dzilmiin, kesin. ¢6zlime ¢ parametresine gore
diizglin yakinsadigini ve kararliligin: gosterir.
Bundan dolayy, elde edilen ntimerik sonuglar, alman teorlk sonug:lara uygun

sonuclardir.
Bu sonuglar, (4.22) fark semasindan ve Kuam-lmeerlzasyon yonteminden
yararlanilarak (5.2)-(5.3) ¢oziim algoritmasi elde edilmistir.
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