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Graf teori, uygulamali matematigin olduk¢a kullanislt bir alanidir. Giinliik hayatta karsilasilan
bir ¢cok probleme ¢6ziim olmasi nedeniyle, son yillarda graf teori ve uygulamalarina olan ilgi hizli bir
sekilde artmigtir.

Graf teorinin 6nemli uygulamalarindan olan topolojik indeksler, organik bilesiklerin yapisal
ozelliklerini aciklamak ve tahmin etmek i¢in kullanilan sayilardir. Giiniimiizde bir ¢ok topolojik indeks
tanimlanmastir.

Tez bes ana boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde graf teori ile ilgili temel tanim ve parametreler, ardindan tezde kullanilan
kaynaklar ile ilgili bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde iletim diizensizlik sayis1 tanimlanmis ve bu say1 icin bazi simr degerleri elde
edilmigtir.

Ugiincii béliimde Co-PI enerji tanimlanmis ve bu enerji i¢in bazi sinir degerleri elde edilmistir.

Dordiinci boliimde Laplacian 6z degerler ve isaretsiz Laplacian 6z degerlerin o -inct
kuvvetlerinin toplamlari i¢in bazi sinirlar bulunmus ve boylece bu sinirlar & nin 6zel bir degeri i¢in daha
onceden elde edilmis ¢alismalardaki bazi sonuglara indirgenmistir.

Son boliimde ise tezde elde edilen sonuglar ve dneriler tartisilmustir.

Anahtar Kelimeler: Co-PI enerji, Co-PI spektral yaricap, Etki enerji, Iletim diizensizlik
sayisi, Laplacian-Tipi enerji,
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Graph theory is a very useful area of applied mathematics. In resent years, because of the
solution to many problems that are encountered in daily life, the interest in graph theory and applications
has increased rapidly.

Topological indices which ae important applicstions of graph theory are the numerical values
used to explain and predict the structural properties of organic compounds. Nowadays, many topological
indices are defined.

The thesis contains five main sections.

In the first section, basic and fundamental definitions and parameters and then, informations
about the references in the thesis are given.

In the second section, transmission-non-regularity index is defined and some bounds for this
index are obtained.

In the third section, the Co-PI energy is defined and some bounds for this energy are obtained.

In the fourt section, some bounds for the sum of the « -th powers of the Laplacian and signless
laplacian eigenvalues are established and so that these bounds are reduced to some of the results obtained
previously works for a special case for « .

The final section discusses the results obtained in the thesis with suggestions.

Keywords: Co-PI energy, Co-PI spectral radius, Incidence energy, Laplacian Energy-Like-
Invariant, Transmission-Non-Regularity number
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1. GIRIS

Euler, 1736 yilinda Konisberg koprii problemi olarak adlandirilan ¢6ziimsiiz
problemi ¢6zdiigli zaman graf teorinin babasi oldu. Birbirine ve Pregel nehri kiyisina
yedi kopri ile bagli iki ada vardi. Problem dort arazi alanmin herhangi birinden
baslamak, her kopriiden sadece bir kere gegcmek ve baslangi¢ noktasina geri donmekti
(Harary, 1969).

Problemin ¢oziilemez oldugunu kanitlamada Euler her bir arazi alan1 yerine bir
nokta ve bu arazi alanlarini birbirine baglayan her bir koprii yerine bir ¢izgi koyarak bir
graf olusturdu. Sekil 1.1 de Konisberg koprii probleminin grafi verilmistir. Problemi
cozmekten ziyade, Euler problemi genellestirdi ve bir grafin bu sekilde hareket
edilebilir olmasi i¢in bir kriter gelistirdi; yani, graf baglantili ve her nokta ¢ift sayida
kenar ile ilisik olmalidir (Harary, 1969).

0

Sekil 1.1 Konisberg koprii problemi graf modeli

Kirchhoff 1847 yilinda, her dalinda ve bir elektrik agiin her devresinde akim
veren eszamanli lineer denklem sistemlerini ¢6zmek icin agaclar teorisini gelistirmistir.
1857 de Cayley diferansiyel hesabindaki degiskenlerin degisimini g6z Oniinde
bulundurarak agag¢ olarak adlandirilan graflarin 6nemli bir sinifin1 kesfetti. Jordan 1869
da bagimsiz olarak sadece matematiksel bir disiplin olarak agaclari kesfetti. 1859
yilinda Sir William Hamilton tarafindan icat edilen bir oyun 20 noktasi iinlii sehirlerin
isimleriyle etiketlenen diizgiin onikiyiizlii bir prizma kullanir. Oyuncu her bir noktadan
tam olarak bir kez gegen kenarlar boyunca kapali bir devre bularak tim diinyayi
gezmelidir (Harary, 1969).

Dort Renk Problemi, bir diizlemdeki veya bir kiire yiizeyindeki herhangi bir
harita, sadece dort renk ile renklendirilebilir boylece birbirine komsu iki sehir ayni
renge sahip olmaz. Bu hipotez ilging bir tarihe sahiptir ancak baslangici biraz belirsiz

kalir. Mobius’un 1840 da bu konuya asina oldugu bildirilmistir ancak, bu konuda



Guthrie’nin De Morgan ile 1850 yili civarinda iletisime gectigi kesin olarak biliniyor
(Harary, 1969).

Teorik kimyada, topolojik indeksler de denilen molekiiler yap1 tanimlayicilart
fizikokimyasal, farmakolojik, toksikolojik, biyolojik ve kimyasal bilesiklerin diger
ozelliklerinin modellemesinde kullanilir (Gutman ve Polansky, 1986). Ozellikle nokta
ve kenar uzakligina dayali olan bu indekslerin gesitli tiirleri vardir. Bu indekslerden en
iyi bilineni uzaklik tabanli olan Wiener indekstir. Diger bazi topolojik indeksler vertex-
Pl indeks, Szeged indeks, Revised-Szeged indeks ve Co-Pl indekstir. Co-Pl indeks, F.
Hassani ve arkadaslar1 (2010) tarafindan tanimlanmustir.

Spektral graf teori uzun bir tarihe sahiptir. Baslarda matris teorisi ve lineer cebir
graflarin komsuluk matrislerini analiz etmek i¢in kullanilmistir. Bir grafin en kiigiik
ikinci Laplacian 6z degeri “cebirsel baglantililigi” olarak adlandirilmistir (Chung,
1997).

Gokbilimcilerin uzak yildizlarin yapisin1 belirlemek icin yildiz spektrumlari
lizerine yaptiklar1 caligmalar gibi, graf teorideki temel amaclardan biri de graf
spektrumundan bir grafin temel 6zelliklerini ve yapisini incelemektir (Chung, 1997).

Spektral graf teorinin kimyada da uygulamasi vardir. Literatiirden, 6z degerlerin
molekiillerin kararlilig ile iliskili oldugu da goriilmektedir. Ayrica, graf spektras: teorik
fizigin ve kuantum mekaniginin ¢esitli problemlerinde, 6rnegin Hamilton sistemlerinin
enerjilerini en aza indirmede ortaya ¢ikmaktadir (Chung, 1997).

Asagidaki temel tanimlar ile genel kavramlar (Euler, 1736; Hardy ve ark., 1934;
Harary, 1969; Manvel, 1969; Bondy ve Murty, 1976; Cvetkovi'c ve ark., 1980; Buckley
ve Harary, 1990; Skiena, 1990; Biggs, 1994; Gallian, 2007) ¢alismalarindan alinmistir.



1.1. Temel Tanimlar

Bir G grafi; V(G)nokta kiimesi ve E(G) kenar kiimesi olmak tizere, V =V (G)
ve E = E(G) kiimelerinden olusur ve G =(V, E) bigiminde gosterilir.

Tanmm 1.1 Eger u,v eV (G) noktalari kenar ise; yani uve E(G) ise; u ve v noktalari

komsudur denir. u~v biciminde gosterilir. e=uv igin U Ve V noktalarma, e
kenarinin u¢ noktalar: denir (Harary, 1969) .
Ornegin; Bir G grafi, V(G)={A, B,C,D,E} ve E(G)={AB, AC, AD,CE} ile

verilsin. Bu kiimelerden olusan G grafi Sekil 1.2 deki gibi gosterilebilir.

Sekil 1.2 Bir G grafi

Tamm 1.2 Bir grafta ayn1 nokta ciftini birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu
kenar (multi edge), bir noktay: kendisiyle birlestiren kenara ilmek (loop), ¢oklu kenara
sahip ancak ilmegi olmayan grafa ¢oklu graf (multi graph), coklu kenar ve ilmek

iceren graflara ise pseudo graf (sahte graf) denir (Harary, 1969).

Sekil 1.3 Coklu graf ve Pseudo graf

Tamim 1.3 Paralel kenar ve ilmek igermeyen graflara basit graf (simple graph) denir
(Harary, 1969).



Sekil 1.4 Basit graflar

Tamm 1.4 Bir graf sonlu sayida nokta ve kenara sahip ise, bu grafa sonlu graf (finite
graph), aksi takdirde sonsuz graf (infinite graph) denir (Bondy ve Murty, 1976) .

Biz ¢alismamizda basit ve sonlu graf kullanacagiz.

Tamim 1.5 G, herhangi bir graf olmak iizere, nokta kiimesi G nin nokta kiimesinin alt

kiimesi ve kenar kiimesi de G nin kenar kiimesinin alt kiimesi olan grafa G nin alt
grafi (subgraph) denir. Gnin tiim noktalarin1 igeren alt grafina geren alt graf

(spanning subgraph) denir (Harary, 1969).

Tanmm 1.6 Herhangi bir v, noktasina komsu olan noktalarin sayisina v, noktasinin
derecesi (degree) denir ve deg(v;) ile gosterilir. Derecesi 0 (sifir) olan noktaya izole

nokta (isolated vertex), derecesi 1 (bir) olan noktaya ise pendant nokta (pendant
vertex) denir (Bondy ve Murty, 1976).
Ayrica bir grafin noktalarinin dereceleri toplami kenar sayisinin iki kati olup, tek

dereceli noktalarin sayis1 da gifttir (Euler, 1736).

Tammm 1.7 G grafinin nokta kiimesi V(G):{a,b,c,d,e, f,...,k,l,m} olsun. Ardi

ardina tkenarin dizilmesiyle elde edilen

ab,bc,cd,de,...,Im

t

formuna G de t uzunlugunda bir yiiriime (walk) denir. Bu yiirime abcde...klm
seklinde gosterilir. Herhangi bir G grafinda; ayni noktada baglayan ve biten bir
yirimeye kapah yiiriime (closed walk), biitiin noktalar1 ve kenarlar1 birbirinden farkli
olan yiirimeye yol (path) ve biitiin kenarlari, baslangi¢ ve bitis noktalar1 hari¢ biitiin

noktalar1 farkli olan kapali yiiriimeye ise devir (cycle) denir (Harary, 1969).



Tamm 1.8 G grafi, nokta kiimesi V (G) = {Vl,vz,...,vn} olan bir graf olsun. G grafinin
V; ve v; noktalar arasinda bir yol varsa bu noktalara baglantihdir (connected) denir.
Eger G grafindaki biitiin nokta ¢iftleri arasinda bir yol var ise G grafina baglantih graf

(connected graph) denir. Baglantililik bagintist V {izerinde bir denklik bagmtisidir.
V,,V,,...,V,, V nin denklik siniflar1 olmak iizere G[V,],G[V,],...,G[V,] alt graflarina G

grafinin bilesenleri (component) denir. r =1 olmasi durumunda G grafi baglantilidir,
aksi takdirde G grafi r tane bilesene sahip baglantisiz (disconnected) bir graftir
(Harary, 1969) .

Asagidaki G, grafi baglantili, G, grafi ise G,[V,] ve G,[V,] bilesenleri ile

baglantisiz bir graftir.

G, G,[V] G,[V.]
G,

Sekil 1.5 Baglantili ve baglantisiz graflar

Tamim 1.9 Her bir nokta cifti birbirine komsu olan grafa tam graf (complete graph)

denir, n noktali bir tam graf K_ ile gosterilir (Harary, 1969).

Sekil 1.6 K,, K., K, tam graflari

Tamm 1.10 Kenar1 olmayan grafa bos graf (null graph) denir (Skiena, 1990).
Asagida 7 noktali bir bog graf 6rnegi verilmistir.

Sekil 1.7 Bos graf



Tamim 1.11 Bir G grafinin tamamlayicis1 (complement) G ile gosterilir. G grafinin
nokta kiimesi de V(G) dir ve iki noktanin G de komsu olmas: ancak ve ancak G de

komsu degilse saglanir (Harary, 1969).

Tamm 1.12 Graftaki her noktanin derecesi aymi ise grafa regiiler graf (regular
graph) denir. Ozel olarak grafin her bir noktasinin derecesi r ise, bu grafa r —regiiler
graf denir (Harary, 1969).

Tamm 1.13 Bir grafin her bir Vyv; kenari, negatif olmayan bir reel sayi ile
agirliklandirilmig ise, bu grafa agirhkh graf (weighted graph) denir. Bu v,v; kenarina

ait agirhk, w; ile gosterilir (Harary, 1969).

Tammm 1.14 Hi¢ deviri olmayan baglantili bir grafa agac (tree) denir. Bir agagta
derecesi 1 olan noktaya yaprak (leaf) denir (Harary, 1969).

Tanmm 1.15 Sadece bir noktanin, graftaki diger biitiin noktalara komsu oldugu agaca

yildiz graf (star graph) denir. n noktali bir yildiz graf S, ile gosterilir (Harary, 1969).

A AN AN

Sekil 1.8 S,,S,, S, yildiz graflar

Tamm 1.16 Ortak bir noktaya k tane C, devir grafi kopyas: eklenerek olusturulan
grafa k—fan graf denir ve F_ ile gosterilir. k—fan grafinin nokta sayis1t 2k +1 ve

kenar sayis1 3k dir (Gallian, 2007).

Tamm 1.17 Tek bir noktanin, n—1-devirin tiim noktalarina komsu oldugu grafa n

noktali tekerlek graf (whell graph) denir ve W, ile gosterilir (Harary, 1969).



\\‘\ *.\ =
*TE?* </
::/T:r—? /N ’ [ A
030 BBP
< N |
I 15 F, W W . W, . W . W,

Sekil 1.9 k-fan ve tekerlek graflar

Tamim 1.18 Tek devir iceren baglantili graflara tek devirli graf (unicyclic graph)
denir (Manvel, 1969).

A T

Sekil 1.10 Tek devirli graflar

Tanim 1.19 G grafi, nokta kiimesi V(G):{Vl,vz,...,vn} olan bir graf olsun. G nin
herhangi v, ve v; noktalar1 arasindaki en kisa yolun uzunluguna bu iki nokta
arasindaki uzakhk (distance) denir ve d(v;,v;) ile gosterilir (Buckley ve Harary,

1990).

Tanmm 1.20 Bir G grafinin her nokta cifti arasindaki uzakliklarin maksimumuna G

grafinin capr (diameter) denir ve ¢ap(G) ile gosterilir (Harary, 1969).

Tanim 1.21 G grafi, nokta kiimesi V(G)z{vl,vz,...,vn} olan bir graf olsun. G nin
komsuluk matrisi A(G),
1 v~y
a = _
0, aksi durumda
elemanlarindan olusan nxn simetrik bir matristir (Biggs, 1994).

Sekil 1.2 deki G grafinin komsuluk matrisi asagidaki gibidir,

0
1
AG)=|1
1
0

O O O O -
O O O
o O O O -
o O B O O



Tamm 1.22 G grafi, komsuluk matrisi A(G) olan bir graf olsun. Bu takdirde, A(G)

nin 6z degerlerine G grafinin 6z degerleri (eigenvalues) denir (Cvetkovi'c ve ark.,
1980).

Tamm 1.23 G ve H, nokta kiimeleri V (G) ve V(H), kenar kiimeleri E(G) ve E(H)
olan iki graf olsun. Her u,v eV (G) igin,

{uv} e E(G) = {f(u), f(v)} eE(H)
olacak sekilde 1-1 ve orten bir f :V(G) >V (H) doniisiimii varsa, G ve H graflarina

izomorf graflar (isomorphic graphs) denir ve G = H seklinde gosterilir (Bondy ve
Murty, 1976).

Sekil 1.11 Birbirine izomorf G ve H graflar

Simdi temel sonug¢larimizda kullanacagimiz Cauchy-Schwarz esitsizligini

verelim:

Lemma 1.24 (a,,a,,...,a,) ve (b,b,,...,b) iki reel say1 dizisi olsun. Bu durumda

($e0) (24)(5w)

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart (&,a,,..,a,) ve (b,b,,..,b,) dizileri

orantili ise saglanir (Hardy ve ark., 1934).



1.2. Kaynak Arastirmasi

Uzaklik, graf teoride siklikla galisilmistir, iki nokta arasindaki uzaklik, Buckley
ve Harary (Buckley ve Harary, 1990) tarafindan tanimlanmustir; temel ve ¢ok kullanilan
bir kavramdir. Cap, yari ¢ap ve ortalama uzakligin da dahil oldugu bir¢ok graf
parametresi tanimina yol a¢mustir. Topolojik indeks, bir molekiilin grafinin bazi
Ozelliklerini karakterize etmek i¢in kullanilan bir sayidir. Uygulamalar, operatorlerdeki
ag tasarim arastirmalarindan, kimyasal bilesenlerin Ozelliklerini tahmin etmeye,
sosyolojide bireylerin grup yakinliklarini 6lgmeye kadar uzanir.

Wiener’in (Wiener, 1947) bazi alkanlarin kaynama noktalar1 ile molekiiler
yapilarii temsil eden graflardaki noktalar arasindaki uzakliklar toplami arasindaki
yakin iligskiyi kesfiyle, graf parametreleri veya topolojik indekslerin, kimyasal
bilesenlerin 6zelliklerini tahmin etmede potansiyel olarak kullanilabilecegi anlagilmistir.

Wiener indeks, teorik kimyada organik molekiiller igin yapisal tanimlayici
olarak kullanilan bir topolojik indekstir; graftaki tiim nokta ciftleri arasindaki
uzakliklarin toplamu ile ifade edilir. Ayrica, Wiener indeks graftaki noktalarin iletimi ile
de hesaplanabilir. Bir noktanin iletimi, graftaki o noktanin diger tiim noktalar ile
uzakliklart toplamidir. Bundan dolayi, graftaki tiim noktalarin iletimleri toplaminin
yarisi, grafin Wiener indeksini verir.

Uzaklik tabanli diger baz1 topolojik indeksler, Szeged indeks (Gutman, 1994),
Revised Szeged indeks (Pisanski ve Randic, 2010), Pl, indeks (Khalifeh ve ark., 2008)
ve Co-PI indekstir (Hasani ve ark., 2010). Su ve arkadaslari Co-Pl indeksi iletimi
kullanarak yeniden tanimlamistir (Su ve ark., 2013).

Graflarda enerji kavrami Gutman tarafindan, bir grafin komguluk matrisinin 6z
degerlerinin mutlak degerlerinin toplami olarak tanimlanmigtir (Gutman, 1978). Graf
enerjisi lizerine ¢ok calisilmasi, bu alanda birgok sonug¢ elde edilmesi, diger graf
matrislerinin 6z degerleri kullanilarak, yeni graf enerji tanimlar1 ortaya ¢ikmasina sebep
olmustur (Li ve ark., 2012). Gutman’in graf enerji tanimindan yola ¢ikilarak, bir grafin
Laplacian 6z degerleri kullanilarak Laplacian graf enerjisi benzer sekilde tanimlanmis
ancak Laplacian 6z degerlerin tiimiiniin pozitif olmasi sebebiyle bu sonucun graftaki
kenar sayisinin iki katina esit oldugu bulunmustur. Buradan yola ¢ikarak, Gutman ve

Zhou graflarin Laplacian enerjisini tanimlamislardir (Gutman ve Zhou, 2006).
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Laplacian-tipi enerji Liu ve Liu tarafindan tanimlanmigtir (Liu ve Liu, 2008).
Daha detayli bilgi i¢in [(Gutman ve ark., 2010; Liu ve ark., 2011; Das ve ark., 2014a)]
calismalarina da bakilabilir.

Jooyandeh ve arkadaslar1 bir G grafinin etki enerjisini, G nin etki matrisinin
singiiler degerlerinin toplami olarak tanimlamiglar (Jooyandeh ve ark., 2009), Gutman
ve arkadaslar1 ise isaretsiz Laplacian Ozdegerleri kullanarak etki enerjiyi ifade
etmislerdir (Gutman ve ark., 2009a). Bu konuda yapilan bazi1 ¢aligmalar [(Gutman ve
ark., 2009b; Jooyandeh ve ark., 2009; Bozkurt ve Gutman, 2013; Bozkurt ve Bozkurt,
2014; Das ve Gutman, 2014)] dir.

Nokta sayist n olan bir G grafi ve bir « reel sayisi igin, sifirdan farkli Laplacian
ozdegerlerin & —1nc1 kuvvetlerinin toplami (o, ) Zhou tarafindan tanimlanmistir (Zhou,
2008). Das ve arkadaslari, o, icin nokta sayisi, kenar sayisi ve bazi graf parametreleri
cinsiden, alt ve st sinir degerleri elde etmislerdir (Das ve ark., 2013; Das ve ark.,
2014b).

Akbari ve arkadaslar da isaretsiz Laplacian 6zdegerlerin « —inc1 kuvvetlerinin
toplamini (S,) tanimlanmus ve o ile s, arasinda bazi iliskiler vermislerdir (Akbari ve
ark., 2010).

Iki pargali graflarin Laplacian 6z degerleri ile isaretsiz Laplacian 6z degerleri
cakisiktir (Merris, 1994; 1995; Cvetkovic ve ark., 2007). Buradan, iki parcali graflar
icin o, S, ya esittir (Tian ve ark., 2009; Zhou ve llic, 2010; Liu ve Liu, 2012; Bozkurt
ve Gutman, 2013; You ve Yang, 2014) ve Laplacian-tipi enerji, etki enerjiye esittir
(Gutman ve ark., 2009a).

Ayrica bazi topolojik indeksler icin de enerji kavrami tanimlanmistir. Bunlardan
bazilari, Kirchoff enerji (Maden ve ark., 2013), PIenerji (Nadjafi-Arani, 2011), Randic
enerji (Bozkurt ve ark., 2010) ve Szeged enerji (Fath—Tabar, 2011) dir.
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2. iLETiM DUZENSIZLIK INDEKSI

Bu boliimde iletim diizensizlik indeksi tanimlayip, 6zelliklerini inceleyecegiz.
Ayrica cap1 2 olan graflar igin sinir degerleri elde edecegiz. Son olarak bu indeks icin
agaclarda sinirlar verecegiz.

Hasani ve arkadaglar1 Co— Pl indeksi asagidaki gibi tanimlamislardir (Hasani
ve ark., 2010).

Co-PL(G)= > |n(e)-n,(e)]

e=uveE(G)
Burada n,(e), e=uv olmak iizere, U noktasina olan uzaklig1 v noktasina olan
uzakligindan kiiciik olan noktalarin sayisini ve n,(e), v noktasina olan uzakligi u

noktasina olan uzakligindan kiiciik olan noktalarin sayisin1 gostermektedir.

Bir u noktasinin iletimi (transmission), bu noktanin G deki diger biitiin

noktalara olan uzakliklar1 toplamidir ve T, (u) =T (u) ile gosterilir, yani,

TG(U)= Z dG(U’V)-

veV (G)
Eger G deki biitlin noktalarin iletimi ayni1 ise G ye diizenli iletimli
(transmission regular), degil ise G ye diizensiz iletimli (transmission non regular)

graf denir.

Su ve arkadaglari iletim parametresini kullanarak Co— Pl indeks i¢in asagidaki

esdeger tanimi elde etmislerdir (Su ve ark., 2013):

Co-PL(G)= > [ T(u)-TW)|

e=uveE(G)

Co—PI indeks, grafta sadece kenarlar1 taradigi i¢in, grafin iletim diizensizligini
Olcmede yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle, bu yetersizligi ortadan kaldirmak amaci ile,
grafta biitiin nokta ciftlerini tarayan iletim diizensizlik indeksi (transmission non
regularity index) asagidaki gibi tanimladik:

1
NT (G) =5 D TW-TW).

u,veV (G)
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NT(G) ve Co—PI, (G) indeksleri arasindaki bagint1 asagidaki gibidir:
NT(G) =Co— F>|V(G)+1 > Tw)-T)).
v 2E(G)

Sunu belirtmeliyiz ki bir grafin toplam diizensizlik indeksi (total irregularity
index) (Abdo ve ark., 2014) ve yar1 merkezil olmama sayis1 (non self centrality
number) (Xu ve ark., 2016) benzer sekilde tanimlanmistir ancak sirasiyla derece ve dis
merkezlilik tabanli indekslerdir.

K,, n noktali bir tam graf olmak {izere, her bir noktasinin iletimi n—1 oldugu

n’?

i¢in, regiiler iletimli bir graftir. K,  tam iki pargali grafi ile C, devir grafi da regiiler

iletimli graflardir.

Sonug 2.1 G baglantili bir graf olsun. Bu durumda NT(G) >0 dir. Esitligin saglanmasi

icin gerek ve yeter sart G nin regiiler iletimli graf olmasidir.

Teorem 2.2 G grafi ¢ap1 2 olan baglantili bir graf olsun. O halde G nin regiiler iletimli

olmasi igin gerek ve yeter sart G nin regiiler graf olmasidir (Su ve ark., 2013).
Buradan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 2.3 G grafi ¢ap1 2 olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda NT(G)>0 dur.

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin regiiler graf olmasidir.

Simdi NT(G) indeksi kolay hesaplamamizi saglayacak olan esdeger formiilii
verelim.

Bir G grafinin iletim dizisi T(G) = {Ti LV, eV(G)} seklindeki bir kiimedir. Eger

T(G)iletim dizisinde T,

iletimi, I. >1 kez tekrar ediyorsa, kisaca T," yazacagiz. G
grafinin T(G) iletim dizisi, swrasiyla k tane 1,1,,...,I, kathiliklar1 ile T, >T, >..>T,

elemandan olussun. Buradan,

NT@G)= Y I(T-T)) (1.1)

1<i< j<k

yazabiliriz.
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P.W,,F.S, ve K, sirasiyla yol, tekerlek, k-fan, yildiz ve iki pargali tam graf

olmak tizere NT (G) indeks igin (1.1) de verilen formiilii kullanarak, bu 6zel graflar igin

asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

%kz(k ~1)(k +1), n= 2K ise

NT(P) =
%(21@ £ AK? +K—1),n =2k +1 ise

NTW,)=(n-1)(n-4), NT(F)=(n-1)(n-3)

NT(S,)=(n-1)(n-2), NT(K,,) =st(s—t)

Bir G grafinda bir nokta hari¢ tiim noktalarin iletimi ayni ise bu grafi ATR
(almost transmission regular), iki nokta hari¢ tiim noktalarin iletimi ayni ise WATR
(weak almost transmission regular) graf ailesi olarak tanimlayalim.

Diizensiz iletimli bir G grafi i¢in asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 2.4 G, ¢ap1 2 olan bir ATR graf olsun. O halde,

NT(G)<(n-1)(n-2)
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = S olmasidir.
Ispat: G, ATR graf oldugundan, i=2,3,...,n igin T(u,)=T(u)dir. Gnin gap1 2
oldugu  igin, du)=T(u,)=n-1 dir. O halde i=23..,n icin
T(u)=d(u)+2[n-1-d(u;)] dir. Bu durumda i=23..n i¢in tim noktalarm
dereceleri birbirine esittir. d(u)=d diyelim. @) halde,

T(u)=d+2[n-1-d]=2n-2-d olur. G, ATR graf oldugundan iletim dizisi

{(2n-2-d)"" (n-1)| seklinde elde edilir. NT(G)nin (11) deki tanim

kullanilarak,
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NT(G) =(n-1)[(2n-2-d)-(n-1)]
=(n-1)(n-1-d)
<(n-1)(n-2)

sonuca ulagilir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart her i=2,3,...,n igin
d(u;) =d =1 olmasidir. Budurumda G = S, elde edilir.

G =S, oldugunu kabul edelim. Buradan sonug aciktir. m

Teorem 2.5 G, ¢ap1 2 olan bir WATR graf olsun. O halde,
NT(G)>2(n-2)

dir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart, € bir kenar olmak iizere G=K —e

olmasidir.

Ispat: G, WATR graf oldugundan, T(u,)=T(u,)=t, T(U,)=T(U,)=...=T(u,)=t,
ve i=12 ile j=3,4,..,n igin T(u;) =T (u;) dir. G, ATR graf oldugundan iletim dizisi
{(tl )(H) (1, )(2)} seklinde elde edilir. Simdi, NT(G) nin (1.1) deki tanimin1 kullanarak,
NT(G) =2(n-2)[t, —t,|
>2(n-2)
elde ederiz. Esitligin saglanmas1 i¢in gerek ve yeter sart |t1 —t2| =1olmasidir. Yani
t =n-1ve t, =n olmasidir, bu durum G = K —e olmas1 demektir.

G = K, —e oldugunu kabul edelim. Buradan sonug agiktir. m

Bir topolojik indeksin zincir olusturma 6lgtimii kabul edilebilmesi i¢in asagidaki

esitsizliklerden birini saglamasi gereklidir (Fischermann ve ark., 2002):

TI(S,) <TI(T)<TI(P,), n=5,6,... (1.2)
ya da

TI(P,) <TI(T)<TI(S,), n=5,6,... (1.3)
dir. Burada T n-noktali herhangi bir agagtir. (1.2) deki iliski Wiener indeks, Hosoya
indeks, baglantililik indeksi i¢in gegerliyken, (1.3) deki iliski Co—PI indeks, Estrada

indeks ve grafin spektral yarigapi icin gegerlidir.
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Peki iletim diizensizlik indeksi i¢in (1.2) deki iliski mi ya da (1.3) deki iliski mi
gecerlidir? Bunun igin asagidaki graf doniisiimlerini verelim.
Uy, T agacinda bir nokta olsun. P=ugu,..u, (p=1), T afacinda, U,..,U,,

noktalarinin dereceleri 2 ve U, noktasmnin yaprak oldugu bir yol olsun. Boyle P ye,

uzunlugu p olan, u, noktasina ilistirilmis pendant yol diyecegiz.

7 Déniigiimii (7 transformation): deg; (u,)>3 ve P=uyu,..u, ile Q=uyV,..yv,
ayrik pendant yollar1 u, noktasina ilistirilmis olsun. 7 doéniistimi, bu iki ayrik pendant
yollari, yeni ugu,..uyV,..v, yolu ile degistirir. Bu yeni T' agacina, T afacinin 7

dontisiimii denir (Mohar, 2007).

Onerme 2.6 P, den farkli her agag derecesi en az 3 olan bir nokta ve bu noktaya ilisik

en az iki pendant yol igerir. Ozellikle, her agag bir dizi 7 doniisiimii ile P, yol grafina

dontistiiriilebilir (Mohar, 2007).
Onerme 2.6 dan asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonu¢ 2.7 Eger T agact 7 doniisiimii ile T' agacina doniistilyse, NT (T')>NT(T)

olur.

o Doniisiimii (o transformation): u,, T agacinda derecesi p+1 olan bir nokta

olsun. uyu,,...,u,u, ler u, noktasina komsu pendant kenarlar ve v,, u, noktasinin

p
Uy,...,u, lerden farkl bir komsusu olsun. o donigtimii Uyu,,...,U,u, kenarlarini kaldirip

onlart VyUy,...,VoU, kenarlart ile degistirir. Bu yeni T' agacina, T agacinin o

dontisiimii denir (Mohar, 2007).

Onerme 2.8 S, den farkli her agag, U, noktasmin kalan komsusu yaprak degilken,
p =deg, (Uo)_l komsusu yaprak olan bir u, noktasi igerir. Sonug olarak her aga¢ bir

dizi o doniisimii ile S, yildiz grafina doniistiiriilebilir (Mohar, 2007).
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Onerme 2.8 den asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 2.9. Eger T agaci o doniisiimii ile T' agacma doniistiiyse, NT (T")<NT (T)

olur.

Sonug 2.7 ve Sonug 2.9 dan asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.

Sonug¢ 2.10 T , nokta sayis1 n>5 olan diizensiz iletimli bir agag olsun. O halde,
NT(T)>(n-1)(n—-2)dir.

Esitlik durumu ancak ve ancak T =S, ise saglanir.

Sonug¢ 2.11 T, nokta sayist n >5 olan diizensiz iletimli bir aga¢ olsun. O halde,

2 k2(k —1)(k +1), n = 2k ise
NT (T) < dir.
5(2k3 +4k* +k-1),n=2k +1ise

Esitlik durumu ancak ve ancak T = P, grafina izomorf ise saglanir.

Yildiz-tipi agag (starlike tree), T(n,,n,,...,n,), bir kok v noktasi ve bu noktaya
ilisik n;,n,,...n, uzunluklu P, P,,..., R yollarindan olusan bir agagtir. T (n;,n,,....n,)
agacinin nokta sayist n=n, +n, +...+n, +1 dir. Eger tim B, P,,..., B, yollarinin nokta
sayist birbirine esit ise bu aileye dengeli yildiz-tipi aga¢ ailesi denir ve BS , ile

gosterilir.

Yukaridaki doniisimler ve Sonug 2.6 ile Sonug 2.8 i kullanarak, dengeli yildiz-
tipi agaclar i¢in asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.12 NT(P,) = NT(BS,,) > NT(BS, ;) >...> NT(BS, , ) = NT(S,).

n,n-1
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3. CO-PI ENERJi

Bu boliimde basit, baglantili bir grafin Co— Pl spektral yarigapt (Co— Pl
spectral radius) i¢in bazi sinirlar elde edilecek, Co— Pl Enerji kavrami tanimlanacak ve
Co — PI spektral yarigap igin elde edilen bu sinirlardan da yararlanilarak Co— Pl Enerji
icin bazi sinirlar verilecektir.

Ayrica, bu boliimdeki c¢alismalar MATCH Commun. Math. Comput. Chem.
dergisinde yaymlanmistir (Kaya ve Maden, 2017a).

G =(V,E) basit, baglantil1 bir graf ve e=uv, G grafinda herhangi bir kenar
olsun. u noktasina olan uzakligi v noktasina olan uzakligindan kii¢iik olan noktalarin

sayislt n,(e) ve v noktasina olan uzakligi u noktasma olan uzakligindan kiigiik olan

noktalarin sayisi n,(e) ile gosterilir. Bu sayilarin kiimesi asagidaki gibi gosterilir:

n,(€) =|N,(e)|=[{z €V (G):d(z,u) <d(z,v)}|
n,€)=[N,(e)|=[{zeV(G):d(z,v) <d(z,u)}|

Tamm 3.1 G grafi baglantili bir graf olsun. G grafinin Szeged indeksi asagidaki gibi

tanimlanir (Gutman, 1994)

S2(G)= >, n,(e)n,(e)

e=uveE(G)
Tamim 3.2 G grafi baglantili bir graf olsun. G grafinin Co— Pl indeksi asagidaki gibi

tanimlanir (Hasani ve ark., 2010)

CO_PIV(G): z |nu(e)_nv(e)|

e=weE (G)
Tamm 3.3 G grafinda herhangi bir e =uv kenar1 ve bu kenarin agirlig1 negatif olmayan
bir tamsay1 |n,(e)—n, ()| olsun. G grafinin Co—PI agilig denilen, E kenar kiimesi
tizerinde W:E—->R"U {0} agirlik fonksiyonu tanimlansin. Co—Pl agirhigr ile
agirliklandirilan G grafinin komsuluk matrisine, G grafinin Co—PIl matrisi denir ve

Mep = [Cij ]nxn ile gosterilir. Yani,
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{|nu (e)-n,(e)|, e=uv
c; =

0 , diger durumlarda
dir. Bu matrisin 6z degerlerine G grafinin Co—Pl 6z degerleri denir ve i=12,..., V|
igin A (G) ile gosterilir. Co— Pl matrisi simetrik oldugu i¢in, tiim 6z degerleri reeldir
ve 4 (G)24,(G)=..24,(G) seklinde siralanabilir. En biiyiik 5z deger olan 4 (G)
ye, G grafinin spekiral yarigapr denir. G grafinn Co—PI indeksi, M, ler, Co—PlI

matrisinin i. satir toplami olmak iizere asagidaki sekilde hesaplanabilir (Su ve ark.,
2013)

Co-PI,(G) :%Z Mp, -
i=1

Bir grafin enerjisi, Gutman tarafindan i=1,2,...,n igin 4 ler G nin komsuluk

matrisinin 6z degerleri olmak tizere asagidaki sekilde tanimlanmigtir (Gutman, 1978).
E; = ZV’J :
i=1
Tammm 3.4 i=12,...,n i¢in /”ti* ler bir G grafinin Co— Pl 6z degerleri olmak iizere,

21*

Co—PIE(G):i

seklinde tanimlanan enerjiye, Co— Pl enerji denir (Kaya ve Maden, 2017a).

P(G;x)=x"+c X"  +...+C,_,Xx+C, , G nin Kkarakteristik polinomu olsun. N.

n H

Biggs, P(G;Xx) in tiim katsayilarinin A(G) nin esas mindrleri (satir ve siitunlarin bir alt

kiimesi alinarak elde edilen alt matrisin determinanti) ile ifade edilebilecegini ispat

etmistir (Biggs, 1994). Bu durum asagidaki sonuca yol agmustir.

Teorem 3.5 Baglantili bir G grafinin P(G; x) karakteristik polinomunun katsayilarindan

¢, =0, -c, = kenar sayis1 ve -C, = G nin liggen sayisinin karesini verir (Biggs, 1994).

A, G nin komsuluk matrisi olsun. k >1 olmak iizere A“ kuvvet matrisinin (i, j).

eleman1 a®

i+ U; noktasindan U; noktasma k uzunluktaki yiiriimelerin sayisini gdsterir.
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Teorem 3.6 G, n>3 noktali, m kenar ve t iiggen sayili, baglantili bir graf olsun. O

zaman,
2m< A + 4 +.+ 2 <2m(n-2)°
Bt<A +4 +.+4 <6t(n-2)
dir (Su ve ark., 2013).

Co—PI indeks ve Co—Pl matris arasindaki iliskiyi kullanarak, ikinci Co— Pl
spektral moment i¢in grafin nokta sayisina, kenar sayisina, Co— Pl indekse ve Szeged

indekse bagli olarak sinirlar verecegiz.

Teorem 3.7 G, nokta sayis1 n ve kenar sayist m olan bir graf olsun. Bu durumda,

2

2 Co-PI2(G)<Y 4" <min (3.1)

'

m i1

2(n—2)Co—PI,(G),
2m(n® =2n+2)-4Sz(G) |

(3.1) deki sol esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G = K, olmasi ve sagdaki

esitliklerden birinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G =S olmasidir.

Ispat: S :Zﬁf diyelim. S<2(n-2)Co-PI (G) ve S<2m(n’-2n+2)-4Sz(G)

i=1

n 2
oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. S = (z ﬂ,,*j —2> A A;ve ¢,=> A'A oldugu
i=1

i< i<j

2
agiktir.  Buradan, S= ZZ(nvj -n, ) ve < (n—-2) oldugundan,

i<j

n, —n,

S <2(n-2)Co-PI,(G) elde ederiz.

Diger taraftan,

S = ZZ(nVj -n, )2 = ZZ(nVJ_2 -2n,n, + nviz) <2m(n®—2n+2)-4Sz(G).

i<j i<j

Esitligin ~ saglanmasi  i¢in  gerek ve  yeter sart =(n-2) &

n, —n,

n,=n-landn, =1< G=S§, olmasidir.

\

Soldaki esitsizligi, Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak gosterecegiz.
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Co-PI,(G)= >’

e=V,V;

n, —n,

s\/mz _ _:,/%S. m

Teorem 3.8 G, nokta sayis1 n ve kenar sayist m olan bir graf olsun. Bu durumda,

2(n-1)(n—2)Co-PI,(G)

A <min \/ : . (3.2)
nT_l\/Zm(nz —2n+2)-452(G)

Ispat: )" 4" =0 oldugundan, 4’ =-) A’ dir. Bundan dolayn,

i=1 i=2

*

AR NS

i i

Buradan,
GRS VAR D v

2 =)
Boylelikle,

i S(n—l) " P

n 3

elde edilir. Teorem 3.7 ile ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 3.9 G, baglantil1 bir graf olsun. O zaman,

2
n, —nvj‘ . (3.3)

Co-PIE(G) < \/Zn >

e=V;V;

(3.3) deki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin bos graf olmasidir. Dahasi,

= min {\/ﬁ\/Z(n—Z)Co— PI,(G),n\2m(n® —2n +2)—4Sz(G)}
i¢cin
Co-PIE(G) <vna
dir.

Ispat: Co— Pl enerji tanim1 ve Teorem 3.7 den,
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. 2
A n, —n

i Vj

Co—PIE(G)=Zn:

T s
t‘

e=V,V;

< In *2=\/2”Z

dir. Ayrica,

Co-PIE(G) <+/n\/2(n-2)Co-PI (G),
Co—PIE(G) < v/ny2m(n® —2n +2) —45z(G)

ile ispat tamamlanir. m

G grafi, nokta kiimesi V(G) ={v,,V,,...,v,} ve Co—Pl matrisi M, :[cij]

nxn

olan bir graf olsun. Herhangi bir v, noktasinin Co-— Pl derecesi MCP,i:Zcij
j=1
biciminde tanimlanir. G grafinin Co— Pl derece dizisi {Mcpll,Mcplz,...,MCP,n} olmak

n
tizere, herhangi bir v, noktasinin ikinci Co— Pl derecesi ise T, =Zcichpuj dir. Eger
[

her i igin M, =k ise bu takdirde G grafina k—Co— Pl regiiler graf denir. G
grafinin Co— Pl derece dizisi {Mcp,,Mcp, ... M, | Ve ikinci Co—PI derece dizisi

. e . MTCP]. -
{MTCPII,MTCPIZ,...,MTCP,n} olan bir graf olmak iizere, her i icin ———=Kk ise bu

cPl;

takdirde G grafina pseudo k —Co—PI regiiler graf denir.

Her i=12,...,n i¢in Ci(l),Ci(z),...,Ci(t),... leri tanimlayalim: Sabit bir & € R igin,

'

n
CH =Mg, veher t>2 igin, C" = ¢,C™ olsun.
i=1

Asagidaki teorem Co-Pl enerjiye bulacagimiz iist sinir i¢in 6nemlidir.

Teorem 3.10 G, baglantili bir graf, « € R ve t € Z olsun. O halde,

i(ci(prl) )2 i(l\/ITCPIi )2

B | v
IZ_J;(CI(t)) iZ_];(IVICPIi )

dir (Kaya ve Maden, 2017D).
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Simdi siradaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.11 G, baglantili bir graf, & € R ve t € Z olsun. O halde,

ey

(n-1)| S —F—— (3.4)

By

i=1

Co-PIE(G) <

dir. Burada S, Co—PI matrisin 6zdegerlerinin kareleri toplamidir. (3.4) deki esitligin

2 2
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ti¢ farkli 6zdeger [k, \/ S kl ,—\/ S kl J ile
n— n—

Cl(t+l) y Cét+l) _ B C[StJrl) _ k N S
cP ¢cP® T cO "T4n

Ispat: 4, >4 >..> A", G grafinin Co-PI matrisinin 6z degerleri olsun. Bu durumda,

olmasidir.

n n

> A'=0, > |x|=Co-PIE(G)
i=1 i=1
ve
n 21*2 _5- n (Cij)z
i=1 i,j=1
elde edilir.
Cauchy-Schwarz esitsizliginden,
SIx]< (-3 47 = (n-1)(s-4") (3.5)

dir. Buradan,

Co—PIE(G)< A’ +\/(n—1)(S —/11*2) .

2Co—PlI, <x<JS icin f(X)=x+ (n —1)(8 — x2) fonksiyonunu tanimlayalim.
n

f(x), x= \/g icin azalandir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden,
N

2
n n

2 2

Mcmi :(2 ‘,CijJ Sn} ‘,Cij
j=1 j=1
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elde ederiz. Buradan,

n n

ZH:MCP,I <> n)ci= nzn:icﬁ =nS .

i= i=L  j=1 i=1 j=1

dir. Ayn1 zamanda,

CPI ZCuMCPI 2 Zcu

ve

2
D MTE, = Z[Zcﬁj >§?
i=1 i=1 \_j=1

dir. Teorem 3.10 nun sonucu olarak,

) Z (Ci(m) )2 z Tep, 52
Az | > | £ \/7 \f (3.6)
) | X (Mo

i=1 i=1

>

elde ederiz. Buna bagl olarak,

Co-PIE(G) < f(4)<f

dir ve buradan sonug¢ agiktir. Simdi, (3.4) esitliginin saglandigint kabul edelim. (3.6)

esitsizliginden,

dir, ki bunun anlami
Cl(t+1) B C§t+l) B B CrEHl)
© T et T AWM
C:l CZ C:n

dir. Ozellikle, (3.5) den i=1,2,...,n icin

buluruz. O halde, iki ihtimal s6z konusu olur:
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e G bir tane 6z degere sahiptir. O halde G baglantili ve 6z degerlerin toplami

Mp, nin izi oldugu i¢in tiim 6z degerler sifirdir. Bu yiizden, G = K, dir.

e G ig farkli 6z degere sahiptir. Bu durumda, i =2,3,...,n i¢in

n

> () s-4°

_ i=1
A = ‘776;83;- ve —

i=1

(t+1)
i

W:k oldugundan, G nin {i¢ farkli G6zdegere sahip

dir. Tim 1 ler igin

L2 L2
[k, \/ > kl ,—\/ > kl ] baglantili bir graf oldugu sonucunu elde ederiz. Buna karsilik
n— n—

(3.4) deki esitligin, teoremin ikinci kisminda belirtilen graflar igin saglandigi acikga

goriiliir. m
Ozel olarak o =1vet =1 alirsak, siradaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.12 G, swastyla birinci ve ikinci Co—PI dizisi {Mge,,Mpy, 1. Mgey, | Ve

MT,

{MTGMJWT @M}OMnbkgmfmgm.Ozamam

CPI, 1 0

Co-PIE(G) < (3.7)

olur. Burada S, Co— PI matrisin 6zdegerlerinin kareleri toplamidir. (3.7) deki esitligin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart bir ksabiti i¢in, G nin ti¢ farkli 6zdegere sahip

k2 k2
Lk,\/S K —\/S K j,k—CO—PI regiiler graf olmasidir.

n-1" n-1

Asagidaki sonuglar Mathematical Chemistry Monographs kitaplar serisinin

21.sinde kitap boliimii olarak yayinlanmistir (Kaya ve Maden, 2017D).
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a,,a,,...,a, pozitif reel say1 olsunlar. 1<k <r degerleri arasindaki pozitif bir k

sayst i¢in, her bir B, y1 asagidaki gibi tanimlayalim:

p_ a+a,+..+a

.

p o 3% 33+ £33 +8,3+..+3, 3,

o 1r(r—l) |
2

P =aa,..a,

Burada P, aritmetik ortalama iken P geometrik ortalamadir. Maclaurin’in simetrik

ortalama esitsizligi olarak adlandirilan asagidaki lemmada bu sayilar arasindaki iligki

verilmistir.

Lemma3.13: a,a,,..,a € R" i¢in,

P>P?>PP>..>pP¥ (3.8)
dir. Aralardaki esitliklerin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart a, =a, =...=a, olmasidir

(Biler ve Witkowski, 1990).
Simdi Co-PI enerji i¢in asagidaki alt sinir1 verelim.

Teorem 3.14 G, n noktali baglantili bir graf ve V, Co— Pl matrisin determinantinin

mutlak degeri ve S, Co— Pl matrisin 6z degerlerinin kareleri toplami1 olsun. O halde,

Co-PIE(G) 2\/8 +n(n—1)V%

A |=...=|A | durumunda saglanir.

olur. Esitlik ancak ve ancak ‘Z;‘ =

ispat: i=12,..,ni¢in r=n, a =| 4’| alalim. Lemma 3.13 den,

P21/2 > Pnlg‘l (3.9
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1 LTI
I:)z_n(n—l)zzﬂf' 4

i1 j=L
J#i
l n 2 n 2
= A=A 3.10
n(n_l)ﬂé J-3 } (3.0
_ ! [Co-PIE*(G)-S] V| =
n(n-1) Lo
ve
2 ITWx
i=1 =1
Pn_l j#En—i+l
o (3.11)
[TIA v
H o1 n . n_1
= = 2/ —
n SFWA Lll—ll /1,*}
buluruz. (3.9), (3.10), (3.11) denklemleri ve Lemma 3.13 den,
1
Co—PIE*(G)-S [> V"
n(n—l)[ ° ©) ]

elde ederiz. Yani esitsizligi diizenlersek,

Co-PIE(G)>4/S +n(n —1)v%

sonucuna ulasiriz. Lemma 3.13 den, esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart

*

A

*

4 Z

n

olmasi agiktir.m

Asagida Co-PI enerji i¢in baska bir iist sinir yer almaktadir.

Teorem 3.15 G, n noktali baglantili bir graf ve S, Co— Pl matrisin 6zdegerlerinin

kareleri toplam1 olsun. Bu durumda,
Co-PIE(G) <+/nS
Z

ispat: i=12,..,ni¢in r=n, a =| 4’| alalim. Lemma 3.13 den,

=...=|4 | olmasidir.

dir. Esitlik saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘21*‘ =

P >PY? (3.12)
1 2
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>4

Pl:i:l

_ Co-PIE(G)
n n

(3.13)

ve

M:

=1
J#i

( Z A 2} (3.14)

Co-PIE*(G)-S]

=y
[
Sl

(3.12), (3.13), (3.14) ve Lemma 3.13 den sonuca ulasiriz. Lemma 3.13 den, esitligin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘ﬂ:‘ = ‘/1; ‘ =

Not 3.16. Teorem 3.15 de, farkli bir yaklasim kullanarak ve esitlik sarti vererek,

Teorem 3.9 da buldugumuz benzer sinir1 elde ettik.
Simdi bu ¢alismadaki son sonucumuzu verelim:

Teorem 3.17. G, n noktali baglantili bir graf ve S, Co— Pl matrisin 6zdegerlerinin

kareleri toplami1 olsun. O zaman,

Co—PlE(G)s%+\/(n—1){s_(Eﬂ (3.15)

n

dir.
Ispat: Ispati Koolen ve Moulton’un (Koolen ve Moulton, 2001; 2003) yontemi ile

yapacagiz. Cauchy-Schwartz esitsizliginden yararlanarak,

(Be1) s-a( %)
[Co-PIE@)-% ] <(n-1)(s-4")
Co-PIEG) <4 +[(n-1)(5-4)

elde ederiz.
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f () =x+,/(n-1)(S-x°)

fonksiyonunu diisiinelim. Zﬂ,,*z =S esitliginden,
i=1

*2

xX*=1 <8
elde ederiz. Buradan,
x</S
dir. f'(x)=0 olmasi Xx= % olacagmi gosterir. Buradan, f(x) fonksiyonu

/S /S /S S . . S
—<Xx<2,/— ve [—<—X< araliginda azalandir. Buradan, f <f| =1 olur
n 2 n n A 8 (ﬂi ) (n]

ve (3.15) esitsizligi saglanir. m

Ornek 3.18 K,q iki parcali tam grafi diigiinelim. MCP,(prq):|p—q|A(Kp'q) ve

K . smrasiyla 1,1, p+q—2 kathliklari ile sahip oldugu 6zdegerler / pg, —+/pg, O

p.q

oldugundan,
Co—PIE(K, ) =|p—| E(K, ) =2|p—q|\/pq

esitligini elde ederiz.
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4. LAPLACIAN-TiPi ENERJi ve ETKi ENERJiSi UZERINE BIiR
GENELLESTIRME

Bu boliimde Laplacian 6z degerler ve isaretsiz (Signless) Laplacian 6z degerlerin
a -1nc1 kuvvetlerinin toplamlari i¢in bazi siirlar bulunmus ve boylece bu siirlar & nin

O0zel bir degeri i¢in daha Onceden elde edilmis caligmalardaki bazi sonuglara

indirgenmistir.

Ayrica bu bolimdeki calismalar MATCH Commun. Math. Comput. Chem.

dergisinde yayinlanmak i¢in kabul edilmistir.

A(G), G nin (0,1) komsuluk matrisi ve D(G) koésegen derece matrisi olsun.
L(G)=D(G)-A(G) matrisine (Q(G)=D(G)+ A(G) matrisine) G nin Laplacian
matrisi (isaretsiz Laplacian matrisi) denir (Merris, 1994; 1995). A(G), L(G) ve Q(G)
matrisleri reel, simetrik matris olduklar1 i¢in, 6z degerleri reel sayilardir. Bu nedenle, bu
matrislerin 6z degerlerini 4, (G)>A4,(G)>..2 4 (G), #(G)=1,(G)>...2 1, (G) ve

4,(G)=q,(G) >...2q,(G) bigiminde siralayabiliriz.

I(G), G grafinin (nokta-kenar) etki (incidence) matrisi olsun. Jooyandeh ve ark.
(Jooyandeh ve ark., 2009) G nin etki enerjisini, etki matrisinin singiiler degerlerinin

toplami olarak tanimlamiglardir.

Gutman ve arkadaslar1 (Gutman ve ark., 2009a)
IE=1E@G)=) o
i=1
oldugunu gostermislerdir.
Liu ve Li, (Liu ve Liu, 2008) Laplacian 6z degerlerinden yeni bir enerji

tamimlamiglar ve bu enerjiye Laplacian tipi-enerji (Laplacian energy-like invaryant)

demislerdir:
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LEL = LEL(G) = i\/ﬁ .

Nokta sayis1 n olan bir G grafi ve bir « reel sayisi igin, sifirdan farkli Laplacian
0z degerlerin « —wnct kuvvetlerinin toplami Zhou tarafindan (Zhou, 2008) asagidaki

sekilde tanimlanmustir:
n-1
c,=0,G)= Zyi“ dr.
i=1

a =0 i¢in o,=n-1 ve a =1 i¢in o, =2mdir, burada m, G nin kenar sayisidir. o;,,

LEL e esittir.

Akbari ve arkadaslari, (Akbari ve ark., 2010) da isaretsiz Laplacian 6zdegerlerin

a . kuvvetlerinin toplamini asagidaki sekilde tanimlanmistir:
s, =5,(G)= Zqi“ dir.
i=1

a=0 i¢in S, =n ve a =1 icin s, =2mdir, burada m, G nin kenar sayisidir. s,,,, IEye

esittir.
Simdi ana sonug¢larimizda kullanacagimiz lemmalar1 verelim.

Lemma 4.1 G, n noktal1 ve en az bir kenarli bir graf olsun. Bu durumda g4 > A+1 dir.

Dahasi, eger G baglantili ise, o zaman esitlik A=n—-1 durumunda saglanir (Merris,

1994).

Lemma 4.2 G, n noktali bir graf ve G onun tamamlayicisi olsun. Eger

Spec(G) = {14, .-, Hy 1,0} ise, bu durumda
Spec(G) = {n — i N—=fhyy e, N— 14, 0} dir. Buradan, g4(G)<ndir, esitlik sartinin

saglanmasi icin gerek ve yeter sart G nin baglantili olmasidir (Merris, 1994).

Lemma 4.3 G, n>3 noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda g, = g, =...= u, 4

olmas igin gerek ve yeter sart G= K| yada G =K, , olmasidir (Das, 2007).
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Lemma 4.4 G, n noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda =g, =...=u,,

olmasi i¢in gerek ve yeter sart G = K, olmasidir (Das, 2007).

t=t(G), G grafim1 geren aga¢ sayist olsun. G, xG,, G, ve G, graflarinin

kartezyen ¢arpimlar1 olsun. Asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

tlztl(G):—Zt(fzg)KZ),

(4.1)
€t (G)_A+5+«/(A—5)2+4A
27 2 - 2

Lemma 4.5 Eger G, n noktali, baglantili iki pargali graf ise, bu durumda

n-1 n-1
H 7 =H g, =nt(G) dir. Eger G, n noktali, baglantil1 iki pargali olmayan bir graf ise,

i=1 i=1

n-1
bu durumda l_Iqi =t, dir (Cvetkovic ve Simic, 2010).

i=1

Lemma 4.6 G, n>3 noktali baglantili bir graf ve A maksimum derece olsun. Bu

durumda g, >T >A+1 dir, esitliklerin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart G nin K, ,

olmasidir (Zhang ve ark., 2009; Chen ve Wang, 2010) .

Lemma 4.7 L(G) ve Q(G) nin spektralarinin ¢gakismasi igin gerek ve yeter sart G nin
iki pargali graf olmasidir (Merris, 1994; 1995; Cvetkovic ve ark., 2007).

Lemma 4.8 G, n noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda g, < 2A dir, esitlik igin

gerek ve yeter sart G nin regiiler graf olmasidir (Yu ve ark., 2011).

N N 1N
Lemma 4.9 X;,X,,...,Xy negatif olmayan sayilar ve ,B:%ZXi ile 7/=(H X.j bu
— _

i=1

sayilarin aritmetik ve geometrik ortalamalar1 olsun. Bu durumda

ﬁ;(\/;‘\/z)z Sﬁ_7gﬁz(\/;i_ﬁ)2'

i<j
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Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart X, = X, =...= X, olmasidir (Kober, 1958).

Lemma4.10 a,,a,,...,a, 20 ve Z p, =1 olacak sekildeki p;, p,,..., p, =0 sayilari igin

i=1

> pa-]]a"= nA(EZai —Haﬁ’“j
i1 i=1 N5 i=1
dir. Burada /I:min{pl, Pyyeens pn} dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

a, =4, =...= a, olmasidir (Furuichi, 2011).
Simdi bu lemmalar1 kullanarak asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Teorem 4.11 «, 0<a <1 olacak sekilde bir reel say1 ve G, n noktali, A maksimum

dereceli ve t geren agagh baglantili bir graf olsun. Bu durumda

<ne +\/(n—3)[02a —(A+1)2“]+(n—2)(At—iJ -

>(A+1)" +4o,, —n* +(n—2)(n—-3)t>"?

c,(G)= (4.2)

dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G= K yada G =K, ; olmasidir.

Ispat: Lemma 4.9 da N=n-2 ve i=2,3,..,n-1 i¢in x = alarak ve Lemma 4.1

ile Lemma 4.2 yi kulanarak,

G!_ a2
2 (/“i ﬂj) o _ﬂza_[m

jw/n—z > (u )

2<i<j<n-1 20 1 o 2<i<j<n-1
(n-2)(n-3) ~ n-2 n (n-2)

n-1

elde ederiz. Z W =o,, esitligi yardimyla,
i=1
2 ol a

P 1(ﬂi —py ) =(n=3) 3 uil -2 > l(ﬂiﬂ,-)
<i<j<n- i= <i<j<n-

i=2

2a

O —H )_(O-a —H )2

(-9, i) St | + S
:(n—2)(

olur. Buradan,
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(n—2)(gza _‘uiZa)_(o_a —u )2 G _lufa _(n_tJZa/n—Z
[ I
<(”—2)(02a—M2“)—(0a—ﬂf)2

) (n-2)

dir. Bunun sonucunda,

2a/n-2
Ou <M +\/(”‘3)(% —ﬂf“)+(”—2)(t—nj (4.3)

Hy

ve

2a/n-2
e +\/02“ e +(”_2)(”‘3)[£} (4.4)

elde edilir. Simdi,

f(x)= \/(”—3)(02a - xz”’)+(n_2)(t_”j2a/n2

X

fonksiyonunu diisiinelim. O<a <1 iken x>A+1 i¢in f(x) fonksiyonu azalandir.

Boylelikle,

2a/n-2
(0= 1) -8 -2 n-2) 21

elde ederiz. Bu durum, (4.3) esitsizligi ve Lemma 4.2. den

2a/n-2
o, (G) < 1" +J(”—3>(%—(“1)2“)*(”‘2)(%)
tn

<n +\/(”_3)(‘72a -(A +1)2°’)+(n—2)(_]2a/nz

A+1

elde edilir. Benzer sekilde,

tn

o :J"Za—X2“+(n—z>(n_s>(—jz“/”‘2

X

fonksiyonu O < a <1 iken x<n igin azalandir. Buradan,

g(x) 2 g(n) =fo,, —n* +(n—2)(n-3)t2/"2

elde ederiz. Bu durum, (4.4) esisizligi ve Lemma 4.1. den

O, 2 1 +\/02a —n* +(n-2)(n-3)t*"?

> (A-I—l)a +\/02a —n?* +(n_2)(n_3)t2a/n—2
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elde edilir. Bununla birlikte ispatin ilk kismi tamamlanir.
Simdi (4.2) deki esitligin saglandigini kabul edelim. O zaman, yukaridaki tim
esitsizlikler esitlik olmak zorundadir. Alt ve {ist sinirlarin her ikisi i¢in, Lemma 4.9 dan

M, = iy =...= u,, olmak zorundadir. O zaman, Lemma 4.3 den ya G=K, ya da
GzK,, ,veya Gz=K,, olmaldir. Dahasi hem alt hem de ist smirlar igin
4 =A+1=n dir. Budurumda, Lemma 4.1 ve Lemma4.2den G=K yada G=K_ ,

oldugu sonucuna variriz.

Aksi durumda, eger G= K yada G=K, , ise, (4.2) deki esitlikler agiktir. m

Sonu¢ 4.12 «, 0<a <1 olacak sekilde bir reel say1 ve T, maksimum derecesi A olann

noktal1 bir aga¢ olsun. Bu durumda

<ne +\/(n-3)[% —(A+1)2“]+(n-2)[AL+1] -

>(A+1)" +o,, —n* +(n-2)(n-3)

o,(T)=

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart T = K, , olmasidir.

Ispat: Agaclar icin t =1oldugundan, Teorem 4.11 den sonug agiktir. m

Sonu¢ 4.13 a, 0<a <1 olacak sekilde bir reel say1 ve U, maksimum derecesi A olan

n noktal1 baglantil1 bir tek devirli graf olsun. Bu durumda

<ne +\/(n—3)[% —(A+1)2“]+(n—2)(Aan o

o,U)=

>(A+1)" +4o,, —n* +(n—2)(n-3)3%/"?
dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart U = K, olmasidir.

Ispat: Tek devirli graflarda 3<t <n oldugundan, Teorem 4.11 den sonug agiktir. m

Ozel bir durum olarak « =1/2 aldigimiz zaman, Das ve ark. (Das ve ark.,

2014a) ¢alismasindaki Teorem 2.5, Sonug 2.6 ve Sonug 2.7 yi elde ederiz:

Teorem 4.14 G, n noktali, m kenarli, A maksimum dereceli ve t geren agacgli baglantili

bir graf olsun. Bu durumda
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+1

gx/ﬁJr\/(n—3)[2m—A—l]+(n—2)(At—nj )

LEL(G) =

> A +1+\/2m—n+ (n—2)(n-3)t""?
Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G =K yada G=K, , olmasidir (Das ve

ark., 2014a).

Sonug 4.15 T, maksimum derecesi A olan n noktali bir aga¢ olsun. Bu durumda

s\/ﬁ+\/(n—3)(2n—A—3)+(n—2)(AL+lj )
>n—-2++A+1

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart T = K, , olmasidir (Das ve ark., 2014a).

LEL(T) =

Sonu¢ 4.16 U, maksimum derecesi A olan n noktali bir tek devirli graf olsun. Bu

durumda

<+/n +\/(n—B)(Zn—A—1)+(n—2)(Anjlj .

LEL(U) =

ZM+\/n+(n—2)(n_3)3ﬂ/nfz

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart U = K, olmasidir (Das ve ark., 20143).

Lemma 4.1 ile Lemma 4.9 arasindaki lemmalardan yararlanarak, asagidaki

sonucu elde ederiz.

Teorem 4.17 a, O<a <1 olacak sekilde bir reel sayr ve G, n>3 noktali, A
maksimum dereceli ve t geren agacli baglantili bir graf ve t, ile t,, (4.2) esitliginde

verildigi gibi olsun. Bu durumda;

(i) Eger G iki parcali ise
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) ) o ) t_n 2aln-2
5. (G)=5,(G) = <n +\/(n 3)[520, t, ]+(n 2)(t2j 4.5)

>t + \/sm —n** +(n—=2)(n-3)t*/"?

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = K, , olmasidir.

(ii) Eger G iki pargal1 degil ise

<(2A)“+\/(n—2)[sm—tga]+(n—1)[tij 7

2aln-1

5,(G)= (4.6)

S+ \/52a ~(28) +(n-D)(n— 2)(;—2}

dir.

Ispat: (i) Lemma4.9da N=n-2 ve i=2,3,..,n-1 igin x, =g** alarak ve Lemma 4.1

ile Lemma 4.2 yi kullanarak,

> (o -a) sz > (ar-ap)

2<i<j<n-1 <52a—qf“ _ t_n 2<i<jsn-1
(n-2)(n-3) ~ n-2 q (n-2)

n-1
elde ederiz. » g’ =s,, oldugundan dolays,
i=1

n-1

> (a-ag) =(n-3)Y -2 Y (agq;)

i a2 3
=(n-3)(s.. —qf“)—(iquz +i”z‘;qiza
=(n-2)(s,, ~ ) ~(s, ~a)

dir. Buradan,

(1-2)(5 ~)~(5, -] _ 5, a2 H/
(n=2)(n-3) LR

_(n=2)(s, —g2) (s, ~aF)’

) (n-2)
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dir. Bunun sonucunda,

2a/n-2
5, <0 +\/(n—3)(82a —qf“)+(n—2)[t—”J (4.7)

G

ve

2a/n-2
S, 20 +\/52a —q5 +(n—2)(n—3)(t—nJ (4.8)

O

elde edilir.

X

FO) = \/(” =3)(s,, - xz“)Jr(n_z)(t_”jza/n_2

fonksiyonunu diisiinelim. O<a <1 iken x>A+1 igin f(x) fonksiyonu azalandir.

Lemma4.6 dan g, >t, > A+1 dir. Boylelikle,

2a/n-2
F=T(t)= \/(” ~3)(sz —tzza)+(n—2)[t—n)

L

elde ederiz. Bu durum, (4.7) ve Lemma 4.2 den

2

<n +\/(n =3)(s,, ~t,2)+(n —2)(:—nj2a/n2

2

2a/n-2
5,(G) <qf +\/(n3)(sm —tf“)+(n—2)[tt—”}

elde edilir. Benzer sekilde,

2a/n-2
9% :\/SM e +(n—2)(n—3)[t—nj

X

fonksiyonu 0 <« <1 iken x <n i¢in azalandir. Buradan,

g(x)=g(n)= \/SZa —n? +(n—2)(n_3)t2a/n—2

elde ederiz. Bu durum, (4.8) ve Lemma 4.6 dan

s, >0 +\/52a —n** +(n-2)(n-3)t>"?

>, +\/52a —n* +(n-2)(n-3)t*"?

elde edilir. Bununla birlikte ispatin ilk kismi tamamlanir.
Simdi (4.5) deki esitligin saglandigini kabul edelim. O zaman, yukaridaki tim

esitsizlikler esitlige olmak zorundadir. Alt ve {ist sinirlarin her ikisi i¢in, Lemma 4.9 dan
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0, =0;=..=0,, olmak zorundadir. O zaman, Lemma 4.3 ve Lemma 4.7 den ya
Gz=K,ya da G=zK, ,veya G=K,,. Dahast hem alt hem de iist smrlar icin
g, =t,=n dir. Bu durumda Lemma 4.1, Lemma 4.2 ve Lemma 4.6 dan G=K_ ,
oldugu sonucuna variriz.

Aksi durumda, eger G =K, ise, (4.5) deki esitlikler agiktir.
(i) Lemma 49 da N=n-1 ve i=23,..,n i¢in X :qf"‘ alarak ve Lemma 4.5 i

kullanarak,

2
qia _q?’ a
2<;<n( : ) < Sy _q12 N i
(n-1)(n-2)  n-1 a,

< 2<i<j<n

(n-1)

Ta/n—z > (ar-a)

elde ederiz. ) ¢’ =s,, oldugundan dolays,

i=1

> (a7 -ay) =(n-2 Zq.z“ 2 3 (aq;)

2<i<j<n 2<i<j<n

=(n=2)(5,, — ") - (Zq. j +Zq?“
=(n-1)(s,, ~ %) (s, ~¢)

dir. Buradan,
(n_l)(sza _qlza)_(sa —qla )2 - Sza _qlza B t_l 2a/n-2
(D02 1 (a
P (n_l)(sza _qlza)_<sa - )2
B (n-1)

dir. Bunun sonucunda,

2a/n-1
5, <q° +\/(n—2)(sm —qf“)+(n—1)[qi] (4.9)

ve

2a/n-1
s, >qf’+\/52aqf“+(n1)(n2)(;—lj (4.10)
1

elde edilir.
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f<x>=J(n—Z)(sza—xw)+(n_1)(t_lf/”l

X
fonksiyonunu diisiinelim. O<a <1 iken x>A+1 i¢in f(x) fonksiyonu azalandir.

Lemma 4.6 dan g, >t, > A+1 dir. Boylelikle,

2a/n-1
f(x)< f(t) :\/(”_2)(32,, _tzza)Jr(n_l)(i]

L

elde ederiz. Bu durum, (4.9) ve Lemma 4.8 den

2a/n-1
s, (G)<q” + \/(n =2)(s, —t, ) +(n —1)(t—1j

L,

<(2A)" +\/(n ~2)(s,, ~,)+(n _1)(3%/“

2

elde edilir. Benzer sekilde,

2a/n-1
g(x) = \/szd —x**+(n-1)(n- 2)(t—1]

X

fonksiyonu 0 < a <1 iken x < 2A ig¢in azalandir. Buradan,

2a/n-1
9(x) 2 9(24) = \/SZa —-(2A)** +(n-1)(n _2)(;1_A]

elde ederiz. Bu durum, (4.10) ve Lemma 4.6 dan

2A

S 20 +\/Sza ~(24)" +(n —1)(n_2)(t_1j2a/nl

2A

ot \/sm (28 +(n-1)(n- z)(t_ljml

elde edilir. Buradan (4.9) ve (4.10) daki esitsizlikler saglanir. (4.9) ve (4.10) daki her bir

esitlik ancak ve ancak ¢, =t, =2A ve ¢, =0, =...=(, olmas: halinde saglanir. ¢, = 2A

ve (, =0, =...=(, olmasindan, G = K, sonucuna variriz. Bununla birlikte,

a(K,)=2(n-1)#n-1+/n-1=t,(K,)

oldugundan, (4.9) ve (4.10) esitlik haline gelemezler. m

Sonu¢ 4.18. «, 0<a <1 olacak sekilde bir reel say1 ve T, n>3 noktali, A maksimum

dereceli bir agac ve t,, (4.2) esitliginde verildigi gibi olsun. Bu durumda
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. ) s ) ﬂ 2a/n-2
o (T)=s,(T)= <n +\/(n 3)[32a t, }+(n 2)(tJ

>t,” +\/52a -n*+(n-2)(n-3)

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = K,  , olmasidir.

Ispat: Her agac iki parcal1 bir graftir. Agaglar i¢in t =1 oldugundan, Teorem 4.17 den

sonug agiktir. m

Eger Teorem 4.17 de 6zel olarak o =1/2 alirsak, Bozkurt ve ark. (Bozkurt ve

Bozkurt, 2014) ¢alismasindaki Teorem 3.1 de verilen sonucu elde ederiz:

Teorem 4.19 G, n>3 noktali, m kenarli, A maksimum dereceli ve t geren agagh

baglantili bir graf ve t, ile t,, (4.2) esitliginde verildigi gibi olsun. Bu durumda

(i) Eger G iki parcali ise

tn 1/n-2
LEL(G) = IE(G) = < n+\/(n3)[2mt2]+(n2)[t—j

2

> Jt, +y2m=n+(n-2)(n-3t""

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = K, , olmasidir.

(i) Eger G iki parcali ise

<~2A +\/(n2)[2mt2]+(n1){t£) .

IE(G) =

1/n-1
>\/E+\/2m—2A+(n—1)(n—2)[2tl—Aj
dir (Bozkurt ve Bozkurt, 2014).

Calismamizdaki Sonug 4.18 de 6zel olarak « =% alirsak, agaglarin Laplacian-

tipi enerji ve etki enerjileri i¢in agsagidaki sinirlar1 elde ederiz.
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Sonu¢ 4.20 T, n>3 noktali, A maksimum dereceli bir aga¢ ve t,, (4.2) esitliginde

verildigi gibi olsun. Bu durumda

<ﬁ+\/(n3)(2n2t2)+(n2)[tﬂj 7
>, +(n-2)

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart T = K, olmasidir

LEL(T) = IE(T) =
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tezde oncelikle graf teorideki temel bilgi ve kavramlar verilmistir. Sonra,
uzaklik tabanli bir indeks olan iletim diizensizlik indeksi tanimlanmis, Co-Pl indeks ile
aralarindaki iliski verilmis, capt 2 olan graflar i¢in sinir degerleri bulunmustur.
Ardindan Co-PI enerji tanimlanmis, graflar i¢in sinir degeri bulunmus ve bazi sinirlar
birkag topolojik indekse bagli verilmistir. Son olarak Laplacian-tipi enerji ve etki enerji
icin bir genelleme yapilmig, baz1 6zel degerler icin daha 6nce bulunan sinirlar elde

edilmistir.

5.2 Oneriler

Uzaklik kavrami graf teoride kullamilan 6nemli konulardan biridir. Iletim
diizensizlik indeksi ile diger indeksler arasinda bagmnti kurulabilir. Ayrica, genel
graflarin bu indeksi i¢in sinir degerleri elde edilebilir.

Co-PI enerji i¢in daha iyi sinir degerleri bulunabilir.

Laplacian-tipi enerji ve etki enerji i¢in farkli genellestirmeler yapilabilir.
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