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OZET

Sekiz bolimden olusan bu g¢alismanin amaci, olasilik ve Fourier serilerinin (C,7)

toplanabilmesini incelemektir.

Birinci bolimde, Fourier serilerinin (C,7) toplanabilmesi ile olasilik arasindaki
iliskinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verildi. ikinci bolimde R durum uzay1 ve
rasgele ilerleme ile ilgili teoremlerin ispat1 incelendi. Ugiincii béliimde regiiler ve
stiperregiiler fonksiyonlar ilgili teoremlerin ispati incelendi. Dordiincii bolimde h -
yol islemleri ile ilgili teoremlerin ispati incelendi. Besinci boliimde Markov
zincirinin Martin ¢ikis sinrt ile ilgili teoremlerin ispati incelendi. Altinci boliimde
Martin temsil teoremi ve minimal regiiler fonksiyonlarin sinifi ile ilgili teoremlerin
ispat1 incelendi. Yedinci bolimde R’ siir kararhiligi ile ilgili teoremlerin ispati
incelendi. Sekizinci boliimde nonnegatif h - siiperregiiler fonksiyonlarin sinir

davranisi ile ilgili teoremlerin ispati incelendi.

Anahtar Kelimeler: Olasilik, Fourier-Stieltjes serisi, Toplanabilme, Markov zinciri,

Regiiler fonksiyon, Martin temsil teoremi.
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ABSTRACT

The aim of this study which compose of eight parts, is to investigate probability and

the (C,r) summability of Fourier series.

In the first chapter, information about the historical development of the relation
ship (C,r)summability of Fourier series and probability is given. In the second chapter, the
proof of theorems with respect to the state space R and the random walk is investigated. In
the third chapter, the proof of theorems with respect to regular and superregular functions
is investigated. In the fourth chapter, the proof of theorems with respect to h -path
processes is investigated. In the fifth chapter, the proof of theorems with respect to the
Martin exit boundary of the Markov chains investigated. In the sixth chapter, the proof of
theorems with respect to Martin representation theorem and the class of minimal regular
functions is investigated. In the seventh chapter, the proof of theorems with respect to
resolutivity of the boundaryR’is investigated. In the eighth chapter, the proof of theorems
with respect to boundary behavior of nonnegative h - superregular functions is

investigated.

Keywords: Probability, Fourier-Stieltjes series, Summability, Markov chain, Regular

function, Martin representation theorem.
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SEMBOLLER VE KISALTMALARIN LiSTESI

S[f]: f fonksiyonunun Fourier serisi

an : Fourier katsayisi

b, : Fourier katsayisi

K, (t) : Dirichlet ¢cekirdegi

(C,7r) : r.mertebeden Cesa’ro toplanabilme

(C*, ) : (C,r) metodu ile olusturulan doniisiim dizisinin toplanabilmesi
a, = 0(1) : {a,} dizisinin sinirli olmasi

S(dF) : dF’nin Fourier-Stieltjes serisi

f*g : f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu(evrisimi)



1. GIRIS

Bir sayilabilir durum uzayinda bir gegici Markov zincirinin Martin giris ve ¢ikis
sinirlar1 olasiliksal ve potansiyel teorik metotlarin bir kombinasyonunu kullanarak ilk
olarak Doob [1] tarafindan olusturulmustur. Dogrudan olasiliksal yap1 daha sonra G.
A. Hunt [2] tarafindan 6nemli bir makalede yapildi. Bu iki ¢alisma 6zel drnekler ele
almak suretiyle yani 6zel ornekler géz Oniline alarak Markov zincirlerinin genel
teorisinin ve Martin siirlarinin agiklanmasinda ilging ve 6nemli bir problemi ortaya
att1. Bu 6zel 6rnekler; Martin siir olusturma problemi ve 6zel Markov zincirleri i¢in
sunum ve fine (ince) limit teoremleri ile ilgili ispat1 gibi daha hassas problem (Doob
[1], sayfa 452 ve bu konunun olasiliksal ve potansiyel teorik anlami i¢in Naim [3]’in
tezi) dir. Ozel Ornekler Lamperti ve Snell[4],Watanabe [5],[6] ( fine limit
teoremlerini tartismadi Doob, Snell ve Williamson [7] tarafindan tartisilmistir). Bu
calisma [1]’deki temel sonuglarin kisa bir 6zetini de igerir. Bu ¢alismalar disinda 6zel
ornekleri analiz etme ve olusturma yolunda bir sey yapilmamistir. Bu ¢alismanin
amaci Fourier serilerinin (C, r) toplanabilirligi ile dogal bir sekilde iliskili olan belirli
bir Markov zincirini goz Oniine alarak bu dogrultuda bir katki yapmaktir. Dizilerin
Cesa’ro toplanabilmesi ve bunlarin Fourier serilerine uygulamalarinin agiklamasi
icin [8]’e bakilabilir. [1], [3] ve [9] araciligiyla bu islem potansiyel teorisinin
olusturulmas1 Fourier serilerinin (C,7) toplanmasinda goriiniiste yeni tip limit
teoremlerini saglar. Bu limit teoremleri izleyen standart terminoloji ile fine (ince)
limit teoremleri olarak adlandirilir. Bu ¢alismanin 8. boliimiinde agiklamasi [10]’da
bulunan bir Fourier serisinin  “fine  limit” kavramim1  bir  Fourier
serisinin(C*, r)kavramina baglayan bir teoremin ispat1 incelenecektir. Bu ¢alismanin
esas sonuglarini 6zetlemeden once ¢cogu Zygmund [8]’den alinan bazi notasyonel

diizenlemeleri belirlemek ve bazi tanimlar1 hatirlatmak gerekli ve uygun olacaktir.

Tammm 1.1.F, (—m, m)araliginda simirli salinimli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

S(dF) ile gosterilen dF ’nin Fourier-Stieltjes serisi ile

1 T
tn = — J cosntdF (t)
—TT



1 T
b, = —f sinntdF (t)n = 0,1,2, ...
TJ)_g

% + Y, a, cosnx + b,sinnx (1.1)

formal trigonometrik serisini ifade ederiz. Bu durumda S(dF) Fourier-Stieltjes serisi
ile F, (—m, m)araliginda sinirli salinimli bir fonksiyon olsun bu durumda [8] den iyi
bilindigi gibi (C,r) toplanabilme konusunda o3, (x; dF)ile gosterilen S(dF) in

n.kismi toplami asagidaki denklemle verilir.

on (e, dF) = = [* K (x — t)dF(t) (1.2)
burada
T 1 n A;_]- : i
K;(t) = S+ D=0 —7 cosjt, n = lise
1 .
=, n=0ise (1.3)
ve
k r r(r+1) '

dir. Hatirlayalim ki k > 1 tamsay1, Ap=1 ve I"(r) Euler Gamma Fonksiyonu ([8])

kr
r(r+1)

olmak tizere yeteri derece bilyiik k’lar igin A} yaklasik olarak e esittir.

Simdi asagidaki 6zelliklere sahip |x|<rm ve|y|<m sartin1 saglayan (x,y) ciftlerinde

yani

{Goy): x| < m, |yl < m}

boélgesinde Borel dlgiilebilir

(Pg,n+1(x; Y), n=20,1,2, )

fonksiyonlarini ariyoruz.

ST Ky 7 = OPh pa (6, 9)dy = K (x — 1) (1.5)



veya denk olarak (—m, m)araliginda sinirl salinimli olan biitiin F’ler igin
ST 01 03 AF)PY 41 (x, y)dy = 07 (x, dF). (16)
Boyle operatorleri aramamizin sebebi onlar agsagidaki iki sart1 sagladiginda

Piai(x,y) =20, n=012,.. .7
Jo PraaGay)dy =1, n=012,.. (1.8)

bu durumda F, , (xx(w), 0 <k <n) rasgele degiskenler ile tiretilen Borel cismi

olmak iizere
{of (xa(W)); dF),F,, n=012,....}
martingale olan bu kiimeyle baglantili olan
{Pri1(xy), n=0123..}
ile verilen gecici olasilik yogunluklu
{x, (W), n=0,123..}

Markov stirecini olusturmak olacaktir. Kullandigimiz olasilik teorinin kavramlarim
ve martingale teorisinin sonuglart Doob [11]’in tezinde bulunabilir. Simdi her r > 1

icin (1.5), (1.6) ve (1.8)’1 saglayan
(P‘;lﬂ,n+1(x' }’). n= 0,1, )

her zaman bulunabilir. Fakat G.G. Lorentz ([12]’nin 5-7 sayfalar1) tarafindan
gosterildigi gibi her bir r i¢in (1.7) gerekli olarak basarisiz olur. [12]’de her bir
r > 1i¢in gosterildiki

(Pl oY), k=0,12,..}

operatdrlerinin uygun alt dizisi i¢in (1.5)-(1.8) gegerli olacak sekilde yeteri derecede
hizli olarak sonsuza giden {n,, k = 0,1,2,3, ... }alt dizisini buna ragmen se¢emeyiz.

Alt dizi F fonksiyonundan bagimsiz olarak olusturulur. Tam olmasi igin simdi bu



teoremin tam ifadesi verilecektir. Ispat igin [12]’nin 2. Kismindaki Bolim 1’e

bakilabilir.

Teorem 1.2. ([13]) r > 1 olmak iizere herhangi mertebeden (C,r) toplanabilme i¢in

(M) =0 tamsayilarin alt dizisi ve asagida li¢ sarti

oo . . . . .
saglayan{ Mk ies 1} =Ooperatorler1n1n uygun dizisi vardir.

(a) x'y € [ TT, T[]lgln nknk+1(x :V) - O
(b) Her k > 0 1<;1nf s, Yy =1

(C) f nknk+1 (x y) Nk+1 (y - t)dy = ng(x F t), k 2 0

Buna ek olarak n, =0 ve n; =1 ve genellikle ny,, asagidaki biiylime sartini

saglar.
- np+ang(r+ng—1)>2 19
nk+1 = T(T—l) ( - )
Pynp,, (X, y)fonksiyonlari agagidaki gibi tamimlanir:
Py (6 9) = 2[4+ 575, BY [y, i )cosj(x — y)] (1.10)
burada
r nk J/A .
Bf [y, ny4q] = T' j=12,...,n4. (1.12)
Angeyr/Angeyy

Gosterilebilir kim ve n,jden biiyilk n > m olacak sekilde keyfi sayilarsa (1.11)

formiilii iy1 tanimlidir. Yani

A/ A

Bjr[m,n] = T j=012,..m (1.11")
dir. Ayrica

1]1 . !
Pra(t,y) = =[5+ X, B] [m,n]cosj(x - y)|, (110)



dir. Boyle olmakla beraber keyfi m,n tam sayilart i¢in Py, ,(x,y) = 0 oldugu sarti
dogru degildir. Gergekten (1.10") ile tanimlanan Py ;4 trigonometrik polinomlarmin
(1.5), (1.6), (1.8) o6zelliklerini sagladig1 kolaylikla gosterilebilir. Fakat yukarda daha
once bahsettigimiz Lorentz’in teoremine gore (1.7) saglanmaz. Bu bizi dogal olarak
asagidaki tanima gotiirtir.

Tamm 1.3. ([13])Teorem 1.2°nin (a), (b), (c¢) sartlarin1 saglayan (1.10) formunun

co

(P{knk+1)k

edilebilir. Yani (ny)y=, uygun alt dizisi olarak adlandirilacaktir. (1.10") formundaki

o pozitif operatérlerinin uygun dizisi varsa (n;)y-, alt dizisi kabul

trigonometrik polinomlar i¢in kullanigh bir esitlik ifade edecegiz. Fakat bazi

notasyon tanitacagiz.

Eger f € L'[—m,m] ise bu durumdaf ve By, ninkonvoliisyonunu asagidaki gibi

tanimlariz.

(1.10")’nimn formu Py, ,, olmak iizere

(Prn* £)(®) = 7 F(x) PRa(t, x)dx. (L12)

Asagidaki esitlik rutin bir hesaplamadan sonra kolayca elde edilir. Eger
mgy, my,..my, 0<my < my <-- < myolacak sekilde negatif olmayan sayilarin

dizisi ise bu durumda

T — T T T
Pmo.mk - Pm0;m1 * Pml,mz * Kk Pmk,mk+1 (113)

dir. Not edilmelidir ki bu ézdeslik cebirseldir ve {m,-}j,‘=0 dizisinin bir admisible

(kabul edilebilir) alt dizinin elemanlar1 olmas1 gerekliligi yoktur. Ancak (1.13) kabul
edilebilir alt diziye uygulandiginda asagidaki faydali durumu verir.

Teorem 1.4. ([13])Bir kabul edilebilir alt dizinin her alt dizisi kabul edilebilir alt
dizidir.
Simdi bu calismanin temel sonuglarini ifade etmeye haziriz. Isimizin ilk siras1 R

durum uzayi ve {Xnk(w),k > O} ile gosterilen Markov zincirinin geg¢is olasilik

yogunluklar1 (1.10) ile verilen Markov siirecini olusturmaktir. Bu 2. Bolimde



yapilacaktir. Boylece bu random ilerleyis konusunda regiiler (harmonik) fonksiyon
kavramimi tanimlariz ve bu fonksiyonlarin asagidaki karakterizasyonlarini elde

ederiz.

Teorem 1.5. ([13]) u(ng,x) regiiler fonksiyondur < n.(C,r) kismi toplami

oy, (x) = u(ny, x) dzelligine sahip oy, (x) ile gdsterilen

s

Qo .
> + a, cosnx + b,sinnx

1

S
1l

trigonometrik serisinin bulunmasidir. Bu analizi daha ilerleterek asagidaki ek

sonuglari elde ederiz.

Teorem 1.6. ([13]) Bu random ilerlemenin Martin ¢ikis st €(0;1), Oklid
diizleminde birim diskin ¢evresi ve minimal pozitif regiiler fonksiyonlar(C,r) Kernel

(¢ekirdek)
{Kr(x—t):t € C(0;1)}
ile verilir.

Martin temsil teoremi Fourier seriler teorisinde [8] klasik asagidaki sonuca denk bir

Sonug Vverir.

Teorem 1.7. ([13]) u(ng,x) pozitif regiiler fonksiyonlarin sinifi pozitif 6lgiilii
Fourier-Stieltjes serilerin (C,r) toplamlarinin smifi ile aymidir, yani eger u(ny, x)

pozitif regiiler fonksiyonsa bu durumda
Vs
u(ng, x) = f Ky, (x —t)dF(t)
-7

olacak sekilde monoton azalmayan bir F fonksiyonu vardir.
7. ve 8. Boliimde asagidakiler iizerine bazi sonuglar verilecektir.

(1) Dirichlet problemi dogal olarak bu calismada tartisilan Markov siireci ile
iliskilidir.

(2) Brelot ([1], [2], [9]) anlaminda Martin sinirinin kararlilig.

6



(3) Fine (ince) topoloji ve uygun fine (ince) limit teoremleri.

Buradan anlasilacagi gibi 7. ve 8. Bolimde(1), (2) ve (3) lizerine bazi sonuglar
verilecektir. Cogu biiyiikk kismi i¢in ispatlar atlanmistir. Ciinkii ayrintilar Brelot,
Doob, Hunt ve Naim ( [1], [2], [3], [9]) tarafindan 6nceden daha genel bir sekilde
verilmistir. 8. Boliimde bir fine (ince) limitin olasiliksal kavrami ile [10] da
Zygmund tarafindan tartisilan (C*,r)limitinin klasik kavrami birlestirilmistir. Burada
esas sonu¢ mMartingale yakinsaklik teoremi ve (C*,r) kernel (¢ekirdek) in Ozel
yapisina dayanmaktadir. Bunlara ek olarak genel durumda bilinmeyen minimal
yollarlin kutuplara yakinsama orani iizerinde bir sonu¢ elde ediyoruz. ( Minimal

yollar ve 6zellikleri tartismasi igin [1] e bakilabilir).



2. R DURUM UZAYI VE RASGELE(RANDOM) iLERLEME

{n;}, sabit r.mertebeden(r > 1) Cesaro toplanabilmeye gore kabul edilebilir alt dizi
olsun. P§;(¢,n) = i > 0 oldugundanny = 1 ve n; = 1 se¢imini yapabiliriz yani
rasgele ilerlemenin ilk adimi (-m,w) araliginda diizgiin olarak dagilir. Bu rasgele

ilerlemenin gergeklestigi R durum uzayi asagidaki gibidir:

C(0;71,), n=0,1,2,...ile yaricapr 7, ve Oklid diizleminde orjin merkezli bir

¢cemberin ¢evresi gosterilsin.

=1 —ﬁ ,n=20,1,...veR, = C(0;r,) olsun. Ayrica B, ile R, in Borel alt

climleleri gosterilsin. Simdi asagidaki tanim yapilabilir.

Tanmm 2.1. ([13]) {ny}, (C,r) toplanabilmesine ait kabul edilebilir bir alt dizisi
olsun. Boylece {Bnk,k > 0} tarafindan {iretilen B’ Borel cebiri ile R = Uy Ry,

tanimlanir.

Oklid diizleminin biinyesel (relatif) topolojisinde verilen bir topolojiyi R iizerinde

tanimlariz.

Uyant 2.2. ([13]) Bu sekilde tamimlanan R nin kesinlikle bahsederkenR(n;) ile
yazilmas1 gerekecek sekilde kullanilan alt diziye bagli oldugu gdzlemlenmelidir.
Ancak bu bir durumdur. Burada notasyonel farkliliklar gereksiz sorunlara ve
karisikliklara neden olur. Ozellikle zaten kullanilan Ry, sembolii konusunda olur.
Buna ek olarak bu ¢alismada verilen tartisma herhangi bir n > 1 sayist ve herhangi

kabul edilebilir dizi i¢in gegerlidir.

Uyan 2.3. ([13]) Cok hesaplama ile ugrasilacaktir ve alt indisleri ve iist indisleri bir
ormanda kaybetmis gibi olmaktan sakinmak i¢in asagidaki diizenlemelerle uyum

halinde kullanmay1 asagida diisiiniiyoruz.

(1) ¢ € (—m, ) olmak iizere R nin noktalari rnkeifyerine (k, &)ile gosterilecek
(2) Cok kullanigsiz olan Py, , ., i6in Py k41 (€, 1) yazilacaktir.
(3) Ry, icinR) Ve By, igin By,



(k,&)noktasindaR tanim bolgeli u reel degerli fonksiyonun degeri u(k,§)

ile gosterilir.

Bu ¢alismanin kalan kismi igin kabul edilebilir dizi ve r sabit kalacagindan n,, alt
indisi ile k nin yerini degistirmek ve r st indisi ihmal etmek higbir karigikliga neden

olmayacaktir.

(4) Orjin merkezli diizlemde ortak merkezli ¢emberlerin ailesi olarak R nin kabul

edilmesi kolay anlasilma amacina yardimci olacaktir.

Tanmm 2.4. ([13]) Gegici olasilikli yogunluklar p,,; ;41 (€,7) ile R iizerinde rasgele

ilerleme simdi asagidaki yolla tanimlanir:

Eger (m, £)eR noktasinda bulunuyorsak bu durumda (m,¢) noktasindan Ae€B,, 4

Borel climlesine giden olasilik dagilim

I, Pmmer (§,m)dn (2.1)

ile verilir. Boylece (m,¢) noktasinda baslayan rasgele ilerleme R nin ardisik R,,
halkalar1 boyunca adim adim digsa dogru ilerler. (m, §) noktasindan AeB,, ., Borel
ciimlesine giden olasilik yogunluk (2.1) ile verilir. Daha formal olarak R durum

uzayl bir Markov siireci su sekilde tanimlanir:

Pmm+2 &n)= Pmm+1 (&, 0) * Pm+1,m+2 ()

olsun ve tlimevarimla p,,; 4k (¢, 7) ifadesini asagidaki gibi tanimlariz.

Pmm+k &)= Pmm+k-1 &, Q) * Pm+k-1,m+k () (2-2)

A, (—m, ) nin bir Borel alt ciimlesi olsun.

Py (6,4) = f PrmixEmdn k=12,

A

esitligini kuralim.eA ise Py, o (§,A) =1, € A ise P, (¢, A) = Oseklinde bir
standart sonu¢ tanimlanabilir ([11], sayfa 86) ki asagidaki iki 6zellige sahip olan
(—m, ) durum uzayh {X’k (m&w), k=012, } bir Markov stireci vardir.



@ P[Xo(m W) =¢] =1 (2.3)
ve k = 0 igin olasilig1 bir olan yani bir olasilikls,
(0) P [Kier1(m, ) (W) € A|Xi(m, E)(W)] = P ie(Xic(m, §)(w); A)
elde edilir.

Asagidaki yolla tanimlanan bu siirecin uzay-zaman versiyonuyla ilgilenilecektir.
Xie(m, )(w) = (m + k, Xie(m, W), k=012.. (2.4)

Bu durumda yogunluklar1 (2.4) ([1], sayfa 54) ile verilen sabit geg¢isli olasiliklarla
{Xi(m,&)(w): k = 0} R iizerinde bir Markov siirecidir. Gosterim kolaylig1 igin w
ihmal edilecek ve X, (m, &)(w)igin X, (m, &) yazilacaktir. Bu gosterim kolaylig
standarttir.

10



3. REGULER VE SUPERREGULER FONKSiYONLAR

Tammm 3.1. ([13]) Eger u, R iizerinde nonnegatif 6lgiilebilir fonksiyon veya R nin

her bir R, halkasinda alttan sinirli ise (k, £) noktasinda p * u fonksiyonu

P* W) = f Presr Em ulk +1,m)dn

seklinde tanimlanir.

Tammm 3.2. ([13]) A, R nin 6l¢iilebilir alt ciimlesi olsun. Eger A lizerinde u > p * u
ve A iizerinde p * u sonlu ise Ry (—o < u < +o0) halkasinda alttan smirh olan

olgiilebilir u fonksiyonuna A iizerinde siiperregiilerdir denir.

Uyan 3.3. ([13]) Gozlemlenmelidir ki eger (p * u)(k, &) < +oo ise bu durumda
Ry 44 lizerinde yogunlugu py r+1(&,n)dn olan olgliye gére hemen hemen her yerde
|lu(k + 1,1n)| < +oo dir. Ry lizerindekilebesgue 6lgiisiine gore hemen hemen her

yerde |u(k + 1,1)| < 400 sonucu ¢ikar.

Tamim 3.4. ([13]) —u, Alizerinde siiperregiiler ise u’ya A lizerinde subregular (alt
regiiler)denir. u ve —u nun her ikKisi de A tlizerinde superregiiler ise bu durumdau’ya
A lizerinde regiilerdir denir. Eger A = R ise R flizerinde ciimlesi kaldirtlir ve u,

siiperregiiler, regiiler veya subregiiler (altregiiler) diye adlandirilir.
Teorem 3.5. ([13]) u siiperregiiler ise 6lgiilebilir
{Xo(m, &), ..., Xpe(m, §)}
rasgele degiskenlere gore Fj, en kiiciik Borel cismini gostermek {izere,
{ulXi(m, )], Fi, k > 0}

[fadesi Stochastic siireci siiper martingaledir(siipermartingalenin tanimi igin [11]’de

Boliim 7’ye bakilabilir).



Ispat: Asagidaki gosterim kolaylik saglayacaktir. p@® * u = p * (p * u) tanimlansin

ve genelde p™ xu = p * (p™~* * u) tanimlanir. Bu

@™ *w)(M, &) = [ Prmn (€,1) ulm +n,n)dn 3.1)
esitligi gostermek icin rutin hesaplamadir. Ayrica u nun siiperregiiler olmasi
UZP*uZp(Z)*uZ---Zp(")*u

olmasini gerektirir ve bu ylizden her n> 1 i¢in (p(”) * u) (m, &) < +oodir.Simdi
gozlemlemeliyiz ki E{u[X,,(m, &)]} ile gosterilen u[X,(m,&)] nin beklenen degeri

her n> 1 i¢in sonludur. Bu kolaylikla saglanan asagidaki denklemden cikar.

E{ulX,(m, )1} = (0™ * w)(m, ). (3.2)

Xo(m, &) = (m, &) oldugundan E{ul[X,(m,¢)]} sonludur < u(m, &) sonludur

sonucugikar.  Her  bir  durumda  Markov  oOzelliginden  ([11],sayfa
80)E {ul[Xy(m, O)]|Fy-1} = E{u[Xpn(m, ]1X,-1(m, $)}

= (p * u)(Xn—l(m' f)) =< u[Xn—l(m: f))

Fakat bu kesinlikle bir Stochastic siirecin supermartingale olma sartidir. Regiiler
fonksiyonlarin énemli bir sifi bir S[dF] in n. (C,7)kismu toplamlaridir. Ozel olarak

Teorem 3.4’e asagidaki 6nemli sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.6. ([13]) o/ (&;dF), S[dF] nin n. (C,r)kismu toplami olsun.{n, }kabul

edilebilir dizi olmak tizere

u(k,§) = 0,,(,dF)

esitligini olusturalim. Bu durumda u(k,§), R tizerinde regiiler fonksiyondur ve bu

yuzden {u[X,(m,§)], E,, n = 0}bir martingaledir.

Ispat:p * u = u oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi

(P *w)(m &) = f Promss (€ u(m + 1, )dn

12



T

- f Pon (Em) oL (& dF) = of, (& dF)

dir. Son esitligin  Tanim (1.14) ve (1.6) dan ¢ikacagi kolaylikla gosterilebilir.
u(m,§) = oy (&, dF)nin gosterilmesiyle ispat tamamlanir. Bu teoreme cevap biraz

zor ve ¢ok daha 6nemlidir, yani bu teoremin tersi biraz zor ama daha 6nemlidir.

Teorem 3.7. ([13]) u, R iizerinde nonnegatif regiiler fonksiyondur <
o, (& dF) = u(k,$) (3.3)

olacak sekilde ( —m, ) lizerinde sinirli salinimli azalmayan bir F foksiyonunun var
olmasidir. Diger bir deyisle negatif olmayan regiiler fonksiyonlarin sinifi pozitif

olgiilii Fourier-Stieltjes serisinin r.Cesaro ortalamalarinin sinifi ile aynidir.

Ispat:u, (3.3) formunda ise bu durumda Sonug (3.6)’ye gore u regiilerdir. Boylece
sadece tersini ispatlamamiz gerekecektir. Boylece kabul edelim ki u, nonnegatif ve R
tizerinde p * u = u olsun.n.kismit toplamiS,, () ile gosterilen (1.1) formunda bir
formal trigonometrik fonksiyon olusturalim oyle ki S, (§) ‘e(C,r) toplanabilmeyi
uygulayarak oy, (&) = u(k, &) 6zelligine sahip yeni bir oy, (§) dizisi olugsun. Bu
yapt sadece u nun  nonnegatif olmasmma  bagli  degildir.  Eger
n. (C,r)toplamlarmonnegatif olan formal trigonometrik seri dF negatif olmayan

Olcii olmak iizere S(dF) ise boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Fakat bu Fourier serilerinde ( [8], sayfa 82) klasik bir teoremdir. Simdi detaylar
vermek igin ilerleyelim. Ik olarak (p *u)(k,&) min n, .dereceden trigonometrik
polinom oldugunu gosterelim. Bu pg 41 (§,m) yogunlugu ny. derecede bir

trigonometrik polinom oldugundan agiktir. u’ nun regiilerliginden hemen

u(k, &) =ank,0+27§1 Ay, j COSJE + by, ;Sinj& (3.4)
sonucu ¢ikar. u nun regiilerligi asagidaki esitligi gerektirir:

ank,0+27’=‘1 A, j COSjE + by, ;Sinjé

_ n r . ..
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ank.o = ank+1,0 = 2 ’ k = 0,1,2, vee)
a‘l’lk,j r bnk,j .
= Bl [ e =5, k=012, =012, (35)
a b
N+1.J Npeg1.J

sonucunu elde ederiz. Simdi (1.11) esitligini kullanarak

Ang.j _ Angyrd (3 6)
Azk—f/Ar Ark+1 I/Ank+1 '

Ve benzer sekilde

bnk J bnk+1 J =b

i k=012,..,
nk J/A nk+1 J/Ank+1 ’

elde ederiz. Bir rutin hesaplamadan sonra kolaylikla gosterilir ki (aj);o ve
(b,-):’, (3.6) formiilii ile u’ dan elde edilmek {izere
% + Xj21 aj cosjé + bjsinj§ (3.7)

formal trigonometrik serisi, (3.7)’nin n.(C,r) kismi toplami oy, () olmak {izere
op, (&) = u(k, &) dzelligine sahiptir. Boylece u regiiler fonksiyonlarm ciimlesi ve
formal trigonometrik serilerin (C,r) kismi toplamlari arasinda birebir uygunluk

vardir. Simdi Fourier serileri teorisinde ([8], sayfa 82) asagidaki klasik sonucu

hatirlatalim.

Teorem 3.8. ([8]) F azalmayan bir fonksiyon olmak tizere (3.7)’nin S(dF) olmasi
icin gerek ve yeter sart n = 0,1,2, ...i¢inay, (&; dF) = 0 olmasidir.

Aslinda Zygmund’un asagida belirttigi gibi Teorem 3.8 in hipotezi zayiflatilmistir:
k = 0 iginoy, (§) = 0 olacak sekilde sonsuza giden bir (n,)g alt dizisi vardir.

Simdi temsili teoremimize goére u’nun hem nonnegatif hem de regiiler olmasi

hipoteziay, (§) = 0 olmasii gerektirir ve bu yiizden u(k,$) = oy, (&, dF) dir.

Uyan 3.9. ([13]) Bu teorem 5. Boliimde olasiliksal olarak elde edilecektir.
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4. h-YOL ISLEMLERI

Asagidaki minimum kural1 faydalidir.

Teorem 4.1. ([13]) h, R iizerinde negatif olmayan regiiler bir fonksiyon ve
h(m, &) = 0 olacak sekilde (m,¢&) € R noktasinin var oldugunu kabul edelim. Bu

durumda h 6zdes olarak sifirdir.

ispat:0 = u(m, &) = [* prmer (€, u(m + 1,n)dn

dir. Bu yiizden hern € (—m, m)igin u(m + 1,n) = 0dir. Genel olarak

0= u(m,é) = f Pmessc & W ulm + ko m)dn

ve bu ylzden k =0,1,2,..i¢cinu, R,y lzerinde 6zdes olarak sifirdir. Simdi
yukaridaki argiimenin R, lizerinde u = 0 ise bu durumda R,,, iizerinde u = 0
oldugunu da ispatlar ki ve bu yiizden her k = 0 igin Ry, lizerinde u = 0 dir. Bu ispat1

tamamlar.

Kabul edelim ki h # 0 nonnegatif regiiler bir fonksiyon olsun ve Teorem 4.1 ile h‘in
asla sifir olamayacagini kabul edebiliriz. Doob [1]” i izleyerek potansiyel teorinin
klasik ve olasilik tartigmasinin her ikisinde onemli bir rol olan h-yol kavramini

tamimlaniz ([1], [2],[3].[9].[14], [15]).

Tammm 4.2. ([13])R iizerinde h # 0 nonnegatif regiiler fonksiyonsa bu durumda

p,’{" k+1yeni gecis olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

h(k + 1,
plicl,k+1($z’77) = plrcl,k+1($z' n)(h(k—f)n)' k>0

p,f(“kﬂ(f,n) gecis olasilik yogunluk fonksiyonu ile (m, &)noktasinda baslayacak R

izerinde rastgele ilerleme
{Xp(m,§), n >0} (4.1)

ile gosterilecektir.



Uyan 4.3. ([13]) (4.1) Markov siireci “h-yol islemi” olarak adlandirilir ve buna

karsilik gelen olasilik yollar h-yollar olarak adlandirilir.

Tamm 4.4. ([13]) A iizerinde p" = u sonlu ve A iizerinde u > p™ * wise Rnin her
bir R,, halkasinda alttan sinirli 6lgiilebilir olan u fonksiyonunaR nin A alt ciimlesi
tizerinde h -superregiilerdir denir. h -regiiler fonksiyonlar ve h -altregiiler
fonksiyonlarin uygun tanimlari simdi Tanim 3.4ten aciktir. Detaylar1 ihmal ediyoruz.

Teorem 3.5’1n asagidaki benzeri teorem kullanishidir ve ispati ihmal edilecektir.

Teorem 4.5. ([13]) u, h-superregiiler fonksiyonsa bu durumda
{uXp(m,$)),F, n=0}

stipermartingaledir.

Ispat1 tanimdan hemen ¢1kan asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.6. ([13])Nonnegatifv fonksiyonu h-siiperregiilerdir < v = % olacak sekilde

R iizerinde siiperregiiler u fonksiyonu vardir. Ozel olarak %, h-stiperregiilerdir.
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5. MARKOV ZINCIRININMARTIN CIKIS SINIRI

Doob [1]’1 izleyerek (2.4) Markov siirecinin Green fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanir:

Pk,m(f,ﬂ), m=>k+1 ise

5.1
0, 0<m<kise (5.1)

Gem(GE) = |

Diger bir  deyisle, Gyn,,(§,m) tam olarak m —k adimda (k,&) € Ry,
noktasindan (m, ) € R, noktasina giden olasilik yogunluktur. Martin [16] ve Doob

[1] den hareketle K, ,,, (£, 7) Martin gekirdegi asagidaki gibi tanimlanir:

ka(fﬂ?) .
. sy > 1
Rim (&) = { Gomom® M ZHH L s (5.2)
0, 0<m<kise

Teorem 5.1. ([13])m = k + 1 igin

@ Gem(E) = 2[5+ 2], BT [ nlcosj¢ =)

1
(b) Gom(Em) = =

dir.
Ispat:(a)’nin ispat1(1.13) ve (1.10") den hemen cikar.

(b) , (a)’nin 6zel bir durumudur.

Béylece K igin asagidaki basit ifade elde edilir.

2mpgm(§,m), m=k +1 ise
0, 0<m<kise

Kim(&m) = { (5.3)

(2.4) Markov siireci igin Martin ¢ikis sinir1 olusturmak i¢in (5.3)’iin asimptotik bazi

sonuglarina ihtiyag vardir. Ornegin (1.4)’{i kullanarak dogrudan hesaplamayla

lim,, .o A:;f —1 (5.4)




oldugunu gostermek kolaydir. Bu ve (1.2)’den hemen

I BT _ Ay 5.5
My o j [nk: nm] Y ( : )
W’

sonucu ¢ikar. Bu sonuglan Gy .,(&,7n) icin (a) ifadesine uygulayarak ve (1.11)’i

kullanarak

K, (§—m)
Vs

limnm—won,m (E: 77) = (5-6)

elde edilir. Simdi bu son sonu¢ olduk¢a kullamishidir. Ciinkii siirecin Martin ¢ikis
sinirmin belirlenmesi problemi séz konusudur. Ozel olarak (m,n) noktasiniR ‘deki
noktalarin bir dizisi olarak diisiiniirsek diizlemin Oklid topolojiyle R iizerine

indirgenen topolojiye gore limit alinmak iizere

lim (m,n) = limn, e™ (5.7)
m—-oo n-oo

Oldugu aciktir. R lizerindeki bu topoloji asagidaki metrik tarafindan iiretilir.

a[(k, §); (m, TI)] = |Tnkeif - rnmeinl (5.8)

d metrigine gore R’nin tamlamasimnin R ciimlesine R’ = C(0; 1) birim diskin gevresi

ile eklendigini gostermek kolaydir.

Teorem 5.2. ([13]) Kxm(&,7n), (m,n) nin fonksiyonu olarak R U R’ ciimlesine

stirekli bir genislemeye sahiptir.
t € (—m, ) olmak iizere e € C(0; 1) gosterimiyle

lim(m,r/m)—ﬂ: I?k,m(ff nm) = ZI?nk (E - t) (59)
elde edilir.

Ispat: Gostermeliyiz ki Kj ,,(&,1) , ng. dereceden trigonometrik polinomdur. Bu

Teorem 5.1°in (a) hipotezinden hemen ¢ikar.k vem sabit tutulmak {izere

r

A?’l
fGm,m) = 7= cosj(§ — )

Np—Jj
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olsun. Teorem 5.1’in (a) hipotezi ileK, ,,, (£, 1), f;(m,n)nin sonlu lineer birlesimidir

bu yiizden ispat1 tamamlamak igin limey,, )¢ fj (M, 1m) = fj(t) var ve buna ek

olarak f;(t) nin C(0;1) iizerinde siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Ispat

kolaydir. ilk olarak gdstermeliyiz ki

lim(m,n,,) =t m—> o ve limn,, =t dir. Bu hemen (5.4) ve cosinus
m-—-oo

fonksiyonunun siirekliliginden ¢ikar ki
lim f;(m, 1) = cosj (§ —t) = f;(0)

dir. Bu fj(m,n) nin R U R'siirekli bir genislemeye sahip oldugunun ispatlar ve bu
yiizden K ,,(§ n)igin de dyledir. Ayrica R U R’ kompakt metrik uzay oldugundan

genisletilmis fonksiyon R U R’ de diizgiin siireklidir. Onceki tartisma asagidaki gibi

Ozetlenebilir.

Teorem 5.3. ([13]) (2.4) Markov siirecinin Martin ¢ikis sinir1 C(0; 1)dur.
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6. MARTIN TEMSIL TEOREMIi VE MiNIMAL REGULER
FONKSIYONLARIN SINIFI

Kabul edelim ki v, R iizerinde pozitif regiiler bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1 T
G =5 | v

?®8) lan
2T

supportu (destegi) R,, de bulunan R {izerinde 6l¢ii tanimlayan yogunlugu

monoton azalmayan bir fonksiyondur. F,(r) = C sabit oldugundan (d F,,, n = 0)
lerin R iizerinde diizgiin sinirli oldugu sonucu ¢ikar. Buna ek olarak v nin regiilerligi

k < ni¢in
f Ren(EdF(n) = v(k, )
Rp

olmasini gerektirir. Ayrica K’ninR U R’ iizerinde diizgiin sinirli olmasi ve Helly se¢im

prensibi ile asagidaki sonug elde edilir:

v(k,§) = lim j Kicn (&, mdFy () = 2 J Kin(E —td F(0)

RI

olacak sekilde supportu (destegi) R’ de bulunan bir dF 6lgiisii vardir. Boylece sabit faktor
hari¢ olasilik metotlart ile Teorem 3.5 olusturulabilir. Bunu formiil olarak asagidaki gibi

yeniden ifade ederiz.

Teorem 6.1. ([13]) Eger v, R iizerinde bir pozitif regiiler fonksiyonsa bu durumda

o(k, €) = f KE (€ - 0)d F(©)

olacak sekilde R’ iizerinde bir dF dlgiisii vardir.

Simdi  gosterilmelidir ki her t € (—m,m) i¢in Ky (£ —t) Martin anlaminda

([1].[9], [14]) minimal regiiler pozitif fonksiyondur.



Teorem 6.2. ([13]) Eger herhangi bir pozitif regiilerv < u fonksiyonu igin bazi ¢
sabiti i¢in v = cu oluyorsa u pozitif regiiler fonksiyonuna minimal pozitif regiiler

fonksiyon denir.

Minimal pozitif regiiler fonksiyonlarin sinifin1 karakterizasyonuna gegmeden 6nce

Fourier-Stieltjes serileri i¢in asagidaki teklik teoremine ihtiya¢ duyulacaktir.

Teorem 6.3. ([13]) Kabul edelim ki F, (—m,m) araliginda sinirli salinimli monoton

artan ve S(dF)Fourier-Stieltjes serisine sahip olsun. Ayrica

1 t
E,(t) = —f oy, (x; dF)dx
T —TU

olsun. Bu durumda F, de (—m,m) araliginda sinirli salinimli, monoton artan

fonksiyondur. Ayrica f, (—m, m)araliginda siirekli periyodik bir fonksiyonsa

iim [ r@dr© = [ f©dr©

dir. YanidFE, olgiileri dF Olgiisiine zayif olarak yakinsaktir.
Ispat: Integrasyon sirasmin degistirilmesi iizerine Fubini teoremi ve (1.2) ile

f_ Zf (D) dF,(t) = 1 f;f (t) I fjth (t— x)dF(x)l dt

L

-| "ol F)dF (x)

elde edilir. Simdi r > 1 igin iyi bilinen Fejer ([8], sayfa 48)’ in teoreminde x de

diizgiin olarak
lim oy (x; ) = f(x)
n—-oo

dir. Bu yiizden

im [ o7 arco = [ fearc)

ve boylece herhangi siirekli f fonksiyonu i¢in
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iim [ f@dR© = [ @@

dir. Bu teoremi ispatlar.
Sonuc¢6.4. ([13]) Kabul edelim kia ve b, F nin siireklilik noktalari olmak tizere

a < x < b i¢in lim o}, (x; dF) = 0 olsun. Bu durumda [a, b] nin dF 6lgiisi sifirdir.
n—oo

Ispat: Onceki teoremden dolay1 dF, zayif olarak dF’e yakmsar. Bu yiizden F nin

siireklilik noktas1 olan biitiin x noktalarinda E,, F’e yakinsar. Ozel olarak

limF,(a) = F(a)velimE,(b) = F(b)

n—oo n—-oo

dir.

b
E,(b) — E,(a) = f o} (x; dF)dx

a

oldugundan hipotezden [a, b] lizerinde lim o}, (x; dF) = 0 oldugundan
n—-oo

lim E,(b) — F,(a) = 0=F(b) — F(a)

n—->oo

sonucu elde edilir. Bu ispati sonuglandirir.

Teorem 6.5. ([13]) Eger u minimal pozitif regiiler fonksiyonsa bu durumda bazi C

sabiti ve bazi t € R’ noktalar1 i¢in

u(k,§) = CKz(§—1t)
dir.

Uyari16.6. ([9]) t noktas1 minimal pozitif regiiler fonksiyonun kutup noktasi olarak

adlandirilir.

Ispat: Teorem 6.1denu, R iizerinde bir pozitif regiiler fonksiyonsa

u(k,§) = j KL, (€ — )dF (t)
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gosterimi vardir. Gosterecegiz ki u minimal pozitif regiiler fonksiyonsa dF o6lgiisii
tek bir noktada yogunlasir. Kabul edelim ki pozitif dF Ol¢iistiniinE; ve E, kapali
aralik komsulugunda bulunan t; # t, € R" seklinde herhangi iki nokta mevcut
olsun.E; veE, nin bitis noktalarmin sifir dlgliye sahip oldugu E; ve E, nin ayrik
oldugu da kabul edilebilir. Simdi i = 1,2,3, ...i¢in

f KL (€ — )dF () < j KL (€ — )dF (t)

Eq R’

elde edilir, bu yiizden u’nun minimal olmasi kabuliinden dolay1 C; sabitler olmak

luzere

Couk, &) = j KL, (€ — )dF(t)

elde edilir. Lebesque-Privaloff-Young ([8], sayfa 55-59) klasik teoreminden eger
(mjf j) ya t € E; veya t € E, noktalarina yakinsayan noktalarin dizisi ise bu

dUIU“lda
1iIIl “( 1151) 0
j—oo

sonucu ¢ikar. Sonug 6.4’tenE; ve E, nin dF olgiileri sifirdir. E; ve E,nindF pozitif

6lciilii olmast hipotezi ile gelisir.

Belirtilmelidir ki bu argiiman 1960-1961 ikinci doneminde Illinous Universitesinde
potansiyel teori lizerine yayimlanmayan Profesor M.Brelot tarafindan kullanilan ders

notlarina ait bir argiimana benzerdir.

Tersine olarak kabul edelim ki u regiiler ve wu(k,¢) <Ky, (§—t) olsun. Bu
durumda (C, ) gekirdeklerinin ([8], sayfa 48) iyi bilinen 6zelligidir ki t' # t,t" € R’
noktasina yakinsayan bdylesi (mj,f j) dizileri i¢in u sifira yakinsar. Yukarida

kullanilan ayni neden gosterir ki
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u(k,§) = f KL, (€ — )dF ()

RI

oldugundan t noktasinda yogunlasmis dF Olgiisii elde edilmelidir. Bu minimal
pozitif regiiler fonksiyonlarinin sinifinin {Kflk(f —t),t € (—m,m)} ile verildigini
gosteriri ki ispat tamamlanmis sonucu ¢ikar. Bu ispati bitirir ki minimal regiiler

fonksiyonlarin sinifi

KL & -0, t € (-m,m)}

ile verilir.
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7. R’ SINIR KARARLILIGI
Simdiki baglamda Dirichlet problemi asagidaki gibi ifade edilebilir:
(7.1) Dirichlet Problemi. ([13])

Tanim ctimlesi R'olarak verilen siirekli bir f fonksiyonu i¢in sinir degerleri f olan R

tanim kiimesine sahip bir regiiler u fonksiyonu bulunuz.

Brelot [9] tarafindan belirtildigi gibi asagida formiile edilmis olan daha genel tipte
Dirichlet problemini diisiinmek daha dogaldir.

(7.2) Dirichlet Problemi. ([13]) (7.1) deki aymi hipotezleri saglayan verilmis
f fonksiyonu igin sinir degerleri f olan R tanim kiimeli bir h-regiiler fonksiyonu

bulunuz.

(7.2) problemi iizerine elde edilen sonuglar1 ifade etmek igin h -regiiler Olcii

kavramini tanimlamak gerekir.

Tamm 7.3. ([13]) A,

h(k, &) = j KL, (€ — )dH(D)

gOsterimiyle R tizerinde pozitif regiiler bir fonksiyon olsun. Her (k,&) € R igin
R’ iizerinde h -regiiler Olgii olarak adlandirilan olasilik Olgiisii asagidaki gibi

tanimlanir:

K7, (§—t)

KT )i A = [, S dH () (1)

Uyan 7.4. ([13]) h = 1 oldugunda iis kuvvet ihmal edilecektir. Bu arada u™n, [9]
daki temel ¢alismasinda Brelot tarafindan potansiyel teori i¢inde tanimlanmis olan

klasik h-harmonik 6lgiliye benzer olmasini arastirmak ilgingtir.

Simdi (7.2) problemine donelim. Bu tip bir Dirichlet problemini ¢6zmenin dogal
yolu, agiklamasi [9] ve [17] de bulunan PWB (Perron-Wiener-Brelot) metodu
araciligiyla yapilir. Bu metodun farkl tiirliniin mevcut baglamda asagidaki sonucu

elde etmek i¢in uygulanabilecegi [12] de gosterilmistir.



Teorem 7.5. ([13]) Eger f € L'[u"] ise bu durumda f, h-kararlidir. Yani PWB
metodu (7.2) Dirichlet problemine tek bir ¢dziim verir ve buna ek olarak u ¢oziimii

asagidaki gosterime sahiptir.

u(k,&) = [*_fOu" [(k, &); dt] (7.2)

T K;;k _
- [ ro 2D ane

Uyarni 7.6. ([13]) Tanim ciimlesi R'olan herhangi bir siirekli f fonksiyonu i¢in PWB
metodu araciligiyla f’e karsilik gelen bir tek h-regiiler fonksiyon bulunabilir. Bu
nedenle R’, h-kararlilik olarak isimlendirilir. (7.2) ye bir tek u ¢oziimii veren PWB
metodu i¢in f fonksiyonu h-kararlidir diye isimlendirilir. Brelot ([9],[17]) h-kararli
sinirli fonksiyonlarin ctimlesini klasik durumda karakterize etmistir. h-kararlihigin

onemli bir sonucu asagidaki teoremdir.

Teorem 7.7. ([1], [14]) Biitiin pozitif regiiler h fonksiyonlari igin R'ninh-kararlilig

h-yollarin R’ iizerindebir tek noktaya olasilikla yakinsamasini gerektirir. Yani
limX*(m, &) = XE(m, &) € R’
n—oo

var ve ek olarak

BX5(m,§) € A] = p*[(m,§); A]

dir.hminimal pozitif regiiler fonksiyon olmak {izere (7.7)’1i 6zel duruma uygulayarak

asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 7.8. ([13]) h(k, &) = Kj, (£ —t), t kutuplu (yani dH olgiisii t noktasinda
yogunlagmistir) minimal pozitif regiiler fonksiyon olsun. Bu durumda h-yol siireci
olasilikla tek bir t degerine yakinsar. Bazen bu,t ye yakinsama sarti siireci ile

adlandirilir.

Ispat: (7.1) ve Teorem 7.7°e gore eger t, A’nin kapams1 degilse u[(m, £); A] = 0
aksi taktirde t yi iceren her kapali kiime icin p[(m,&); A] = 1dir. Bu ispat1

tamamlar.
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Uyan1 7.9. Bu teorem, daha sonra minimal yollarin kutuplarina yakinsama orani

tizerinde bir tahminle gii¢lendirilecektir.
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8. NONNEGATIF h-SUPERREGULER FONKSIYONLARIN
SINIR DAVRANISI

Goriildiigii gibi Teorem 7.5 tamamlanmamustir. Ozel olarak eger f fonksiyonu u nun
sinir degeri ise herhangi bir durumda tartisilmayacaktir. Ispatsiz verilen asagidaki
sonuclar Doob ve digerleri [1], [2],[14], [15],[18] kaynaklarinda detayli bir sekilde
tartisilmistir. Elbette martingale yakinsaklik teoremlerinin ispati zorluga dayanir.

Yani, bu teoremlerin ispatinin zor olduguna inanilir.

Teorem 8.1. ([13]) f € L'[u"], PWB" metodu yardimiyla (7.6) ile verilen u

¢Oziimiine sahipse bu durumda bir olasilikla
lim u[Xz (m, ) (W)] = f[Xe(m, (W)
dir.

Uyan 8.2. ([13]) Teorem 8.1deki limit Doob[1] ve Naim [3] de gosterildigi gibi (2.4)
stirecinin Martin ¢ikis siirinda fine(ince) topoloji kavramini tanitmakla olasiliksiz
baglamda konulabilir. Simdi bunun yapilmasina devam edilecektir. Bir ¢ok kisim

i¢in ispatlar atlanacaktir.
Teorem 8.3. ([13]) (0-1 Kanunu)

h, t kutuplu minimal pozitif regiiler ve E, R nin olgiilebilir altclimlesi olsun. Bu
durumda h-yollar genellikle sifir veya bir olasilikla sonsuz olarak E de uzanir. Eger

ilki dogru ise E , t noktasinda incedir denir.

Teorem 8.4. ([13]) Eger R — E, t noktasinda ince ise E climlesine, t Martin sinir
noktasinin fine(ince) komsulugu denir. Bir (m,§) € R i¢ noktasi i¢in komsuluk
sistemi d metrigi  (5.8) ile tanimlanir. Bu komsuluk sistemi izleyen standart

terminoloji, fine topoloji olarak adlandirilan RUR' iizerinde bir topolojiyi tanimlar.

Tammm 8.5. ([13]) Bir v fonksiyonu, hemen hemen her t € R’ i¢in hemen hemen
tiimii h-regiileru” ifade etmek iizere fine topoloji anlaminda bir f(t) limitine sahipse

bu durumda £, v nin h-fine siir fonksiyonu olarak adlandirilir.



Teorem 8.6. ([13]) Eger v nonnegatif h-superregiiler fonksiyonsa, bu durumda

v(m,§) = E{ fIX&(m )]}

olacak sekilde h -kararliligi f olan h -fine sinir fonksiyonuna sahiptir. Esitligi
saglayan sartlar[15] te tartisilmistir. Olasilik bakis agisindan dikkate almak gerekir ki
eger f, v nin h-sinir fonksiyonu ise bu durumda hemen hert € R'iginh-regiiler

Olgiilii bir olasilikli

limy,00 v[X7(m, O] = f () (8.1)

dir. Elbette {X5(m,&),n = 0}, t ye yakinsamayla sartlandirilmis  ve (m, &) € R
noktasinda baglayan minimal yol siirecidir. Ayrica not edilmelidir ki (8.1) deki limit

(m, &) baslangi¢ noktasindan bagimsizdir.

Teorem 8.6dakif, h-fine siirli fonksiyonu dikkate deger belli 6zelliklere sahiptir.

Ornek olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 8.7. ([13]) Kabul edelim ki Teorem 8.6 da
[
utk,§) = | K€ - 0dU(
—TT

olmak tizere v, %formunda h-regiiler fonksiyon ve h, Tanim 7.3 teki gibi olsun.

ac Ve s alt indisleri sirastyla mutlak siirekliligin reel ve singiiler kismini ifade etmek
tizere dH’ a gore dU nun Lebesgue ayrisimi dU = dU,. + dU, olsun. Bu durumdav
nin f, h-fine siir fonksiyonu dH' a gore dU, nin Radon-Nikodym tiirevidir yani

hemen hemen her [u"] i¢in

dUg¢
dH

f=

dir.

Teorem 8.7’e benzer bir limit oran teoremi Doob([19],Teorem 8.4) tarafindan elde

edildi. O aslinda asagidaki sonucu ispatladi.

limn_,oo on(én;dU) _ dUgc (5), Ign _ 5| =0 (%) (82)

oh(én;dH) ~ dH
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Uyan 8.8. ([13]) Zygmund ([8],0Ornek4, sayfa 64)tarafindan gosterilmistir ki
yukaridaki tipten limit teoremleri birim diskte harmonik fonksiyonlar i¢in tegetsel
olmayan yakinsakliga benzerdir. Simdi (8.2) tipindeki limit teoremlerini bu
calismada insa edilen fine topolojiye baglayan bir teorem ispat edilecektir. Ayrica
Zygmund-Marcinkiewicz [10] un (C*,r) toplanabilmesi kavramiyla baglantisi
tartisilacaktir. Ik adimimiz R nin belli bir alt ciimlesinin t € R, |t| < m Martin sinir

noktasinda ince olmadigini ispat etmektir.
a
Teorem 8.9. ([13]) I,,(t) = {5; Is —t| < (%) }

olsun.ny, (k,t) € Rynoktasinda merkezli bir kabul edilebilir alt dizi olmak tlizereR,

nin bir alt ciimlesi olarak I, (t) segilsin. Bu durumda0 < a < ;:i(;in
Uk=0In, (t), t ‘nin bir fine komsulugudur.

Ispat: Gosterecegiz ki R — (U=, I (), t noktasinda incedir. Bunu tamamlamak
icin Zygmund ([8],sayfa 48) de bulunan asagidaki esitsizligi , Teorem 4.5 ve Sonug

4.6 kullanilacaktir.C, n den bagimsiz bir sabit olmak iizere% <t <migin
KIt)y<cpmt 1 (8.3)
dir. Bu,% < |s — t| < mig¢in (8.10) dan ¢ikar yani

1 l r _ 1+7r
e 2ch (Is—tD (8.4)

dir. Simdi 0 < a < liginn® <n veya denk olarak nia > % elde edilir. Bu ylizden

. 1 1
seélnlsels—tlzn—a>;

dir. Bu,

1 l - L 1+r
KL (s—t) = ¢ (n“) S & In (8:5)
yani
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1

1
I r—a(l+r) I
Ki(s = t) > n (n) ,S &

olmasin1 gerektirir. Simdi r —a(l1+7r) >0 yani 0 <a < ﬁ olacak sekilde bir

a segerek s & I, i¢in
limn_,oo P +0o0 (86)

sonucu cikar.
X5(m, &) = (m+n,X;(m,§))

ile t ye yakinsamasi sartlandirilmis minimal yol gosterilecektir. Hatirlanmahidir ki

X% (2.4) de kiyaslanan X5 nin uzay zaman versiyonudur.

Teorem 4.5 ve Sonug 4.6 ve martingale yakinsaklik teoremi ile bir bakista

1
Ky (KEM,E)=0)

limk_)oo (87)

mevcut ve bir olasilikla sonludur. Simdi eger genellikle Xi(m,&)(w)el,

k+m

sonsuzluksa bu durumda (8.6) dan (8.7) limiti bu yol boyunca mevcut olmaz ve wnin

bu cumlesi sifir olasilikhidir. 0 < a < IL-H" olmak tuzere bir olasilikli

1Xk(m, &) — t| = 0(niedm, (8.8)

sonucu ¢ikar. Bu ¢alismadar > 1 ve [0, «o]araliginda lr: artan oldugundan a = %

segilebilir. Elbette r artarken yakinsaklik orani daha iyi olur. Simdi bu sonug, t nin

fine komsuluk olup olmamasi heniiz belli degilken

Olnk(t), (In(t) = {s; Is—t| < %})
k=0

nin t de ince olmadig: gosterilerek giiclendirilecektir. Bunun i¢in asagidaki Lemma

gereklidir; olasilik yorumu daha sonra yapilacaktir.

Lemma 8.10. ([13]) r = 1 i¢in
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1
n 1
lim inff Ky (t)dt =—=>0
n—oo 0 T
dir.

Ispat: D (t), |t| < migin

sin(k+%)t
Di(t) =4 G 8.9
ke (£) - (8.9)

2
Dirichlet ¢ekirdegini gostersin.(C, r)¢ekirdekformiilii ([8], sayfa 48), genellikle

r—1
An—k

KA(D) = Zioo 2 Dy (1) (8.10)

olarak iyi bilinir. Bu yiizden

1 AT—_l 1
J K% (©)de = £io 2k [ D (0)de (8.11)
dir. Ayrica

L lSl'n(k%)t Lok+1 2k+1
JED(t)dt = |7 Zsi—n@dt > [p=—dt ="+ (8.12)

dir. Son esitsizlik0 < t < %, 0<k<n icin

2k+1
T

Dy (t) = (8.13)

olmasindan dolayr hemen ¢ikar. Bunu gormek igin sin (k + %) t nin ilk
maximumunu T’il de elde ettigini ve [0, #] araliginda konkav fonksiyon
oldugunu gostermek gerekir. Not edelim ki 1 <k <n i¢in ZkHT > % =1 dir.
Kolaylikla gosterilebilir ki f(t) = (an—ﬂ) t kirisi [0,%] araliginda sin (k + %) t nin
altinda uzanir yani 0 < t < S i¢in
n 2k+1
; <k+1)t>(k+1>t
sin )t = >
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dir. Benzer sekilde [0, %] aralig1 lizerinde

oin(L) <28 =t
sin 5) =45 =

dir. Bu yiizden0 < t < %ve 0<k<n igin

(2k+1
3

)t:2k+1

D, (t) = -

dir. Bu hemen yani bir bakista

r—1
2k+1) An_k

An

fO% Ky (t)dt = Zﬁ:o(

nm
sonucunu ¢ikarir. Simdi bir elementer hesap (8.14) iin sag tarafinin

2 g Ak 1
nnzk=0(k +1)

Al nm
ifadesine esit oldugunu gosterir. Ayrica (8.15) teki ilk terim,
Sx=k+1, k=0,1,2,.. dizisine (C,r) toplanabilmenin
Déniistiiriilmiis dizioXile gosterilsin. Boylece simdi (8.15),

2 gr_L

nm n nm

sekline doniisiir. Bu yiizden
1 2 ol
lim, o, inf [FKy ()dt = ~limy e, inf -

dir. Simdi r > 1 igin bu ¢ok iyi bilinen sonugtur ki ([8], sayfa 43)

o Oh . Op
lim inf — > lim inf — ==
n—oo n n—oo n 2

(8.14)

(8.15)

uygulanmasidir.

(8.16)

(8.17)

dir. Son esitlik basit hesaplamayla kolaylikla kontrol edilebilir. (8.17) ile beraber bu

gercek ,Lemmay1 agik olarak ispatlar. Lemma 8.10, bir noktada (C, ) toplanabilen

ama (C*,r) toplanamayan bir f € L'(—m,m) fonksiyonunun basit bir Ornegini

olusturmak i¢in kullanilabilir.
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Teorem 8.11. ([13]) Ly, (t) = {(k,s):|s — t| < nik} C R,

olmak {izere Uy I, (t) ciimlesi t noktasinda ince degildir.

Ispat:R durum uzaymin dairesel simetrisinden dolay1 bu teoremi sadece t = 0 igin

ispatlamanin gerektigi aciktir. Ispata simdi,

‘l’l nk(n)

nin minimal yol siireci, (m, ) de baglayarak ve t = 0 Martin sinir noktasina sartl
yakinsayan I, (0) da uzanan bir olasilik oldugunu gostererek bagslanabilir. Ustelik
(5.1),(5.6) ve integrantin siirekliligini kullanarak yeteri derece biiyiikk k lar igin
asimptotik olarak (8.18)’ in

1 1

1 rng 2 rng

™ K (mdn = = [*KE (n)dn (8.19)
ng

ifadesine esit oldugunu gostermek kolaydir. Simdi Lemma 8.10 ile

1

lim,, 00 lnff Ppi($,m)

nk

nk(rl)
K (f)

2
> >0, (8.20)

elde edilir ve bu yilizden 0-1 kanunu ile sifira sartli olarak yakisayan minimal yol

genellikleU-, I, (0)sonsuzlugunda uzanir. Bu ispat1 sonuglandirir.
Yukaridaki sonuglarin 1s181nda asagidakileri tanimlamak dogaldir.
Tamim 8.12. ([13]) E S R, t € R'Martin sinir noktasinda ince olmasin. Eger v,

lim,_; ,er v(z) = a mevcut olacak sekilde R tanmim climleli bir fonksiyonsa bu

durumda a degerine t noktasinda v ‘nin ‘fine y1gilma degeri* denir.

Tanmm 8.13. ([13]) Kabul edelim ki o}, (t), S[dF]olmasina gerek olmayan bir
trigonometrik serinin n.(C,r) kismi toplami olsun. Eger herhangi bira, = 0(;)
dizisi i¢in

lim, ., 05 (t+a,) =a (8.21)

34



ise bu durumda trigonometrik serisine t noktasinda a degerine (C*,r) toplanabilirdir
denir. (C*,r) toplanabilme kavraminin kullanilmasina bir Ornek olarak, f €
L'[—m, ] olmak tizere Lebesgue’nin S(f) nin hemen her yerde (C,r) yakinsakligi

tizerine iyi bilinen asagidaki teoremi ([8],sayfa 61, 6rnek 4) ile giiglendirilebilir.

Teorem 8.14. ([8]) r > 0, f € L[—m, ] olmak {izere S(f) hemen hemen her yerde
f degerine (C*, r) toplanabilirdir.

Fine (ince) topolojiye gore Teorem 8.14 asagidaki gibi yorumlanir.

Teorem 8.15. ([13]) Bir trigonometrik seri t noktasinda a degerine (C*,r) toplana

bilirse bu durumdaa, u(k, &) = ay, () fonksiyonunun fine (ince) y1gilma degeridir.

Ispat : Ispat, Lemma 8.10 ve en son verilen iki tanimin dogrudan sonucudur.

Son olarak Doob[7]’un Fourier serisi iizerine sonucunun yani Teorem 8.8’ in fine

(ince) limit teoremi olarak yorumlanabilecegi not edilebilir.
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SONUC

Bu c¢alismada Fourier serilerinin (C,r) toplanabilmesi ve olasilik arasindaki iliski
incelendi. Olasilik teorisinde onemli yere sahip olan Markov siirecinin toplanabilme
teorisindeki etkileri ele alindi. Bu ¢alismayla ilgili literatiirde yer alan teoremlerin
ispatinda kullanilan tekniklerde bazi notasyonel diizenlemeler belirlenerek temel
tanimlardan yararlanildi ve hesaplamalarda karigikliklart 6nlemek igin bazi
diizenlemeler yapildi. Bu galismada ispati incelenen teoremlerin yapilari arasindaki
farkliliklar 6rneklerle gosterildi. Sayilabilir durum uzayinda bir Markov siirecinin
Martin giris ve ¢ikis smirlart olasilik olarak tartisildi. Fourier serilerinin (C,r)
toplanabilmesi ile iligkili olan Markov zincirini ele alarak calismanin amacina
ulasilmaya calisildi. Ayrica potansiyel teorinin olusturulmast sonucundan
yararlanarak Fourier serilerinin, (C,r) toplanabilmesinde yeni tip limit teoremlerini
sagladig1 goriildii. Rasgele ilerlemenin tanimi verilerek, rasgele degiskenler ile
olusturulan Borel ciimle ile martingale olma arasindaki bagintinin olasilik
yogunluklu Markov siirecini olusturmasi incelendi. Kabul edilebilir (admissible)
dizilerin 6zelliklerinin ¢alismadaki teoremlere uygulamasi incelendi. Olasilik dagilim
ile konvoliisyon arasindaki iligkinin teoremlerin ispatinda sagladigi kolayliklar
gozlemlendi. Regiilerlik ve siiper regiilerlik tanimlar1 verilerek Stochastic siirecin
siiper martingale olmasi incelendi. Regiiler fonksiyonlar sinifinin en énemlilerinden
birisinin Fourier-Stieltjes serisinin n. (C,r) kismi1 toplamlar1 oldugu goriildii. Regiiler
fonksiyonlarla simrli  salinimlilik  arasindaki iligkiyi veren teoremin ispati
incelendi. h -yol kavrami ile regiler fonksiyon arasindaki iliski yardimiyla
teoremlerin ispati incelendi. h-regiiler, h-sliper regiiler ve h-alt regiiler tanimlari
yardimiyla siiper martingale olma durumu incelendi. h-kararlilik tanimi verilerek
onemli bir sonucu ele alindi. Martin temsil teoremi ve minimal regiilerlik arasindaki
iliskiler detayl bir sekilde incelendi. Regiiler fonksiyonlar ile trigonometrik seriler
arasindaki iliskiyi veren teorem yardimiyla rasgele ilerlemenin Martin ¢ikis siniri,
minimal pozitif fonksiyonlar ve c¢ekirdekleri ile olusturulan Martin temsil teoremine
denk olan teorem ifade edildi. Fourier serilerinin (C,r) toplanabilmesi ile olasilik
teorisindeki martingale kavrami arasindaki iliskiler arastirildi. Dirichlet ¢ekirdeginin
olasilik yogunluk fonksiyonu {izerindeki etkisi gosterildi. Dirichlet probleminin

¢oziimii detayli bir sekilde tartisildi. Dirichlet probleminin ¢6ziimiinde kullanilan



PWB metodunun diger ¢oziim metotlarina gore sagladigi kolayliklar gosterildi.
Green fonksiyonunun 6zellikleri yardimiyla ¢calismanin esasini olusturan teoremlerin
ispat1 incelendi. Fourier-Stieltjes serisi, sinirl salimimlilik ve sifir 6l¢ii kavramlarinin
calismada ispati incelenen teoremlere kattigi anlam tartisildi. Nonnegatif h-siiper
regiiler fonksiyonlarin sinir davranisi; PWB ve (0-1 kanunu) metotlar1 yardimiyla
incelendi. h -siiperregiiler, h -fine siirliik ve h -kararlilik arasindaki iliskileri
bulunduran teoremlerin ispati ve arasindaki iliskiler tartigildi.Bir Fourier serisinin
‘fine limit ¢ kavramini bir Fourier serisinin (C*, r) kavramina birlestiren bir teoremin
ispat1 belli hipotezler yardimiyla incelenerek toplanabilmenin genelleme durumlari
incelendi.(C*, r) toplanabilme metodunun olusturulmasinda (C,r) doniigiim dizisi ile
bir sinirli dizinin kullanilmasit sonucu yardimiyla, (C*,r) toplanabilme ile ilgili
teoremlerin ispatt ve bazi sonuglart incelendi. Fine limit ve fine Topoloji
kavramlarmin ¢alismadaki 6nemli etkileri tartisildi. Bu ¢alismadan yararlanarak belli
hipotezlerle literatiirde olmayan teoremlerin ispatinin yapilabileceg§i sonucuna

ulasildi.
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