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ÖZET 

Sekiz bölümden oluĢan bu çalıĢmanın amacı, olasılık ve Fourier serilerinin       

toplanabilmesini incelemektir.  

Birinci bölümde, Fourier serilerinin       toplanabilmesi ile olasılık arasındaki 

iliĢkinin tarihsel geliĢimi hakkında bilgi verildi. Ġkinci bölümde   durum uzayı ve 

rasgele ilerleme ile ilgili teoremlerin ispatı incelendi. Üçüncü bölümde regüler ve 

süperregüler fonksiyonlar ilgili teoremlerin ispatı incelendi. Dördüncü bölümde   -

yol iĢlemleri ile ilgili teoremlerin ispatı incelendi.  BeĢinci bölümde Markov 

zincirinin Martin çıkıĢ sınırı ile ilgili teoremlerin ispatı incelendi.  Altıncı bölümde 

Martin temsil teoremi ve minimal regüler fonksiyonların sınıfı ile ilgili teoremlerin 

ispatı incelendi. Yedinci bölümde    sınır kararlılığı ile ilgili teoremlerin ispatı 

incelendi. Sekizinci bölümde nonnegatif    - süperregüler fonksiyonların sınır 

davranıĢı ile ilgili teoremlerin ispatı incelendi. 

 

 

Anahtar Kelimeler:  Olasılık, Fourier-Stieltjes serisi, Toplanabilme, Markov zinciri, 

Regüler fonksiyon,  Martin temsil teoremi.  
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ABSTRACT 

The aim of this study which compose of eight parts, is to investigate probability and 

the       summability of Fourier series.  

In the first chapter, information about the historical development of the relation 

ship      summability of Fourier series and probability is given. In the second chapter, the 

proof of theorems with respect to the state space    and the random walk is investigated. In 

the third chapter, the proof of theorems with respect to regular and superregular functions 

is investigated. In the fourth chapter,  the proof of theorems with respect to    -path 

processes is investigated. In the fifth chapter, the proof of theorems with respect to the 

Martin exit boundary of the Markov chains investigated. In the sixth chapter, the proof of 

theorems with respect to Martin representation theorem and the class of minimal regular 

functions is investigated. In the seventh chapter, the proof of theorems with respect to 

resolutivity of the boundary  is investigated. In the eighth chapter, the proof of theorems 

with respect to boundary behavior of nonnegative   - superregular functions is 

investigated. 

 

 

Keywords:  Probability, Fourier-Stieltjes series, Summability, Markov chain, Regular 

function,  Martin representation theorem. 
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    SEMBOLLER VE KISALTMALARIN LİSTESİ 

 

    :   fonksiyonunun Fourier serisi 

         : Fourier katsayısı 

         : Fourier katsayısı 

       : Dirichlet çekirdeği   

       :    mertebeden Cesa‟ro toplanabilme 

        :         metodu ile oluĢturulan dönüĢüm dizisinin toplanabilmesi 

         :  {  }  dizisinin sınırlı olması 

       :    ‟nin Fourier-Stieltjes serisi 

       :      ve     fonksiyonlarının konvolüsyonu(evriĢimi) 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

1. GİRİŞ 

 

Bir sayılabilir durum uzayında bir geçici Markov zincirinin Martin giriĢ ve çıkıĢ 

sınırları olasılıksal ve potansiyel teorik metotların bir kombinasyonunu kullanarak ilk 

olarak Doob [1] tarafından oluĢturulmuĢtur. Doğrudan olasılıksal yapı daha sonra G. 

A. Hunt [2] tarafından önemli bir makalede yapıldı. Bu iki çalıĢma özel örnekler ele 

almak suretiyle yani özel örnekler göz önüne alarak Markov zincirlerinin genel 

teorisinin ve Martin sınırlarının açıklanmasında ilginç ve önemli bir problemi ortaya 

attı. Bu özel örnekler; Martin sınır oluĢturma problemi ve özel Markov zincirleri için 

sunum ve fine (ince) limit teoremleri ile ilgili ispatı gibi daha hassas problem (Doob 

[1], sayfa 452 ve bu konunun olasılıksal ve potansiyel teorik anlamı için Naim [3]‟in 

tezi) dır. Özel örnekler Lamperti ve Snell[4],Watanabe [5],[6] ( fine limit 

teoremlerini tartıĢmadı Doob, Snell ve Williamson [7] tarafından tartıĢılmıĢtır). Bu 

çalıĢma [1]‟deki temel sonuçların kısa bir özetini de içerir. Bu çalıĢmalar dıĢında özel 

örnekleri analiz etme ve oluĢturma yolunda bir Ģey yapılmamıĢtır. Bu çalıĢmanın 

amacı Fourier serilerinin       toplanabilirliği ile doğal bir Ģekilde iliĢkili olan belirli 

bir Markov zincirini göz önüne alarak bu doğrultuda bir katkı yapmaktır. Dizilerin 

Cesa‟ro toplanabilmesi ve bunların Fourier serilerine uygulamalarının açıklaması 

için [8]‟e bakılabilir. [1], [3] ve [9] aracılığıyla bu iĢlem potansiyel teorisinin 

oluĢturulması Fourier serilerinin       toplanmasında görünüĢte yeni tip limit 

teoremlerini sağlar. Bu limit teoremleri izleyen standart terminoloji ile fine (ince) 

limit teoremleri olarak adlandırılır. Bu çalıĢmanın 8. bölümünde açıklaması [10]‟da 

bulunan bir Fourier serisinin “fine limit” kavramını bir Fourier 

serisinin      kavramına bağlayan bir teoremin ispatı incelenecektir. Bu çalıĢmanın 

esas  sonuçlarını özetlemeden önce çoğu Zygmund [8]‟den alınan bazı notasyonel 

düzenlemeleri belirlemek ve bazı tanımları hatırlatmak gerekli ve uygun olacaktır. 

Tanım 1.1. ,       aralığında sınırlı salınımlı bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

      ile gösterilen   ‟nin Fourier-Stieltjes serisi ile  

   
 

 
∫           
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∫           

 

  

          

  

 
 ∑   

 
                                                   (1.1) 

formal trigonometrik serisini ifade ederiz. Bu durumda       Fourier-Stieltjes serisi 

ile  ,       aralığında sınırlı salınımlı bir fonksiyon olsun bu durumda [8] den iyi 

bilindiği gibi       toplanabilme konusunda    
       ile gösterilen       in 

  kısmı toplamı aĢağıdaki denklemle verilir. 

  
        

 

 
∫   

  

  
                                             (1.2)   

burada 

  
     

 

 
 ∑

    
 

  
        

        ise 

 
 

 
         ise                                                                   (1.3) 

ve 

  
  (

   
 

)  
    

      
                                    (1.4) 

dır. Hatırlayalım ki k ≥ 1 tamsayı,   
 =1 ve      Euler Gamma Fonksiyonu ([8]) 

olmak üzere yeteri derece büyük  ‟lar için   
 yaklaĢık olarak 

  

      
‟e eĢittir. 

ġimdi aĢağıdaki özelliklere sahip | |≤π ve| |≤π Ģartını sağlayan       çiftlerinde 

yani 

{      | |    | |   } 

bölgesinde Borel ölçülebilir 

(      
                       ) 

fonksiyonlarını arıyoruz. 

∫     
  

  
           

           
                          (1.5) 
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veya denk olarak       aralığında sınırlı salınımlı olan bütün  ‟ler için  

∫     
  

  
            

           
       .                    (1.6) 

Böyle operatörleri aramamızın sebebi onlar aĢağıdaki iki Ģartı sağladığında 

      
                                                                (1.7) 

∫       
           

 

  
                                           (1.8) 

bu durumda    ,                 rasgele değiĢkenler ile üretilen Borel cismi 

olmak üzere 

{  
 (     )                        } 

martingale olan bu kümeyle bağlantılı olan 

{      
                           } 

ile verilen geçici olasılık yoğunluklu 

{                } 

Markov sürecini oluĢturmak olacaktır. Kullandığımız olasılık teorinin kavramlarını 

ve martingale teorisinin sonuçları Doob [11]‟in tezinde bulunabilir. ġimdi her     

için (1.5), (1.6) ve (1.8)‟ı sağlayan 

(      
              ) 

her zaman bulunabilir. Fakat G.G. Lorentz ([12]‟nin 5-7 sayfaları)  tarafından 

gösterildiği gibi her bir   için (1.7) gerekli olarak baĢarısız olur. [12]‟de her bir 

    için gösterildiki 

{       
                } 

operatörlerinin uygun alt dizisi için (1.5)-(1.8) geçerli olacak Ģekilde yeteri derecede 

hızlı olarak sonsuza giden {                 }alt dizisini buna rağmen seçemeyiz. 

Alt dizi   fonksiyonundan bağımsız olarak oluĢturulur. Tam olması için Ģimdi bu 
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teoremin tam ifadesi verilecektir. Ġspat için [12]‟nin 2. Kısmındaki Bölüm 1‟e 

bakılabilir. 

Teorem 1.2. ([13])     olmak üzere herhangi mertebeden       toplanabilme için 

       
 tamsayıların alt dizisi ve aĢağıda üç Ģartı 

sağlayan{       
 }

   

 
operatörlerinin uygun dizisi vardır. 

(a)            için       
         

 

(b) Her     için ∫        
  

  
          

 

(c) ∫        
  

  
          

            
               

Buna ek olarak       ve      ve genellikle      aĢağıdaki büyüme Ģartını 

sağlar. 

     
      

          

      
                                                       (1.9) 

       
      fonksiyonları aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

       
       

 

 
*
 

 
 ∑   

   
                     +                                      (1.10) 

burada 

  
           

     
    

 ⁄

     
      

 ⁄
                  .                                                  (1.11) 

Gösterilebilir ki  ve      den büyük     olacak Ģekilde keyfi sayılarsa (1.11) 

formülü iyi tanımlıdır. Yani  

  
       

    
   

 ⁄

    
   

 ⁄
 ,                                                                              (1.1  ) 

dır. Ayrıca  

    
       

 

 
*
 

 
 ∑   

  
                 +                                                 (1.1  ) 
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dır. Böyle olmakla beraber keyfi     tam sayıları için     
         olduğu Ģartı 

doğru değildir. Gerçekten         ile tanımlanan       
  trigonometrik polinomlarının 

(1.5), (1.6), (1.8) özelliklerini sağladığı kolaylıkla gösterilebilir. Fakat yukarda daha 

önce bahsettiğimiz Lorentz‟in teoremine göre (1.7) sağlanmaz. Bu bizi doğal olarak 

aĢağıdaki tanıma götürür. 

Tanım 1.3. ([13])Teorem 1.2‟nin (a), (b), (c) Ģartlarını sağlayan (1.10) formunun  

(       
 )

   

 
 pozitif operatörlerinin uygun dizisi varsa        

  alt dizisi kabul 

edilebilir. Yani        
  uygun alt dizisi olarak adlandırılacaktır.         formundaki  

trigonometrik polinomlar için kullanıĢlı bir eĢitlik ifade edeceğiz. Fakat bazı 

notasyon tanıtacağız.  

Eğer f           ise bu durumda    ve     
 ninkonvolüsyonunu aĢağıdaki gibi 

tanımlarız. 

       ‟nın formu     
  olmak üzere  

(    
   )    ∫     

 

  
    

                                                                          (1.12) 

AĢağıdaki eĢitlik rutin bir hesaplamadan sonra kolayca elde edilir. Eğer 

                           olacak Ģekilde negatif olmayan sayıların 

dizisi ise bu durumda 

      
        

        
            

                                                              (1.13) 

dır. Not edilmelidir ki bu özdeĢlik cebirseldir ve {  }   

 
 dizisinin bir admisible 

(kabul edilebilir) alt dizinin elemanları olması gerekliliği yoktur. Ancak (1.13) kabul 

edilebilir alt diziye uygulandığında aĢağıdaki faydalı durumu verir.  

Teorem 1.4. ([13])Bir kabul edilebilir alt dizinin her alt dizisi kabul edilebilir alt 

dizidir.  

ġimdi bu çalıĢmanın temel sonuçlarını ifade etmeye hazırız. ĠĢimizin ilk sırası   

durum uzayı ve {   
       }  ile gösterilen Markov zincirinin geçiĢ olasılık 

yoğunlukları (1.10) ile verilen Markov sürecini oluĢturmaktır. Bu 2. Bölümde 
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yapılacaktır. Böylece bu random ilerleyiĢ konusunda regüler (harmonik) fonksiyon 

kavramını tanımlarız ve bu fonksiyonların aĢağıdaki karakterizasyonlarını elde 

ederiz. 

Teorem 1.5. ([13])          regüler fonksiyondur          kısmi toplamı 

   
             özelliğine sahip   

     ile gösterilen  

  

 
 ∑   

 

   

              

trigonometrik serisinin bulunmasıdır. Bu analizi daha ilerleterek aĢağıdaki ek 

sonuçları elde ederiz. 

Teorem 1.6. ([13]) Bu random ilerlemenin Martin çıkıĢ sınırı         Öklid 

düzleminde birim diskin çevresi ve minimal pozitif regüler fonksiyonlar      Kernel 

(çekirdek)  

{  
               } 

ile verilir. 

Martin temsil teoremi Fourier seriler teorisinde [8] klasik aĢağıdaki sonuca denk bir 

sonuç verir. 

Teorem 1.7. ([13])         pozitif regüler fonksiyonların sınıfı pozitif ölçülü 

Fourier-Stieltjes serilerin       toplamlarının sınıfı ile aynıdır, yani eğer         

pozitif regüler fonksiyonsa bu durumda  

        ∫    
 

 

  

           

olacak Ģekilde monoton azalmayan bir   fonksiyonu vardır. 

7. ve 8. Bölümde aĢağıdakiler üzerine bazı sonuçlar verilecektir. 

(1) Dirichlet problemi doğal olarak bu çalıĢmada tartıĢılan Markov süreci ile 

iliĢkilidir. 

(2)   Brelot ( [1], [2], [9])  anlamında Martin sınırının kararlılığı. 
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(3)   Fine (ince) topoloji ve uygun fine (ince) limit teoremleri. 

Buradan anlaĢılacağı gibi 7. ve 8. Bölümde(1), (2) ve (3) üzerine bazı sonuçlar 

verilecektir. Çoğu büyük kısmı için ispatlar atlanmıĢtır. Çünkü ayrıntılar Brelot, 

Doob, Hunt ve Naim ( [1], [2], [3], [9]) tarafından önceden daha genel bir Ģekilde 

verilmiĢtir. 8. Bölümde bir fine (ince) limitin olasılıksal kavramı ile [10] da 

Zygmund tarafından tartıĢılan       limitinin klasik kavramı birleĢtirilmiĢtir. Burada 

esas sonuç martingale yakınsaklık teoremi ve        kernel (çekirdek) in özel 

yapısına dayanmaktadır. Bunlara ek olarak genel durumda bilinmeyen minimal 

yollarlın kutuplara yakınsama oranı üzerinde bir sonuç elde ediyoruz. ( Minimal 

yollar ve özellikleri tartıĢması için [1]‟e bakılabilir). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

2.   DURUM UZAYI VE RASGELE(RANDOM)  İLERLEME 

{  }, sabit   mertebeden      Cesaro toplanabilmeye göre kabul edilebilir alt dizi 

olsun.    
       

 

  
  olduğundan      ve      seçimini yapabiliriz yani 

rasgele ilerlemenin ilk adımı  (-π,π) aralığında düzgün olarak dağılır. Bu rasgele 

ilerlemenin gerçekleĢtiği   durum uzayı aĢağıdaki gibidir: 

                    ile yarıçapı    ve Öklid düzleminde orjin merkezli bir 

çemberin çevresi gösterilsin. 

     
 

   
       ,…ve             olsun. Ayrıca    ile    in Borel alt 

cümleleri gösterilsin. ġimdi aĢağıdaki tanım yapılabilir.  

Tanım 2.1. ([13]) {  } ,       toplanabilmesine ait kabul edilebilir bir alt dizisi 

olsun. Böylece {   
    }  tarafından üretilen    Borel cebiri ile   ⋃    

 
    

tanımlanır.  

Öklid düzleminin bünyesel (relatif) topolojisinde verilen bir topolojiyi   üzerinde 

tanımlarız. 

Uyarı 2.2. ([13]) Bu Ģekilde tanımlanan   nin kesinlikle bahsederken       ile 

yazılması gerekecek Ģekilde kullanılan alt diziye bağlı olduğu gözlemlenmelidir. 

Ancak bu bir durumdur. Burada notasyonel farklılıklar gereksiz sorunlara ve 

karıĢıklıklara neden olur. Özellikle zaten kullanılan    
 sembolü konusunda olur. 

Buna ek olarak bu çalıĢmada verilen tartıĢma herhangi bir     sayısı ve herhangi 

kabul edilebilir dizi için geçerlidir. 

Uyarı 2.3. ([13]) Çok hesaplama ile uğraĢılacaktır ve alt indisleri ve üst indisleri bir 

ormanda kaybetmiĢ gibi olmaktan sakınmak için aĢağıdaki düzenlemelerle uyum 

halinde kullanmayı aĢağıda düĢünüyoruz. 

(1)          olmak üzere   nin noktaları    
   yerine      ile  gösterilecek 

(2)  Çok kullanıĢsız olan        
 için              yazılacaktır. 

(3)     
için   ve    

için    
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     noktasında  tanım bölgeli   reel değerli fonksiyonun değeri        

ile gösterilir.  

Bu çalıĢmanın kalan kısmı için kabul edilebilir dizi ve   sabit kalacağından    alt 

indisi ile   nın yerini değiĢtirmek ve   üst indisi ihmal etmek hiçbir karıĢıklığa neden 

olmayacaktır.  

(4) Orjin merkezli düzlemde ortak merkezli çemberlerin ailesi olarak   nin kabul 

edilmesi kolay anlaĢılma amacına yardımcı olacaktır.  

Tanım 2.4. ([13]) Geçici olasılıklı yoğunluklar              ile   üzerinde rasgele 

ilerleme Ģimdi aĢağıdaki yolla tanımlanır: 

Eğer         noktasında bulunuyorsak bu durumda       noktasından        

Borel cümlesine giden olasılık dağılım  

∫        
                                                                                                        (2.1) 

ile verilir. Böylece       noktasında baĢlayan rasgele ilerleme   nin ardıĢık    

halkaları boyunca adım adım dıĢa doğru ilerler.       noktasından        Borel 

cümlesine giden olasılık yoğunluk (2.1) ile verilir. Daha  formal olarak   durum 

uzaylı bir Markov süreci Ģu Ģekilde tanımlanır: 

                                         

olsun ve tümevarımla              ifadesini aĢağıdaki gibi tanımlarız. 

                                                                                       (2.2) 

 ,        nın bir Borel alt cümlesi olsun. 

           ∫              

 

                   

eĢitliğini kuralım.     ise              ,        ise              Ģeklinde  bir 

standart sonuç tanımlanabilir ([11], sayfa 86) ki aĢağıdaki iki özelliğe sahip olan 

       durum uzaylı { ̂                       } bir Markov süreci vardır. 
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(a)   [ ̂           ]                                                                              (2.3) 

ve      için olasılığı bir olan yani bir olasılıklı, 

(b)   [ ̂             | ̂         ]      ( ̂           ) 

elde edilir. 

AĢağıdaki yolla tanımlanan bu sürecin uzay-zaman versiyonuyla ilgilenilecektir.  

           (     ̂         )                                                         (2.4) 

Bu durumda yoğunlukları (2.4) ([1], sayfa 54) ile verilen sabit geçiĢli olasılıklarla   

{              }    üzerinde bir Markov sürecidir. Gösterim kolaylığı için   

ihmal edilecek ve              için          yazılacaktır. Bu gösterim kolaylığı 

standarttır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

3. REGÜLER VE SÜPERREGÜLER FONKSİYONLAR 

 

Tanım 3.1. ([13]) Eğer     üzerinde nonnegatif ölçülebilir fonksiyon veya   nin 

her bir    halkasında alttan sınırlı ise       noktasında     fonksiyonu  

           ∫             
 

  

           

Ģeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.2. ([13])  ,   nin ölçülebilir alt cümlesi olsun. Eğer   üzerinde       

ve   üzerinde     sonlu ise            ) halkasında alttan sınırlı olan 

ölçülebilir   fonksiyonuna   üzerinde süperregülerdir denir.  

Uyarı 3.3. ([13]) Gözlemlenmelidir ki eğer               ise bu durumda 

     üzerinde yoğunluğu               olan ölçüye göre hemen hemen her yerde 

|        |     dır.     üzerindekiLebesgue ölçüsüne göre hemen hemen her 

yerde  |        |     sonucu çıkar.  

Tanım 3.4. ([13])     üzerinde süperregüler ise  ‟ya   üzerinde subregular (alt 

regüler)denir.   ve    nun her ikisi de   üzerinde superregüler ise bu durumda ‟ya  

  üzerinde regülerdir denir. Eğer     ise   üzerinde cümlesi kaldırılır ve  , 

süperregüler, regüler veya subregüler (altregüler) diye adlandırılır. 

Teorem  3.5. ([13])   süperregüler ise ölçülebilir  

{                  } 

rasgele değiĢkenlere göre    en küçük Borel cismini göstermek üzere, 

{                 } 

Ġfadesi Stochastic süreci süper martingaledir(süpermartingalenin tanımı için [11]‟de 

Bölüm 7‟ye bakılabilir). 
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İspat: AĢağıdaki gösterim kolaylık sağlayacaktır.                tanımlansın  

ve genelde                    tanımlanır. Bu  

              ∫             
 

  
                                                      (3.1) 

eĢitliği göstermek için rutin hesaplamadır. Ayrıca   nun süperregüler olması  

                      

olmasını gerektirir ve bu yüzden her n   için (      )        dır.ġimdi 

gözlemlemeliyiz ki  {          } ile gösterilen            nin beklenen değeri 

her  n   için sonludur. Bu kolaylıkla sağlanan aĢağıdaki denklemden çıkar. 

 {          }               .                                                                      (3.2) 

              olduğundan  {          }  sonludur         sonludur  

sonucuçıkar. Her bir durumda Markov özelliğinden ([11],sayfa 

80) {          |    }   {          |         } 

                   [         )  

Fakat bu kesinlikle bir Stochastic sürecin supermartingale olma Ģartıdır. Regüler 

fonksiyonların önemli bir sınıfı bir       in        kısmı toplamlarıdır. Özel olarak 

Teorem 3.4‟e aĢağıdaki önemli sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.6. ([13])   
              nin             kısmı toplamı olsun.{  }kabul 

edilebilir dizi olmak üzere 

         
        

eĢitliğini oluĢturalım. Bu durumda           üzerinde regüler fonksiyondur ve bu 

yüzden {                     }bir martingaledir. 

İspat:      olduğunu göstermek yeterlidir. ġimdi  

           ∫             
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 ∫        
     

 

  

     
           

        

dır. Son eĢitliğin  Tanım (1.14) ve (1.6) dan çıkacağı kolaylıkla gösterilebilir.  

          
       nin gösterilmesiyle ispat tamamlanır. Bu teoreme cevap biraz 

zor ve çok daha önemlidir, yani bu teoremin tersi biraz zor ama daha önemlidir. 

Teorem  3.7. ([13])     üzerinde nonnegatif regüler fonksiyondur   

   
                                                                                                            (3.3) 

olacak Ģekilde (       üzerinde sınırlı salınımlı azalmayan bir   foksiyonunun var 

olmasıdır. Diğer bir deyiĢle negatif olmayan regüler fonksiyonların sınıfı pozitif 

ölçülü Fourier-Stieltjes serisinin   Cesaro ortalamalarının sınıfı ile aynıdır. 

İspat:   (3.3) formunda ise bu durumda Sonuç (3.6)‟ye göre   regülerdir. Böylece 

sadece tersini ispatlamamız gerekecektir. Böylece kabul edelim ki  , nonnegatif ve   

üzerinde        olsun.  kısmı toplamı      ile gösterilen (1.1) formunda bir 

formal trigonometrik fonksiyon oluĢturalım öyle ki       „e      toplanabilmeyi 

uygulayarak     
            özelliğine sahip yeni bir     

     dizisi oluĢsun. Bu 

yapı sadece   nun nonnegatif olmasına bağlı değildir. Eğer 

         toplamlarınonnegatif olan formal trigonometrik seri     negatif olmayan 

ölçü olmak üzere     ) ise böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur.  

Fakat bu Fourier serilerinde ( [8], sayfa 82) klasik bir teoremdir. ġimdi detayları 

vermek için ilerleyelim. Ġlk olarak             nın   .dereceden trigonometrik 

polinom olduğunu gösterelim. Bu              yoğunluğu    derecede bir 

trigonometrik polinom olduğundan açıktır.  ‟ nun regülerliğinden hemen  

       =     +∑      
  
                                                                           (3.4) 

sonucu çıkar.   nun regülerliği aĢağıdaki eĢitliği gerektirir: 

     +∑      
  
                     

=       +∑  
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                                                     (3.5) 

sonucunu elde ederiz. ġimdi (1.11) eĢitliğini kullanarak  

     

     
    

 ⁄
 

       

       
      

 ⁄
   ,                                                                              (3.6) 

ve benzer Ģekilde 

     

     
    

 ⁄
 

       

       
      

 ⁄
               

elde ederiz. Bir rutin hesaplamadan sonra kolaylıkla gösterilir ki (  ) 

 
 ve  

(  ) 

 
, (3.6) formülü ile  ‟ dan elde edilmek  üzere 

  

 
 ∑   

 
                                                                                                  (3.7) 

formal trigonometrik serisi, (3.7)‟nin         kısmi toplamı   
     olmak üzere   

   
           özelliğine sahiptir. Böylece u regüler fonksiyonların cümlesi ve 

formal trigonometrik serilerin       kısmi toplamları arasında birebir uygunluk 

vardır. ġimdi Fourier serileri teorisinde ([8], sayfa 82) aĢağıdaki klasik sonucu 

hatırlatalım.  

Teorem  3.8. ([8])    azalmayan bir fonksiyon olmak üzere (3.7)‟nin     ) olması 

için gerek ve yeter Ģart          için  
          olmasıdır.  

Aslında Zygmund‟un aĢağıda belirttiği gibi Teorem 3.8 in hipotezi zayıflatılmıĢtır: 

    için   
       olacak Ģekilde sonsuza giden bir      

  alt dizisi vardır. 

 ġimdi temsili teoremimize göre  ‟nun hem nonnegatif hem de regüler olması 

hipotezi   
       olmasını gerektirir ve bu yüzden            

        dır. 

Uyarı 3.9. ([13]) Bu teorem 5. Bölümde olasılıksal olarak elde edilecektir.  



 
  

4.  -YOL İŞLEMLERİ 

AĢağıdaki minimum kuralı faydalıdır. 

Teorem 4.1. ([13])     üzerinde negatif olmayan regüler bir fonksiyon ve 

         olacak Ģekilde           noktasının var olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda   özdeĢ olarak sıfırdır. 

İspat:          ∫             
 

  
           

dır. Bu yüzden her        için           dır. Genel olarak  

          ∫             
 

  

           

ve bu yüzden           için         üzerinde özdeĢ olarak sıfırdır. ġimdi 

yukarıdaki argümenin      üzerinde     ise bu durumda    üzerinde     

olduğunu da ispatlar ki ve bu yüzden her      için    üzerinde     dır. Bu ispatı 

tamamlar. 

Kabul edelim ki     nonnegatif regüler bir fonksiyon olsun ve Teorem 4.1 ile  „ın 

asla sıfır olamayacağını kabul edebiliriz. Doob [1]‟ i izleyerek potansiyel teorinin 

klasik ve olasılık tartıĢmasının her ikisinde önemli bir rol olan  -yol kavramını 

tanımlarız ([1], [2],[3],[9],[14], [15]). 

Tanım 4.2. ([13])  üzerinde     nonnegatif regüler fonksiyonsa bu durumda 

      
 yeni geçiĢ olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

      
             

      
        

      
     

      
      geçiĢ olasılık yoğunluk fonksiyonu ile      noktasında baĢlayacak   

üzerinde rastgele ilerleme 

{  
              }                                                                                                 (4.1) 

ile gösterilecektir. 
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Uyarı 4.3. ([13]) (4.1) Markov süreci “ -yol iĢlemi” olarak adlandırılır ve buna 

karĢılık gelen olasılık yollar  -yollar olarak adlandırılır. 

Tanım 4.4. ([13])   üzerinde       sonlu ve   üzerinde        ise   nin her 

bir    halkasında alttan sınırlı ölçülebilir olan   fonksiyonuna   nin    alt cümlesi 

üzerinde  -superregülerdir denir.  -regüler fonksiyonlar ve  -altregüler 

fonksiyonların uygun tanımları Ģimdi Tanım 3.4ten açıktır. Detayları ihmal ediyoruz. 

Teorem 3.5‟ın aĢağıdaki benzeri teorem kullanıĢlıdır ve  ispatı ihmal edilecektir. 

Teorem 4.5. ([13])    -superregüler fonksiyonsa bu durumda  

{    
                  } 

süpermartingaledir. 

Ġspatı tanımdan hemen çıkan aĢağıdaki sonuç verilebilir.  

Sonuç 4.6. ([13])Nonnegatif  fonksiyonu  -süperregülerdir    
 

 
  olacak Ģekilde 

   üzerinde süperregüler   fonksiyonu vardır. Özel olarak  
 

 
  -süperregülerdir.  

 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

5. MARKOV ZİNCİRİNİNMARTİN ÇIKIŞ SINIRI 

 

Doob [1]‟i izleyerek (2.4) Markov sürecinin Green fonksiyonu aĢağıdaki gibi 

tanımlanır: 

          {
                       

                              
                                                             (5.1) 

 Diğer bir  deyiĢle,           tam olarak     adımda          

noktasından           noktasına giden olasılık yoğunluktur. Martin [16] ve Doob 

[1] den hareketle  ̂         Martin çekirdeği aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

 ̂         {

         

         
              

                                
                                                           (5.2) 

Teorem 5.1. ([13])      için 

(a)           
 

 
[
 

 
 ∑  

  
    

 
                 ] 

(b)           
 

  
 

dır. 

İspat:(a)‟nın ispatı        ve         den hemen çıkar.  

(b) , (a)‟nın özel bir durumudur. 

 Böylece  ̂ için aĢağıdaki basit ifade elde edilir. 

 ̂         {
                      

                                   
                                                         (5.3) 

(2.4) Markov süreci için Martin çıkıĢ sınırı oluĢturmak için (5.3)‟ün asimptotik bazı 

sonuçlarına ihtiyaç vardır. Örneğin (1.4)‟ü kullanarak doğrudan hesaplamayla  

      

    
 

  
                                                                                                         (5.4) 
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olduğunu göstermek kolaydır. Bu ve (1.2)‟den hemen 

         
         

     
 

   
                                                                                    (5.5)  

sonucu çıkar. Bu sonuçları           için (a) ifadesine uygulayarak ve (1.11)‟i 

kullanarak  

                 
   

      

 
                                                                               (5.6) 

elde edilir. ġimdi bu son sonuç oldukça kullanıĢlıdır. Çünkü sürecin Martin çıkıĢ 

sınırının belirlenmesi problemi söz konusudur. Özel olarak       noktasını  „deki 

noktaların bir dizisi olarak düĢünürsek düzlemin Öklid topolojiyle   üzerine 

indirgenen topolojiye göre limit alınmak üzere 

   
   

         
   

   
                                                                                           (5.7)  

Olduğu açıktır. R üzerindeki bu topoloji aĢağıdaki metrik tarafından üretilir. 

                |   
       

   |                                                                    (5.8) 

  metriğine göre  ‟nin tamlamasının   cümlesine           birim diskin çevresi 

ile eklendiğini göstermek kolaydır. 

Teorem 5.2. ([13])  ̂        ,       nın fonksiyonu olarak     cümlesine 

sürekli bir geniĢlemeye sahiptir. 

         olmak üzere            gösterimiyle  

            ̂            ̂  
                                                                     (5.9) 

elde edilir. 

İspat: Göstermeliyiz ki  ̂        ,    dereceden trigonometrik polinomdur. Bu 

Teorem 5.1‟in  (a) hipotezinden  hemen çıkar.  ve  sabit tutulmak üzere  
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olsun. Teorem 5.1‟in  (a) hipotezi ile ̂        ,        nin sonlu lineer birleĢimidir 

bu yüzden ispatı tamamlamak için                           var ve buna ek 

olarak      nin        üzerinde sürekli olduğunu göstermek yeterlidir. Ġspat 

kolaydır. Ġlk olarak göstermeliyiz ki  

                ve    
   

    dır. Bu hemen (5.4) ve cosinus 

fonksiyonunun sürekliliğinden çıkar ki 

   
   

                           

dır. Bu         nın      sürekli bir geniĢlemeye sahip olduğunun ispatlar ve bu 

yüzden  ̂        için de öyledir. Ayrıca       kompakt metrik uzay olduğundan 

geniĢletilmiĢ fonksiyon        de düzgün süreklidir. Önceki tartıĢma aĢağıdaki gibi 

özetlenebilir. 

Teorem 5.3. ([13]) (2.4) Markov sürecinin Martin çıkıĢ sınırı       dır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

6. MARTİN TEMSİL TEOREMİ VE MİNİMAL REGÜLER 

FONKSİYONLARIN SINIFI 

 

Kabul edelim ki     üzerinde pozitif regüler bir fonksiyon olsun. Bu durumda   

      
 

  
∫         

 

  

 

supportu (desteği)    de bulunan   üzerinde ölçü tanımlayan yoğunluğu 
      

  
 olan 

monoton azalmayan bir fonksiyondur.       sabit olduğundan                

lerin   üzerinde düzgün sınırlı olduğu sonucu çıkar. Buna ek olarak   nin regülerliği 

    için  

∫  ̂              

  

        

olmasını gerektirir. Ayrıca  ̂‟nın     üzerinde düzgün sınırlı olması ve Helly seçim 

prensibi ile aĢağıdaki sonuç elde edilir: 

          
   

∫  ̂              

  

  ∫     
             

  
 

olacak Ģekilde supportu (desteği)    de bulunan bir    ölçüsü vardır. Böylece sabit faktör 

hariç olasılık metotları ile Teorem 3.5 oluĢturulabilir. Bunu formül olarak aĢağıdaki gibi 

yeniden ifade ederiz.  

Teorem 6.1. ([13]) Eğer     üzerinde bir pozitif regüler fonksiyonsa bu durumda  

       ∫    
             

 

  

 

olacak Ģekilde    üzerinde bir   ölçüsü vardır.  

ġimdi gösterilmelidir ki her         için    
       Martin anlamında 

([1],[9]      minimal regüler pozitif fonksiyondur. 
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Teorem 6.2. ([13]) Eğer herhangi bir pozitif regüler    fonksiyonu için bazı   

sabiti için      oluyorsa u pozitif regüler fonksiyonuna minimal pozitif regüler 

fonksiyon denir. 

Minimal pozitif regüler fonksiyonların sınıfını karakterizasyonuna geçmeden önce 

Fourier-Stieltjes serileri için aĢağıdaki teklik teoremine ihtiyaç duyulacaktır.  

Teorem 6.3. ([13]) Kabul edelim ki          aralığında sınırlı salınımlı monoton 

artan ve      Fourier-Stieltjes serisine sahip olsun. Ayrıca 

      
 

 
∫   

         
 

  

 

olsun. Bu durumda    de        aralığında sınırlı salınımlı, monoton artan 

fonksiyondur. Ayrıca         aralığında sürekli periyodik bir fonksiyonsa  

   
   

∫           
 

  

 ∫          
 

  

 

dır. Yani    ölçüleri    ölçüsüne zayıf olarak yakınsaktır. 

İspat: Ġntegrasyon sırasının değiĢtirilmesi üzerine Fubini teoremi ve (1.2) ile  

∫            
 

  

 

 
∫     

 

  

[∫   
 

 

  

          ]    

 ∫   
           

 

  

 

elde edilir. ġimdi     için iyi bilinen Fejer ([8],  sayfa 48)‟ in teoreminde   de 

düzgün olarak  

   
   

  
            

dır.  Bu yüzden 

   
   

∫   
           

 

  

 ∫          
 

  

 

ve böylece herhangi sürekli   fonksiyonu için  
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∫           
 

  

 ∫          
 

  

 

dır. Bu teoremi ispatlar. 

Sonuç6.4. ([13]) Kabul edelim ki   ve  ,    nin süreklilik noktaları olmak üzere 

      için    
   

  
          olsun. Bu durumda       nin    ölçüsü sıfırdır.  

İspat: Önceki teoremden dolayı     zayıf olarak   ‟e yakınsar. Bu yüzden   nin 

süreklilik noktası olan bütün   noktalarında     ‟e yakınsar. Özel olarak  

             
                                        

ve              
                                        

 

dır. 

            ∫   
 

 

 

         

olduğundan hipotezden        üzerinde    
   

  
          olduğundan  

   
   

              =           

sonucu elde edilir. Bu   patı  onuç andırır  

Teorem 6.5. ([13]) Eğer   minimal pozitif regüler fonksiyonsa bu durumda bazı   

sabiti ve bazı      noktaları için  

          
       

dır  

Uyarı6.6. ([9])   noktası minimal pozitif regüler fonksiyonun kutup noktası olarak 

adlandırılır. 

İspat:  Teorem 6.1den    üzerinde bir pozitif regüler fonksiyonsa 

       ∫    
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gösterimi vardır. Göstereceğiz ki   minimal pozitif regüler fonksiyonsa    ölçüsü 

tek bir noktada yoğunlaĢır. Kabul  edelim ki pozitif    ölçüsünün   ve    kapalı 

aralık komĢuluğunda bulunan          Ģeklinde herhangi iki nokta mevcut 

olsun.  ve   nin bitiĢ noktalarının sıfır ölçüye sahip olduğu    ve    nin ayrık 

olduğu da kabul edilebilir. ġimdi          için 

∫    
           

  

 ∫    
           

  

 

elde edilir, bu yüzden  ‟nun minimal olması kabulünden dolayı    sabitler olmak 

üzere 

         ∫    
           

  

 

elde edilir.  Lebesque-Privaloff-Young ([8], sayfa 55-59) klasik teoreminden eğer 

(     )  ya      veya      noktalarına yakınsayan noktaların dizisi ise bu 

durumda  

   
   

 u(     )    

sonucu çıkar. Sonuç 6.4‟ten   ve    nin    ölçüleri sıfırdır.  ve  nin   pozitif 

ölçülü olması hipotezi ile çeliĢir.  

Belirtilmelidir ki bu argüman 1960-1961 ikinci döneminde Ġllinous Üniversitesinde 

potansiyel teori üzerine yayımlanmayan Profesör M.Brelot tarafından kullanılan ders 

notlarına ait bir argümana benzerdir.  

Tersine olarak kabul edelim ki   regüler ve            
       olsun. Bu 

durumda       çekirdeklerinin ([8], sayfa 48) iyi bilinen özelliğidir ki            

noktasına yakınsayan böylesi (     )  dizileri için   sıfıra yakınsar. Yukarıda 

kullanılan aynı neden gösterir ki  
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       ∫    
           

  

 

olduğundan   noktasında yoğunlaĢmıĢ    ölçüsü elde edilmelidir. Bu minimal 

pozitif regüler fonksiyonlarının sınıfının {   
               }  ile verildiğini 

gösteriri ki ispat tamamlanmıĢ sonucu çıkar. Bu ispatı bitirir ki minimal regüler 

fonksiyonların sınıfı 

{   
               } 

ile verilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

7.    SINIR KARARLILIĞI 

ġimdiki bağlamda Dirichlet problemi aĢağıdaki gibi ifade edilebilir:  

(7.1) Dirichlet Problemi. ([13]) 

Tanım cümlesi   olarak verilen sürekli bir   fonksiyonu için sınır değerleri   olan   

tanım kümesine sahip bir regüler   fonksiyonu bulunuz.  

Brelot [9] tarafından belirtildiği gibi aĢağıda formüle edilmiĢ olan daha genel tipte 

Dirichlet problemini düĢünmek daha doğaldır.  

(7.2) Dirichlet Problemi. ([13]) (7.1) deki aynı hipotezleri sağlayan verilmiĢ 

  fonksiyonu için sınır değerleri    olan   tanım kümeli bir  -regüler fonksiyonu 

bulunuz.  

(7.2) problemi üzerine elde edilen sonuçları ifade etmek için  -regüler ölçü 

kavramını tanımlamak gerekir.  

Tanım 7.3. ([13])    

       ∫    
 

 

  

           

gösterimiyle   üzerinde pozitif regüler bir fonksiyon olsun. Her         için 

  üzerinde  -regüler ölçü olarak adlandırılan olasılık ölçüsü aĢağıdaki gibi 

tanımlanır: 

            ∫
   

      

       
                                                                               (7.1) 

Uyarı 7.4. ([13])      olduğunda üs kuvvet ihmal edilecektir. Bu arada   ın, [9] 

daki temel çalıĢmasında Brelot tarafından potansiyel teori içinde tanımlanmıĢ olan 

klasik  -harmonik ölçüye benzer olmasını araĢtırmak ilginçtir.  

ġimdi (7.2) problemine dönelim. Bu tip bir Dirichlet problemini çözmenin doğal 

yolu, açıklaması [9] ve [17] de bulunan PWB (Perron-Wiener-Brelot) metodu 

aracılığıyla yapılır. Bu metodun farklı türünün mevcut bağlamda aĢağıdaki sonucu 

elde etmek için uygulanabileceği [12] de gösterilmiĢtir. 
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Teorem 7.5. ([13]) Eğer          ise bu durumda    -kararlıdır. Yani PWB 

metodu (7.2) Dirichlet problemine tek bir çözüm verir ve buna ek olarak   çözümü 

aĢağıdaki gösterime sahiptir.  

       ∫        

  
                                                                                      (7.2) 

                       ∫     
 

  

   
      

      
       

Uyarı 7.6. ([13]) Tanım cümlesi   olan herhangi bir sürekli   fonksiyonu için PWB 

metodu aracılığıyla  ‟e karĢılık gelen bir tek  -regüler fonksiyon bulunabilir. Bu 

nedenle     -kararlılık olarak isimlendirilir. (7.2) ye bir tek   çözümü veren PWB 

metodu için   fonksiyonu  -kararlıdır diye isimlendirilir. Brelot ([9],[17])  -kararlı 

sınırlı fonksiyonların cümlesini klasik durumda karakterize etmiĢtir.   -kararlılığın 

önemli bir sonucu aĢağıdaki teoremdir. 

Teorem 7.7. ([1], [14]) Bütün pozitif regüler   fonksiyonları için   nın -kararlılığı 

 -yolların    üzerindebir tek noktaya olasılıkla yakınsamasını gerektirir. Yani 

   
   

  
         

          

var ve ek olarak 

     
                      

dır. minimal pozitif regüler fonksiyon olmak üzere (7.7)‟i özel duruma uygulayarak 

aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 7.8. ([13])           
         kutuplu (yani    ölçüsü   noktasında 

yoğunlaĢmıĢtır) minimal pozitif regüler fonksiyon olsun. Bu durumda  -yol süreci 

olasılıkla tek bir   değerine yakınsar. Bazen bu,   ye yakınsama Ģartı süreci ile 

adlandırılır.  

İspat: (7.1) ve Teorem 7.7‟e göre eğer  ,  ‟nın kapanıĢı değilse               

aksi taktirde    yi içeren her kapalı küme için              dır. Bu ispatı 

tamamlar. 
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Uyarı 7.9. Bu teorem, daha sonra minimal yolların kutuplarına yakınsama oranı 

üzerinde bir tahminle güçlendirilecektir. 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

8. NONNEGATİF   -SUPERREGÜLER FONKSİYONLARIN 

SINIR DAVRANIŞI 

 

Görüldüğü gibi Teorem 7.5 tamamlanmamıĢtır. Özel olarak eğer   fonksiyonu   nun 

sınır değeri ise herhangi bir durumda tartıĢılmayacaktır. Ġspatsız verilen aĢağıdaki 

sonuçlar Doob ve diğerleri [1], [2],[14], [15],[18] kaynaklarında detaylı bir Ģekilde 

tartıĢılmıĢtır. Elbette  martingale yakınsaklık teoremlerinin ispatı zorluğa dayanır. 

Yani, bu teoremlerin ispatının zor olduğuna inanılır. 

Teorem 8.1. ([13])         ,      metodu yardımıyla (7.6) ile verilen    

çözümüne sahipse bu durumda bir olasılıkla  

   
   

    
               

           

dır. 

Uyarı 8.2. ([13]) Teorem 8.1deki limit Doob[1] ve Naim [3] de gösterildiği gibi (2.4) 

sürecinin Martin çıkıĢ sınırında fine(ince) topoloji kavramını tanıtmakla olasılıksız 

bağlamda konulabilir. ġimdi bunun yapılmasına devam edilecektir. Bir çok kısım 

için ispatlar atlanacaktır. 

Teorem 8.3. ([13]) (0-1 Kanunu) 

    kutuplu minimal pozitif  regüler ve     nin ölçülebilir altcümlesi olsun. Bu 

durumda  -yollar genellikle sıfır veya bir olasılıkla sonsuz olarak   de uzanır. Eğer 

ilki doğru ise      noktasında incedir denir. 

Teorem 8.4. ([13]) Eğer         noktasında ince ise   cümlesine,    Martin sınır 

noktasının fine(ince) komĢuluğu denir. Bir          iç noktası için komĢuluk 

sistemi   metriği  (5.8) ile tanımlanır. Bu komĢuluk sistemi izleyen standart 

terminoloji, fine topoloji olarak adlandırılan      üzerinde bir topolojiyi tanımlar. 

Tanım 8.5. ([13]) Bir   fonksiyonu, hemen hemen her      için hemen hemen 

tümü  -regüler   ifade etmek üzere fine topoloji anlamında bir      limitine sahipse 

bu durumda     nin  -fine sınır fonksiyonu olarak adlandırılır.  
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Teorem 8.6. ([13]) Eğer    nonnegatif   -superregüler fonksiyonsa, bu durumda 

        {     
       } 

olacak Ģekilde  -kararlılığı   olan  -fine sınır fonksiyonuna sahiptir. EĢitliği 

sağlayan Ģartlar[15] te tartıĢılmıĢtır. Olasılık bakıĢ açısından dikkate almak gerekir ki 

eğer     nin  -sınır fonksiyonu ise bu durumda hemen her     için -regüler 

ölçülü bir olasılıklı 

          
                                                                                               (8.1) 

dır. Elbette {  
          }   ye yakınsamayla  ĢartlandırılmıĢ  ve         

noktasında baĢlayan minimal yol sürecidir. Ayrıca not edilmelidir ki (8.1) deki limit 

      baĢlangıç noktasından  bağımsızdır. 

Teorem 8.6daki   -fine sınırlı fonksiyonu dikkate değer belli özelliklere sahiptir. 

Örnek olarak aĢağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 8.7. ([13]) Kabul edelim ki Teorem 8.6 da 

       ∫    
           

 

  

 

olmak üzere   
 

 
 formunda  -regüler fonksiyon ve    Tanım 7.3 teki gibi olsun. 

    ve   alt indisleri sırasıyla mutlak sürekliliğin reel ve singüler kısmını ifade etmek 

üzere   ‟ a göre    nun Lebesgue ayrıĢımı             olsun. Bu durumda  

nin    -fine sınır fonksiyonu     a göre     nin Radon-Nikodym türevidir yani 

hemen hemen her [    için 

  
    

  
 

dır.  

Teorem 8.7‟e benzer bir limit oran teoremi Doob([19],Teorem 8.4) tarafından elde 

edildi. O aslında aĢağıdaki sonucu ispatladı. 

      
  

        

  
        

 
    

  
          |    |   (

 

 
)                                                   (8.2) 
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Uyarı 8.8. ([13]) Zygmund ([8],Örnek4, sayfa 64)tarafından gösterilmiĢtir ki 

yukarıdaki tipten limit teoremleri birim diskte harmonik fonksiyonlar için teğetsel 

olmayan yakınsaklığa benzerdir. ġimdi (8.2) tipindeki limit teoremlerini bu 

çalıĢmada inĢa edilen fine topolojiye bağlayan bir teorem ispat edilecektir. Ayrıca 

Zygmund-Marcinkiewicz [10] un        toplanabilmesi kavramıyla bağlantısı 

tartıĢılacaktır. Ġlk adımımız   nin belli bir alt cümlesinin      | |    Martin sınır 

noktasında ince olmadığını ispat etmektir. 

Teorem 8.9. ([13])         ,   |   |  (
 

 
)
 

- 

olsun.           noktasında merkezli bir kabul edilebilir alt dizi olmak üzere   

nın bir alt cümlesi olarak    
    seçilsin. Bu durumda    

 

   
için 

⋃    

 
      ,    „nin bir fine komĢuluğudur. 

İspat: Göstereceğiz ki   (⋃    
    

   ),   noktasında incedir. Bunu tamamlamak 

için Zygmund ([8],sayfa 48) de bulunan aĢağıdaki eĢitsizliği , Teorem 4.5 ve Sonuç 

4.6 kullanılacaktır.    den bağımsız bir sabit olmak üzere
 

 
     için 

  
       

                                                                                                         (8.3) 

dır. Bu,
 

 
 |   |    için (8.10) dan çıkar yani 

 

  
      

 
 

 
   |   |                                                                                           (8.4) 

dır. ġimdi      için      veya denk olarak 
 

   
 

 
 elde edilir. Bu yüzden 

     ise|   |  
 

   
 

 
 

dır. Bu,  

 

  
      

 
 

 
  (

 

  
)
   

 ,                                                                                     (8.5) 

yani 
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olmasını gerektirir. ġimdi            yani     
 

   
  olacak Ģekilde bir 

  seçerek      için  

      
 

  
      

                                                                                                (8.6) 

sonucu çıkar. 

  
              

        

ile    ye yakınsaması ĢartlandırılmıĢ minimal yol gösterilecektir. Hatırlanmalıdır ki  

  
  ,(2.4) de kıyaslanan   

  nin uzay zaman versiyonudur.  

Teorem 4.5 ve Sonuç  4.6 ve martingale yakınsaklık teoremi ile bir bakıĢta  

      
 

     
    

         
                                                                                          (8.7) 

mevcut ve bir olasılıkla sonludur. ġimdi eğer genellikle   
               

  

sonsuzluksa bu durumda (8.6) dan (8.7) limiti bu yol boyunca mevcut olmaz ve  nin 

bu cümlesi sıfır olasılıklıdır.     
 

   
  olmak üzere bir olasılıklı 

|  
        |        

                                                                                        (8.8) 

sonucu çıkar. Bu çalıĢmada     ve      aralığında  
 

   
 artan olduğundan   

 

 
 

seçilebilir. Elbette   artarken yakınsaklık oranı daha iyi olur. ġimdi bu sonuç,   nin 

fine komĢuluk olup olmaması henüz belli değilken  

⋃   
   

 

   

                      (      {  |   |  
 

 
}) 

nın   de ince olmadığı gösterilerek güçlendirilecektir. Bunun için aĢağıdaki Lemma 

gereklidir; olasılık yorumu daha sonra yapılacaktır. 

Lemma 8.10. ([13])      için 
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   ∫   
 

 

 

 

      
 

 
   

dır. 

İspat:          | |   için 

      {

   (  
 

 
) 

      
 

 
 

         

 

 
                     

                                                                                  (8.9) 

Dirichlet çekirdeğini göstersin.     çekirdekformülü ([8], sayfa 48), genellikle  

  
     ∑

    
   

  
 

 
                                                                                              (8.10) 

olarak iyi bilinir. Bu yüzden  

∫   
 

 

 
 

      ∑
    

   

  
 

 
   ∫              

 

 
 

                                                               (8.11) 

dır. Ayrıca  

∫         ∫
   (  

 

 
)
 

      
 

 
 

  
 

 
 

   ∫
    

 

 

 
 

    
    

  

 

 
 

                                            (8.12) 

dır. Son eĢitsizlik    
 

 
            için  

      
    

 
                                                                                                         (8.13) 

olmasından dolayı hemen çıkar. Bunu görmek için    (  
 

 
)   nin ilk 

maximumunu 
 

    
 de elde ettiğini  ve [0,

 

    
] aralığında konkav fonksiyon 

olduğunu göstermek gerekir. Not edelim ki        için  
 

    
 

 

 
   dır. 

Kolaylıkla gösterilebilir ki      (
    

 
)   kiriĢi [0,

 

 
  aralığında    (  

 

 
)   nın 

altında uzanır yani     
 

 
 

 

    
  için 

   (  
 

 
)   (  

 

 
)   
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dır. Benzer Ģekilde *  
 

 
+ aralığı üzerinde  

   n (
 

 
)   

 

 
   

dır. Bu yüzden    
 

 
 ve         için 

      
(
    

 
)  

 
 

    

 
 

dır. Bu hemen yani bir bakıĢta  

∫   
 

 

 
 

      ∑ (
    

  
)

    
   

  
 

 
                                                                              (8.14) 

sonucunu çıkarır. ġimdi bir elementer hesap (8.14) ün sağ tarafının  

 

  
∑      

    
   

  
 

 
    

 

  
                                                                                     (8.15) 

ifadesine eĢit olduğunu gösterir. Ayrıca (8.15) teki ilk terim, 

                      dizisine       toplanabilmenin uygulanmasıdır. 

DönüĢtürülmüĢ dizi  
 ile gösterilsin. Böylece Ģimdi (8.15), 

 

  
  

  
 

  
                                                                                                              (8.16) 

Ģekline dönüĢür. Bu yüzden  

         ∫   
 

 

 
 

      
 

 
         

  
 

 
                                                         (8.17) 

dır. ġimdi     için bu çok iyi bilinen sonuçtur ki ([8], sayfa 43) 

   
   

   
  

 

 
    

   
   

  
 

 
 

 

 
 

dır. Son eĢitlik basit hesaplamayla kolaylıkla kontrol edilebilir. (8.17) ile beraber bu 

gerçek ,Lemmayı açık olarak ispatlar. Lemma 8.10, bir noktada       toplanabilen 

ama        toplanamayan bir            fonksiyonunun basit bir örneğini 

oluĢturmak için kullanılabilir. 



 
 

  34 
 

Teorem 8.11. ([13])     
    ,      |   |  

 

  
-     

olmak üzere ⋃    

 
       cümlesi   noktasında ince değildir. 

İspat:   durum uzayının dairesel simetrisinden dolayı bu teoremi sadece     için 

ispatlamanın gerektiği açıktır. Ġspata Ģimdi, 

∫          
   

    

   
    

 

  

 
 

  

                                                                                         (8.18) 

nın minimal yol süreci,        de baĢlayarak ve     Martin sınır noktasına Ģartlı 

yakınsayan    
    da uzanan bir olasılık olduğunu göstererek baĢlanabilir. Üstelik 

(5.1),(5.6) ve integrantın sürekliliğini kullanarak yeteri derece büyük   lar için  

asimptotik olarak (8.18)‟ ın 

 

 
∫    

       
 

 

 

  

 
 

  

∫    
      

 

  

 
                                                                      (8.19) 

ifadesine eĢit olduğunu göstermek kolaydır. ġimdi Lemma 8.10 ile 

         ∫          
   

    

   
    

 

  

 
 

  

   
 

                                                       (8.20) 

elde edilir ve bu yüzden 0-1 kanunu ile sıfıra Ģartlı olarak yakınsayan minimal yol 

genellikle⋃    

 
      sonsuzluğunda uzanır. Bu ispatı sonuçlandırır.  

Yukarıdaki sonuçların ıĢığında aĢağıdakileri tanımlamak doğaldır. 

Tanım 8.12.  ([13])          Martin sınır noktasında ince olmasın. Eğer     

                 mevcut olacak Ģekilde   tanım cümleli bir fonksiyonsa bu 

durumda    değerine     noktasında    „nin „fine yığılma değeri„ denir. 

Tanım 8.13. ([13]) Kabul edelim ki   
          olmasına gerek olmayan bir 

trigonometrik serinin        kısmi toplamı olsun. Eğer herhangi bir      
 

 
  

dizisi için  

        
                                                                                                 (8.21) 
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ise bu durumda trigonometrik serisine    noktasında   değerine        toplanabilirdir 

denir.        toplanabilme kavramının kullanılmasına bir örnek olarak,    

         olmak üzere Lebesgue‟nin      nin hemen her yerde       yakınsaklığı 

üzerine iyi bilinen aĢağıdaki teoremi ([8],sayfa 61, örnek 4)  ile güçlendirilebilir.  

Teorem 8.14. ([8])                olmak üzere      hemen hemen her yerde 

  değerine        toplanabilirdir.  

Fine (ince) topolojiye göre Teorem 8.14 aĢağıdaki gibi yorumlanır. 

Teorem 8.15. ([13]) Bir trigonometrik seri   noktasında   değerine        toplana 

bilirse bu durumda            
     fonksiyonunun fine (ince) yığılma değeridir.  

İspat : Ġspat, Lemma 8.10 ve en son verilen iki tanımın doğrudan sonucudur.  

Son olarak Doob[7]‟un Fourier serisi üzerine sonucunun yani Teorem 8.8‟ in fine 

(ince) limit teoremi olarak yorumlanabileceği not edilebilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
  

SONUÇ  

Bu çalıĢmada Fourier serilerinin       toplanabilmesi ve olasılık arasındaki iliĢki 

incelendi. Olasılık teorisinde önemli yere sahip olan Markov sürecinin toplanabilme 

teorisindeki etkileri ele alındı. Bu çalıĢmayla ilgili literatürde yer alan teoremlerin 

ispatında kullanılan tekniklerde bazı notasyonel düzenlemeler belirlenerek temel 

tanımlardan yararlanıldı ve hesaplamalarda karıĢıklıkları önlemek için bazı 

düzenlemeler  yapıldı. Bu çalıĢmada ispatı incelenen teoremlerin yapıları arasındaki 

farklılıklar örneklerle gösterildi. Sayılabilir durum uzayında bir Markov sürecinin 

Martin giriĢ ve çıkıĢ sınırları olasılık olarak tartıĢıldı. Fourier serilerinin         

toplanabilmesi ile iliĢkili olan Markov zincirini ele alarak çalıĢmanın amacına 

ulaĢılmaya çalıĢıldı. Ayrıca potansiyel teorinin oluĢturulması sonucundan 

yararlanarak Fourier serilerinin,        toplanabilmesinde yeni tip limit teoremlerini 

sağladığı görüldü. Rasgele ilerlemenin tanımı verilerek, rasgele değiĢkenler ile 

oluĢturulan Borel cümle ile martingale olma arasındaki bağıntının olasılık 

yoğunluklu Markov sürecini oluĢturması incelendi. Kabul edilebilir (admissible) 

dizilerin özelliklerinin çalıĢmadaki teoremlere uygulaması incelendi. Olasılık dağılım 

ile konvolüsyon arasındaki iliĢkinin teoremlerin ispatında sağladığı kolaylıklar 

gözlemlendi. Regülerlik ve süper regülerlik tanımları verilerek Stochastic sürecin 

süper martingale olması incelendi. Regüler fonksiyonlar sınıfının en önemlilerinden 

birisinin Fourier-Stieltjes serisinin         kısmı toplamları olduğu görüldü. Regüler 

fonksiyonlarla sınırlı salınımlılık arasındaki iliĢkiyi veren teoremin ispatı 

incelendi.  -yol kavramı ile regüler fonksiyon arasındaki iliĢki yardımıyla 

teoremlerin ispatı incelendi. -regüler,  -süper regüler ve  -alt regüler tanımları 

yardımıyla süper martingale olma durumu incelendi. -kararlılık tanımı verilerek 

önemli bir sonucu ele alındı. Martin temsil teoremi ve minimal regülerlik arasındaki 

iliĢkiler detaylı bir Ģekilde incelendi. Regüler fonksiyonlar ile trigonometrik seriler 

arasındaki iliĢkiyi veren teorem yardımıyla rasgele ilerlemenin Martin çıkıĢ sınırı, 

minimal pozitif fonksiyonlar ve çekirdekleri ile oluĢturulan Martin temsil teoremine 

denk olan teorem ifade edildi. Fourier serilerinin       toplanabilmesi ile olasılık 

teorisindeki martingale kavramı arasındaki iliĢkiler araĢtırıldı. Dirichlet çekirdeğinin 

olasılık yoğunluk fonksiyonu üzerindeki etkisi gösterildi. Dirichlet probleminin 

çözümü detaylı bir Ģekilde tartıĢıldı. Dirichlet probleminin çözümünde kullanılan 
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PWB metodunun diğer çözüm metotlarına göre sağladığı kolaylıklar gösterildi. 

Green fonksiyonunun özellikleri yardımıyla çalıĢmanın esasını oluĢturan teoremlerin 

ispatı incelendi. Fourier-Stieltjes serisi, sınırlı salınımlılık ve sıfır ölçü kavramlarının 

çalıĢmada ispatı incelenen teoremlere kattığı anlam tartıĢıldı. Nonnegatif  -süper 

regüler fonksiyonların sınır davranıĢı;  PWB ve (0-1 kanunu) metotları yardımıyla 

incelendi.   -süperregüler,  -fine sınırlılık ve  -kararlılık arasındaki iliĢkileri 

bulunduran teoremlerin ispatı ve arasındaki iliĢkiler tartıĢıldı.Bir Fourier serisinin 

„fine limit „ kavramını bir Fourier serisinin        kavramına birleĢtiren bir teoremin 

ispatı belli hipotezler yardımıyla incelenerek toplanabilmenin genelleme durumları 

incelendi.       toplanabilme metodunun oluĢturulmasında        dönüĢüm dizisi ile 

bir sınırlı dizinin kullanılması sonucu yardımıyla,       toplanabilme ile ilgili 

teoremlerin ispatı ve bazı sonuçları incelendi. Fine limit ve fine Topoloji 

kavramlarının çalıĢmadaki önemli etkileri tartıĢıldı. Bu çalıĢmadan yararlanarak belli 

hipotezlerle literatürde olmayan teoremlerin ispatının yapılabileceği sonucuna 

ulaĢıldı.  
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