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1. GIRIS

1.1. Tarihi Gelisim

Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilari, uygulamali matematigin bir¢cok alaninda,
ozellikle sayisal ¢oziimleme, fark denklemleri ve toplamlarin asimtotik analizinde
kullanilmaktadir. Bernoulli polinomlari ve Bernoulli sayilarinin ayni zamanda
istatistik biliminde de bircok énemli ve yararli uygulamalar1 vardir. Ornegin stirling

yaklagimi en 6nemli uygulamalarindan biridir.

Bernoulli polinomlarindan ilk olarak  ‘“Ars Conjectandi’’ c¢alismasinda Jakob
Bernoulli tarafindan bahsedilmistir. Fakat Polinomlara Bernoulli adini Jakob

Bernoulli’nin 6liimiinden sonra Euler vermistir.

Jakob Bernoulli(1654 - 1705, Basel)



Bernoulli ailesi, iistiin zekali soylarinin ge¢gmisleri genetik¢iler tarafindan uzun uzun
incelenmistir. U¢ veya dort nesilde sekiz on tane iistiin zekali matematikg¢i ¢ikaran,
iclerinden bir¢ogu hukukta, bilginlikte, sanatta, edebiyatta ve idari alanlarda gercek

bir iistiinliik gosteren Bernoulli ailesi gergekten incelenmeye degerdir.

Bernoulli ailesi, diferansiyel ve integral hesabmin gelismesinde, uygulanmaya
konulmasinda ve tiim Avrupa’ya yayilmasinda en onde yer almiglardir. Gergekten
Bernoulli’ler ile Euler digerlerini bastirarak integral ve tiirevi cok ileriye

gotliirmiislerdir.

Jakob Bernoulli 27 Aralik 1654’te Isvigre’nin Basel kentinde dogmustur. Annesi

Margaretha Bernoulli, babasi Nicolaus Bernoulli’dir.

Bernoulli soyunun kurucusu, Basel’in en eski ailelerinden biri ile birlesip biiyiik bir
tiiccar olmustur. Jakob Bernoulli’nin babasi Nicolaus Bernoulli de babasi ve
dedesinin meslegini devam ettirmistir. Nicolau Bernoulli, Basel’de Belediye
meclisinde ve sehirde onemli birisidir. Jakob Bernoulli’nin annesi de banker ve
meclis liyesi onemli bir Basel ailesinin iiyesidir. Jakob Bernoulli, Johann(Jean)

Bernoulli’nin agabeyi ve Daniel Bernoulli’nin amcasidir.
Yy

Jakob Bernoulli, ailesi tarafindan psikoloji ve din bilimi alaninda caligmaya
zorlanmistir. Jakob Bernoulli buna ¢ok iiziilmiis ama yine de Basel Universitesi’nden
1671°de mastir derecesiyle psikoloji boliimiinden mezun olmustur ve 1676’da din
biliminde de 6grenimini tamamlamistir. Jakob Bernoulli ailesinin karsi ¢ikmasina
ragmen matematik ve astronomiyle ilgilenmistir. Jakob Bernoulli’den 6nce Bernoulli
ailesi pek matematikle ilgilenmemistir ama Jakob Bernoulli’den sonra herkes

matematik ve matematiksel fizik ile ilgilenmistir.

1676’da Din bilimindeki derecesini aldiktan sonra Jakob Bernoulli asistan olarak
calismak lizere Geneva’ya gitmistir. Sonra oradan Fransa’ya gidip iki yil boyunca
Malebranche’nin 6nderliginde Descartes’in 6grencileriyle caligmistir. Daha sonra
1681°de Hollanda’ya gitmis ve iginde Hudde’nin de oldugu birgok matematik¢iyle
tanigmustir. Sonralart ¢aligmalart matematikgilere ve Avrupadaki bilim adamlarma
onderlik etmistir. Bernoulli, astronomiye de ¢ok ilgi duymus ve kuyruklu yildiz ile

ilgili bir ¢galisma yapmuistir.



Jakob Bernoulli, isvigre’ye geri donmiis ve 1683’ten itibaren Basel Universitesi’nde
mekanik alaninda ders vermeye baglamistir. Bu donemde Descartes’in ‘‘Geometrie’’
adli ¢alismasinin da i¢inde bulundugu geometri ¢alismasina onderlik yapmis, bu

calismalar sirasinda sonsuz kiiciikler geometrisine ilgi duymaya baslamistir.

Jakob Bernoulli birgok 6nemli olaylar1 ilgilendiren matematiksel ¢aligmalari, geng
kardesi Johann Bernoulli’nin matematik {izerine calismaya baslamasindan sonra
ortaya ¢ikmistir.  Johann Bernoulli doktordu fakat agabeyi Jakob Bernoulli
tarafindan Leibniz’in diferansiyel hesabma c¢alistirildi ve Leibniz’in teorisinin

uygulamalarini ilk anlamaya ¢alisanlar Bernoulli kardesler olmustur.

Jakob ve Johann kardesler benzer problemler {lizerinde ¢alismiglar. Onlar iki kardes

olmalarina ragmen kisa siirede birbirine rakip olan is ortaklarma doniismiislerdir.

Jakob Bernoulli, Leibniz tarafindan ortaya atilan diferansiyel ve integral hesabinin
seklini incelemistir. Jakob Bernoulli, Newton ve Leibniz’in biraktigi bu hesabi1 daha
ileri gotiirerek sonu zor ve Oonemli uygulamalarina yonlendirenlerin basinda gelir.
Analitik geometri, olasiliklar kurami ve degisimler hesabma ait buluslar1 ¢ok
degerlidir. Bu degisimler ile ilgili problemlerin {izerinde daha sonra Euler, Lagrange
ve Hamilton da durmustur. Fermat’mm minimum zaman problemi bu degisimle
coziilebilen tiirlerden biridir. Aslinda degisim probleminin dogusu ¢ok eskidir.
Soylentiye gore, Kartaca sehri kuruldugu zaman adam basina bir sabahin bir giinde
siirebilecegi kadar alanda toprak verilmisti. Adamimn bir giinde siirecegi ¢izginin
uzunlugu bilindigine gére en biiylik alan1 elde etmek i¢in sabahin izinin sekli ne
olmalidir? Ya da matematiksel bir dille sdylersek, cevre uzunluklari ayni olan
sekillerden maksimum alanlis1 hangisidir? Yanit, cemberle ¢evrili bir dairedir. Bu da
analizde iinlii maksimum ve minimum problemidir. Iste Jakob bu problemi ¢dzmiis
ve genellemistir. Sikloidin en ¢abuk inis egrisi oldugu Jakob ve Johann kardesler
tarafindan 1697’de baska bilginlerle hemen hemen ayni1 zamanda bulunmustur. Jakob
Bernoulli’nin 6liimiinden sonra 1713°te i¢inde Bernoulli polinomlari, Bernoulli
sayilar1 ve olasilik kuraminin bulundugu ‘‘ Ars Conjectandi ” adli biiylik eseri

yaymlanmistir.

Jakob Bernoulli, diferansiyel ve integral hesaba ait ¢alismasinda ¢ok ileri sonuglar
bulmustur. Leibniz’in yaptig1 c¢alismalar {izerinde devam ederek zincir egrisi

problemi ile ugrasmistir.



Bu problem bugiin i¢in gecerli olan asma kopriiler, telefon telleri ve yliksek gerilim
telleri problemidir. O devirde yeni ve zor olan bu problem simdi olduk¢a kolay ve

uygulamasi ¢ok olan mekanik problemdir.

Bernoulli, iizerinde c¢ok calistigi ve birgok yonlerini kesfettigi geometrik
dontistimlerin ¢ogu ile yine kendine benzer sekle giren logaritmik ya da esit agili
yaya hayran kalmistir. Mezarina bile bu yaym resminin ¢izilmesini ve ‘‘ Ayni

2

kalarak degisirim. ” yazismnin yazilmasmi vasiyet etmis ve 1705 yilinda vefat

etmistir.

1.2. Problemin Tanitilmasi

m. mertebeden degisken katsayili lineer
J m b

z Phk(x)y(k)(ahkx_'_ﬁhk):g(x)_'_ﬂ“J.Kf(x’t)y(t)dt (L.1)

h= a

k=0

(=]

Fredholm integro-diferansiyel fark denkleminin, —o0 < a < x,f < b < oo araliginda

-1
(@, W (@) + b,y (B))=4,,j =0,1,2,...m~1 (1.2)

0

3

=~
Il

kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimii incelenecektir. Aranilan ¢oziim,
yx)=>a,B,(x) (1.3)

seklinde Bernoulli polinomlar1 cinsinden, kesilmis Bernoulli serisi formunda
olacaktrr. Bu amacla diferansiyel, integral ve integro diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimii i¢cin verilen Taylor siralama yontemi gelistirilerek (Giilsu vd. 2005, Giilsu
vd. 2005; Karamete vd. 2002, Sezer vd. 2005, Sezer vd. 1996, Giilsu vd. 2005)

“Bernoulli Sralama Yontemi” ile (1,1) denklemi (1,2) kosulu altinda ¢oziilecektir.



Burada (1.1) denklemi A =0 icin lineer diferansiyel fark denklemi olup,
P, (x), g(x) ve K (x,t) a < x,t <b araliginda taniml fonksiyonlar ve A uygun bir

sabittir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Bernoulli Polinomlarinin Temel Ozellikleri

Bernoulli polinomlari, ilk » tamsaymin p. kuvvetleri toplamini belirten (p+1).

dereceden bir polinomdur. Bernoulli polinomunun genel ifadesi,

-y 5 (), (2.1)

seklindedir. Bu seri |t| <27 igin yakmsaktir. Ustel fonksiyonlarm seri agilimmdan

yararlanarak (2.1) denkleminden birka¢ tane Bernoulli polinomu bulmak

miumkiindir.

Il
—_
+

|
+

w |

+

>

] B(x)+ B ()% + B, (1) 45, (x)g+E]

B, (x)+ [B] (x) B, (x)} . [Bz (x) LB (x) LB (x)}2

! 2! 21! 3!
+{B3(x)+ Bz(x)+ B, (x)+ Bo(x)}ﬁ +D

3! 212! 3 4!



Burada ¢ nin katsayilar1 karsilastirilirsa,

B3(x)+B2(x)+B,(x)+B0(x)_x_3 3 3 51
3! 212! 3n! 4! 3!

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

B,(x)= Zn:(Z]bkx""‘

k=0

(2.2)

seklinde Bernoulli polinomlar: elde edilir. Burada b, = B, :Bk(O) , Bernoulli

sayilaridir.

2.2. Bernoulli Polinomlarinin Bagintilar

2.2.1. Tiirev ve integral bagintilan

(2.2) ifadesinde her iki tarafin diferansiyeli alinirsa,

B ()= im(n ~ kb x" " = 0B, (x)

dx —o\k

ifadesi elde edilir. Boyle devam edilirse,

(2.3)



elde edilir. (2.3) ifadesinde n yerine (n + 1) konulup integral alinirsa

18,0ty =—[8,.,(x)-B,,(a] .4

a

ifadesi elde edilir.

2.2.2. Fark bagintilan

Bernoulli polinomlar1 i¢in fark bagintilar
B,(x+1)=B,(x)

B,(x+1)=B,(x)+1
B, (x+1): B, (x)+ nx"", (n > 2)

seklinde verilir. (2.1) ifadesinde x yerine (x+ 1) alinirsa,

te(x+l )t

1 :iB”(z'_'_l)z” ve e +-¢ => x”+zt—Bn(x)
- n=0 . .

elde edilir. #"’in katsayilar1 karsilastirilirsa,

B, (x + 1) =B, (x)+ nx"!
bagintisi elde edilir.
2.2.3. Tamamlayici eleman bagintisi

Bernoulli polinomlar1 i¢in tamamlayic1 eleman bagintisi

B,(1-x)=(-1)"B,(x)

seklinde verilir. (2.1) ifadesinde x yerine (l—x) yazilirsa,



elde edilir. #”’in katsayilar1 karsilastirildiginda istenilen ifade elde edilir.

2.2.4. Ekleme formiilii

Bernoulli polinomlari i¢in ekleme formiilii

o) 3 ).

k=0

seklinde verilir.
2.2.5. Simetriler

Bernoulli polinomlar1 i¢in simetri bagintilar1

seklinde gerceklenir.

2.2.6. Carpim bagintilan

Bernoulli polinomlar1 i¢in ¢arpim bagintilari

B, (mx)=m"" f‘:Bn (x + ﬁ]

n=0 m
1

jBn (x)B, (x)dx = (-1)" m!n!

WBM_WI, m,nZI
0



seklindedir.

2.2.7. Fourier seri bagintisi

Bernoulli polinomlar1 i¢in Fourier seri gosterimi

2 iikx

Bn(x)z n! : Ze

(2717 ) k+0 k !
seklinde verilir.

2.2.8. Ters doniisiim bagintisi

Bernoulli polinomlar1 i¢in ters doniisiim bagintisi

| Zn:(nzljBk(X)

n+1i

seklinde verilir.

2.2.9. Falling factorial bagintis1

Sn+l|n
Bn+] :Bn+] +zZ+1{k}(X)k+]

k=0

n

Burada B = B, (0) Bernoulli sayisi, {k

} = S(n, k) (ikinci Tip Stirling Sayis1)

(x),, = Z Z : 1 {Z}(BM (x)-B,.,), m = s(n,k) (Birinci Tip Stirling Sayis1)
k=0

dir.
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2.2.10. Diger bagintilar

Bernoulli polinomlari i¢in asagidaki bagintilar gergeklenirler.

1
1 [B,(x)dx=0, n=123,..

0

2) B,(1)=(-1)"B,(0)

3) B, G) =—(1-2"")3,(0)

5) B, (x)=2(-1)"" (2n)!iM . n=123,.ve 0<x<l

m=l (27”71)2”

6) B,,(x)=2(-1)""(2n —1)!2&7”13_]) , n=123,..ve 0<x<I
m=1 (27m1)

11



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Bernoulli Siralama (Collocation) Yontemi

3.1.1. Lineer diferansiyel denklemlerin c¢oziimleri icin Bernoulli siralama

yontemi

Degisken katsayilt m. mertebeden lineer

iPk(x)y(k)(x):g(x),—oo<a<x<b<oo (3.1)

k=0

diferansiyel denkleminin

aky(k)(a)+bjky(k)(b)=lj,jzo,l,...,m—l (3.2)

J!
kosullar1 altinda

y(x)=>a,B,(x) (3.3)

seklinde kesilmis (sonlu) Bernoulli serisi formunda bir yaklasik ¢6ziimiinlin var

oldugu kabul edilsin. Bu ¢6ziim
[(0)]=BwA (3.4)

matris formunda yazilabilir. Burada B(x) ve A matrisleri sirastyla

12



seklinde tanimlanir. (3.4) matris formu

b=a. i _o1..N
N

siralama noktalarinda

[v(x)]=B(x,)A, i=0,,...N

bicimindedir. Boliim (2.1) de bulunan

k=0

B,(x)= i(:]bkx""k

ozelliginden yararlanilarak Bernoulli polinomlar1

B(x)= X(x)S

seklinde matris formuna doniistiiriilebilir. Burada X(x)ve S matrisi asagidaki

gibidir.
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0 1 2 N
I O O P N
1 2 N
O lofe i N1
S= 2 N

0 0 . b, Voo b,
.

0 0 0 (Ojbo

olarak tanimlanir.

k = 0igin,
X(x)=[x" x x|
k =1igin,
XOx)=lo 1 2x - NxV]

ifadesi elde edilir ve

14
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seklinde tanimlanir. X )(x) in matris formu ise,

X¥(x) = X(x)M* (3.6)

olarak ifade edilir.

(3.2) ’de ifade edilen matris formunun k. mertebeden tiirevi ise

y¥(x) =B (x)A (3.7)
seklindedir.
B(x) = X(x/S

ifadesinden yararlanilarak

B% (x)=X"pa)s
seklinde yazilabilir. B (x) (3.7)’de yerine yazilirsa
y9(x) = XW)SA (3.8)

elde edilir. (3.4) ile verilen ifade (3.8)’de yerine yazilirsa

y9(x) = XxM*SA (3.9)

elde edilir.
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x =x,1¢in (3.1) diferansiyel denklemi
> Ry () = g(x,) i =01.2,...N (3.10)
k=0

bicimini alir. (3.10) ile verilen denklem matris sistemine doniistiiriilerek

>YpryYY=cG (3.11)
k=0

ifadesi elde edilir. Burada

(B(x) 0 0 - 0 Co(x,)] V9 ]
0 Ex) 0 0 g(x) y(k) x,)

PB=l 0 0 A& - 0 |G=gx) | Y=["x)| 312
0 0 0 - Blxy)| |ty )|

seklindedir.

(3.9)’de ifade edilen denklem x = x; i¢in
»(x) = X(x/M*SA (3.13)

bicimini alir. Bu ifade genellestirilerek

Y (x) = XM*SA (3.14)

matrisi elde edilir. Burada

X)) R e )Y
X(Xl) 1 (xl)l (x1)2 (xl)N

X= X(xz) =|1 (xz)l (x2)2 (x2)N (3.15)
X)) 1) )t o @)
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seklindedir.

(3.14), (3.11)’ de yerine yazilirsa

m
Y P, XMFSA =G
k=0

temel matris denklemi elde edilir. (3.16) denkleminde

W=l ]= SR XEMS, ij =018
k=0

seklindedir. (3.16) denklemi ayni zamanda

WA =G

(3.16)

(3.17)

seklinde ifade edilebilen (N +1) denklem (N+1) bilinmeyenden olusan (3.17)

cebirsel sistemine doniistiiriilebilir. (3.17) denkleminin arttirilmis matrisi

Wooo Wor =0 Won g(xo)—
W W w5 g(x)
[W; G] =| Wy Wy o Wy 5 g(xy)
_WNO WN] T WNN 5 g(xN)_(N+l)><(N+l)

bicimindedir. Boliim (3.1.1)’de verilen

-1
ajky(")(a)+bjky(k)(b)=ij, j=0L..m-1,

0

3

=~
Il

kosul denkleminde (3.13)de tanimlanan ifadeler kullanilarak

1(a) = X(aM'SA

() = X(b)M*SA
17



kosullar i¢in matris gosterimleri bulunur. Bunlar yerine yazilirsa

U, =

k=0

[aij(a)+bij(b)]MkS=[ujo Uy Uy

olmak tizere, bu matris sistemi j =0,1,...,m—1 i¢in

UA=|2]

veya artirilmis matris formunda

ﬁj:[Uj;ﬂ‘j]:[“jo U Up o “ﬂv;ﬂv’]

olarak yazilir. O halde kosullar ile ilgili arttirilmis matris;

Uy Up Uy,
Uy Uy, U,
I:Uj;j‘/ ]_ Uy Uy Uy,

Uy >
Uy 5
Uyy >
um—lN H

uJN]: [ﬂ“j]

'm—1

(3.18)

ile tanimlanir. Simdi (3.17) cebirsel sisteminde son m satir silinerek kosullarla ilgili

arttirllmig matris yerine yazilirsa

I:N ’é]: Wrnomo  Wiomi Wy_mn
Uy Uy Ugn
u]O u]] u]N

L um—lO um—ll um—lN

matrisi elde edilir. Bu arttirilmis matris

18
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WA =G (3.19)

formunda matris denklemine doniistiiriilebilir.

Burada rankW = rank[\’NV;(N}]: N +1 yani det(VNV)i 0 1se (3.19) matris denkleminin

¢Ozumu
A=(W)'G

seklindedir. .( det(W)z 0 ise (3.19) matris dekleminin ¢oziimii yoktur veya sonsuz

¢Ozlimii vardir.) Boylece (3.19)’dan

bilinmeyen Bernoulli katsayilarindan olusan siitun matrisi tek olarak bulunur. O
halde verilen kosullara gore (3.1) diferansiyel denklemi tek ¢oziime sahiptir ve bu

¢Ozlim
[y(0]=B(x)A

veya
y(x)=>"a,B,(x)

seklinde Bernoulli polinom ¢6ziimii olarak ifade edilir.

19



3.1.2. Lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin ¢éziimii icin Bernoulli

siralama yontemi

Fredholm integro-diferansiyel denklemi
m b
> P (x)yW(x) = g(x) + zjK(x,z)y(z)dt ,a<x,t<b<o, (3.20)
k=0 a

veya kisaca
> B @)y ()= g0+ () (3.21)
k=0

seklinde gosterilir. Burada

I(x) = [ K(x,0)p(t)dt (3.22)
olarak tanimlanir.
y(x) =B(x)A

denklemi ¢ degiskeni igin
() =B(H)A (3.23)
dir. Maclaurin agilimindan

Kt = XK X(0), K, =k ], i,j=0,1,2,...N

ve Bernoulli agilimindan

K(x,0)=B®K B’ (x),K, = [k |.i,j = 01,2,..,N (3.24)

ifadesi elde edilir. Buradan
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X(x)K, X" (¢)=B(x)K B’ (¢)
X(x)K, X" (1) = X(x)SK X" (¢)8”
K =SK s’
K,=S'K ()"
elde edilir. (3.23) ve (3.24)deki denklemler (3.22)’de yerlerine konulursa

I(x) = j B(x)K B’ ()B(1)Ad! = B(x)K ,QA (3.25)

bi¢imini alir. Burada

Q= j B’ (1)B(¢)dt

seklindedir.
b b b
Q=B (O)B()dr = [$"X" (t)X(¢)Sdt = s{ [x (z)X(t)a’t}S (3.26)
H
Ve
b bi+j+l _ai+j+l
H= [ X" ()X()dt = [, |=>——"—.i.j=012..N (3.27)
; i+j+1

formiilii ile H matrisini hesaplayabiliriz. (3.27) ifadesi (3.26)’da yerine konulursa
Q=S"HS

elde edilir. (3.25) denkleminde
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ifadesi yerine konularak, (3.22) denklemi

I(x)= X(x)SK ,QA (3.28)

seklinde matris formuna doniistiiriilebilir.

x = x,; swralama noktalar1 ile (3.21) denklemi

> P (x)y " (x) = g(x) + A(x,), i=0lL...N
k=0

seklindedir.

Bu Fredholm integro-diferansiyel denkleminin matris formu, bolim (3.1.1)’de

Pk,Y(k),G, X,M matrisleri kullanilarak (3.1) denklemini (3.11)’de matris haline

getirdigimiz gibi benzer islemler yapilarak

P (0)YH =G +1 (3.29)
k=0

haline gelir. Boliim (3.1.1)’den

y¥(x) = B (x)A = X¥)(x)SA = X(x)M*SA (3.30)
ifadesi ile (3.28) ve (3.30) denklemleri (3.29)’de yerine konursa

P, XM"SA = G + A(XSK ,QA)

k=0

m
P, XM¥s - A(XSK ;Q)[A =G
k=0

Wy
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temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem

W,A=G

cebirsel sistemine doniistiiriiliir ve boliim (3.1.1)’de belirtildigi gibi kosullar yerine

konularak, bu matris denklemi

W,A=G (3.31)

arttirilmis matrise doniistiiriilebilir. Burada rankW , = rank[W f;éjz N +1 ise yani

/

det(W ’ );t 0 ise (3.31) denkleminin ¢ziimii

~

a=(w, |'a (3.32)

seklindedir. (det(\7~V f ): O1ise (3.31) denkleminin ¢oziimii yoktur veya parametreye

bagli sonsuz ¢oziimii vardir.) Bu sekilde (3.32) denkleminden bilinmeyen Bernoulli
katsayilarmin olusturdugu A =[a, a, -~ a,] siitun matrisi bulunur. O halde

verilen kosullara gore (3.20) Fredholm integro-diferansiyel denklemi tek ¢dziime

sahip olur ve bu ¢6ziim
[r()]=B(x)A

veya
y(x)=>"a,B,(x)

seklinde ifade edilen Bernoulli polinom ¢6ziimiidiir.
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3.1.3. Lineer diferansiyel fark denklemlerinin ¢éziimii icin Bernoulli siralama

yontemi

Degisken katsayili m . mertebeden lineer diferansiyel fark denklemi

L (k
zzphk(x)y )(ahkx+ﬁhk): g(x) (3.33)
h

=0 k=0

seklinde gosterilir. Burada denklemin matris formunu x = «,, x + 3, esitligi ve (3.7)

uyarmca y(x) = B(x)A ifadesinden yararlanilarak

y W (a,x+B,) =B (a, x+p,)A (3.34)

seklinde yazilabilir.

B®(x) = X¥(x)s

oldugundan

B (o, x+ B,)=X"(a, x+p,)S (3.35)

elde edilir. Burada

X(x) = [xo x! xN]
oldugundan
X(ahkx+ﬁhk): ll (ahkx+ﬁhk) (ahkx+ﬁhk )2 (ahkx+ﬁhk )NJ (3.36)

olarak tanimlanir. (3.5) matrisi (3.33) denkleminde «,, ve f,, degskenlerine

baghdir. O halde
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et [gJatta (Jfetin
o [l [}t
S i -
o

Olarak yazilabilir. Buradan

X(x)s(ahk ’ﬁhk)

X(ahkx + B ) =

esitligi bulunur.

x=o,x+f, ve (3.6) denkleminden
X(k)(ahkx + ﬂhk): X(x)S(ahk,ﬂhk )Mk

bulunur. (3.35) ve (3.39) denklemleri kullanilarak
B(k)(ahkx + ﬂhk) = X(x)S(ahk,ﬂhk)MkS

elde edilir. (3.34) ve (3.40) denklmeleri kullanilarak

X(x)S(a > B IM*SA

y(k)(ahkx + B ) =

Elde edilir. x = x, i¢in

ya,x, + B, )= X(x,)S(ex,, B,, MSA , i=0,12,....N

ve (3.33) denklemi

Z(;iphk ahkx +ﬂhk) g(xi)a

k=0

25
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NY wipw
(0}%/)( hk)
N 1 N-1
: (1}%/) (ﬁhk)
Ny u o wal| 337
(2}%/) (ﬁhk)
o EN 0
(N}%k) (ﬁhk) |
(3.38)
(3.39)
(3.40)
(3.41)
(3.42)



bi¢cimini alir. (3.41) ve (3.42) denklemlerinden ifadenin matris gosterimi
L
>3 P, XS(aty,, B, M*SA =G (3.43)
h

=0 k=0

Seklindedir. Buradan denklemin ¢6zimii
L
wc - [WU ] = Zz PthS(ahk ’ﬁhk )Mks ’ l’] = 0’1a2a---aN
h

=0 k=0

Seklinde ifade edilir. (3.17) denkleminden kosullar ve (3.13) denklemindeki esitlikler

yerlerine yazilirsa denklem

WA=G

c

cebirsel sistemi seklini alir. Boliim (3.1.1)’de bulunan kosullar yerine konularak

~

WA=G (3.44)

arttirilmis matrisi elde edilir. Burada rankVNVC = mnk[VNVC;(N}]= N +1 ise, yani

det(VNVC);t 0 ise (3.44) matris dekleminin ¢6ziimii

A=(W)'G (3.45)

seklindedir.( det(Wc ) =0 ise (3.44) matris dekleminin ¢6ziimii yoktur veya sonsuz

¢Ozlimii vardir.) Bu sekilde (3.45) denkleminden, bilinmeyen

A=la, a, - af

Bernoulli katsayilarinin olusturdugu siitun matrisi bulunur. O halde verilen kosullara
gore (3.33) m . mertebeden lineer diferansiyel fark denklemi tek ¢6zlime sahip olur

ve bu ¢oziim

[v(0)]=B(x)A
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veya
N
yx)=3a,8,(x)
n=0
seklinde ifade edilen Bernoulli polinom ¢6ziimiidiir.

3.1.4 Lineer Fredholm integro-diferansiyel fark denklemlerinin ¢6ziimii icin

Bernoulli siralama yontemi

Fredholm integro-diferansiyel fark denklemi kisaca

L m b
2. 2 Pk () Foapx+ B ) = g x)+ A[ K (e 0)(e)dr (3.46)
h=0k=0 p

seklinde gosterilir. Fredholm integro-diferansiyel fark denleminde, (3.29) ve (3.43)

ifadeleri yerine konularak x = x,, i =0,1,2,..., N srralama noktalarinda

P, XS(a,,, B, )M*SA = G + A(XSK ,QA)

[M:

2,

L
h=0

=~
Il

0

temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem ile

[ZL:Z Phkxs(ahk’ﬂhk )Mks - A(XSK _/,Q)jA =G

h=0 k=0

er’
temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem
chA =G

cebirsel sistemine doniistiiriiliir ve boliim (3.1.1)’de ifade edildigi gibi kosullar

yerine konularak, bu matris denklemi

W, A=G (3.47)
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seklinde yeni arttirilmis matrise doniistiiriilebilir. Burada
ranchf = rank[Wc ;é]: N +1 ise yani det(VNVCf);«é Oise (3.47) matris

denkleminin ¢6ziimii

A=(W,)'G (3.48)

seklinde ifade edilir. ( det(W,y )= 0 ise (3.47) matris dekleminin ¢oziimii yoktur

veya sonsuz ¢oziimii vardir.) Bu sekilde (3.48) denkleminden, bilinmeyen

A=la, a, - af

Bernoulli katsayilarinin olusturdugu siitun matrisi bulunur. O halde verilen kosullara
gore (3.46) Fredholm integro-diferansiyel fark denklemi tek ¢oziime sahip olur ve bu

¢Ozlim
[y(0]=B(x)A

veya
y(x)=>a,B,(x) (3.49)

seklinde ifade edilen Bernoulli polinom ¢6ziimiidiir.

3.2 Coziimiin Kontrolii Ve Hata Hesabi
(3.49)’ daki kesilmis Bernoulli serisi (3.46) denkleminin yaklasik ¢oziimii

oldugundan bulunan y(x) ¢6ziim fonksiyonu (3.46) da yerine yazildiginda denklemi

yaklasik olarak saglamalidir. Bu durumda her x =x,, i =0,1,2,...,N i¢in
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L m b
E(x)=| ZPhk(xi)y(k)(ahkxi + Bk )-8l )= A K 4 (s, )(e)d = 0
h=0k=0 a

veya
E(x,) <107% (k) (herhangi bir pozitif tamsay1)

olmalidir. Eger maksimum (10""’):10"" (k herhangi bir pozitif tamsay1) onceden
belirlenirse, N kesme sinir1 x, noktalarmm her birindeki E(x,) degeri, alinan 107

dan kiiciik oluncaya kadar arttirilir. Diger yandan hata fonksiyonu

L m b
E(x)= ), ZPhk(x)y(k)(thkx+ﬁhk)—g(x)—lj.Kf(x,f)y(f)df
h=0k=0 a

seklinde ifade edilebilir. Eger bu fonksiyonun grafigi N kesme sinir1 artarken

x -eksenine yaklasiyorsa ¢Oziimiin hatast asimptotik olarak sifira yaklasiyor

demektir.
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4. BULGULAR VE iRDELEME

Bu boliimde, c¢alismada sunulan “Bernoulli Sralama Yontemi” nin
kullanilabilirligini gostermek icin  m. mertebeden degisken katsayili lineer
diferansiyel denlemlerin, Fredholm integro diferansiyel denklemlerin, m.
mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel fark denklemlerin ve Fredholm
integro-diferansiyel fark denklemlerin &rnekleri incelenmistir. Orneklerdeki
denklemleri incelemek icin MAPLE 17 ve MATLAB (R2013a) programlari
kullanilmistir. Bu programlar kullanilarak yeterince farkli N degeri i¢in tam ¢oziime
yaklagilmaya c¢alisilmis ve elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi grafiklerde
gosterilmistir. Ayrica bulunan yaklasik ¢oziimler ile tam ¢oziim arasindaki durum

hata analizleri yapilarak tablolar yardimi ile sunulmustur.

4.1. Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalan

Ornek 4.1.1. (Giilsu, 2014), ikinci mertebeden sabit katsayzli,

Y"(x)+3y"(x)+ 2p(x) =2x +5,0 < x <1 4.1)

homojen olmayan lineer diferansiyel denklemini
»0)=1.y(0)=1 4.2)

kosullar1 altinda

y(x)=>a,B,(x) (4.3)
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N =3 i¢in Bernoulli srralama yontemi ile ¢oziimiinii arastiralim. Burada (4.1)

denkleminin tam ¢oziimii y,,, (x) = x+1°dir. N =3 i¢in (4.3)

3
y(x) = Zaan (x)  olur.
n=0

Burada siralama noktalari

4i.i=012....N
N

Po(x):2, Pl(x)=3, Pz(x)zl, g(x)=2x+5

olmak iizere (3.1) diferansiyel denkleminin temel matris denklemi (3.1.1)’den

m
Y P XMFSA =G
k=0

(4.4)

seklindedir. (3.1) diferansiyel denkleminin mertebesi m = 2 oldugundan bu denklem

asagidaki gibi m = 2 ’ye kadar agilirsa
{P0X+ P, XM + P,XM? }SA -G

elde edilir. Burada,

W= {P0X+ P, XM + PZXMZ}S

icin denklem (3.1)

WA =G = [W;G]
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seklinde olur. Buradaki Py,P;,P,,X,M,S,G matrislerin1 (3.3), (3.12), (3.15)

bagintilarindan
2.0 00 3000 1000 5
0200 0300 0100 17/3
P, = , P = Py = ,G = :
0020 0030 0010 19/3
000 2 0003 0001 7
1 0 0 0 010 0 1 -12 16 0
Ly3 19 127 0020 o jo 1 -l 1/2
1 2/3 4/9 8277 [0 0 0 3 |0 0 1 =372
11 1 1 000 0 0 0 0 1

Bulunan bu matrisler (4.5) denkleminde yerine yazilirsa

2 2 =23 =32 ;5
2 83 8/9 -—77/54 ; 17/3
2 10/3 26/9  23/54 ; 19/3
2 4 16/3 9/2 ; 7

[W;G]= (4.6)

arttirilmis matrisi elde edilir. Kosullar kullanilarak bulunan arttirilmis matrisi

(3.18)’den

{UO ; /10}{1 -1/2 1/6 0 ; 1} @)

U 5 4] |0 1 -1 12 ;1

olarak bulunur. (4.6) matrisinin son iki satir1 silinip yerine (4.7) kosul matrisi

yazilirsa arttirilmis matrisin son hali

2 2 =23 =3/2 ;5

~ <1 |2 83 89 -77/54 ; 17/3

[W;&]- / / / / (4.8)
1 -12 1/6 0 ;1
0o 1 -1 /2 ;1

elde edilmis olur. det(W )= 0 oldugundan (4.8)"in diger bir ifadesi
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1

agl 2 2 -2/3 32775
a_la|_|2 83 89 -754) 173
ay | |1 =12 1/6 0 1
as| |0 1 -1 12 1

seklindedir. Bu denklemden
A=[32 1 0 of

Bernoulli katsayilar matrisi bulunur. Béylece bu katsayilar (4.3)’de yerine yazilarak,

ornek 4.1.1°deki problemin N = 3 i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden ¢oztimii

y(x) =a,B, (x)"' a,B, (x)"' a,B, (x)"' a;B; (x)

y(x)=%+(x—%]+0+0

olarak elde edilir. Buradan
y(x) =x+1

olacak sekilde (4.1) denkleminin tam ¢6ziimii elde edilir.

Ornek 4.1.2. (Giilsu, 2008) Degisken katsayzls,

y"(x)+ xv(x) = %xS —%x“ ,0<x<1 (4.9)

homojen olmayan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini

$(0)=1,(0)=-1 (4.10)
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kosullar1 altinda N =5,8,12 i¢in sonlu Bernoulli siralama yontemi ile ¢ozelim.

Burada N =5icin Bernoulli seri ¢oziimiinii bulmak i¢in siralama noktalar1 (4.4)

bagintisi ile asagidaki gibi buluruz
1 2 3 4
{x():O, x,:§, xzzg, x3:g, x4:g, x5:1}

Bu 6rnek i¢in gerekli olan fonksiyonlar denklem (3.15)’den

1 1
R(x)=x, B(x)=0, P(x)=1, glx)=—x’ -

Bu fonksiyonlarin matris formlart N =5 i¢in (3.12) denklemini uygulayalim. Bu
matrislere dnceki 6rnege benzer islemler uygulanirsa temel matris denklemi elde

edilir. Buradaki Py, P;,P,,X,M,S, G matrisleri

00 0 000 000 000
015 0 00 0 000 000
p |00 2/5 000 ]|, |000 000
°=lo 0 0 350 01| '°/000 00O
0 0 0 0 4/5 0 000 000
0 0 0 00 1| 000 00 0
100 00 0] 0]
010 000 ~3/125
p _|0 0 1 000 . |-32/938
271000 10 0 [ ~189/125
000 010 ~128/313
000 00 1| ~1/2
1 0 0 0 0 0
115 1/25  1/125  1/625  1/3125
x_|1 2/5 4/25 8125 16/625 323125
1 3/5 9/25 27/125 81/625 243/3125 |’
1 4/5 16/25 64/125 256/625 1024/3125
111 1 1 1
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010000 1 =12 1/6 0 -1/30 0 ]
002000 0 1 -1 12 0 -1/6
Mo|0 00300  f0o 0 1 -32 1 0
000040 j0 0 0 1 -2 53
000005 0o 0 0 0 1 =52
000000 |0 0 0 0 0 1 |

seklindedir. Bulunan bu matrisler (4.5) denkleminde yerine yazilirsa,

[0 0 2 -3 2 0 ; 0
1/5 —3/50 1501/750 —1119/625 1471/18750 14926/15625 ;  —3/12500
[W;~]: 2/5 —1/25 739/375 -369/625 —8159/9375 7414/15625 ;  —32/9375
3/5 3/50  489/250 366/625 —5409/6250 —7371/15625 ; —189/12500
1 —1/2 1/6 0 -1/30 0 ; 1
| 0 1 -1 1/2 0 -1/6 ; -1 |

elde edilmis olur. Buradan

19/40
-13/12

_ -1/12
-1/651878216409788

1/12
| -1/603983172929043 |

Bernoulli katsayr matrisi bulunur. Boylece bu katsayilar (4.3)’de yerine yazilarak,

ornek 4.1.2°deki problemin N =5 i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden ¢6ziimii,
y(x) =a,B, (x) +a,B, (x)+ a,B, (x)+ a;B, (x)+ a,B, (x)+ asB; (x)

(x) = 09999999992 — (09999999996 )x+(0.1043299 10 > — (0.1666666667)x’
+(0.8333333358)x" — (0.1655675267-10°° I*
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3 4
olacak sekilde tam ¢oziimii y,,, (x) =l-x —% + T—z olan (4.9) denkleminin yaklasik
cOoziimii elde edilir. Bernoulli ¢6ziim yontemiyle N =8i¢in yaklasik ¢Oziimii
arastiralim. Ayn1 adimlar uygulanarak Bernoulli katsay1 matrisi elde edilir. Buradan

bulunan degerler (4.3) denkleminde yerine yazilir. Boylece

(x)=1-x—(01666666670)x* +(0.8333333496)x* — (0.3397772643-10°* )x*
+(0.2927108559-10* Jx* —(0.511330969-10° )’
(0363929427810 1*

olacak sekilde N =8i¢in yaklasik ¢coziimii elde edilir. Ayni sekilde N =12i¢in
yaklagik ¢oziim

(x) = (0.9999999999) — x + (0.1-10 2 Jr* — (01666666768)x”
+(0.08333350076 )x* — (0.130839208-10° *

+(0.60169514-10° J* —(0.00001757787106)x”

+(0.00003357111709)x* —(0.00004182387263)x°
+(0.00003278052631)x'® —(0.00001468326930)x"
+(0.2867878238-10° "2

olarak bulunur. Cizelge 4.1.’de belirli N degerleri i¢cin uygulanan Bernoulli Siralama
Yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimler ve mutlak hatalarm niimerik sonuclari

karsilagtirilmistir. Sekil 4.1.de tam ¢oziim, N =5,8 ve 12 i¢in yaklasik ¢oziimleri

gosterilmistir.
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Cizelge4.1. N =5, N =8 N =12, i¢in Ornek 4.1.2. nin niimerik sonuglari

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swralama Mutlak Swralama Mutlak Swralama Mutlak
X Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata
Cozim () EG) v B p(x) EG)
N=5 N, =5 N =8 N, =8 N=12 N,=12
0.0 1.000000 0.999999 0.80E-14 1.000000  0.000000  1.000000 0.000000
0.1 0.899842 0.899842 0.80E-14 0.899842  0.10E-14  0.899842  0.10E-14
0.2 0.798800 0.798800 0.70E-14 0.798800  0.000000  0.798800  0.000000
0.3 0.696175 0.696175 0.70E-14 0.696175  0.000000 0.696175  0.000000
0.4 0.591467 0.591467 0.60E-14 0.591467 0.10E-14  0.591467 0.10E-14
0.5 0.484375 0.484375 0.60E-14 0.484375  0.000000  0.484375 0.000000
0.6 0.374800 0.374800 0.60E-14 0.374800  0.000000  0.374800  0.000000
0.7 0.262842 0.262842 0.40E-14 0.262842  0.10E-14  0.262842  0.000000
0.8 0.148800 0.148800 0.50E-14 0.148800  0.000000  0.148800  0.000000
0.9 0.033175 0.033175 0.34E-14 0.033175  0.000000  0.033175 0.10E-14
1.0 -0.08333 -0.08333 0.32E-14 -0.08333  0.37E-14  -0.08333  0.37E-14
1.2 T T T T T T T
f 5 : | =+ --Tam Cozim
; : : | — 4 -N=5
1&‘ .. ..... . ........ ......... ................................... aev G‘ reo N:B
L T : RN
T : : 3
gkl wx ..... s S B bsssrnds vorend Sy _
i | Ma\"‘ i : 3 K Z % :
(| E—— s i—— k“a ....... b L . ........ S =
: : : R G : : ; :
: i : : H$ : ; : :
|:|__|-_1__ ....... . ........ _. ........ . ........ ...... sq,‘*x,_ ........ ........ ........ -
: : g )
r : : 5 : . :
02k ........ ......... ._ ........ R ......... cee T ........ -
: ; : : : : ! W :
i : ; L ]
gl e b e o bowrerehoraa S i T \ﬁ sy
- e
0.2 ] | | i 1 1 I | i
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 (B 0.a 0.e 1

Sekil 4.1. Ornek4.1.2.’nin tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi
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Ornek 4.1.3. (Ilhan, 2011) Degisken katsayzli,

y"(x)+ y(x)=3cos’ x,0< x <1 (4.11)

homojen olmayan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini
(0)=1.y(0)=-1 (4.12)

kosullar1 altinda N = 6,8,121¢in sonlu Bernoulli Swralama Y ontemi ile ¢6zelim. Bu
ornekte yontem i¢in Bernoulli polinomlarmni kullanalim. Burada N =6i¢in (3.3)
Bernoulli seri ¢Oziimiinii bulmak igin swralama noktalarmi, (3.4) bagmtist ile
asagidaki gibi buluruz.

1 2 3 4 5
x, =0, x,:g, x2:g, x3:g, x4:g, x5:g, xe =1

Bu 6rnek i¢in gerekli olan fonksiyonlar denklem (3.10)’dan

P(x)=1, B(x)=0, P(x)=1, g(x)=3cos’ x

elde edilir. Bu fonksiyonlarin matris formlart N = 6i¢in Onceki Orneklerdekine
benzer sekilde elde edilir. Bu matris formlarina onceki 6rneklerdekine benzer
islemler uygulanilarak temel matris denklemi elde edilir. Elde edilen bu temel matris
denklemi 6nceki 6rneklerdeki gibi ¢oziilerek Bernoulli katsayilar matrisi bulunur. Bu
katsayilar (4.3)’de yerine yazilarak, 6rnek 4.1.3’deki problemin N = 6 i¢in Bernoulli

polinomlar1 cinsinden ¢6ztimii,
y(x) =a,B, (x)+ a,B, (x)+ a,B, (x)+ a;B, (x)+ a,B, (x)+ asB; (x)+ asBg (x)

y(x) =1-x+(0.9999999999)x>+(0.1674938035)x"
—(0.3382692560)x“+(0.0028860382)x°+(0.03473964173 )x*

olacak sekilde tam ¢oziimii y,, (x)=sin’ x —sinx +1 olan (4.11) denkleminin N =6
icin yaklasik ¢ozliimii elde edilir. Bernoulli ¢6ziim yontemiyle N =8 i¢in yaklagik

¢Oziimii ayn1 adimlar uygulanarak,
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y(x)=1-(0.999999999)x + x*+(0.1666527805)x* — (033319959488 )x*
—(0.00890638349 )x°+(0.04575515640)x° —(0.001406119668 )x”
—(0.002295766058 )x*

olacak sekilde bulunur. Ayni sekilde N =12 i¢in yaklasim ¢6ziim,

y(x)=1-x+x*+0.1666666582)x" —(0.3333332668)x*
—(0.00833333870)x°+(0.04444236663 )x*
+0.0002101425672)x" —(0.003207254671 )x*
—(0.00005010440170)x°+(0.0000907763084 )x"°
~(0.00002595068172)x"" —(0.9707725229-10~° "

olarak bulunur. Cizelge 4.2.’de belirli N degerleri i¢cin uygulanan Bernoulli Siralama
Yontemi ile edilen yaklasik ¢oziimler ve mutlak hatalarin niimerik sonuclari
karsilagtirilmistir. Sekil 4.2.’de tam ¢oziim, N =6,8vel2 icin yaklasik ¢oziimleri

gosterilmistir.

Cizelge4.2. N =6, N =8 N =12, i¢in Ornek 4.1.3. nin niimerik sonuglar1

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swralama Mutlak Swralama Mutlak Swralama Mutlak
x Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata

Cozim —— y(x;)  E(x)  y(x)  E(x)  y(x)  E(x)
N=6 N, =6 N=8 N =8 N=12 N =12

0.0 1.000000 1.000000 0.000000 1.000000  0.000000  0.999999  0.10E-14
0.1 00910133 0910134 0.436E-6 0.910133  0.507E-8  0.910133  0.13E-12
0.2 0.840800 0.840802 0.169E-5 0.840800  0.149E-7  0.840800 0.30E-12
0.3 0.791812 0.791815 0.270E-5 0.791812  0.226E-7  0.791812  0.45E-12
04 0.762228 0.762232 0.345E-5 0.762228  0.312E-7  0.762228  0.61E-12
0.5 0.750423 0.750423 0.458E-5 0.750423  0.388E-7  0.750423  0.76E-12
0.6 0.754179 0.754179 0.555E-5 0.754179  0.464E-7  0.754179  0.90E-12
0.7 0.770799  0.770799 0.533E-5 0.770799  0.540E-7  0.770799  0.10E-11
0.8 0.797244 0.797244 0.105E-4 0.797244  0.549E-7  0.797244  0.12E-11
0.9 0.830274 0.830274 0.566E-4 0.830274  0.274E-6  0.830274  0.18E-11
1.0 0.866602 0.866602 0.247E-3 0.866602  0.236E-5  0.866602  0.56E-10
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Sekil 4.2. Ornek4.1.3.’nin tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi
4.2. Lineer Fredholm integro-Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari
Ornek 4.2.1 Degisken katsayili lineer,

1
y’(x)zl—%x+J.x1y(t)dt,0£x,tSl (4.13)
0

Fredholm integro—diferansiyel denklemini

1(0)=0 (4.14)
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kosullar1 altinda Bernoulli Siralama Yontemi ile ¢ézelim. Bu 6rnekte yontem igin
Bernoulli polinomlarint kullanalim. Burada N =3i¢in Bernoulli seri ¢éziimiinii

bulmak i¢in siralama noktalarmni, (3.4) bagntisi ile agagidaki gibi buluruz.

1 2
{xozo, x,zE, x2:§, x3:1}

Burada,
R(¥)=0, R(¥)=1. P(x)=0, glr)=1-x
seklinde olup (3.20) ifadesindeki K(x,z) ve A degerleri
K(x,t)y=xt , A=1

oldugundan, bdliim (3.1.2)’den ve (4.13) denkleminin matris formu,

S P, XM*s - A(XSK ;Q)|A =G
k=0

Wy

seklindedir. Integro-diferansiyel denklemin mertebesi m = 2 oldugundan bu denklem

asagidaki gibi m = 2 ’ye kadar agilirsa,

(P,XS+P,XMS+P,XM’S - A(XSK ,Q))A =G

W

olarak elde edilir. Burada,

W ,=P,XS + P,XMS + P,XM’S - A(XSK ,Q)

icin denklem
W,A=G = |W,;G] (4.15)
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seklindedir. A =1veP,,P,P,, X, M, S,Kf ,Q, G matrisleri bolim (3.1.2)’den

yararlanilarak hesaplandiginda,

0 0 0O 1 0 0O 0 0 0 O
0 0 0O 01 00 0 0 0 O
P, = , P = , P, = ,
0 0 0O 0 010 0 0 0 O
0 0 0O 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0 0 0 1/4 1/2 0 0 01 00
1 13 19 1/27 /2 1 0 0 0020
X = K, = ,M =
1 2/3 4/9 8/27 : 0O 0 0O 0O 0 0 3
1 1 1 1 O 0 0 O 0 0 0O
10 0 0 1 -12 16 0 1
0 0 112 0 -y120| _ [0 1 -1 12 G- 8/9
oo 1180 o "7 jo o 1 =32 |79
0 -1/120 0 1/840 0 0 0 1 2/3
bulunur. Bu matrisler ve 1 =1 (4.15) denkleminde yerine yazilirsa,
0 1 -1 12 ;1
-1 —1/3 —-49/299 ;
w,5G]- /6 35/36 —1/3 —-49/299 ; 8/9 (4.16)

~1/3 1718 1/3  29/180 ; 7/9
~1/2 1112 1 61120 ; 2/3

arttirilmis matrisi elde edilir. Kosul kullanilarak bulunan arttirilmig matris (3.18)’den

U,=1 -1/2 1/6 0 ; 0] (4.17)

elde edilir. (4.16) denkleminin son satir1 silinip yerine (4.17) kosul matrisi yazilirsa

arttirilmis matrisin son hali
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0 1 -1 /2 ;1

~ ~1 |-1/6 35/36 -1/3 -49/299 ; 8/9 4.18
[W/"G]_ ~-1/3 17/18 1/3  29/180 ; 7/9 (19
1 12 1/6 0 ;0

elde edilmis olur. det(W, )# 0 oldugundan (4.18)den

1/2
1
1/1334062
-1/133324

Bernoulli katsayr matrisi bulunur. Boylece katsayilar (3.15)’de yerine yazilarak,

ornek 4.2.1°deki problemin N = 3 i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden ¢6ziimii,
J’(x) =a,B, (x) +a,B, (x)+ a,B, (x)+ a;B, (x)

»(x) = (01249999993-10™" Jtx+(0.1200000001- 10 Jx* - (0.7500000005-10"° ¢*

olarak bulunur. Bu iglemler N =7 icin yapildiginda , (4.13) probleminin N =7 i¢in

Bernoulli polinomlar1 cinsinden ¢6ziimii,

y(x)=(-0129196188810-10 )+ x — (0.1719369201-10* )
+0.1680382281-107 Jx* - (0.6113259736-107 J*+(0.1054105526-10° ¢’
—(08753643869-107 Jr*+(0.2824508881-107 )x”

olacak sekilde bulunur. Ayni sekilde N =10 i¢in yaklasik ¢6zlim,

y(x) =X

olarak bulunur. (4.13)’deki denklemin tam ¢dziimii y,, (x)= x seklindedir. Cizelge

4.3.’de belirli N degerleri icin uygulanan Bernoulli Siralama Yontemi ile edilen

yaklagik ¢oziimler ve mutlak hatalarin niimerik sonuglari karsilastirilmistir.
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Sekil 4.3.”de tam ¢oziim, N = 3,7 ve 10 icin yaklasik ¢oztimleri gosterilmistir.

Cizelge4.3. N =3, N =7 N =10, i¢in Ornek 4.2.1. nin niimerik sonuglari

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swalama  Mutlak  Siralama Mutlak Swralama Mutlak
x Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata

Cozim— y(x)  E(x)  y(x)  E(x)  y(x)  E(x)
N=3 N,=3 N=7 N,=7 N=10 N, =10

0.0  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.100000 0.100000 0.000000 0.100000 0.000000 0.100000  0.000000
0.2 0.200000 0.200000 0.000000 0.199999  0.10E-14  0.200000  0.000000
0.3 0.300000 0.300000 0.000000 0.299999 0.10E-14  0.300000  0.000000
0.4 0.400000 0.400000 0.000000 0.399999 0.20E-14  0.400000 0.000000
0.5 0.500000 0.500000 0.000000 0.499999 0.30E-14 0.500000  0.000000
0.6 0.600000 0.600000 0.000000 0.599999 0.40E-14 0.600000  0.000000
0.7 0.700000 0.700000 0.10E-14 0.699999  0.50E-14  0.700000  0.000000
0.8 0.800000 0.800000 O0.10E-14 0.799999  0.50E-14  0.800000  0.000000
0.9 0.900000 0.900000 0.000000 0.899999  0.60E-14  0.900000  0.000000
1.0 1.000000 0.999999 0.10E-14 0.999999  0.50E-14  1.000000  0.000000
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Sekil 4.3. Ornek4.2.1.’in tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

Ornek 4.2.2.

1

y"(x) = x"(x) + xp(x) - J.y(t)dt =e¢' —ete’ (4.19)

0

Fredholm integro-diferansiyel denklemini
»(0)=1, y'(0)=1 (4.20)

kosullarinda Bernoulli siralama yontemiyle ¢6zelim. Bernoulli polinom ¢6ziimii

N =51i¢in (4.4) bagintisi ile siralama noktalar1

1 2
{x():O, xlzg, xzzg, x3=§, X, =—, xszl}
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seklinde verilir. Burada

(W) =x, B(x)=—x, B(x)=1, glt)=¢ —e+e”

seklinde olup (3.20) ifadesindeki K , (x,7) ve A degerleri

K, (x,t)=1, 1=1
oldugundan, bu fonksiyonlarin matris formlar1 6nceki ornekte uygulanan yontemler
kullanilarak elde edilir. Bu matrislere dnceki ornekteki benzer islemler uygulanilarak
temel matris denklemi elde edilir. Elde edilen bu temel matris denklemi Onceki
ornekteki gibi ¢oziilerek Bernoulli katsayilar matrisi bulunur. Bu katsayilar (4.3)’de
yerine yazilarak, 6rnek 4.2.2°deki problemin N =5 i¢in Bernoulli polinomlar1

cinsinden ¢Oziimii,

y(x) = ayB, (x)+ a,B, (x)+ a,B, (x) +a;B, (x)+ a,B, (x)+ asB; (x)

y(x) = (0.99999999971(0.9999999997)x+0.4990779099 x>
+0.1670962312)x*+(0.0395990008)x*+(0.0113406672)x°

Bu islemler N =8icin yapildiginda (4.19) probleminin N =8i¢in Bernoulli

polinomlar1 cinsinden ¢6ziimii,

y(x) = 0.9999999998 + (0.9999999999)x + (0.5000052936)x*+0.1666665404 )x*
+(0.04166878410)x* +(0.008327649979)x°
+0.001401880571)x® +(0.0001813757715)x’
+(0.00003627395912 )x*

Bu islemler N =12 i¢in yapildiginda (4.19) probleminin N =12 i¢in Bernoulli

polinomlar1 cinsinden ¢6zlimii,
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y(x)=1.000000001+ (0.9999999997)x + (0.5000685183)x>
+0.1666666201)x* + (004167892608 )x*
+(0.008322966429 )x°+0.001423402288)x°
+0.0000997515162)x” +(0.0002128161765)x*
—(0.0002295540832)x°+(0.0001792441510)x"
—(0.00007811992253)x"" +(0.00001477016406 )x?

seklinde bulunur. (4.19)’daki denklemin tam ¢oziimii y,, (x)=e* seklindedir.

Cizelge 4.4.de belirli N degerleri i¢cin uygulanan Bernoulli Siralama Yontemi ile
elde edilen yaklasik ¢oziimler ve mutlak hatalarin niimerik sonuglar1
karsilagtirilmistir. Sekil 4.4.’de tam ¢6ziim, N =5,8ve N =12 i¢in yaklasik

cOzlimleri gosterilmistir.

Cizelge44. N =5, N =8 N =12, i¢in Ornek 4.2.2. nin niimerik sonuglari

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swalama  Mutlak  Siralama Mutlak Swralama Mutlak
x Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata

Cozim—— y(x,)  E(x)  y(x)  E(x)  yx)  Ex)
N=5 N,=5 N=8 N, =8 N=12 N, =12

0.0 1.000000 0.999999 0.40E-14 0.999999 0.10E-14 0.999999  0.80E-14
0.1 1.105171 1.105162 0.897E-5 1.105171 0.529E-7 1.105171  0.38E-10
0.2 1.221403 1.221367 0.359E-4 1.221403 0.213E-6 1.221403  0.144E-9
0.3 1.349859 1.349777 0.819E-4 1.349859 0.482E-6 1.349859  0.326E-9
0.4 1.419825 1.491676 0.148E-3 1.419826 0.865E-6 1.419825  0.586E-9
0.5 1.648721 1.648486 0.235E-3 1.648723 0.137E-5 1.648721 0.927E-9
0.6 1.822119 1.821775 0.344E-3 1.822121 0.199E-5 1.822119 0.135E-8
0.7 2.013753 2.013276 0.477E-3 2.013756 0.277E-5 2.013753  0.187E-8
0.8 2.225541 2.224899 0.642E-3 2.225545 0.368E-5 2.225541  0.249E-8
0.9 2.459603 2.458744 0.859E-3 2.459608 0.474E-5 2.459603 0.321E-8
1.0 2.718282 2.717114 0.117E-2 2.718288 0.596E-5 2.718282  0.404E-8
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Sekil 4.4. Ornek4.2.2.’in tam ¢6ziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

4.3. Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerin Uygulamalar

Ornek 4.3.1. (Giirbiiz, Giilsu, Sezer, 2011) Ikinci mertebeden degisken katsayili

lineer diferansiyel fark denklemi

x?y"(x)+ y'(x)=- y(x+1)=x*+7, 0<x <1 (4.21)

baslangic kosullari,

#0)=-8, y'(0)=0 (4.22)

48



seklinde tanimlidir. Denklemin tam ¢ozimi y, (x)zx2 —8 seklindedir. Bu

denklemi Bernoulli Siralama Yontemiyle ¢ozelim. Bernoulli Polinom ¢6ziimi

N =31i¢in
3
»(x)=Ya,B,(x)
n=0

seklinde ifade edilir. (4.4) bagintisi ile siralama noktalari,

{x, =0, x, =13, x,=2/3, x, =1}

seklinde verilir. Burada,

Poo(x):()’ Pm(x):l’ Poz(x):xz’ Pll(x):_l’ g(x)=x2 +7
olmak iizere (3.43)’den (4.21) denkleminin matris formu

>3 P, XS(ay,, 3, M'SA =G (4.23)

L
h=0 k=0

seklindedir. Denklemin mertebesi m = 2ve L =2 oldugundan bu denklem asagidaki

gibi m = 2ve L =2 ’ye kadar agilirsa

{P,, X + P, XM + P, XM* + P, XS(a,,, 8, )SA =G (4.24)
W, = {P, X + P, XM + P, XM* + P, XS(,,. 3,, )}

elde edilir. Buradan

WA=G=|W;G| (4.25)

elde edilir. S(c,,,f,, )matrisi (3.37) ile tamimlanmustir. Burada (4.21)’da a,, =1 ve

B, =1 olarak verilmistir. Boylece P, POI,Poz,P”,X,M,S,S(OC”,ﬂ”),G matrisleri

00>

boliim (3.1.3)’den yararlanilarak hesaplandiginda
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0000 100 0 1 0 0 0
0000 010 0 019 0 0
Po=10 0 0 0™ 0o 01 0™ 0 0 49 o
0000 0001 0 0 0 1
-1 0 0 0 1 0 0 0 7
om0 o o 39 127 L 64)9
"o o0 -1 07T |1 2/3 49 827 |67/9
0 0 0 -1 11 1 1 8
1 -1/2 1/6 0 1111
g_|0 1 -1 op S(a ﬂ)zo 123
o0 o0 1 =32 7" 00 0 1 3
0 0 0 1 0001

olarak bulunur. Burada matrisler (4.21)’de yerine yazilirsa

-1 12 -17/6 12 ;7
WG] 1 1/6 -8/11 —1117 ; 64/9
¢ ~-1 -1/6 —1/18 —54/53 ; 67/9
-1 -1/2 -5/6 /2 ; 8

(4.26)

arttirilmis matrisi elde edilir. Kosullar kullanilarak bulunan arttirilmis matris

(3.18)’den

U, 5 4, [1 -y2 1/6 0 ; -8
vl o

kosul matrisi bulunur. Baglangi¢ kosullar1 arttirilmis matriste yerine yazilirsa

-1 12 -7/6 /2 ; 7

[#.:6]- -1 16 =811 —1117 ; 64/9 4.28)
oL -2 e 0 ; -8 '
o 1 -1 /2 ; 0
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elde edilmis olur. det(W, )0 ve (4.28)'den

—-23/3

—-1/400

Bernoulli katsay1 matrisi bulunur. Boylece bu katsayilar (4.25)’de yerine yazilarak,
ornek 4.3.1°deki problemin ¢6ziimii N =3i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden

¢Ozumtl,

J’(x) = ayB, (x) +a,B, (x) +a,B, (x) +ayB, (x)

y(x)==8+x* —(0.2519999999-10 )x’

olacak sekilde (4.21) denkleminin yaklasik ¢oziimii bulunur. Ayni adimlar N =38
icin uygulanirsa 6rnek 4.3.1°deki problemin Bernoulli polinomlar1 cinsinden yaklagik

¢Ozimil,

y(x) =a,B, (x)+ a,B, (x)+ a,B, (x)+ a,B; (x) +a,B, (x)+ asB; (x)
+agB(x)+ a; B, (x)+ ayBy(x)

(x) = -8 +(0.9999999997)x> +(0.6932845503-107° hx* — (0100903080610 Jx*
+(0.9565579311-107™ J* — (0.7898768350- 10 Jx*
+(03658209411-107° " - (0.8208153577-10™"" 1*

seklinde bulunur. Ayni adimlar N =12i¢in uygulanirsa 6rnek 4.3.1°deki problemin

Bernoulli polinomlar1 cinsinden yaklasik ¢6ziimii,
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~7.9999999999) - (037976107 Jx + (1.000000042)x°
(0.462177847-107° * - (0.0000185228439)x*
0.0000819021568)x” —(0.0002643726689)x°
0.0005333579262)x” —(0.0007137385343 )x*
0.0006315337964)x” —(0.0003458552864)x"°
0.0001040210747)x"" —(0.00001298968600)x"

y(x)=(

(
(
(
(

seklinde bulunur. Cizelge 4.5.°de belirli N degerleri i¢in uygulanan Bernoulli
Srralama Yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimler ve mutlak hatalarin niimerik

sonuglar1 karsilastirilmistir. Sekil 4.5.’de tam ¢6ziim, N =3,8 ve 12 i¢in yaklagik

cOzlimleri gosterilmistir.

Cizelge 4.5. N =3, N =8 N =12, i¢in Ornek 4.3.1. nin niimerik sonuglari

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swalama  Mutlak  Siralama Mutlak Swralama Mutlak
x Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata

Cozim—— y(x))  E(x)  y(x)  E(x)  y(x)  E(x)
N=3 N, =3 N=8 N,=8 N=12 N, =12

0.0 -8.00000 -8.00000 0.000000 -8.00000 0.000000 -7.99999  0.100E-8
0.1 -7.99000 -7.99000 0.000000 -7.99000 0.000000 -7.98999  0.475E-8
0.2 -7.96000 -7.96000 0.000000 -7.96000 0.000000 -7.95999  0.250E-7
0.3 -7.91000 -7.91000 0.000000 -7.91000 0.000000 -7.90999  0.779E-7
0.4 -7.84000 -7.84000 0.000000 -7.84000 0.000000 -7.83999  0.243E-6
0.5 -7.75000 -7.75000 0.000000 -7.75000 0.000000 -7.74999  0.887E-6
0.6 -7.64000 -7.64000 0.000000 -7.64000 0.000000 -7.63999  0.324E-5
0.7 -7.51000 -7.51000 0.000000 -7.51000 0.000000 -7.50999  0.106E-4
0.8 -7.36000 -7.36000 0.000000 -7.36000 0.000000 -7.35999  0.303E-4
0.9 -7.19000 -7.19000 0.000000 -7.19000 0.000000 -7.18999  0.777E-4
1.0 -7.00000 -7.00000 0.000000 -7.00000 0.000000 -6.99982  0.180E-3
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Sekil 4.5. Ornek4.3.1.’in tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

Ornek 4.3.2. (Giirbiiz, Giilsu, Sezer, 2011) Ikinci mertebeden degisken katsayili

lineer diferansiyel fark denklemi

Y (x)+y'(x)-2y(x)+ y(x +1)=e™", 0<x <1 (4.29)
baslangic kosullar
¥(0)=1, »'(0)=1 (4.30)

seklinde tanimlidir. Denklemin tam ¢6ziimii y,,, (x) =e" seklindedir. Bu denklemi

Bernoulli siralama yontemiyle ¢6zelim. Bernoulli polinom ¢6ziimii N = 5i¢in (4.4)

bagintisi ile siralama noktalar1

2 3 4
Xo=0, x =—, xzzg, x3=§, x4=§, x5 =1



seklinde verilir. Burada

Poo(x)=_2’ Pm(x):l’ Poz(x)zl’ Pn(x)zl’g(x):e“'

seklindedir. S(a,,, B, )matrisi (3.37) ile tammlanmustir. Burada a,, =1ve

B, =1olarak verilmistir. Boylece fonksiyonlarin matris formlar1 6nceki 6rnekte
uygulanan yontemler kullanilarak elde edilir. Bu matrislere 6nceki 6rnekteki benzer
islemler uygulanilarak temel matris denklemi elde edilir. Elde edilen bu temel matris
denklemi 6nceki 6rnekteki gibi ¢oziilerek Bernoulli katsayilar matrisi bulunur. Bu
katsayilar (4.3)’de yerine yazilarak, 6rnek 4.3.2’deki problemin N =5 i¢in Bernoulli

polinomlar1 cinsinden ¢6zlimii,
y(x) =a,B, (x)+ a,B, (x)+ a,B, (x) +a; B, (x)+ a,B, (x)+ asB; (x)

y(x) = (0.9999999996)+(1.0000000001)x+(0.4999002245)x>
+0.1670465403)x+0.03892569580 )x*+(0.01260891797 )x°

olarak bulunur. Bu islemler N =8icin yapildiginda (4.29) probleminin N = 8 i¢in

Bernoulli polinomlar1 cinsinden ¢6ziimii,

y(x) =1+(0.9999999998)x + (0.5000003561)x>+(0.1666671560)x
+(0.04166855472)x* +(0.008324920186)x°
+0.001405193058)x° +(0.0001744701236)x’
+(0.00004046511390)x*

olarak bulunur. Bu islemler N =12 i¢in yapildiginda (4.29) probleminin N =12 i¢in

Bernoulli polinomlar1 cinsinden ¢6ziimii,
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y(x)=1.000000001+ (0.9999999993)x + (0.4999849962)x>
+0.1666482430)x" + (0.04166826333 )x*
+(0.008401388781)x°+(0.001336203784 )x°
+(0.0005102921392)x” —(0.0005696636079 )x*
+(0.0006886401510)x° — (0.0005602664734 )x"
+(0.0002431741907 )x"" —(0.00003943615964 )x 2

seklinde bulunur. Cizelge 4.6.’da belirli N degerleri i¢in uygulanan Bernoulli
Siralama Yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimler ve mutlak hatalarin niimerik

sonuclar1 karsilastirilmistir. Sekil 4.6.’de tam ¢6ziim, N =5,8ve N =12 i¢in

yaklagik ¢oziimleri gosterilmistir.

Cizelge 4.6. N =5, N =8 N =12, i¢in Ornek 4.3.2. nin niimerik sonuglari

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swalama  Mutlak  Siralama Mutlak Swralama Mutlak
x Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata

Cozim— y(x)  E(x)  y(x)  E(x)  y(&x)  E(x)
N=5 N,=5 N=8 N, =8 N=12 N, =12

0.0 1.000000 1.000000 0.10E-18 1.000000 0.000000 1.000000  0.000000
0.1 1.105171 1.105170 0.851E-6 1.105171 0.413E-8 1.105171 0.12E-11
0.2 1.221403 1.221399 0.406E-5 1.221403 0.191E-7 1.221403  0.73E-11
0.3 1.349859 1.349847 0.116E-4 1.349859 0.475E-7 1.349859  0.22E-10
0.4 1.419825 1.419800 0.241E-4 1.419825 0.873E-7 1.419825 0.49E-10
0.5 1.648721 1.648683 0.385E-4 1.648721 0.128E-6 1.648721  0.89E-10
0.6 1.822119 1.822071 0.474E-4 1.822119 0.149E-6 1.822119  0.135E-9
0.7 2.013753 2.013713 0.394E-4 2.013753 0.113E-6 2.013753  0.170E-9
0.8 2.225541 2.225540 0.130E-5 2.225541 0.224E-7 2.225541 0.163E-9
0.9 2.459603 2.459681 0.776E-4 2.459603 0.295E-6 2.459603  0.73E-10
1.0 2.718282 2.718481 0.200E-3 2.718281 0.706E-6  2.718282  0.142E-9
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Sekil 4.6. Ornek4.3.2.’in tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

4.4. Lineer Fredholm Integro-Diferansiyel Fark Denklemlerin Uygulamalar

Ornek 4.4.1. (Giilsu, Oztiirk, Sezer, 2010)

1

(x4 47 57(5) = e 4y () (5= D)=/ =1) = o+ 3)=——

] (4.31)
+31n(3)—5n(5)+ | (e}t

Fredholm integro-diferansiyel fark denklemini,
y(0)=1n(4), y'(0)=

(4.32)
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kosullarinda Bernoulli siralama yontemiyle ¢6zelim. Denklemimizin tam ¢oziimii

Viam (x) = ln(x + 4). Bernoulli polinom ¢6ziimii N =3 i¢in

seklinde ifade edilir. (4.4) bagintisi ile siralama noktalar1

{x, =0, x =1/3, x,=2/3, x,=1}
seklinde verilir. Burada,

Poo(x)zo’ P01(x):_(x+4)’ Poz(x):(x+4)2’ Pll(x)zl’ ]:’22()6):—1,

g(x)=In(x+3)- +3In(3)-5m(5), o, =1, B, =—1,0, =1, B,, =—1

x+3
seklinde olup (3.20) ifadesinden K , (x, t) ve A degerleri
K, (x,t)=1, A=1

oldugundan, bdliim (3.1.4)’den (3.46) denkleminin matris formu,

[ZL:Zm: P, XS(a,,, B, M*S — A(XSK fQ)JA e (4.33)

W,

seklindedir. Buradan

W,, = P XS + P, XMS + P, XM’S + P, XS(ct,,., ., )S

(4.34)
+ P, XMS(a,, 85, )8 - }“(XSKfQ)
olarak elde edilir. Burada
W, A =G = |W,;G] (4.35)
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seklindedir. Burada POO,P(”,POZ,P”,PZZ,X,M,S,S(a”,ﬂ”),S(azz,ﬂzz),Kf,Q,G

matrisleri bolim (3.1.4)’den yararlanilarak hesaplandiginda

[0 0 0 0 -4 0 0 0
0000 0 -13/3 0 0
Py = , Py = ’
00 00 0 0 -14/3 0
0 0 0 0 0 0 0 -5
16 0 0 0 1 000 -1 0 0 0
0 94/5 0 0 0100 0 -1 0 0
P02: ’ 11— ’P22:
0 0 109/5 0 0010 0 0 -1 0
0 0 0 25 0001 0 0 0 -1
1 0 0 0 0100 1 —-1/2 1/6 0
(1 oY3 19 1/27 0020 0 1 -l 1/2
|1 o2/3 49 82707 o 00 37 |0 0 1 =32
11 1 1 0000 0 0 0 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 1 -2 3 0 1 -2 3
S(anaﬁn): 0 0 1 _3|’ S(azzaﬁzz): 0 0 1 -3/
00 0 1 0 0 0 1
1 000 2 -1 1 -1 —279/70
K [0 000 0- -1 7/6 -17/6 37/30 —277/72
771000 o T |1 -7/6 121/90 -3/2 ~257/69
0000 ~1 37/30 -3/2 184/105 —535/148
seklinde elde edilir. Burada matrisler (4.21)’de yerine yazilirsa,
-1 -11/2 241/6 —-117/2 ; —279/70
-1 —11/2 749/18 -599/27 ; -277/72
W,;G|= / / / / (4.36)
- -1 —11/2 779/18 662/31 ; —257/69
-1 —112 271/6 73, —535/148
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arttirilmis matrisi elde edilir. Kosullar kullanilarak bulunan arttirilmis matris

(3.18)’den,

U, 5 A, |1 =12 1/6 0 ; ln(4)
{ ' }{0 1 -1 12 ; 1/4} (4.37)

olarak bulunur. (4.36) matrisinin son iki satir1 silinip yerine (4.37) kosul matrisi

yazilirsa arttirilmis matrisin son hali,

-1 -11/2 2416 -117/2 ; —279/70

~ =1 |-1 —11/2 749/18 —599/27 ; -277/72
[ch;G]= / / / / (4.38)
: 1 -12 16 0 ; In(4)
0 1 -1 12 ; 1/4

elde edilmis olur. Burada det(VNqu ) # 0 oldugundan
A =[374/249 23/103 -6/247 37/7732]

Bernoulli katsayilar matrisi bulunur. Boylece bu katsayilar (4.35)’de yerine
yazilarak, 6rnek 4.4.1°deki problemin N =3i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden

¢Ozumtl,
J’(x) =a,B, (x)+ a,B, (x) +a,B, (x) +a,B, (x)

y(x) = (1.386294361)+(0.25)x — (0.03147486168)x? + (0.004785614533 )x°

seklinde bulunur. Ayni1 adimlar N =8i¢in uygulanirsa 6rnek 4.4.1.deki problemin

N = 8i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden yaklagik ¢6ziimii

y(x)=1.386294362 + (0.25)x — (0.03124981336)x>+(0.005208517014)x°
—(0.00097757993440)x* +(0.0001968365655)x’
—(0.00004161207904)x® +(0.8458051133-10"° k’
—(0.1151194823-10°° )x*
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seklinde bulunur. Ayn1 adimlar N =12 i¢in uygulanirsa 6rnek 4.4.1.”deki problemin

N =12 i¢in Bernoulli polinomlar1 cinsinden yaklasik ¢oziimii

y(x)=1.386294361+(0.2500000001)x — (0.03125395849 x>
+(0.005220094402 )x* —(0.0009920544850 )x*
+(0.0002016875930)x° —(0.00003042924016)x*
—(0.00001067560645)x” +(0.00001235418569)x*
~(0.239971715-107° v* - (0.3713907255-10°° )¢
+(03039324211-10 "' — (0757535119510 )¢

olarak bulunur. Cizelge 4.7.’de belirli N degerleri i¢in uygulanan Bernoulli siralama
yaontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimler ve mutlak hatalarin numeric sonuglari
karsilastirilmistir.  Sekil 4.7.°de tam ¢6ziim, N =38 ve N =12i¢in yaklagik

cOzlimler gosterilmistir.

Cizelge4.7. N =3, N =8 N =12, i¢in Ornek 4.4.1. nin niimerik sonuglar1

Bernoulli Bernoulli Bernoulli
Swalama  Mutlak  Siralama Mutlak Swralama Mutlak
x Tam Yontemi Hata Yontemi Hata Yontemi Hata

Cozim—— y(x))  E(x)  y(x)  E(x)  y(x)  E()
N=3 N, =3 N=8 N,=8 N=12 N, =12

0.0 1.386294 1.386294 0.000000 1.386294 0.000000 1.386294  0.000000
0.1 1.410987 1.410984 0.258E-5 1.410987 0.194E-8 1.410987 0.67E-10
0.2 1.435085 1.435074 0.109E-4 1.435085 0.767E-8 1.435085 0.260E-9
0.3 1.458615 1.458591 0.242E-4 1.458615 0.165E-7 1.458615 0.579E-9
0.4 1.481605 1.481564 0.399E-4 1.481605 0.273E-7 1.481605 0.902E-9
0.5 1.504077 1.504024 0.535E-4 1.504077 0.394E-7 1.504077 0.129E-8
0.6 1.526056 1.525997 0.592E-4 1.526056 0.521E-7 1.526056  0.170E-8
0.7 1.547563 1.547513 0.494E-4 1.547563 0.652E-7 1.547563  0.212E-8
0.8 1.568616 1.568601 0.152E-4 1.568616 0.784E-7 1.568616  0.255E-8
0.9 1.589235 1.589288 0.532E-4 1.589235 0.917E-7 1.589235  0.298E-8
1.0 1.609438 1.609605 0.167E-3 1.609438 0.104E-6 1.609438  0.341E-8
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Sekil 4.7. Ornek4.4.1.’in tam ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Degisken katsayil1 yliksek mertebeden lineer diferansiyel ve integro-diferansiyel fark
denklemlerin tam c¢o6ziimlerinin bulunmasinin zor oldugu durumlarda yaklagik
cOziimlere ihtiya¢ duyulur. Buna bagli olarak, ¢aligmanin {i¢iincii boliimiinde tam
coziimlerin ve yaklasik c¢ozlimlerin bulunmasi Bernoulli siralama yontemiyle

sunulmustur.

(— oo,oo) araliginda tanimli Bernoulli polinomlarina dayali olan bu yontem, istenilen

herhangi bir lineer diferansiyel veya integro-diferansiyel fark denklemlerine

—o<as<xt<b<oaraliginda bulunan keyfi bir a<x,t<b araliginda

uygulanabilir.

Bu ¢aligmanin dordiincii boliimiinde ise lineer diferansiyel denklemleri, Fredholm
integro-diferansiyel denklemleri, lineer diferansiyel fark denklemleri, Fredholm
integro-diferansiyel fark denklemleri Bernoulli siralama yontemi ile ¢oziilmiistiir. Bu
yonteme dayali olarak tam c¢oziimler veya farkli N degerleri i¢in yaklasik ¢oziimler
bulunarak ilgili 6rnekler ¢oziilmiistiir. Coziilen 6rnekler i¢cin tam ¢oziim ve farkli
N degerleri i¢in bulunan ¢éziimlerin grafikleri ¢izilmis ve hata analizleri yapilmastir.
Bu grafiklerde ¢ogunlukla bu ¢oziimlerin N kesme smir1 yeterince arttirildiginda
tam ¢6ziime daha iyi yaklasildig1 goriilmiistiir. Boylece 6rneklerin sonunda ¢izilen
grafiklerden ve hata analizlerinden de goriildiigii izere yontemin 1yi sonuglar verdigi

gosterilmistir.

Farkli N degerleri i¢cin bilgisayar programlar1 hazirlanarak, degisken katsayili
yiiksek mertebeden lineer diferansiyel, diferansiyel fark veya integro-diferansiyel
fark denklemlerin ¢oziimlerinin hizli ve hatasiz bir sekilde bulunmasi kullanilan

yontemin sagladigi bir diger fayda olarak agikc¢a sunulmustur.
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Degisken katsayili yiiksek mertebeden lineer diferansiyel, diferansiyel fark ve
integro-diferansiyel fark denklemlerinin ¢6ziimii i¢in sunulan bu yontem bir adim

ileriye gidilerek —oo < a < x,t <b < oo araliginda tanimlanan

m

2

L
h=0 k=0

By (ot B ) = 26+ 2, [ K, (el + 2 [ K, (v o

-1

ajky(")(a)+ bjky(")(b) =4,, j=012,...m—-1

0

3

=~
Il

kosullar1 altinda lineer Fredholm-Volterra integro-diferansiyel fark denklemlerinin

¢Ozumunu

ﬂﬂ=2%&@)

Bernoulli serisi formunda elde etmek i¢in kullanilabilir.
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