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ÖZET 
LİNEER İNTEGRO DİFERANSİYEL FARK DENKLEMLERİN 

BERNOULLİ POLİNOM ÇÖZÜMLERİ  
 

Gül Gözde BİÇER 
 

Yüksek Lisans Tezi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
Danışman: Prof. Dr. Mustafa GÜLSU 

Ağustos 2014, 65 sayfa 
 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde giriş kısmına yer verilmiş ve 
ikinci bölümde ileriki bölümlerde kullanılacak olan kavramlar açıklanmıştır. Üçüncü 
bölümde, lineer ve integro diferansiyel fark denklemlerini çözmek için "Bernoulli 
Polinomları'nın Kullanılması" yöntemi sunulmuştur. Dördüncü bölümde sunulan bu 
yöntem yardımıyla bahsedilen tip denklemler için örnekler çözülmüş, bu örneklerin 
hata analizleri yapılmıştır. Beşinci bölümde de örneklerin hata analizlerinin 
incelenmesi ile yöntemin kullanılabilir olduğu sonucuna ulaşılmıştır. 
 

Anahtar Kelimeler:  Bernoulli Polinomları, Diferansiyel Denklemler, İntegro-
Diferansiyel Denklemler, Fark Denklemleri, İntegro- 
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ABSTRACT 
BERNOULLI POLYNOMIAL SOLUTIONS OF LINEAR INTEGRO 

DIFFERENTIAL-DIFFERENCE EQUATIONS 
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to introduction and 
second chapter is necassary definitions which will be needed for later use. Original 
results are contained third and fourth chapter. In the third chapter, a new method 
called ʻʻBernoulli Collocation Method” for the Bernoulli polynomial solutions of 
linear differential, integro-differential, linear differential difference and integro-
differential difference equations are presented.  In the fourth chapter, examples of 
these kind of equations are solved, error analysis is done and graphics are drawn. In 
the fifth chapter we conclude that this method works good.   
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1. GİRİŞ 

1.1. Tarihi Gelişim 

Bernoulli polinomları ve Bernoulli sayıları, uygulamalı matematiğin birçok alanında, 

özellikle sayısal çözümleme, fark denklemleri ve toplamların asimtotik analizinde 

kullanılmaktadır. Bernoulli polinomları ve Bernoulli sayılarının aynı zamanda 

istatistik biliminde de birçok önemli ve yararlı uygulamaları vardır. Örneğin stirling 

yaklaşımı en önemli uygulamalarından biridir. 

Bernoulli polinomlarından ilk olarak  ʻʻArs Conjectandiʼʼ çalışmasında Jakob 

Bernoulli tarafından bahsedilmiştir. Fakat Polinomlara Bernoulli adını Jakob 

Bernoulliʼnin ölümünden sonra Euler vermiştir. 

 

 

 

Jakob Bernoulli(1654 - 1705, Basel) 
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Bernoulli ailesi, üstün zekâlı soylarının geçmişleri genetikçiler tarafından uzun uzun 

incelenmiştir. Üç veya dört nesilde sekiz on tane üstün zekȃlı matematikçi çıkaran, 

içlerinden birçoğu hukukta, bilginlikte, sanatta, edebiyatta ve idari alanlarda gerçek 

bir üstünlük gösteren Bernoulli ailesi gerçekten incelenmeye değerdir.  

Bernoulli ailesi, diferansiyel ve integral hesabının gelişmesinde, uygulanmaya 

konulmasında ve tüm Avrupaʼya yayılmasında en önde yer almışlardır. Gerçekten 

Bernoulliʼler ile Euler diğerlerini bastırarak integral ve türevi çok ileriye 

götürmüşlerdir. 

Jakob Bernoulli 27 Aralık 1654ʼte İsviçreʼnin Basel kentinde doğmuştur. Annesi 

Margaretha Bernoulli, babası Nicolaus Bernoulliʼdir. 

Bernoulli soyunun kurucusu, Baselʼin en eski ailelerinden biri ile birleşip büyük bir 

tüccar olmuştur. Jakob Bernoulliʼnin babası Nicolaus Bernoulli de babası ve 

dedesinin mesleğini devam ettirmiştir. Nicolau Bernoulli, Baselʼde Belediye 

meclisinde ve şehirde önemli birisidir. Jakob Bernoulliʼnin annesi de banker ve 

meclis üyesi önemli bir Basel ailesinin üyesidir. Jakob Bernoulli, Johann(Jean) 

Bernoulliʼnin ağabeyi ve Daniel Bernoulliʼnin amcasıdır.  

Jakob Bernoulli, ailesi tarafından psikoloji ve din bilimi alanında çalışmaya 

zorlanmıştır. Jakob Bernoulli buna çok üzülmüş ama yine de Basel Üniversitesiʼnden 

1671ʼde mastır derecesiyle psikoloji bölümünden mezun olmuştur ve 1676ʼda din 

biliminde de öğrenimini tamamlamıştır. Jakob Bernoulli ailesinin karşı çıkmasına 

rağmen matematik ve astronomiyle ilgilenmiştir. Jakob Bernoulliʼden önce Bernoulli 

ailesi pek matematikle ilgilenmemiştir ama Jakob Bernoulliʼden sonra herkes 

matematik ve matematiksel fizik ile ilgilenmiştir. 

1676ʼda Din bilimindeki derecesini aldıktan sonra Jakob Bernoulli asistan olarak 

çalışmak üzere Genevaʼya gitmiştir. Sonra oradan Fransaʼya gidip iki yıl boyunca 

Malebrancheʼnin önderliğinde Descartesʼin öğrencileriyle çalışmıştır. Daha sonra 

1681ʼde Hollandaʼya gitmiş ve içinde Huddeʼnin de olduğu birçok matematikçiyle 

tanışmıştır. Sonraları çalışmaları matematikçilere ve Avrupadaki bilim adamlarına 

önderlik etmiştir. Bernoulli, astronomiye de çok ilgi duymuş ve kuyruklu yıldız ile 

ilgili bir çalışma yapmıştır. 
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Jakob Bernoulli, İsviçreʼye geri dönmüş ve 1683ʼten itibaren Basel Üniversitesiʼnde 

mekanik alanında ders vermeye başlamıştır. Bu dönemde Descartesʼin ʻʻGeometrieʼʼ 

adlı çalışmasının da içinde bulunduğu geometri çalışmasına önderlik yapmış, bu 

çalışmalar sırasında sonsuz küçükler geometrisine ilgi duymaya başlamıştır. 

Jakob Bernoulli birçok önemli olayları ilgilendiren matematiksel çalışmaları, genç 

kardeşi Johann Bernoulliʼnin matematik üzerine çalışmaya başlamasından sonra 

ortaya çıkmıştır.  Johann Bernoulli doktordu fakat ağabeyi Jakob Bernoulli 

tarafından Leibnizʼin diferansiyel hesabına çalıştırıldı ve Leibnizʼin teorisinin 

uygulamalarını ilk anlamaya çalışanlar Bernoulli kardeşler olmuştur. 

Jakob ve Johann kardeşler benzer problemler üzerinde çalışmışlar. Onlar iki kardeş 

olmalarına rağmen kısa sürede birbirine rakip olan iş ortaklarına dönüşmüşlerdir. 

Jakob Bernoulli, Leibniz tarafından ortaya atılan diferansiyel ve integral hesabının 

şeklini incelemiştir. Jakob Bernoulli, Newton ve Leibnizʼin bıraktığı bu hesabı daha 

ileri götürerek sonu zor ve önemli uygulamalarına yönlendirenlerin başında gelir. 

Analitik geometri, olasılıklar kuramı ve değişimler hesabına ait buluşları çok 

değerlidir. Bu değişimler ile ilgili problemlerin üzerinde daha sonra Euler, Lagrange 

ve Hamilton da durmuştur. Fermatʼın minimum zaman problemi bu değişimle 

çözülebilen türlerden biridir. Aslında değişim probleminin doğuşu çok eskidir. 

Söylentiye göre, Kartaca şehri kurulduğu zaman adam başına bir sabahın bir günde 

sürebileceği kadar alanda toprak verilmişti. Adamın bir günde süreceği çizginin 

uzunluğu bilindiğine göre en büyük alanı elde etmek için sabahın izinin şekli ne 

olmalıdır? Ya da matematiksel bir dille söylersek, çevre uzunlukları aynı olan 

şekillerden maksimum alanlısı hangisidir? Yanıt, çemberle çevrili bir dairedir. Bu da 

analizde ünlü maksimum ve minimum problemidir. İşte Jakob bu problemi çözmüş 

ve genellemiştir. Sikloidin en çabuk iniş eğrisi olduğu Jakob ve Johann kardeşler 

tarafından 1697ʼde başka bilginlerle hemen hemen aynı zamanda bulunmuştur. Jakob 

Bernoulliʼnin ölümünden sonra 1713ʼte içinde Bernoulli polinomları, Bernoulli 

sayıları ve olasılık kuramının bulunduğu ʻʻ Ars Conjectandi ˮ adlı büyük eseri 

yayınlanmıştır. 

Jakob Bernoulli, diferansiyel ve integral hesaba ait çalışmasında çok ileri sonuçlar 

bulmuştur. Leibnizʼin yaptığı çalışmalar üzerinde devam ederek zincir eğrisi 

problemi ile uğraşmıştır.  
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Bu problem bugün için geçerli olan asma köprüler, telefon telleri ve yüksek gerilim 

telleri problemidir. O devirde yeni ve zor olan bu problem şimdi oldukça kolay ve 

uygulaması çok olan mekanik problemdir. 

Bernoulli, üzerinde çok çalıştığı ve birçok yönlerini keşfettiği geometrik 

dönüşümlerin çoğu ile yine kendine benzer şekle giren logaritmik ya da eşit açılı 

yaya hayran kalmıştır. Mezarına bile bu yayın resminin çizilmesini ve ʻʻ Aynı 

kalarak değişirim. ˮ yazısının yazılmasını vasiyet etmiş ve 1705 yılında vefat 

etmiştir.  

1.2. Problemin Tanıtılması 

.m  mertebeden değişken katsayılı lineer 

            
 


J

h

m

k

b

a
fhkhk

k
hk dttytxKxgxyxP

0 0
,                                 (1.1) 

Fredholm integro-diferansiyel fark denkleminin,  btxa ,  aralığında 

         j

m

k

k
jk

k
jk bybaya 





1

0
, 1,...,2,1,0  mj                                         (1.2) 

koşulları altında yaklaşık çözümü incelenecektir. Aranılan çözüm, 

   



N

n
nn xBaxy

0
                                                                                          (1.3) 

şeklinde Bernoulli polinomları cinsinden, kesilmiş Bernoulli serisi formunda 

olacaktır. Bu amaçla diferansiyel, integral ve integro diferansiyel denklemlerin 

çözümü için verilen Taylor sıralama yöntemi geliştirilerek (Gülsu vd. 2005, Gülsu 

vd. 2005; Karamete vd. 2002, Sezer vd. 2005, Sezer vd. 1996, Gülsu vd. 2005) 

“Bernoulli Sıralama Yöntemiˮ  ile (1,1) denklemi (1,2) koşulu altında çözülecektir.  
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Burada (1.1) denklemi 0  için lineer diferansiyel fark denklemi olup, 

 xPhk , )(xg  ve  txK ,  btxa  ,  aralığında tanımlı fonksiyonlar ve  uygun bir 

sabittir. 
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2. KAYNAK ÖZETLERİ 

2.1. Bernoulli Polinomlarının Temel Özellikleri 

Bernoulli polinomları, ilk n  tamsayının .p  kuvvetleri toplamını belirten  .1p  

dereceden bir polinomdur. Bernoulli polinomunun genel ifadesi, 

  n

n

n
t

xt

t
n

xB
e
te 






 0 !1

                                                                                        (2.1)   

şeklindedir. Bu seri 2t  için yakınsaktır. Üstel fonksiyonların seri açılımından 

yararlanarak (2.1) denkleminden birkaç tane Bernoulli polinomu bulmak 

mümkündür. 
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Burada t  nin katsayıları karşılaştırılırsa, 

 

     
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1
01

0









         

      

     

              

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 

    













n

k

kn
kn xb

k
n

xB
0

                                                                                  (2.2)   

şeklinde Bernoulli polinomları elde edilir. Burada  0kkk BBb   , Bernoulli 

sayılarıdır.  

2.2. Bernoulli Polinomlarının Bağıntıları 

2.2.1. Türev ve integral bağıntıları 

(2.2) ifadesinde her iki tarafın diferansiyeli alınırsa, 

     





 









1

0
1

1
n

k
n

kn
kn xnBxbkn

k
n

xB
dx
d                                                   (2.3) 

ifadesi elde edilir. Böyle devam edilirse, 

     xB
pn

nxB
dx
d

pnnp

p




!
!    
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elde edilir. (2.3) ifadesinde n  yerine  1n  konulup integral alınırsa  

        



x

a
nnn aBxB

n
dyyB 111

1                                                                (2.4) 

ifadesi elde edilir.  

2.2.2. Fark bağıntıları 

Bernoulli polinomları için fark bağıntıları 

   
   
     21

11
1

1
11

00






 nnxxBxB
xBxB
xBxB

n
nn           ,

 

şeklinde verilir. (2.1) ifadesinde x  yerine  1x  alınırsa, 

      





















 0 0

1

0

1

!!1!
1

1 n n
n

n
n

n

t

xt
xtn

n

n
t

tx

xB
n
tx

n
t

e
tetevet

n
xB

e
te                    

elde edilir. nt ʼin katsayıları karşılaştırılırsa, 

    11  n
nn nxxBxB    

bağıntısı elde edilir. 

2.2.3. Tamamlayıcı eleman bağıntısı 

Bernoulli polinomları için tamamlayıcı eleman bağıntısı 

     xBxB n
n

n 11    

şeklinde verilir. (2.1) ifadesinde x  yerine  x1  yazılırsa,  
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   

 

 
   










































0

1
0

1

!11111

!
1

1

n

nn
t

tx

t

txt

t

xt

t

xt
n

nn
t

tx

t
n

xB
e
te

e
ete

e

te
e

te

t
n

xB
e
te

 

    

 

elde edilir. nt ʼin katsayıları karşılaştırıldığında istenilen ifade elde edilir. 

2.2.4. Ekleme formülü 

Bernoulli polinomları için ekleme formülü 

   













n

k

kn
kn yxB

k
n

yxB
0

  

şeklinde verilir. 

2.2.5. Simetriler 

Bernoulli polinomları için simetri bağıntıları 

     
      11

11



n

nn
n

n
n

n

nxxBxB

xBxB
 

şeklinde gerçeklenir.   

2.2.6. Çarpım bağıntıları 

Bernoulli polinomları için çarpım bağıntıları 

 

        1,
!

!!1
1

0

1

1

0

1












 














nmB
nm

nmdxxBxB

m
nxBmmxB

mn
n

mn

m

n
n

n
n

    , 
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şeklindedir. 

2.2.7. Fourier seri bağıntısı 

Bernoulli polinomları için Fourier seri gösterimi 

 
  


0

2

2
!

k
n

ikx

nn k
e

i
nxB




 

şeklinde verilir. 

2.2.8. Ters dönüşüm bağıntısı 

Bernoulli polinomları için ters dönüşüm bağıntısı 

 









 



n

k
k

n xB
k

n
n

x
0

1
1

1
 

şeklinde verilir. 

2.2.9. Falling factorial bağıntısı 

 















n

k
knn x

k
n

k
nBB

0
111 1

1  

Burada  0nn BB   Bernoulli sayısı,  knS
k
n

,






  (İkinci Tip Stirling Sayısı) 

    


 











n

k
kkn BxB

k
n

k
nx

0
111 1

1 ,  kns
k
n

,






  (Birinci Tip Stirling Sayısı) 

dır. 
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2.2.10. Diğer bağıntılar 

Bernoulli polinomları için aşağıdaki bağıntılar gerçeklenirler. 

1)   0
1

0

 dxxBn ,   ,...3,2,1n  

2)      011 n
n

n BB   

3)    021
2
1 1

n
n

n BB 





  

4)    









 n

k

n
k xnxB

k
n

0
1

1
 

5)        
 






1

2
1

2 2
2cos!212

m
n

n
n m

mxnxB



  
,   ,...3,2,1n  ve 10  x  

6)        
 






 
1

12
1

2 2
2sin!1212

m
n

n
n m

mxnxB



  
,   ,...3,2,1n  ve 10  x  

 

 

 



 

12 
 

 

3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. Bernoulli Sıralama (Collocation) Yöntemi 

3.1.1. Lineer diferansiyel denklemlerin çözümleri için Bernoulli sıralama 

yöntemi  

Değişken katsayılı .m  mertebeden lineer  

  )()()(
0

xgxyxP
m

k

k
k 



,  bxa                                                 (3.1) 

diferansiyel denkleminin   

        j

m

k

k
jk

k
jk bybaya 





1

0
, 1,...,1,0  mj                                              (3.2) 

koşulları altında 

 



N

n
nn xBaxy

0
)(                                                                                          (3.3) 

şeklinde kesilmiş (sonlu) Bernoulli serisi formunda bir yaklaşık çözümünün var 

olduğu kabul edilsin. Bu çözüm 

  AB(x)xy )(                                                                                                (3.4) 

matris formunda yazılabilir. Burada  xB  ve A matrisleri sırasıyla 
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        xBxBxBxB(x) N210B  

























Na

a
a
a


2

1

0

A  

şeklinde tanımlanır. (3.4)  matris formu  

i
N

abaxi


 , Ni ,,1,0   

sıralama noktalarında  

   AB ii xxy )( , Ni ,,1,0   

biçimindedir. Bölüm (2.1) de bulunan  

  













n

k

kn
kn xb

k
n

xB
0

 

özelliğinden yararlanılarak Bernoulli polinomları  

  SXB (x)x   

şeklinde matris formuna dönüştürülebilir. Burada  xX ve S  matrisi aşağıdaki 

gibidir. 

   Nxxxxx 210X  
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


























































































































0

20

110

210

0
000

20
2

00

11
2

0
1

0

2
2

1
1

0
0

b
N

b
N

N
b

b
N

N
bb

b
N
N

bbb

N

N

N











S                                           (3.5) 

biçiminde ifade edilir. Burada  0nn Bb  , Bernoulli sayılarıdır.    xkX  ise 

                   kNkkkk xxxxx 
210X  

olarak tanımlanır. 

0k için, 

   Nxxxxx 210X  

1k için, 

    11 210  NNxxx X  

ifadesi elde edilir ve  

    MXX xx 1  

olarak matris formunda olduğu açıkça görülür. Burada 



























00
0

0
0

0
0

0
0

03000
00200
00010












N

M  
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şeklinde tanımlanır.    xkX  in matris formu ise, 

     MXX xx 1  

         22 MXMMXX xxx   

      33 MXX xx   

                    

     kk xx MXX                                                                                            (3.6) 

olarak ifade edilir.  

(3.2) ʼde ifade edilen matris formunun k . mertebeden türevi ise 

     AB xxy kk                                                                                             (3.7) 

şeklindedir. 

  SXB (x)x   

ifadesinden yararlanılarak 

     SXB (x)x kk   

şeklinde yazılabilir.    xkB  (3.7)ʼde yerine yazılırsa 

     SAX (x)xy kk                                                                                          (3.8) 

elde edilir. (3.4) ile verilen ifade (3.8)ʼde yerine yazılırsa 

    SAMX kk (x)xy                                                                                       (3.9) 

elde edilir. 
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ixx  için (3.1) diferansiyel denklemi 

  )()()(
0

i

m

k
i

k
ik xgxyxP 



, Ni ,...,2,1,0                                                      (3.10) 

biçimini alır. (3.10) ile verilen denklem matris sistemine dönüştürülerek  

 



m

k

k
k

0
GYP                                                                                              (3.11) 

ifadesi elde edilir. Burada 

























)(000

0)(00
00)(0
000)(

2

1

0

Nk

k

k

k

xP

xP
xP

xP











kP ,

























)(

)(
)(
)(

2

1

0

Nxg

xg
xg
xg



G ,
 

 

 

 

  























)(

)(
)(
)(

2

1

0

N
k

k

k

k

k

xy

xy
xy
xy



Y    (3.12) 

şeklindedir. 

(3.9)ʼde ifade edilen denklem ixx  için  

    SAMX kk (x)xy                                                                                      (3.13) 

biçimini alır. Bu ifade genelleştirilerek  

   SAXMY kk x                                                                                          (3.14) 

matrisi elde edilir. Burada 

 
 
 

  















































N
NNN

N

N

N

N xxx

xxx
xxx
xxx

xX

xX
xX
xX

)()()(1

)()()(1
)()()(1
)()()(1

21

2
2

2
1

2

1
2

1
1

1

0
2

0
1

0

2

1

0













X
                                (3.15) 
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şeklindedir. 

(3.14), (3.11)’ de yerine yazılırsa 

GSAXMP 


k
m

k
k

0
                                                                                    (3.16) 

temel matris denklemi elde edilir. (3.16) denkleminde 

  Ni,jw k
m

k
kij ,...1.0

0
 


  MS,XPW  

şeklindedir. (3.16) denklemi  aynı zamanda 

GWA                                                                                                        (3.17) 

şeklinde ifade edilebilen  1N  denklem  1N  bilinmeyenden oluşan (3.17) 

cebirsel sistemine dönüştürülebilir. (3.17) denkleminin arttırılmış matrisi  

 

   1110

222120

111110

000100

)(;

)(;
)(;
)(;

;


























NNNNNNN

N

N

N

xgwww

xgwww
xgwww
xgwww











GW
 

biçimindedir. Bölüm (3.1.1)ʼde verilen 

         j

m

k

k
jk

k
jk bybaya 





1

0
,       1,...,1,0  mj ,               

koşul denkleminde (3.13)de tanımlanan ifadeler kullanılarak 

       SAMX kk (a)ay   

       SAMX kk (b)by   
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koşullar için matris gösterimleri bulunur. Bunlar yerine yazılırsa 

        jjNjjj

m

k

k
jkjkj uuuubbaa 





210

1

0
SMXXU  

olmak üzere, bu matris sistemi 1,,1,0  mj   için 

 jAU j            

veya artırılmış matris formunda 

   jjNjjjjjj uuuu  ;;~
210  UU  

olarak yazılır. O halde koşullar ile ilgili arttırılmış matris; 

 

























 11121110

22222120

11121110

00020100

;

;
;
;

;

mNmmmm

N

N

N

jj

uuuu

uuuu
uuuu
uuuu



















U                     (3.18) 

ile tanımlanır. Şimdi (3.17) cebirsel sisteminde son m satır silinerek koşullarla ilgili 

arttırılmış matris yerine yazılırsa 

 







































111110

111110

000100

10

111110

000100

;
;
;
;

)(;
;

)(;
)(;

~;~

mNmmm

N

N

mNmNNmNmN

N

N

uuu

uuu
uuu

xgwww

xgwww
xgwww






















GW                         

matrisi elde edilir. Bu arttırılmış matris 



 

19 
 

GAW ~~
                                                                                                       (3.19) 

formunda matris denklemine dönüştürülebilir. 

Burada   1~;~~
 Nrankrank GWW  yani   0~det W  ise (3.19) matris denkleminin 

çözümü 

  GWA ~~ 1
  

şeklindedir. .(   0~det W  ise (3.19) matris dekleminin çözümü yoktur veya sonsuz 

çözümü vardır.) Böylece (3.19)ʼdan  

























Na

a
a
a


2

1

0

A   

bilinmeyen Bernoulli katsayılarından oluşan sütun matrisi tek olarak bulunur. O 

halde verilen koşullara göre (3.1) diferansiyel denklemi tek çözüme sahiptir ve bu 

çözüm 

   AB xxy )(   

veya   

 



N

n
nn xBaxy

0
)(  

şeklinde Bernoulli polinom çözümü olarak ifade edilir. 
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3.1.2. Lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin çözümü için Bernoulli 

sıralama yöntemi  

Fredholm integro-diferansiyel denklemi 

   


b

a

m

k

k
k dttytxKxgxyxP )(),()()()(

0
 ,  btxa , ,                       (3.20) 

veya kısaca  

   xIxgxyxP
m

k

k
k 

0
)()()(                                                                     (3.21) 

şeklinde gösterilir. Burada  


b

a

dttytxKxI )(),()(                                                                                   (3.22) 

olarak tanımlanır. 

AB )()( xxy   

denklemi t  değişkeni için 

AB )()( tty                                                                                                  (3.23) 

dır. Maclaurin açılımından 

   txtxK T
t XKX),(  ,  t

ijt kK , Nji ,...,2,1,0,                                       

ve Bernoulli açılımından 

)()(),( xxtxK T
f BKB ,  f

ijf kK , Nji ,...,2,1,0,                                  (3.24) 

ifadesi elde edilir. Buradan 
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       

       

  11 







T
tf

T
ft

TT
f

T
t

T
f

T
t

txtx

txtx

SKSK

SSKK

SXSKXXKX

BKBXKX

 

elde edilir. (3.23) ve (3.24)ʼdeki denklemler (3.22)ʼde yerlerine konulursa 

  QAKBABBKBI f

b

a

T
f xdtttxx   )()()()(                                              (3.25) 

biçimini alır. Burada  


b

a

T dttt )()( BBQ                                                                                           

şeklindedir. 

    SXXSSXXSBBQ

H
  









 

b

a

TT
b

a

TT
b

a

T dtttdtttdttt )()()()(                    (3.26) 

ve  

 
1

)()(
11







 ji
abhdttt

jiji

ij

b

a

T XXH , Nji ,...2,1,0,                             (3.27) 

formülü ile H  matrisini hesaplayabiliriz. (3.27) ifadesi (3.26)ʼda yerine konulursa 

HSSQ T  

elde edilir. (3.25) denkleminde 
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   SXB xx   

ifadesi yerine konularak, (3.22) denklemi 

 

    QASKXI fxx                                                                                      (3.28) 

şeklinde matris formuna dönüştürülebilir.  

ixx   sıralama noktaları ile (3.21) denklemi  

 



m

k
iii

k
ik xIxgxyxP

0
)()()()(  , Ni ,...,1,0  

şeklindedir.  

Bu Fredholm integro-diferansiyel denkleminin matris formu, bölüm (3.1.1)’de 
  MX,G,,YP k

k ,  matrisleri kullanılarak (3.1) denklemini (3.11)ʼde matris haline 

getirdiğimiz gibi benzer işlemler yapılarak 

 



m

k

k
k x

0
)( IGYP                                                                                  (3.29) 

haline gelir. Bölüm  (3.1.1)’den 

          SAMXSAXAB k kkk xxxxy  )()(                                            (3.30) 

ifadesi ile (3.28) ve (3.30) denklemleri (3.29)ʼde yerine konursa 

 



m

k
f

k
k

0
QAXSKGSAXMP   

  GAQXSK-SXMP

W












   

f

m

k
f

k
k

0
  



 

23 
 

temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem 

GAW f  

cebirsel sistemine dönüştürülür ve bölüm (3.1.1)’de belirtildiği gibi koşullar yerine 

konularak, bu matris denklemi 

GAW ~~ f                                                                                                    (3.31) 

arttırılmış matrise dönüştürülebilir. Burada   1~;~~  Nrankrank ff GWW  ise yani  

  0~det fW  ise (3.31) denkleminin çözümü 

  GWA ~~ 1
 f                                                                                             (3.32) 

şeklindedir. (   0~det fW ise (3.31) denkleminin çözümü yoktur veya parametreye 

bağlı sonsuz çözümü vardır.) Bu şekilde (3.32) denkleminden bilinmeyen Bernoulli 

katsayılarının oluşturduğu  TNaaa 10A sütun matrisi bulunur. O halde 

verilen koşullara göre (3.20) Fredholm integro-diferansiyel denklemi tek çözüme 

sahip olur ve bu çözüm 

   AB xxy )(  

veya 

 



N

n
nn xBaxy

0
)(  

şeklinde ifade edilen Bernoulli polinom çözümüdür. 
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3.1.3. Lineer diferansiyel fark denklemlerinin çözümü için Bernoulli sıralama 

yöntemi 

Değişken katsayılı m . mertebeden lineer diferansiyel fark denklemi 

       xgxyxP
L

h

m

k
hkhk

k
hk 

 0 0
                                                             (3.33) 

şeklinde gösterilir. Burada denklemin matris formunu hkhk xx   eşitliği ve (3.7) 

uyarınca  AB xxy )( ifadesinden yararlanılarak 

    AB )()( hkhk
k

hkhk
k xxy                                                             (3.34) 

şeklinde yazılabilir. 

    SXB xx kk )(  

olduğundan  

    SXB )()( hkhk
k

hkhk
k xx                                                             (3.35) 

elde edilir. Burada 

   Nxxxx 10X  

olduğundan 

        N
hkhkhkhkhkhkhkhk xxxx   

21X        (3.36) 

olarak tanımlanır. (3.5) matrisi (3.33) denkleminde hk  ve hk  değşkenlerine 

bağlıdır. O halde  
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 

               

           

       

    
























































































































0

2202

111101

0201000

000

22
2

00

11
2

1
1

0

00
2

0
1

0
0

,

hk
N

hk

N
hkhkhkhk

N
hkhkhkhkhkhk

N
hkhkhkhkhkhkhkhk

hkhk

N
N

N

N

N





















S    (3.37) 

Olarak yazılabilir. Buradan 

     hkhkhkhk xx  ,SXX                                                                   (3.38) 

eşitliği  bulunur. 

hkhk xx   ve (3.6) denkleminden  

       k
hkhkhkhk

k xx MSXX  ,                                                        (3.39) 

bulunur. (3.35) ve (3.39) denklemleri kullanılarak  

        SMSXB k
hkhkhkhk

k xx  ,                                                       (3.40) 

elde edilir. (3.34) ve (3.40) denklmeleri kullanılarak 

        SAMSX k
hkhkhkhk

k xxy  ,                                                    (3.41) 

Elde edilir. ixx   için 

        SAMSX k
hkhkihkihk

k xxy  , ,  Ni ,...,2,1,0     

ve (3.33) denklemi 

       i

L

h

m

k
hkihk

k
ihk xgxyxP 

 0 0
 ,     Ni ,...,2,1,0                              (3.42) 
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biçimini alır. (3.41) ve (3.42) denklemlerinden ifadenin matris gösterimi 

  GSAMXSP 
 

L

h

m

k

k
hkhkhk

0 0
,                                                                (3.43) 

Şeklindedir. Buradan denklemin çözümü 

   
 


L

h

m

k

k
hkhkhkijc w

0 0
, SMXSPW   , Nji ,...,2,1,0,   

Şeklinde ifade edilir. (3.17) denkleminden koşullar ve (3.13) denklemindeki eşitlikler 

yerlerine yazılırsa denklem  

GAW c  

cebirsel sistemi şeklini alır. Bölüm (3.1.1)ʼde bulunan koşullar yerine konularak 

GAW ~~
c                                                                                                     (3.44) 

arttırılmış matrisi elde edilir. Burada   1~;~~
 Nrankrank cc GWW  ise, yani 

  0~det cW  ise (3.44) matris dekleminin çözümü 

  GWA ~~ 1
 c                                                                                                (3.45) 

şeklindedir.(   0~det cW  ise (3.44) matris dekleminin çözümü yoktur veya sonsuz 

çözümü vardır.) Bu şekilde (3.45) denkleminden, bilinmeyen 

 TNaaa 10A  

Bernoulli katsayılarının oluşturduğu sütun matrisi bulunur. O halde verilen koşullara 

göre (3.33) m . mertebeden lineer diferansiyel fark denklemi tek çözüme sahip olur 

ve bu çözüm  

   AB xxy )(  
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veya 

 



N

n
nn xBaxy

0
)(  

şeklinde ifade edilen Bernoulli polinom çözümüdür. 

3.1.4 Lineer Fredholm integro-diferansiyel fark denklemlerinin çözümü için 

Bernoulli sıralama yöntemi  

Fredholm integro-diferansiyel fark denklemi kısaca 

            
 

b

a
f

L

h

m

k
hkhk

k
hk dttytxKxgxyxP ,

0 0
                         (3.46) 

şeklinde gösterilir. Fredholm integro-diferansiyel fark denleminde, (3.29) ve (3.43) 

ifadeleri yerine konularak ixx  , Ni ,...,2,1,0 sıralama noktalarında 

   QAXSKGSAMXSP f

L

h

m

k

k
hkhkhk  

 0 0
,  

temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem ile 

    GAQXSKSMXSP

W











    
cf

f

L

h

m

k

k
hkhkhk 

0 0
,  

temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem 

GAW cf  

cebirsel sistemine dönüştürülür ve bölüm (3.1.1)ʼde ifade edildiği gibi koşullar 

yerine konularak, bu matris denklemi 

GAW ~~ cf                                                                                                   (3.47) 
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şeklinde yeni arttırılmış matrise dönüştürülebilir. Burada 

  1~;~~  Nrankrank cfcf GWW  ise yani   0~det cfW ise (3.47) matris 

denkleminin çözümü 

  GWA ~~ 1
 cf                                                                                             (3.48) 

şeklinde ifade edilir. (   0~det cfW  ise (3.47) matris dekleminin çözümü yoktur 

veya sonsuz çözümü vardır.) Bu şekilde (3.48) denkleminden, bilinmeyen 

 TNaaa 10A  

Bernoulli katsayılarının oluşturduğu sütun matrisi bulunur. O halde verilen koşullara 

göre (3.46) Fredholm integro-diferansiyel fark denklemi tek çözüme sahip olur ve bu 

çözüm  

   AB xxy )(  

veya 

 



N

n
nn xBaxy

0
)(                                                                                        (3.49) 

şeklinde ifade edilen Bernoulli polinom çözümüdür. 

3.2 Çözümün Kontrolü Ve Hata Hesabı  

(3.49)’ daki kesilmiş Bernoulli serisi (3.46) denkleminin yaklaşık çözümü 

olduğundan bulunan )(xy  çözüm fonksiyonu (3.46) da yerine yazıldığında denklemi 

yaklaşık olarak sağlamalıdır. Bu durumda her ixx  , Ni ,...,2,1,0  için 
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           0,)(
0 0

  
 

b

a
ifi

L

h

m

k
hkihk

k
ihki dttytxKxgxyxPxE   

veya 

)(10)( i
k

i kxE i (herhangi bir pozitif tamsayı) 

olmalıdır.Eğer maksimum   kk i  1010  (k herhangi bir pozitif tamsayı) önceden 

belirlenirse, N  kesme sınırı ix  noktalarının her birindeki )( ixE  değeri, alınan k10  

dan küçük oluncaya kadar arttırılır. Diğer yandan hata fonksiyonu 

            
 

b

a
f

L

h

m

k
hkhk

k
hk dttytxKxgxyxPxE ,)(

0 0
  

şeklinde ifade edilebilir. Eğer bu fonksiyonun grafiği N kesme sınırı artarken  

x -eksenine yaklaşıyorsa çözümün hatası asimptotik olarak sıfıra yaklaşıyor 

demektir. 
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4. BULGULAR VE İRDELEME 

Bu bölümde, çalışmada sunulan “Bernoulli Sıralama Yöntemi” nin 

kullanılabilirliğini göstermek için .m  mertebeden değişken katsayılı lineer 

diferansiyel denlemlerin, Fredholm integro diferansiyel denklemlerin, m . 

mertebeden değişken katsayılı lineer diferansiyel fark denklemlerin ve Fredholm 

integro-diferansiyel fark denklemlerin örnekleri incelenmiştir. Örneklerdeki 

denklemleri incelemek için MAPLE 17 ve MATLAB (R2013a) programları 

kullanılmıştır. Bu programlar kullanılarak yeterince farklı N  değeri için tam çözüme 

yaklaşılmaya çalışılmış ve elde edilen sonuçların karşılaştırılması grafiklerde 

gösterilmiştir. Ayrıca bulunan yaklaşık çözümler ile tam çözüm arasındaki durum 

hata analizleri yapılarak tablolar yardımı ile sunulmuştur. 

4.1. Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamaları 

Örnek 4.1.1.  (Gülsu, 2014), İkinci mertebeden sabit katsayılı, 

    5223)(  xxyxyxy , 10  x                                                       (4.1) 

homojen olmayan lineer diferansiyel denklemini 

  10 y ,   10 y                                                                                            (4.2) 

koşulları altında  

 



N

n
nn xBaxy

0
)(                                                                                          (4.3) 
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3N  için Bernoulli sıralama yöntemi ile çözümünü araştıralım. Burada (4.1) 

denkleminin tam çözümü   1 xxytam ʼdir. 3N  için (4.3) 

 



3

0
)(

n
nn xBaxy       olur. 

Burada sıralama noktaları 

i
N

abaxi


 , Ni ,...,2,1,0                                                                       (4.4) 

için 






 1,

3
2,

3
1,0 3210 xxxx dir. 

  20 xP ,   31 xP ,   12 xP ,   52  xxg  

olmak üzere (3.1) diferansiyel denkleminin temel matris denklemi (3.1.1)ʼden  

GSAXMP 


k
m

k
k

0
 

şeklindedir. (3.1) diferansiyel denkleminin mertebesi 2m olduğundan bu denklem 

aşağıdaki gibi 2m ʼye kadar açılırsa 

 GSAXMPXMPXP  2
210  

elde edilir. Burada, 

 SXMPXMPXPW 2
210   

için denklem (3.1) 

 GW;GWA                                                                                         (4.5) 
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şeklinde olur. Buradaki GSMXPPP ,,,,,, 210  matrislerini (3.3), (3.12), (3.15) 

bağıntılarından  





















2000
0200
0020
0002

0P , 





















3000
0300
0030
0003

1P ,





















1000
0100
0010
0001

2P ,





















7
319
317

5

G , 





















1111
27894321
27191311
0001

X , 





















0000
3000
0200
0010

M , 


























1000
23100

21110
061211

S  

Bulunan bu matrisler (4.5) denkleminde yerine yazılırsa 

 























7;2931642
319;54239263102
317;547798382

5;233222

  
   

GW;                                            (4.6) 

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar kullanılarak bulunan arttırılmış matrisi 

(3.18)ʼden 





















1;21110
1;061211

;
;

11

00
    U

U



                                                   (4.7) 

olarak bulunur. (4.6) matrisinin son iki satırı silinip yerine (4.7) koşul matrisi 

yazılırsa arttırılmış matrisin son hali 

 


























1;21110
1;061211

317;547798382
5;233222

~~

  
    

G;W                                             (4.8) 

elde edilmiş olur.   0~det W  olduğundan (4.8)ʼin diğer bir ifadesi 



 

33 
 



































































1
1

317
5

21110
061211

547798382
233222 1

3

2

1

0

   
      

  

A

a
a
a
a

 

 

şeklindedir. Bu denklemden 

 T00123A  

Bernoulli katsayılar matrisi bulunur. Böylece bu katsayılar (4.3)ʼde yerine yazılarak, 

örnek 4.1.1ʼdeki problemin 3N için Bernoulli polinomları cinsinden çözümü 

         xBaxBaxBaxBaxy 33221100   

  00
2
1

2
3







  xxy  

olarak elde edilir. Buradan 

  1 xxy  

olacak şekilde (4.1) denkleminin tam çözümü elde edilir. 

 

Örnek 4.1.2. (Gülsu, 2008) Değişken katsayılı, 

    45

6
1

12
1 xxxxyxy  , 10  x                                                           (4.9) 

homojen olmayan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini  

  10 y ,   10 y                                                                                       (4.10) 
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koşulları altında 12,8,5N  için sonlu Bernoulli sıralama yöntemi ile çözelim. 

Burada 5N için Bernoulli seri çözümünü bulmak için sıralama noktaları (4.4) 

bağıntısı ile aşağıdaki gibi buluruz 







 1,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,0 543210 xxxxxx  

Bu örnek için gerekli olan fonksiyonlar denklem (3.15)ʼden  

  xxP 0 ,   01 xP ,   12 xP ,   45

6
1

12
1 xxxg   

Bu fonksiyonların matris formları 5N  için (3.12) denklemini uygulayalım. Bu 

matrislere önceki örneğe benzer işlemler uygulanırsa temel matris denklemi elde 

edilir. Buradaki GSMXPPP ,,,,,, 210 matrisleri  



























100
0540

0053

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0005200
0000510
000000

0

  

  P , 



























000
000
000

0
0
0

0
0
0

0
0
0

000000
000000
000000

1     P  

 



























100
010
001

0
0
0

0
0
0

0
0
0

000100
000010
000001

2     P , 

































21
313128
125189
93832

1253
0

G  



























1
31251024
3125243
312532

31251
0

1
625256

62581
62516

6251
0

1
12564
12527

1258
1251
0

1
2516
259
254
251
0

1
54
53
52
51

0

1
1
1
1
1
1

X , 
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

























0
5
0

0
0
4

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

003000
000200
000010

M ,



































1
25

35

0
1
2

0
0
1

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0123100
61021110
0301061211

        S  

 

şeklindedir. Bulunan bu matrisler (4.5) denkleminde yerine yazılırsa, 

 












































1
1
12500189

;
;
;

61
0
156257371

0
301
62505409

21
0
625366

1
61
250489

1
21

503

0
1
53

937532;1562574149375815962536937573925152
125003;15625149261875014716251119750150150351

0;023200

~~      
   

                                                                              

G;W

-

 

elde edilmiş olur. Buradan  



























2904360398317291
121

0978865187821641
121
1213
4019

/-
/

/-
/-
/-
/

A  

Bernoulli katsayı matrisi bulunur. Böylece bu katsayılar (4.3)ʼde yerine yazılarak, 

örnek 4.1.2ʼdeki problemin 5N için Bernoulli polinomları cinsinden çözümü, 

             

       
    594

3212

554433221100

101655675267.083333333580
1666666667010104329909999999996099999999920

xx.
x.x.x+..xy

xBaxBaxBaxBaxBaxBaxy










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olacak şekilde tam çözümü  
126

1
43 xxxxytam   olan (4.9) denkleminin yaklaşık 

çözümü elde edilir. Bernoulli çözüm yöntemiyle 8N için yaklaşık çözümü 

araştıralım. Aynı adımlar uygulanarak Bernoulli katsayı matrisi elde edilir.  Buradan 

bulunan değerler (4.3) denkleminde yerine yazılır. Böylece 

       
   
  89

7968

5843

1036392942780
1051133096901029271085590

103397772643.083333334960166666667001

x.
x.x.

xx.x.xxy
-













           
            

olacak şekilde 8N için yaklaşık çözümü elde edilir. Aynı şekilde 12N için 

yaklaşık çözüm  

       
   
   
   
   
  125

1110

98

765

554

3212

1028678782380
693000001468320263100003278050
726300004182380170900003357110

71060000175778010601695140
101308392080608333350070
1666666768010109999999999.0

x.
x.x.
x.x.

x.x.
x.x.

x.x.xxy

-



















           
           
           
           
           

 

olarak bulunur. Çizelge 4.1.ʼde belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli Sıralama 

Yöntemi ile elde edilen yaklaşık çözümler ve mutlak hataların nümerik sonuçları 

karşılaştırılmıştır. Şekil 4.1.ʼde tam çözüm, 8,5N  ve 12  için yaklaşık çözümleri 

gösterilmiştir.  
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Çizelge 4.1. 5N , 8N 12N , için Örnek 4.1.2. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

5N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

5eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

8N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

8eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

12N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

12eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.000000 
0.899842 
0.798800 
0.696175 
0.591467 
0.484375 
0.374800 
0.262842 
0.148800 
0.033175 
-0.08333 

0.999999 
0.899842 
0.798800 
0.696175 
0.591467 
0.484375 
0.374800 
0.262842 
0.148800 
0.033175 
-0.08333 

0.80E-14 
0.80E-14 
0.70E-14 
0.70E-14 
0.60E-14 
0.60E-14 
0.60E-14 
0.40E-14 
0.50E-14 
0.34E-14 
0.32E-14 

1.000000 
0.899842 
0.798800 
0.696175 
0.591467 
0.484375 
0.374800 
0.262842 
0.148800 
0.033175 
-0.08333 

0.000000 
0.10E-14 
0.000000 
0.000000 
0.10E-14 
0.000000 
0.000000 
0.10E-14 
0.000000 
0.000000 
0.37E-14 

1.000000 
0.899842 
0.798800 
0.696175 
0.591467 
0.484375 
0.374800 
0.262842 
0.148800 
0.033175 
 -0.08333 

0.000000 
0.10E-14 
0.000000 
0.000000 
0.10E-14 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.10E-14 
0.37E-14 

 

 

 

 

Şekil 4.1. Örnek4.1.2.ʼnin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 
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Örnek 4.1.3. (İlhan, 2011) Değişken katsayılı, 

    xxyxy 2cos3 , 10  x                                                               (4.11) 

homojen olmayan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini  

  10 y ,   10 y                                                                                    (4.12) 

koşulları altında 12,8,6N için sonlu Bernoulli Sıralama Yöntemi ile çözelim. Bu 

örnekte yöntem için Bernoulli polinomlarını kullanalım. Burada 6N için (3.3) 

Bernoulli seri çözümünü bulmak için sıralama noktalarını, (3.4) bağıntısı ile 

aşağıdaki gibi buluruz. 

 






 1,

6
5,

6
4,

6
3,

6
2,

6
1,0 6543210 xxxxxxx  

Bu örnek için gerekli olan fonksiyonlar denklem (3.10)ʼdan  

  10 xP ,   01 xP ,   12 xP ,   xxg 2cos3  

elde edilir. Bu fonksiyonların matris formları 6N için önceki örneklerdekine 

benzer şekilde elde edilir. Bu matris formlarına önceki örneklerdekine benzer 

işlemler uygulanılarak temel matris denklemi elde edilir. Elde edilen bu temel matris 

denklemi önceki örneklerdeki gibi çözülerek Bernoulli katsayılar matrisi bulunur. Bu 

katsayılar (4.3)ʼde yerine yazılarak, örnek 4.1.3ʼdeki problemin 6N  için Bernoulli 

polinomları cinsinden çözümü, 

               

     
      654

32

66554433221100

3034739641700028860382033826925600
167493803509999999999.01

x.+x.+x.
x.+xx+xy

xBaxBaxBaxBaxBaxBaxBaxy







           

 

olacak şekilde tam çözümü   1sinsin 2  xxxytam  olan (4.11) denkleminin 6N  

için yaklaşık çözümü elde edilir. Bernoulli çözüm yöntemiyle 8N için yaklaşık 

çözümü aynı adımlar uygulanarak, 
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       
     
  8

765

432

5800229576600
6800140611960004575515640900890638340

83331995948016665278050999999999.01

x.
x.x.+x.
x.x.+xxxy







          
          

 
 

olacak şekilde bulunur. Aynı şekilde 12N için yaklaşım çözüm, 

     
   
   
   
    12511

109

87

65

432

1097077252290817200002595060
08400009077630017000005010440
710032072546067200021014250

304444236660000833333870
33333326680166666658201

x.x.
x.+x.

x.x.+
x.+x.

x.x.+xxxy











           
           
           
           

 

olarak bulunur. Çizelge 4.2.ʼde belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli Sıralama 

Yöntemi ile edilen yaklaşık çözümler ve mutlak hataların nümerik sonuçları 

karşılaştırılmıştır. Şekil 4.2.ʼde tam çözüm, 128,6   veN   için yaklaşık çözümleri 

gösterilmiştir. 

Çizelge 4.2. 6N , 8N 12N , için Örnek 4.1.3. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

6N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

6eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

8N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

8eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

12N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

12eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.000000 
0.910133 
0.840800 
0.791812 
0.762228 
0.750423 
0.754179 
0.770799 
0.797244 
0.830274 
0.866602 

1.000000 
0.910134 
0.840802 
0.791815 
0.762232 
0.750423 
0.754179 
0.770799 
0.797244 
0.830274 
0.866602 

0.000000 
0.436E-6 
0.169E-5 
0.270E-5 
0.345E-5 
0.458E-5 
0.555E-5 
0.533E-5 
0.105E-4 
0.566E-4 
0.247E-3 

 

1.000000 
0.910133 
0.840800 
0.791812 
0.762228 
0.750423 
0.754179 
0.770799 
0.797244 
0.830274 
0.866602 

0.000000 
0.507E-8 
0.149E-7 
0.226E-7 
0.312E-7 
0.388E-7 
0.464E-7 
0.540E-7 
0.549E-7 
0.274E-6 
0.236E-5 

 

0.999999 
0.910133 
0.840800 
0.791812 
0.762228 
0.750423 
0.754179 
0.770799 
0.797244 
0.830274 
0.866602 

0.10E-14 
0.13E-12 
0.30E-12 
0.45E-12 
0.61E-12 
0.76E-12 
0.90E-12 
0.10E-11 
0.12E-11 
0.18E-11 
0.56E-10 
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. 

 

Şekil 4.2. Örnek4.1.3.ʼnin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 

4.2. Lineer Fredholm İntegro-Diferansiyel Denklemlerin Uygulamaları 

Örnek 4.2.1  Değişken katsayılı lineer, 

   
1

03
11 dttxtyxxy , 1,0  tx                                                          (4.13) 

Fredholm integro–diferansiyel denklemini 

  00 y                                                                                                        (4.14) 
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koşulları altında Bernoulli Sıralama Yöntemi ile çözelim. Bu örnekte yöntem için 

Bernoulli polinomlarını kullanalım. Burada 3N için  Bernoulli seri çözümünü 

bulmak için sıralama noktalarını, (3.4) bağıntısı ile aşağıdaki gibi buluruz. 

 






 1,

3
2,

3
1,0 3210 xxxx  

Burada, 

  00 xP ,   11 xP ,   02 xP ,   xxg
3
11  

şeklinde olup (3.20) ifadesindeki ),( txK  ve  değerleri 

xttxK ),(  ,  1  

olduğundan, bölüm (3.1.2)ʼden ve (4.13) denkleminin matris formu, 

  GAQXSK-SXMP

W












   

f

m

k
f

k
k

0
  

şeklindedir. İntegro-diferansiyel denklemin mertebesi 2m olduğundan bu denklem 

aşağıdaki gibi 2m ʼye kadar açılırsa, 

   GAQXSKSXMPXMSPXSP
W

2 
  

f

f210  

olarak elde edilir. Burada,  

 QXSKSXMPXMSPXSPW 2
ff  210  

için denklem  

 G;WGAW ff                                                                                   (4.15) 
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şeklindedir. 1 ve GQKSMXPPP ,,,,,,,, 210 f matrisleri bölüm (3.1.2)ʼden 

yararlanılarak hesaplandığında, 





















0000
0000
0000
0000

0P , 





















1000
0100
0010
0001

1P , 





















0000
0000
0000
0000

2P , 





















1111
27894321
27191311
0001

X , 





















0000
0000
00121
002141

fK ,





















0000
3000
0200
0010

M  

 
























8401012010
0180100
120101210
0001

Q , 


























1000
23100

21110
061211

S ,





















32
97
98

1

G  

  

bulunur. Bu matrisler ve 1  (4.15) denkleminde yerine yazılırsa, 

 


























32;120611121121
97;1802931181731
98;2994931363561

1;21110

G;W f
                                          (4.16) 

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşul kullanılarak bulunan arttırılmış matris (3.18)ʼden  

 0;0612110 U                                                                     (4.17) 

elde edilir. (4.16) denkleminin son satırı silinip yerine (4.17) koşul matrisi yazılırsa 

arttırılmış matrisin son hali 
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  


























0;061211
97;1802931181731
98;2994931363561

1;21110
~~ G;W f

                                         (4.18) 

elde edilmiş olur.   0~det fW  olduğundan (4.18)ʼden 





















1333241
13340621

1
21

/-
/

/

A  

Bernoulli katsayı matrisi bulunur. Böylece katsayılar (3.15)ʼde yerine yazılarak, 

örnek 4.2.1ʼdeki problemin 3N için Bernoulli polinomları cinsinden çözümü, 

         

        3102911

33221100

107500000005010120000000101012499999930 x.x.+x+.xy

xBaxBaxBaxBaxy

-- 





 

olarak bulunur. Bu işlemler 7N  için yapıldığında , (4.13) probleminin 7N  için 

Bernoulli polinomları cinsinden çözümü, 

     
     
    7767

564737

289

10282450888101087536438690
101054105526010611325973601016803822810

1017193692010101012919618880

x.+x.
x.+x.x.+

x.x.xy













           
           

 

olacak şekilde bulunur. Aynı şekilde 10N için yaklaşık çözüm, 

  xxy   

olarak bulunur. (4.13)ʼdeki denklemin tam çözümü   xxytam  şeklindedir. Çizelge 

4.3.ʼde belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli Sıralama Yöntemi ile edilen 

yaklaşık çözümler ve mutlak hataların nümerik sonuçları karşılaştırılmıştır.  
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Şekil 4.3.ʼde tam çözüm, 107,3   veN   için yaklaşık çözümleri gösterilmiştir. 

Çizelge 4.3. 3N , 7N 10N , için Örnek 4.2.1. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

3N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

3eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

7N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

7eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

10N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

10eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

0.000000 
0.100000 
0.200000 
0.300000 
0.400000 
0.500000 
0.600000 
0.700000 
0.800000 
0.900000 
1.000000 

 

0.000000 
0.100000 
0.200000 
0.300000 
0.400000 
0.500000 
0.600000 
0.700000 
0.800000 
0.900000 
0.999999 

 

0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.10E-14 
0.10E-14 
0.000000 
0.10E-14 

 

0.000000 
0.100000 
0.199999 
0.299999 
0.399999 
0.499999 
0.599999 
0.699999 
0.799999 
0.899999 
0.999999 

0.000000 
0.000000 
0.10E-14 
0.10E-14 
0.20E-14 
0.30E-14 
0.40E-14 
0.50E-14 
0.50E-14 
0.60E-14 
0.50E-14 

 

0.000000 
0.100000 
0.200000 
0.300000 
0.400000 
0.500000 
0.600000 
0.700000 
0.800000 
0.900000 
1.000000 

 

0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
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Şekil 4.3. Örnek4.2.1.ʼin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 

 

 

Örnek 4.2.2.  

        1
1

0

  eeedttyxxyxyxxy x                                               (4.19) 

Fredholm integro-diferansiyel denklemini 

  10 y ,   10 y                                                                                         (4.20) 

koşullarında Bernoulli sıralama yöntemiyle çözelim. Bernoulli polinom çözümü 

5N için (4.4) bağıntısı ile sıralama noktaları 







  1,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,0 543210 xxxxxx  
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şeklinde verilir. Burada 

  xxP 0 ,   xxP 1 ,   12 xP ,   1 eeexg x  

şeklinde olup (3.20) ifadesindeki  txK f ,  ve  değerleri 

  1, txK f , 1  

olduğundan, bu fonksiyonların matris formları önceki örnekte uygulanan yöntemler 

kullanılarak elde edilir. Bu matrislere önceki örnekteki benzer işlemler uygulanılarak 

temel matris denklemi elde edilir. Elde edilen bu temel matris denklemi önceki 

örnekteki gibi çözülerek Bernoulli katsayılar matrisi bulunur. Bu katsayılar (4.3)ʼde 

yerine yazılarak, örnek 4.2.2ʼdeki problemin 5N  için Bernoulli polinomları 

cinsinden çözümü, 

             

       
      543

2

554433221100

0113406672.00395990008.01670962312.0
499077909909999999997.09999999997.0

x+x+x+
x.x++xy

xBaxBaxBaxBaxBaxBaxy

        




 

Bu işlemler 8N için yapıldığında (4.19) probleminin 8N için Bernoulli 

polinomları cinsinden çözümü, 

 

       
   
   
  8

76

54

32

59120000362739.0
7150001813757.0710014018805.0

7900832764990004166878410
1666665404.0500005293609999999999.09999999998.0

x
xx+

x.x.
x+x.xxy









          
          
          

 

Bu işlemler 12N için yapıldığında (4.19) probleminin 12N için Bernoulli 

polinomları cinsinden çözümü, 
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     
   
   
   
   
    1211

109

87

65

43

2

64060000147701.0225300007811990
510000179244108320002295540.0
765000212816101620000997515.0

880014234022.0290083229664.0
80416789260016666662010
5000685183.099999999970000000001.1

xx.
x.+x
x.x+

x+x
x.x.+

xx.xy













           
           
           
           
           

 

şeklinde bulunur. (4.19)ʼdaki denklemin tam çözümü   x
tam exy   şeklindedir. 

Çizelge 4.4.ʼde belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli Sıralama Yöntemi ile 

elde edilen yaklaşık çözümler ve mutlak hataların nümerik sonuçları 

karşılaştırılmıştır. Şekil 4.4.ʼde tam çözüm, 8,5N ve 12N için yaklaşık 

çözümleri gösterilmiştir. 

 

Çizelge 4.4. 5N , 8N 12N , için Örnek 4.2.2. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

5N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

5eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

8N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

8eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

12N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

12eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.000000 
1.105171 
1.221403 
1.349859 
1.419825 
1.648721 
1.822119 
2.013753 
2.225541 
2.459603 
2.718282 

 

0.999999 
1.105162 
1.221367 
1.349777 
1.491676 
1.648486 
1.821775 
2.013276 
2.224899 
2.458744 
2.717114 

 

0.40E-14 
0.897E-5 
0.359E-4 
0.819E-4 
0.148E-3 
0.235E-3 
0.344E-3 
0.477E-3 
0.642E-3 
0.859E-3 
0.117E-2 

 

0.999999 
1.105171 
1.221403 
1.349859 
1.419826 
1.648723 
1.822121 
2.013756 
2.225545 
2.459608 
2.718288 

 

0.10E-14 
0.529E-7 
0.213E-6 
0.482E-6 
0.865E-6 
0.137E-5 
0.199E-5 
0.277E-5 
0.368E-5 
0.474E-5 
0.596E-5 

 

0.999999 
1.105171 
1.221403 
1.349859 
1.419825 
1.648721 
1.822119 
2.013753 
2.225541 
2.459603 
2.718282 

 

0.80E-14 
0.38E-10 
0.144E-9 
0.326E-9 
0.586E-9 
0.927E-9 
0.135E-8 
0.187E-8 
0.249E-8 
0.321E-8 

 0.404E-8 
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Şekil 4.4. Örnek4.2.2.ʼin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 

 

4.3. Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerin Uygulamaları 

Örnek 4.3.1. (Gürbüz, Gülsu, Sezer, 2011) İkinci mertebeden değişken katsayılı 

lineer diferansiyel fark denklemi 

       71 22  xxyxyxyx , 10  x                                              (4.21) 

başlangıç koşulları, 

  80 y ,   00 y                                                                                     (4.22) 
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şeklinde tanımlıdır. Denklemin tam çözümü   82  xxytam  şeklindedir. Bu 

denklemi Bernoulli Sıralama Yöntemiyle çözelim. Bernoulli Polinom çözümü 

3N için  

 



3

0
)(

n
nn xBaxy  

şeklinde ifade edilir. (4.4) bağıntısı ile sıralama noktaları, 

 1,32,31,0 3210  xxxx  

şeklinde verilir. Burada,  

  000 xP ,   101 xP ,   2
02 xxP  ,   111 xP ,   72  xxg  

olmak üzere (3.43)ʼden (4.21) denkleminin matris formu 

  GSAMXSP 
 

L

h

m

k

k
hkhkhk

0 0
,                                                                (4.23) 

şeklindedir. Denklemin mertebesi 2m ve 2L olduğundan bu denklem aşağıdaki 

gibi 2m ve 2L ʼye kadar açılırsa  

   GSAXSPXMPXMPXP 2  111111020100 ,                                 (4.24) 

  SXSPXMPXMPXPW 2
111111020100 ,c  

elde edilir. Buradan 

 GWGAW ~;~
cc                                                                                     (4.25) 

elde edilir.  hkhk  ,S matrisi  (3.37) ile tanımlanmıştır. Burada (4.21)ʼda 111   ve 

111   olarak verilmiştir. Böylece   G,SSMX,PPPP 111111020100 ,,,,,,,  matrisleri 

bölüm (3.1.3)ʼden yararlanılarak hesaplandığında 
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



















0000
0000
0000
0000

00P , 





















1000
0100
0010
0001

01P , 





















1000
09400
00910
0001

02P  



























 
 

 
P

1000
0100
0010
0001

11 ,





















1111
27894321
27191311
0001

X , 





















8
967
964

7

G  


























1000
23100

21110
061211

S ,  




















1000
3100
3210
1111

, 1111 S  

olarak bulunur. Burada matrisler (4.21)ʼde yerine yazılırsa  

 


























8;2165211
967;5354181611
964;1711118611

7;2167211

G;Wc                                     (4.26) 

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar kullanılarak bulunan arttırılmış matris 

(3.18)ʼden  





















0;21110
8;061211

;
;

11

00

    U
U




                                               (4.27) 

koşul matrisi bulunur. Başlangıç koşulları arttırılmış matriste yerine yazılırsa 

 


























0;21110
8;061211

964;1711118611
7;2167211

~~ G;Wc                                       (4.28) 
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elde edilmiş olur.   0~det cW  ve (4.28)ʼden  

























4001
1
1

323

/

/

A                                    

Bernoulli katsayı matrisi bulunur. Böylece bu katsayılar (4.25)ʼde yerine yazılarak, 

örnek 4.3.1ʼdeki problemin çözümü 3N için Bernoulli polinomları cinsinden 

çözümü, 

 

         

    392

33221100

102519999999.08 xxxy

xBaxBaxBaxBaxy




 

olacak şekilde (4.21) denkleminin yaklaşık çözümü bulunur. Aynı adımlar 8N  

için uygulanırsa örnek 4.3.1ʼdeki problemin Bernoulli polinomları cinsinden yaklaşık  

çözümü, 

             
     

       
   
    811710

610510

493102

887766

554433221100

10820815357701036582094110
1078987683500109565579311.0

101009030806010693284550309999999997.08

x.x.
x.x.

x.x.xxy

xBaxBaxBa
xBaxBaxBaxBaxBaxBaxy
















          
          

          

 

şeklinde bulunur. Aynı adımlar 12N için uygulanırsa örnek 4.3.1ʼdeki problemin 

Bernoulli polinomları cinsinden yaklaşık çözümü, 
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       
   
   
   
   
    1211

109

87

65

435

29

86000000129896074700010402100
8640003458552096400063153370
3430007137385026200053335790
6890002643726056800008190210
43900001852280104621778470
000000042.1103797609999999999.7

x.x.
x.x.
x.x.
x.x.
x.x.

xx.xy
















          
          
          
          
          

 

şeklinde bulunur. Çizelge 4.5.ʼde belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli 

Sıralama Yöntemi ile elde edilen yaklaşık çözümler ve mutlak hataların nümerik 

sonuçları karşılaştırılmıştır. Şekil 4.5.ʼde tam çözüm, 8,3N  ve 12  için yaklaşık 

çözümleri gösterilmiştir.  

Çizelge 4.5. 3N , 8N 12N , için Örnek 4.3.1. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

3N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

3eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

8N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

8eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

12N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

12eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

-8.00000 
-7.99000 
-7.96000 
-7.91000 
-7.84000 
-7.75000 
-7.64000 
-7.51000 
-7.36000 
-7.19000 
-7.00000 

 

-8.00000 
-7.99000 
-7.96000 
-7.91000 
-7.84000 
-7.75000 
-7.64000 
-7.51000 
-7.36000 
-7.19000 
-7.00000 

0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

 

-8.00000 
-7.99000 
-7.96000 
-7.91000 
-7.84000 
-7.75000 
-7.64000 
-7.51000 
-7.36000 
-7.19000 
-7.00000 

0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

 

-7.99999 
-7.98999 
-7.95999 
-7.90999 
-7.83999 
-7.74999 
-7.63999 
-7.50999 
-7.35999 
-7.18999 
-6.99982 

 

0.100E-8 
0.475E-8 
0.250E-7 
0.779E-7 
0.243E-6 
0.887E-6 
0.324E-5 
0.106E-4 
0.303E-4 
0.777E-4 
0.180E-3 
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Şekil 4.5. Örnek4.3.1.ʼin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 

 

Örnek 4.3.2. (Gürbüz, Gülsu, Sezer, 2011) İkinci mertebeden değişken katsayılı 

lineer diferansiyel fark denklemi 

        112  xexyxyxyxy , 10  x                                          (4.29) 

başlangıç koşulları  

  10 y ,   10 y                                                                                         (4.30) 

şeklinde tanımlıdır. Denklemin tam çözümü   x
tam exy   şeklindedir. Bu denklemi 

Bernoulli sıralama yöntemiyle çözelim. Bernoulli polinom çözümü 5N için (4.4) 

bağıntısı ile sıralama noktaları 







  1,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,0 543210 xxxxxx  
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şeklinde verilir. Burada 

  200 xP ,   101 xP ,   102 xP ,   111 xP ,   1 xexg  

şeklindedir.  hkhk  ,S matrisi  (3.37) ile tanımlanmıştır.  Burada 111  ve 

111  olarak verilmiştir. Böylece fonksiyonların matris formları önceki örnekte 

uygulanan yöntemler kullanılarak elde edilir. Bu matrislere önceki örnekteki benzer 

işlemler uygulanılarak temel matris denklemi elde edilir. Elde edilen bu temel matris 

denklemi önceki örnekteki gibi çözülerek Bernoulli katsayılar matrisi bulunur. Bu 

katsayılar (4.3)ʼde yerine yazılarak, örnek 4.3.2ʼdeki problemin 5N  için Bernoulli 

polinomları cinsinden çözümü, 

             

       
      543

2

554433221100

70126089179.000389256958.01670465403.0
499900224500000000001.19999999996.0

x+x+x+
x.x++xy

xBaxBaxBaxBaxBaxBaxy

        




 

olarak bulunur. Bu işlemler 8N için yapıldığında (4.29) probleminin 8N için 

Bernoulli polinomları cinsinden çözümü, 

 

       
   
   
  8

76

54

32

13900000404651.0
2360001744701.0580014051930.0

8600832492010204166855470
1666671560.0500000356109999999998.01

x
xx+

x.x.
x+x.xxy









          
          
          

 

olarak bulunur. Bu işlemler 12N için yapıldığında (4.29) probleminin 12N için 

Bernoulli polinomları cinsinden çözümü, 
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     
   
   
   
   
    1211

109

87

65

43

2

59640000394361.090700024317410
734000560266405100006886401.0
079000569663603920005102921.0

840013362037.0810084013887.0
30416682633016664824300
4999849962.099999999930000000001.1

xx.
x.x
x.x+

x+x
x.x.+

xx.xy













           
           
           
           
           

 

şeklinde bulunur. Çizelge 4.6.ʼda belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli 

Sıralama Yöntemi ile elde edilen yaklaşık çözümler ve mutlak hataların nümerik 

sonuçları karşılaştırılmıştır. Şekil 4.6.ʼde tam çözüm, 8,5N ve 12N için 

yaklaşık çözümleri gösterilmiştir. 

Çizelge 4.6. 5N , 8N 12N , için Örnek 4.3.2. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

5N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

5eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

8N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

8eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

12N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

12eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.000000 
1.105171 
1.221403 
1.349859 
1.419825 
1.648721 
1.822119 
2.013753 
2.225541 
2.459603 
2.718282 

 

1.000000 
1.105170 
1.221399 
1.349847 
1.419800 
1.648683 
1.822071 
2.013713 
2.225540 
2.459681 
2.718481 

 

0.10E-18 
0.851E-6 
0.406E-5 
0.116E-4 
0.241E-4 
0.385E-4 
0.474E-4 
0.394E-4 
0.130E-5 
0.776E-4 
0.200E-3 

 

1.000000 
1.105171 
1.221403 
1.349859 
1.419825 
1.648721 
1.822119 
2.013753 
2.225541 
2.459603 
2.718281 

 

0.000000 
0.413E-8 
0.191E-7 
0.475E-7 
0.873E-7 
0.128E-6 
0.149E-6 
0.113E-6 
0.224E-7 
0.295E-6 
0.706E-6 

 

1.000000 
1.105171 
1.221403 
1.349859 
1.419825 
1.648721 
1.822119 
2.013753 
2.225541 
2.459603 
2.718282 

 

0.000000 
0.12E-11 
0.73E-11 
0.22E-10 
0.49E-10 
0.89E-10 
0.135E-9 
0.170E-9 
0.163E-9 
0.73E-10 

 0.142E-9 
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Şekil 4.6. Örnek4.3.2.ʼin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 

4.4. Lineer Fredholm İntegro-Diferansiyel Fark Denklemlerin Uygulamaları 

Örnek 4.4.1. (Gülsu, Öztürk, Sezer, 2010) 

             

     dtty

x
xxyxyxyxxyx









1

1

2

5ln53ln3

3
13ln1144

 
            (4.31) 

Fredholm integro-diferansiyel fark denklemini, 

   4ln0 y ,  
4
10 y                                                                                 (4.32) 
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koşullarında Bernoulli sıralama yöntemiyle çözelim. Denklemimizin tam çözümü 

   4ln  xxytam . Bernoulli polinom çözümü 3N için 

   



3

0n
nn xBaxy  

şeklinde ifade edilir. (4.4) bağıntısı ile sıralama noktaları 

 1,32,31,0 3210  xxxx  

şeklinde verilir. Burada, 

  000 xP ,    401  xxP ,    2
02 4 xxP ,   111 xP ,   122 xP , 

       5ln53ln3
3

13ln 



x

xxg , 111  , 111  , 122  , 122   

şeklinde olup (3.20) ifadesinden  txK f ,  ve  değerleri 

  1, txK f , 1  

olduğundan, bölüm (3.1.4)ʼden (3.46) denkleminin matris formu, 

    GAQXSKSMXSP

W











    
cf

f

L

h

m

k

k
hkhkhk 

0 0
,                                      (4.33) 

şeklindedir. Buradan 

 
   QXSKSXMSP           

SXSPSXMPXMSPXSPW 2

f

cf









222222

111111020100

,
,

                            (4.34) 

olarak elde edilir. Burada 

 GWGAW ;cfcf                                                                                  (4.35) 
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şeklindedir. Burada     GQKSSSMX,PPPPP ,,,,,,,,,,,,, 222211112211020100 f  

matrisleri bölüm (3.1.4)ʼden yararlanılarak hesaplandığında 





















0000
0000
0000
0000

00P , 



























5000
031400
003130
0004

01P , 




















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şeklinde elde edilir. Burada matrisler (4.21)ʼde yerine yazılırsa, 
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arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar kullanılarak bulunan arttırılmış matris 

(3.18)ʼden, 

 




















41;21110
4ln;061211

;
;

11

00

    U
U




                                            (4.37) 

olarak bulunur. (4.36) matrisinin son iki satırı silinip yerine (4.37) koşul matrisi 

yazılırsa arttırılmış matrisin son hali, 

   
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G;Wcf                        (4.38) 

elde edilmiş olur. Burada   0~det cfW  olduğundan  

 T773237247610323249374 A  

Bernoulli katsayılar matrisi bulunur. Böylece bu katsayılar (4.35)ʼde yerine 

yazılarak, örnek 4.4.1ʼdeki problemin 3N için Bernoulli polinomları cinsinden 

çözümü, 

         

          32

33221100

330047856145.080314748616.025.0386294361.1 xxxxy

xBaxBaxBaxBaxy




 

şeklinde bulunur. Aynı adımlar 8N için uygulanırsa örnek 4.4.1.ʼdeki problemin 

8N için Bernoulli polinomları cinsinden yaklaşık çözümü 
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x.x.
x+x.xxy












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şeklinde bulunur. Aynı adımlar 12N  için uygulanırsa örnek 4.4.1.ʼdeki problemin 

12N  için Bernoulli polinomları cinsinden yaklaşık çözümü 

     
   
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
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
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olarak bulunur. Çizelge 4.7.ʼde belirli N değerleri için uygulanan Bernoulli sıralama 

yaöntemi ile elde edilen yaklaşık çözümler ve mutlak hataların numeric sonuçları 

karşılaştırılmıştır. Şekil 4.7.ʼde tam çözüm, 8,3N  ve 12N için yaklaşık 

çözümler gösterilmiştir. 

Çizelge 4.7. 3N , 8N 12N , için Örnek 4.4.1. nin nümerik sonuçları 

 

 

x 

 
 

Tam 
Çözüm 

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

3N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

3eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

8N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

8eN  

Bernoulli 
Sıralama 
Yöntemi 

)( ixy  

12N  

 
Mutlak 
Hata 

)( ixE  

12eN  

 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.386294 
1.410987 
1.435085 
1.458615 
1.481605 
1.504077 
1.526056 
1.547563 
1.568616 
1.589235 
1.609438 

 

1.386294 
1.410984 
1.435074 
1.458591 
1.481564 
1.504024 
1.525997 
1.547513 
1.568601 
1.589288 
1.609605 

0.000000 
0.258E-5 
0.109E-4 
0.242E-4 
0.399E-4 
0.535E-4 
0.592E-4 
0.494E-4 
0.152E-4 
0.532E-4 
0.167E-3 

 

1.386294 
1.410987 
1.435085 
1.458615 
1.481605 
1.504077 
1.526056 
1.547563 
1.568616 
1.589235 
1.609438 

0.000000 
0.194E-8 
0.767E-8 
0.165E-7 
0.273E-7 
0.394E-7 
0.521E-7 
0.652E-7 
0.784E-7 
0.917E-7 
0.104E-6 

 

1.386294 
1.410987 
1.435085 
1.458615 
1.481605 
1.504077 
1.526056 
1.547563 
1.568616 
1.589235 
1.609438 

0.000000 
0.67E-10 
0.260E-9 
0.579E-9 
0.902E-9 
0.129E-8 
0.170E-8 
0.212E-8 
0.255E-8 
0.298E-8 

 0.341E-8 
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 Şekil 4.7. Örnek4.4.1.ʼin tam çözümü ile yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Değişken katsayılı yüksek mertebeden lineer diferansiyel ve integro-diferansiyel fark 

denklemlerin tam çözümlerinin bulunmasının zor olduğu durumlarda yaklaşık 

çözümlere ihtiyaç duyulur. Buna bağlı olarak, çalışmanın üçüncü bölümünde tam 

çözümlerin ve yaklaşık çözümlerin bulunması Bernoulli sıralama yöntemiyle 

sunulmuştur. 

  ,  aralığında tanımlı Bernoulli polinomlarına dayalı olan bu yöntem, istenilen 

herhangi bir lineer diferansiyel veya integro-diferansiyel fark denklemlerine  
 btxa , aralığında bulunan keyfi bir  btxa  ,  aralığında 

uygulanabilir. 

Bu çalışmanın dördüncü bölümünde ise lineer diferansiyel denklemleri, Fredholm 

integro-diferansiyel denklemleri, lineer diferansiyel fark denklemleri, Fredholm 

integro-diferansiyel fark denklemleri Bernoulli sıralama yöntemi ile çözülmüştür. Bu 

yönteme dayalı olarak tam çözümler veya farklı N değerleri için yaklaşık çözümler 

bulunarak ilgili örnekler çözülmüştür. Çözülen örnekler için tam çözüm ve farklı 

N değerleri için bulunan çözümlerin grafikleri çizilmiş ve hata analizleri yapılmıştır. 

Bu grafiklerde çoğunlukla bu çözümlerin N  kesme sınırı yeterince arttırıldığında 

tam çözüme daha iyi yaklaşıldığı görülmüştür. Böylece örneklerin sonunda çizilen 

grafiklerden ve hata analizlerinden de görüldüğü üzere yöntemin iyi sonuçlar verdiği 

gösterilmiştir. 

Farklı N  değerleri için bilgisayar programları hazırlanarak, değişken katsayılı 

yüksek mertebeden lineer diferansiyel, diferansiyel fark veya integro-diferansiyel 

fark denklemlerin çözümlerinin hızlı ve hatasız bir şekilde bulunması kullanılan 

yöntemin sağladığı bir diğer fayda olarak açıkça sunulmuştur.  
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Değişken katsayılı yüksek mertebeden lineer diferansiyel, diferansiyel fark ve 

integro-diferansiyel fark denklemlerinin çözümü için sunulan bu yöntem bir adım 

ileriye gidilerek  btxa ,  aralığında tanımlanan 
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koşulları altında lineer Fredholm-Volterra integro-diferansiyel fark denklemlerinin 

çözümünü  

 



N

n
nn xBaxy

0
)(  

Bernoulli serisi formunda elde etmek için kullanılabilir. 
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