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ONSOz

Kuantum mekaniginde Schrédinger denklemini ¢dzmek igin
kullanilan y6ntemler ayrn bir galigma sahasi tegkil edecek kadar
genistir. Bu yo6ntemler arasinda O6zel bir konuma sahip olan
yariklasik yaklagsima (WKB) teorik fizikte kuantum mekaniginden
gravitasyon teorilerine kadar pek gok alanda , bazen degisik isimler
altinda gok sik rastlanmaktadir. Yariklasik yaklagim ile
komiutatif olmayan bir cebirden komitatif bir cebre gegis
bdlgesinde (klasik limit) cahsiimaktadir. Elde edilen sonuglar
kuantum mekaniksel 6zellikler gosterdigi gibi klasik mekanije gore
incelenen makroskopik sistemierin 6zelliklerini de gdstermektedir.
Bu ilging yontem bu galismada genel olarak ele alinarak tek kuyulu
potansiyeller igin tamhgi (adi ve slpersimetrik halde)
tartisiimigtir ve amaca uygun olmadifi igin ileri diizeydeki hemen
her kuantum mekanigi kitabinda bulunabilecek fiziksel orjini ve
6zel uygulamalart ile ilgilenilmemisgtir. Matematiksel bir
yaklasimla , sdzkonusu edilen potansiyellerin kuantum
mekanidindeki yeri ve fonksiyonu Uzerinde durulmamig, bunun
yerine matematiksel &zellikleri ile ilgilenilmigtir.

Bu cgalismada konular goyle siralanmigtir:Birinci bdlimde
WKB ve genellestirilmis formunun tiretiimesi verilmistir. Ikinci
b6limde kisaca sipersimetrik kuantum mekanigi tanitilarak
slipersimetrik WKB (SWKB) yaklagimi sunulmug ve tamhgi Uzerinde
durulmustur. Uglincii bélimde ise Froman ve Fréman (FF) teorisi
dahilinde kuantumlanma kosulunu tlretmek igin kullanilan teknik
tanitilarak bu teknigin slpersimetrik hamiltonyene genigletiimesi
incelenmistir. Bu yolla elde edilen bagintilar kullanilarak tek
kuyulu potansiyeller igin gdzlenen tamligin nedeni tartigilarak adi
ve sipersimetrik harmonik osilatérin tamhginin nasil
ispatlanabilecedi g6sterilmistir.
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ABSTRAKT
Bu caligmada , WKB yaklagiminin ve Matematiksel Fizigin
glincel problemlerinden biri olan SWKB yaklagiminin tamhigi Fréman
ve Fréman teknidine bagh kalarak incelendi .Bu tekni§in tek kuyulu
potansiyeller igin supersimetrik hale genigletiimesi (izerinde
duruldu . |

ABSTRACT
In this work , conditions for the exactness of the WKB
approximation and also for the exactness the SWKB approximation
which is one of the recent problems in Mathematical Physics has
been investigated using the Froman and Fréman tecnique. Extention
of this tecnique to the supersymetric case for the single-well
potentials has been examined .
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GIRlS

~ Kuantum mekanigine gére fiziksel bir sistemi betimleyen
Schddinger denklemini ¢ézmek , genelde , kolay bir is  degildir.
Kolayca g¢ozllemediginde ¢ézmek igin, potansiyelin tabiatina gére
en gok kullanilan ydntemler pertiirbasyon,varyasyon ve yariklasik
(WKB) yaklasimdir. Yariklasik yaklagim denen klasik mekanikle
kvantum mekanigi arasindaki iligkiyi veren bu y6ntem , 1920
yillardan itibaren iyi bilinip kulaniimaktadir.Gergekte asimtotik bir
temsil olan WKB vyaklasimi ,kuantum mekanigi disinda baska
alanlara da (6rnedin optik dalga klavuziari teorisi) uygulanmis ve
iyi sonuglar elde edilmigtir.Bu konudaki ©6nemli bir gelisme
N.Froman ve P.O.Fréman tarafindan esas olarak bir matrisin
elemanlarini hesaplamaya dayanan bir teorinin yaptimasidir.Fréman
ve Fréman (FF) geligtirdikleri teoride asimtotik seriler yerine
diferansiyel denklemin tam bir ¢déziimi olan yakinsak bir seri
agilim kullandilar. FF teorisinin genel ydnteme gére bazi
Usttnlikleri gbyle siralanabilir :

WKB yoOnteminde matematiksel problemlerden biri denklemin
¢ozUmi olan fonksiyonun klasik olarak izinli bélgeden klasik olarak
yasak boélgeye veya bunun tam tersi durumda nasil sirdirilecegidir.
Ancak , literatirde bu konuya netlik kazandinimamigtir . lligki
(connection) formdllerinin tek y&énli tabiati da hig
vurgulanmamigtir [10,12]. Kuantum mekanigi Uzerine yaziimig pek
cok kitapta iligki formilleri her iki yéndede kullaniimigtir. Ornegin
potansiyel engeli probleminde sonuglar sadece karigtk ve Onemsiz
terimler ihtiva etmekle kalmamig,bazen ciddi zorluklar bile
goérilebilmistir [12]. Deginilen bu problemler FF tarafindan ¢bzime
kavusturulmustur [3,4,5].

Konuyla ilgili literatirde ,karmagik duzlemde iyi tanimli
olduju béigelerdeki WKB tipi yaklagik ¢ozimlerin varhdi igin tesis
edilmis kosgullarla ilgili pek ¢ok c¢aligsma vardir [8,9,11].Bu
kosullari yerine getirmek igin yazarlar, sadece ilk terimleri WKB
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formillerini veren asimtotik agilimlari kullanmigtir.Béylece ortaya
ctkan hatalar,belirli olmayan,aslinda gerekli olan, O-sembolieri
cinsinden ifade edilmigtir[8].Fakat FF tarafindan yakinsak bir seri
kullanilarak bu hatalanin st sinirlan belirlenmigtir.

FF geligtirdikleri teori gergevesinde WKB yaklagimi igin bir
kuantumlanma kosulu ve teorilerini kullanarak harmonik osilatér
igin  kuantumlanma  kosgulunun tamhgint (exactness)
ispatladilar.Onceden WKB kuantumlanma kogulu kiigiik bir dizeltme
yapilirsa Coulomb ve (¢ boyutlu izotropik harmonik osilatér igin
tam enerji deerlerinin elde edilebilecedi biliniyordu.Langer genel
halde, radyal problemler igin bu dizeltmeyi yapti [10].Daha sonra
1968' de C. Rosenzweig ve J.B. Krieger bazi dénemli potansiyellerin
tamhigini FF teorisi dahilinde ispatladilar [15].Iste bu galigsmanin
ana konusu , son zamanlarda Comtet ve arkadaglar tarafindan
geligtiriten slUpersimetrik kuantumlanma kogulunun FF teorisine
bagl kalarak tamlik kosullarini incelemektir.



BOLUM 1. WKB YAKLASIMI
1.1 WKB Yaklagimi

Belirli bir V(x) potansiyeline sahip,tek pargacikli bir
sistemin Schrddinger denklemi (2m=1 alinarak)

iy = [f’2+V(x)] = E¥ (1.1)

seklindedir. (1.1) Denklemi , kargihi§i olan klasik sistemin
gO6ztimlerinden vyararlanarak yaklagik olarak g¢ézilebilir.Klasik
denkleme de Broglie'nin maddenin dalga tabiatina ait disilincesi
uygulanirsa klasik limitte (kisa dalgaboyu),pargacigin dalga
fonksiyonu,S(x) aksiyonu olmak (zere ,

i
¥ = exp(gS(x)) (1.2)
formunda olmasi gerekir[10]. Bu dalga fonksiyonu ile baglayarak

(1.1) denkleminin ¢b6zimu igin iyi bir yaklagim yapilabilir.(1.2)
ifadesi (1.1)'de yerine koyulursa,

2
-S4+ ihS"+E- V(x) =0 (1.3)

elde edilir ve yariklasik yaklagim yapmanin esprisi S'yi fi'nin
kuvvet serisine agmaktir;

b 2
S=So+i—Sl+0(‘ﬁ) (1.4)
(1.4) , (1.3)te koyulup O(h¥) terimleri alinirsa ,
2
(S') _E- V(x) =P (1.5)

buiunur . Benzer sekilde O(hl) terimleri alimirsa (1.5) kullanilarak,
1
Sy=-7An([E- V] (1.6)
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bulunur. Béylece yaklagik v dalga fonksiyonu igin ,

_ Ci i px
¥ = ——exp(ig P(II) du (1 7)

V[P(x) ]

degeri elde edilir.

Bu yaklagim metodunun birgok uygulama alani vardir.Ornegin
kuantum mekaniginde,hamiltonyenin baglh hallerininin yaklagik
enerji 6zdegerlerini bulmak igin kullanilabilir.En basit 6rnek tek
kuyulu potansiyeldir.Klasik dénme noktalari a ve b ise ,V(a)=V(b)=E
olur.Bu noktalarda dalga fonksiyonu kargilastirilir ve standart bir
hesapla;

b
1
]; P(x) dx = (n +—2—-)‘hn: (1.8)
kuantumlanma kosulu elde edilir.(1.8) Bohr-Sommerlid
kuantumlanma kosulunun tek boyutlu benzeridir.Gergekte (1.7) v
dalga fonksiyonu ,

5V A% ik
2 2

2P
dx 4P

diferansiyel denkleminin tam ¢ozimldir.Bu ifede (1.7) v dalga
fonksiyonunun ve enerji kuantumlanma kogulunun,
Poo . Eoo (1.9)
P P
oldugjunda iyi bir yaklagim oldugunu gésterir . Bu durum potansiyel
yavascga degistiginde ve E bilylk olduunda meydana gelir [10].WKB
kuantumlanma kosulu harmonik osilatér halinde tim n'ler igin tam
sohug verir. Bu potansiyelin (1.9) kosUIunu ihlal etmesi
beklenmeyen bir sonugtur. Goérildigld gibi dogrudan matematiksel
bir bakig acgist ile kuantumlanma kogulunun tamhligint anlamak
mimkin degildir.



1.2 Genellestiriimis WKB Formili

Gergekte Shrddinger denklemi reel 6zdederli (H hermitik )
bir Strum-Lioville denklemidir ve Strum-Lioville denklemleri igin
iyi bilinen bir teoreme gére farkli &zde§erlere kargilik gelen
6zfonksiyonlar farkli sayida dugtmlere sahiptir[13]. Tek boyutiu
Strum-Lioville operatériinin spektrumunda hicbir dejenerlik
yoktur ve temel halde higbir digimi olmadidi igin , ézfonksiyonlar,
tamamen digum sayilan yardimi ile n = 0, 1,2,... siniflandirilabilir
[13] .Bu s6yle gergeklestirilebilir : Schrédinger denklemi ,

2
d

2
dx

seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse bu denklem ikinci mertebedir
ve genelde ¥ iki bagimsiz ¢dzimiin lineer kombinasyonu olacaktir. H

hermitik oldugundan Q2 reel bir fonksiyon oldugu igin (1.10)'nun
karmasik eslenigi alindiinda ¥*'in da (1.10)'nun bir ¢ézimi oldugu
goraldr.

Simdi C sabit, M(x) ve N(x) reel fonksiyonlar ise ¥ dalga
fonksiyonu,

(

+Q) ¥ =0 (1.10)

Y = Cexp(iM+ N)

formunda alinip (1.10)'da yerine koyulursa,
2 2
(M +N) +(iM+NY+ Q=0 (1.11)
elde edilir.¥* igin de ayni sey yapilirsa ,

(-iM +N')2+ (-iM'+N")+Q2=0 (1.12)



bulunur. (1.11)'den (1.12) gikanlirsa ,
IMN + M =0 (1.13)

denklemine ulasihir. (1.13) integre edilirse ¥ igin,

w=—C oxp(iM

VM|

ifadesine ulagilir. Toplam ¢ézim ise,

21

b 4 W[Clexl’(iM) + Chexp(-iM)] (1.14)

olur.Elde edilen (1.14) ¥ dalga fonksiyonunun WKB dalga
fonksiyonlarina benzedi§i goruluyor.Fakat dikkat edilirse bulunan
bu ifade sadece H'nin hermitikliginin bir sonucudur.(1.14)
ifadesinde M'=q alinirsa ve (1.10)'da yerine yazilirsa,

3.4,_4 2 o
- - =0
7 q) Y q+Q (1.15)

bulunur. Eger,
q=Q

alinirsa,iyi bir yaklagimla bulunan dalga fonksiyonu tam olarak
WKB dalga fonksiyonu olur.Agikga goérildgu gibi bagh halleri elde

ederken Q2 > 0 igin W sinlisoidal Q%<0 igin ise eksponansiyel artan
veya azalandir. Cq ve Co dalga fonksiyonunun normalizasyonu ve
sinir kosullar ile bulunabilir. Simdi ¥'nin kagtane sifin olacag:
bulunabir. y(x) = 0 yapan sifir noktalarinda pargacik bulunma
olasiligi da sifir olur; y.y* = 0 kosulu ,

* s
(C1C,+C1Cy
3 3

(CiC,-C1Cyp)

tan(2f) =

ise ,



|y |2+ e |2,

Sin2M+ 2f) = -
2 *2 %2 2
2(C102 +C1 Cz)

sekline getirilebilir.(1.16)'nin her iki tarafinin arcsinlisi alinirsa,
2A- bir faz kaymasi olmak {izere ,

2M+2f =2A +27%j (1.17)

X
M=f q dx
a

ve j, a ve x arasindaki digum sayisi (fonksiyonun sifirlan) 'dir. O
halde,

ifadesine ulagilir. (1.17)'de;

A-f=p

kisaltmas| yapilarak,

X
f qdx =nmw + U (1.18)

bulunur. (1.18) tam kuantumlanma kosuludur , fakat p 6zdegerin bir
fonsiyonudur, ayrica (1.15) denkleminin tam ¢&ziminl bulmak ¢ok
zor oldugdu igin (1.18) ifadesi 6zdeger spektrumunu buimak igin
kullanilamaz [7]. (1.18) ifadesine bakilirsa n'nin kiiglik degerlerinde

X
f q dx
a

ile tanimli faz integralinin  degeri biylk ©&l¢lide p'ye bagl
olacaktir .Ancak n'nin bliylik degerlerinde,

X
f qdx = nw
a



seklinde yazilabilir. Blylk n'lerdeki bu tamlik Bohr korespondans
ilkesinin bir 6rnedidir. Elde edilen sonuca goére, herhangibir
yariklasik yaklagimda bdyle bir uyusmanin olmasi beklenir.



BOLOM 2. SUPERSIMETRIK WKB (SWKB) YAKLASIMI

Bu bélimde kisaca slipersimetri kavrami (zerinde durularak
stipersimetrik kuantum mekanigi ve operatérleri tanimianacaktir.
Bunun ardindan SWKB dalga fonksiyonlart ve kuantumlanma
kosulunun tliretiimesi verildikten sonra SWKB kuantumlanma
kosulunun tamhig: tartigilacaktir. '

2.1. Sipersimetrik Kuantum Mekanigi

Kuantum alan teorisinde, simetri dénlstimleri &nceleri
sadece bozon sistemleri veya sadece férmiyon sistemlierinin kendi
aralarinda yapilabiliyordu. 1970'li yilanin baginda J.Wees ve
B.Zumino ile birlikte bazi Rus teorisyenler , adi alan teorilerinin
invaryans oOzelliklerine sahip ve fermiyonik operatdrlere gére ek
(stiper) bir simetrisi daha olan yeni bir alan teorisinin
yapilabilecegini kesfettiler [16].Bu geligmenin ardindan gelen
calismalarla Sipersimetri , bozonlar ve fermiyonlar arasindaki
doéntgumleri {ireten bir simetri olarak kuantum alan teorisindeki
yerini almis oldu.1981'de E. Witten sipersimetri kavramini
kuantum mekanigine aktardi[17].

Supersimetrik kuantum mekaniksel bir sistemi betimleyen
hamiltonyen operatérii, ® slperpotansiyel ise su formdadir :

2 2
f =-—h———-d——+<l>2(x)i—h—-d)'(x) (2.1)
2m , 2 A2m '
dx
2 2
=_Ld_+vi(x) (2.2)
2m , 2
dx

Burada , siipersimetrik hamiltonyenin kuantum alan teorisinin
tekniklerinin kullanilarak elde edilisi bu g¢ahgmanin amacinin
diginda oldugu igin , direkt olarak tanimlandi.§imdi de su
operatdrler tanimlanirsa;

g9 Lex) ; B=_1

2
A 9.6 2.3
2m O Tom ax T 0% (2.3)



(2.3) operatérleri yardimi ile (2.1)'deki hamiltonyenler sdéyledir :

S ant ~ ata
fl,= BB f=8"8
Simdi,
5 0 0 o 0o B
B 0 0 0

operatorlerini girdirerek iki bilesenli bu sistem tanimlanabilir ve
slipersimetrik hamiltonyen,

~ - L f‘I_ O
H={Q,Q}=[ . ] (2.4)
seklini alir.Burada Q ve O+,

[fi,é]=[ﬁ,é+]=o (2.5)

ile korunumlu (siper) yiklerdir. H'nin
e =g (2.6)
6zdeger denklemini saglayan ¥,
o)
=1 o
¥

sUtun vektérle tanimlanabilir.(2.3) ve (2.6) deklemlerinden |,
« ot () )
B = JEW

.4 -)

BY =+E¥
bulunur.(2.1)'deki hamiltonyene "Hamiltonyenin temel hal temsili"
denir. Bu form g¢ok 6zel g6runmektedir fakat temel hal dalga
fonksiyonu bilinen her tek boyutlu hamiltonyen bu forma
getirilebilir. Buna ilk defa E. Gozzi tarafindan igaret edildi: Temel
hal enerjisi E; tek boyutlu herhangibir H hamiltonyeninin
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potansiyel enerji terimi , ¥ temel dalga fonksiyonunun fonksiyonu
(superpotansiyel ) olarak yeniden yazilabilir ve ,

N A~

A=H-B, ; H¥,=0

ise @ slperpotansiyeli ,

s [¥®
O(x) = -
(x) o™ 7 () ]

seklinde ifade edilebilir [6].Yukarida verilen bagintilarin gecerli
oldugu alanin lagranjiyeni ise , x(t) bozonik , ¥(t) fermiyonik
bilegen ¢ x'in bir fonksiyonu ve ¢'=df/dx olmak lUzere su gekilde
ifade edilebilir :
2 —
1 ,dx 2 1, = d¥ d¥ -
L=—(C> - —H[Y(— - (—¥]- ¢¥.¥
4(dt) ¢ +21[ (dt) (dt) 1- ¢T¥,¥]

L'yi invaryant birakan slipersimetri dénigtimleri ise,

x ox' =x - 2i(E¥ - Pe)

¥ ov'-w +§(g—i‘- 2i6)

formundadir.

Grup teorisi diliyle kisaca belirtmek gerekirse
stUpersimetrik kuantum mekanigi ,(2.4) ve (2.5) cebirlerinin (2.3)
lineer diferansiyel operatérleri yardimi ile yapilan bir
realizasyonudur.

Son olarak su da belirtiimelidir ki; Comtet ve arkadaglarina
gére (2.1) ile verilen hamiltonyende, h¢' tetimi , perturbatif olarak

bir fermiyon "loop" integralinden gelir , bir O(h) etkisidir. Oysa ¢2

terimi bir O(h0) etkisidir. Iste bu durum , onlar , bir sonraki
paragrafta anlatilacak olan bir yariklasik yaklagim yapmaya
sevketmigtir [1].
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2.2 SWKB Formula
Bir &nceki bélimde belirtildigi gibi ,
2 2
H, = —j——i—-+¢ + Hhd'
2m
dx
ile belirli iq+ ve }:l_ 'nin spektrumlari E = 0 hali haric dzdestir.
Burada H_ile galigilacak ancak ayn hesaplar H, iginde

yapilabilir.Eger islem yapilacak hamiltonyen E enerjill H ise ve ¥,

temel haline sahip ise o halde F_¥g=0olan H,= A. Eo seklindeki
yeni bir hamiltonyen disiinelim. Simdi 2m=1 ise ,

yazarak, H , ® ve H = H_gdsterimi ile ,
2 2
A=P"+® +hd' (2.7)

ve,

d
o = Hh—In(¥
dx Fo)

soklinde ifade edilebilir.Temel halin dUgimd bulunmadig
hatirianirsa ¥ 'in fazi, ¥, reel degerli bir foksiyon ayrica In(¥)

bdlgede iyi tanimli olacak gekilde segilebilir. Aglkga _goruldugu gibi
eger F'nin {E} spektrumu elde edilebilirse Hmn {E} spektrumu

bulunabilir. E; bzdeferlerini bulmak igin (2.7) hamiltonyeni igin

yariklasik bir yaklasim vyapilabilir.Bunun igin ¥ = exp[(i/fi)S]
seklindeki dalga fonksiyonu (2.7)'de yerine koyulup , S fonksiyonu
serisine

4 2
S =SO+._SI+ Qﬁ)
1

12



seklinde agilirsa ,
2 2
(S) - ihS" =- ® +hD'+E
elde edilit. S agiliminin ilk iki terimi alinarak ,
2 2 2 2. 2
(S'e) - B (8- 2ifiS';S' - iiS"- A " =-B + KD+ E
elde edilir. Ayni dereceli h terimleri egitlenirse ,

22
(8'%9) =E- ® =¢

i(ZS'OS'1+ S”o) =-Q’

bulunur. Dalga fonksiyoniarini enerjinin gésitli bolgelerine gore
ifade etmekte kolaylik sadlamasi igin bir y fazi tanimlanirsa |,

2
S'o=x‘V|E- ® |=qu|‘=q

id S" q' + id'

-—

T28, 289 29 2q

t

S

Sl = -—;—ln(lql) +1i —dx

o= _?L_dx

ile gosterilirse dalga fonksiyonu ,

elde edilir ve,

o i N
¥ = —-—-—eXp(:I:—-f qdx % i6)
Aq h

olarak bulunur. Kolayca gortldigi gibi E > &2 bélgesi igin dalga
fonksiyonu ,
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1/2 .

2
.q:._v.._g-_i‘i_cxp[il (E- &) dx ]exp[#Afcsin(—g)—)]
1/ % 2 vE
2 /a ‘ :
(B @) ‘

E < @2 bolgesi igin ise ,

| y | ¥i
2 2
S 1/ exp[i%" @- B dx] (o |+ Vow'- B

2 4
(® - E)
seklinde elde edilir.
Dalga fonksiyonlarina dikkat edilirse % fazinmin tutarli bir
secimi Sekil 1. 'deki gibi olmasi gerekir.

1.bdlge 2. bdlge 3.bélge

X =i x =1 %= =i

I I
a b

Sekil 1: Tek Kuyulu Potansiyeller igin Kullanilan Faz diyagrami

Dalga fonksiyonlari  belirlendikten sonra simdi
kuantumlanma kosulu elde edilebilir. Adi WKB'dé izlenilen benzer
yolla kuantumlanma koguluna ulagilabilir, ancak SWKB
kuantumlanma kosulu superpotansiyelin fi'nin fonksiyonu olmasi
dzelliginden yararlanarak asagidaki gibi de bulunabilir.

- WKB kuantumlanma kosgulu (1.8) bagintisina gére a ve b
klasik dénme noktalari olmak lzere ,

b
f Y, 1 )
(B4 V(x)) dx =(n + —2—) fix (n=0,1,2,3,.)

a

14



seklindedir. (2.2)'de verilen V_(x) h Planck sabitini de igerdigi igin
kuantumlanma kosulu su formu alir :

b(h) 1
IE[ f(x,h) dx = (n + = )tn (2.8)
2
a(h)

Burada f(x,h) fonksiyonu ,

1/2

f(x,h) = (E;- ®(x) 2+ Ad'(x))

olarak alinmigtir. Simdi 1 ,f ve integral sinirlarinin f'ye bagl
oldugu g¢g6zénine alinir, ayrica fi— 0 limitinde a ve b dénme
noktalarinda Ep = ®2(a) = ®2(b) oldugu gézéniinde bulundurulursa f
serisine "agilabilir ;
2
I=1Iy+hI+ O )
Serinin ilk iki terimi ile yetinilirse, bu terimler
b 1
1= By E- @ /2d
= = - X
% 50 (Fr @)
a

Lim dI

17 550 dn

f —dx +f(x,,h )—- f(xy, )——-)

olarak hesaplanabilir. f(a, h) = f(b, fi) = 0 oldudu igin son iki terim
ortadan kalkar. Hesaplanan I agilimi (2.8)' de yerine koyulursa ,

b 1/ b _1/
2 /2 # 2 2 2
I E! (E,-® ) dx + -2—f (B, D) d'(x) dx + OCh )

a a

1
=(n +>) ix
( 2)

15



bulunur. Agilimdaki ikinci integralin fin/2 de§erine sahip oldugu
gosterilebilir. Bdylece SWKB kuntumlanma kosulu,

b 1/2

2 .
(E, ¥(x) ) dx =nhn (2.9)

a

olarak bulunur.(2.9) kuantumlanma kosulunun kullaniimasi ile
birgok potansiyel igin tam enerji degerleri hesaplanabilmektedir
[1]1.Simdi Comtet ve arkadaglari tarafindan ele alinan
potansiyellerden birkagi (zerinde durularak hesaplanan enerji
degetleri verilecektir.
a) Harmonik osilatdr :
d(x) = 0x
~ 2 d2 2 2
H=-% —2+ ox - ho
dx
E.= 2nfio

A

x ~
H=H + Ej , oldugu hatirlanirsa tam deger oldugu géralir.
b) Morse Potansiyeli :

75

2 d2 2
H=-% ———2+ Upll - exp(-ax)]
dx

@ = +/Uy[1-exp(-ax)] - az—h

2 2

2
x 24 ah

2 .
H=-% ——2—+(I> - Ad' +ahv U, -
dx
E,=nah(24Uj, - afi - nah)

2
B, = ah[WUq(2n + 1) - ah(n + ;—) ]

bu tam spektrumdur.

16



c) Rosen-Morse Potansiyeli :

2 d2 2
H=-h — " Ugsech (ox)
dx

7

2 2
=%[(h @ +4Up) - haltanh(ox)

2d2 2 1 ‘/ 2 2
H=-h ———;+<I>-T1<I>'—Z[ h a +4U,- hol

dx

2

%

2 2
E,=[(h a +4Ug) - fioe(n + 1)]nfic

2 2 1
E,=-[LVh o +4Ug- ha(n+%—-)]

L
2

2

ve yine tam spektrum.

Yukarnda ele alinan potansiyeller incelenirse g¢oézllebilir
(sovable) olduklart gérilir. Burada goézilebilirlikle, 6zdeger
probleminin uygun bir déniigimle hipergeomietrik bir fonksiyona
indirgenebildi§i ve bbylece elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade
edilebilir bir ¢6zimi olan potansiyeller kastedikmektedir.

Hatmonik osilatér harig¢ yukaridaki potansiyeller igin , eger
herhangibit diizeltme yapilmazsa , adi WKB tam enerji degerlerini
veremez. SWKB hepsi icin tim n dederlerinde tam sonug
vermektedir . Ancak gb6zlenen bu tamhin kantitatif bir agiklamasi
yoktur. Tabii bu durum sézkonusu tamhgin sadece ¢bzilebilir
potansiyellerin bir 6zelliji olup olmadigr sorusunu akla getirir.
Buna ek olarak bir istisnai durum olan , harmonik osilator halinde |,
heriki WKB ve SWKB kuantumlanma kogullarinin tim n'ler igin tam
sonug¢ vermesi ilgingtir.
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BOLUM 3. FROMAN VE FROMAN TEORISI
KUANTUMLANMA KOSULLARI

Bir Onceki bdélimde belirtildigi gibi : WKB kuantumlanma
kogulunun harmonik osilatér igin tam sonu¢ vermesi sgasirticidir.
Yariklasik yaklagimin kullaniimaya baglanmasindan sonra pekgok
Kisi V = x2 icin , WKB'nin nigin tam sonug vetdigini aragtirdi. Fakat
genel bir matematiksel ispat WKB kuantumlanma kosulunun formiile
edilmesinden yaklagik kirk yil sonra 1965'te  Frémanlar tarafindan
verildi. Bu bélimde FF teorisine bir girig verilerek slpersimetrik
hamiltonyene nasil genigletildi§i incelenecektir.

3.1.Frébman ve Frdman Teknigi

FF teknidi,
2
d ¥
2
dz

formundaki denklemleri gdzmek igin genel bir yéntemdir.Burada

+Q'@ =0 (3.1)

02(2) karmasik fonksiyonlar kiimesinde tanimli bir meromorfik

fonksiyondur.Disglinilen 6zel uygulémada Q? reel eksen Gzerinde reel
degerli bir fonksiyon olacaktir. (02 = - (2m (E - V(x))/h2). Boldam
1.2'de gosterildigi gibi kuamtumlanma kogulu hamiltonyenin
hermitikli§inin bir sonucudur. Simdi,
d(w(z))

Jq

0)(Z)=f q(z) dz

Y =

ile yeni degigkenler tanimlanarak , bu ¥ (3.1)'de yerine koyulursa ,

2
2 2

. 2
- 2
e=2-4 , 1 589, . 4q°d9y (3.2)
2 dx 2 ‘
q 16q dx

18



olmak Uzere ,

2
do _
—-;+(1+e)¢-0 (3.3)

do
elde edilir. Goruldigld gibi € = 0 oldugunda ¢ = exp(tiw), (3.3)

denkleminin tam ¢6zUmi olur. Ayrica q2 - Q2 igin ¢ yeterince klglk
ise WKB dalga foksiyonlari iyi yaklagimlar olacaktir. € = 0 yapan
g'yu bulmak igin bir Airy denklemi g¢ozillmelidir[7). Genelde (3.2)
denklemini kapali analitik formda ¢dézmek mimkin olmadi§: igin
(8.3) denklemi birinci mertebe iki diferansiyel denkleme ayrilarak ¢
¢6zUminun,

¢ =a (mexp(in) + a(w)exp(-iw)

formunda oldugu diistnilebilir. Bunu ilk defa. E.C. Kemble yapti[9].
Ancak Kemble asagida anlatilacak yénteme gére daha kalitatif bir
yol izleyerek fazla kullanigh olmayan bir ¢6zim elde etti .Simdi a
katsayilan igin bir kisitlama getirilerek , sabit gibi davrandikiari
kabul edilirse ,

da : da; .
—=exp(im) + —exp(-iw) =0 (3.4)
do do
ve
d¢ . . . .
—=iaexp(iw) - ia,exp(-iw) (3.5)
do

elde edilir.(3.3), (3.4) ve (3.5) kullanilarak,

91 Lita 1+ asexp(-2im)} (3.6)
do 2

d :
2 _ -l_ig{a2+ aexp(2iw)} ©-7
do 2

diferansiyel denklemleri elde edeilir .Simdi (3.6) ve (3.7) bir
matris esitliji olarak yazilmak istenirse a(w) ve M(w) matrisleri ,

19



_ a1() _ie 1 exp(-2iw)
8o [az(m):l Mo = ?[-exp@im) -1 ]

ise ,

d_a= Mw) ; (38)
do

kapall formuna getirilebilir. Dikkat edilirse , M matrisi DetM = 0 ve
[zM = 0 ozelliklerine sahiptir. Artik a igin (3.8) formuna getirilen
denklem , kerneli M olan integral serisi ile ¢6zulebilir;(3.8)
ifadesi,

a(w) = a(wgy) +f do;Mo,)a(w,) = F(0,05a(wy) (3.9)

W
ise ,

@ ® ),
F(m,mo) =1 +f d(DlM((l)l) + f f d(on(ml)Nsz) + ... (31 0)

serisine ulagihir. M analitik oldugunda serinin yakinsadigini
gostermek kolaydir.Simdi heriki taraf M(w) ile garpilarak integre
edilirse F igin,

F(0,00) =1 + f do,M(®,)F(0,0,) (3.11)

denklemine - ulasilir. F(o,0g)a(wg), (3.8)in ¢dzimi ve a(w,) gergekte
keyfi sabit bir vektdr oldugu igin,

JF(w,m
IF(@@g) _ M) F(@,0,)
ow
elde edilir. Buradan ,
iDet(F) =0
om

bulunur.Sonug olarak DetF'nin bir sabit, ® = wg igin Fwg,0)'in (3.10)
20



'dan birim matris olduguna dikkat edilirse DetF(wg,wg) = 1 bulunur.
Gorilduga gibi F,

F(Z 2,2 0) = F(Z 2,Z 1)F(Z 1»Z 0)

6zelligine sahiptir (formillerde o degiskeni yerine z yazmanin
higbir sakincasi yoktur). ligilendigimiz tim e, w,a,M ve F parametre

ve dediskenleri, g ve q1/2'

béigelerini q ve q1/2'nin tanimlandi§: bélgelerle sinirlamak
gereklidir. Bu nedenle C dizleminde q'nun sifirlarinda ve
kutuplarinda dal kesitleri yapilmahdir.Tek kuyulu (burada
ilgilenilen) potansiyeller igin , reel eksen Uzerindeki klasik dénme
noktalarina karsilik gelen dal kesitleri Sekil 2. 'deki gibi
yapilabilir. \ ? 3“‘“

nin fonksiyonu oldugundan bunlarin

o sifir

X.‘S‘i ¥ =1 xaﬂi ~~ dal kesiti

a b
Sekil. 2 :Tek kuyulu potansiyeller igin yapilan dal kesiti

Eger qg'nun fazini segersek q'yu Ust kesitler (izerinde
tanimlayabiliriz. Bunu tutarli bir sekilde yapmak igin o bdlgedeki
dal noktalarinin agilarinin q fazina katkilan dikkate alinmahdir :

1.bélge 64+ 6, =2n

2.bélge 9a+9b=ﬂ:

3.béige ea+9b =0
Eger q keyfi bir 8, fazina bagh olarak tanimlanirsa,

0,+6

q(x) =|q |exp(i90)cxp(i b)

formunda ifade edilebilir. Buradaki 1/2 , a ve b , q2 nin sifirlar
oldugu igindir.8y = -n/2 alinirsa 6nceden kullanilan g'nun fazlarini

verir. (Sekil 1.)
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Eder bdélim 1.2'deki denklemin hermitikli§inin kuantumlanma
kosuluna neden oldugu hatirlanirsa simdide bu formiilasyonda
denklemin hermitikliginin sonuglarinin ne olacagi sorulabilir.Resl
eksen (zerinde kalinirsa her ¥(x)'e karsi gelen ¥*(x)'inde bir ¢éziim
oldugu géralir. Dalga fonksiyonu

.;= f _ (exp(im), exp(-1w))
Vq Vq

ise,

¥ = L ja (exp(io) + a)(@exp(-i®)] = F.a

)
O halde ¥* = 'f*. a* ve eger 'f lzerine etki ederek 'f* 'yii
veren bir B matrisi tanimlanirsa ; . .
'(x) = f(x). B(x) , 'f*(x) = "f(x)
Boyle bir matris B matrisi i¢cin B*'B = 1 ve DetB = 1 olur . Ayrica
reel eksen (zerinde bulunuldugu ve B sabit bir matris oldugu igin
"f*'nln tirevi,

dF*(x) _ d'F(x) R
dx dx

olur. Dikkat edilirse B'yi x'in bulundugu bdlgeye gdre yazabiliriz.
Gunkl o integrali 1,2,3 bdligelerindeki sabit fazin katkilarini alir .

Bu matrisler q2 (x) > 0 igin ,

B(x) = 43 0 expl2Im ()] (3.12)
» Iq(x)l[eprzhn(co)] 0

ve q2(x) < 0 igin ,

_q®®) expl- 2Re(w)i] 0
B = l[ 0 exp[2Re ()i] (3.13)

seklindedir. Dalga fonksiyonundaki a vektérinun ,
¥Y="fa , fﬁl— = if—.a
dx dx
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ile dalga fonksiyonun karmasik eslenigindeki B matrisinin,

v =fBa* , SB_
dx

ile sabit olduklan g6zéniinde bulundurarak ¥*nin tirevi alinirsa ,

£ ;—, -
d¥ == .c_li‘B‘a*

dx dx

B.a*nin ¥* igin bir a vektdril gibi davrandi§i gérilur . Boylece
(3.10) kullanilarak,

B(x )a*(x ;) = F(x1,x)B(x)a* (x,)

yazilabilir. Simdi B* = B! oldugu igin ,

F(Xl,Xz) = B(X I)F* (Xl,Xz)B* (Xz)
bulunur .Bu simetri bagintisi ,farkli bélgelerdeki farkli F matrisi
elemanlari arasindaki iligkiyi veren formillere yol acgar.
ligilenilen  formiil qz(x) < 0 olan iki farkli bolgedeki x; ve x,

arasindadir.(tek kuyulu potansiyel) (3.14) esitlidi kullanilarak F,,

bilegeni igin ,
q(xyp)
q(xy) )
Fpo(x1,Xp) = exp[-2iRe {®(x) - @(x5) HF* 55(x1,X5,) (3.15)
q(xy)
q(xy)

sonucuna ulasihir.Bu ifade kuantumlanma kosguludur. Tek kuyu
problemi igin ayri klasik olarak yasak bdlgelerde (Sekil 2'deki 1 ve
3 bdélgeleri ) ise o halde fazi Sekil 1'e gére segerek ,

q(x )
q(x )
q(x9)
q(x,)

=-1 =exp(ir)
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elde edilir. Bu faz segimi ile w dederleri hesaplanirsa ,

Re {o(x ) - (x)(xz)}=fb|qhx (3.16)
bulunur. Simdi (3.16), (3.15)'te yerinae koyulursa
Faa(x1,x2) = expl- 2i{ f qlax - S 20x1,%2)
sonucuna ulagilir.Goraldiga gibi ,
Faa(x1.xp)expl i f Takx - i >

reel olmalidir. Buradan hareketle ,

b 1
]; lqkix = (n + -2—)1t - arg(Fap(x1,X2)) (3.17)

sonucuna varilir. Bu sonug incelenirse WKB yaklagiminin ancak
F,,'nin reel olmasi durumunda tam sonug¢ verecedi anlasilir
(8.17)'de x; ve x, keyfi oldugu igin , X; ve Xy'nin - ve +='a

yaklagmasina izin verilebilir. 1 ve 3 bdlgelerinde exp(iw) bilegeni

monoton artan (sadece tek kuyulu potansiyeller disinildugu igin)
ve normalize edilebilir WKB dalga fonksiyonunu elde etmek igin

Xx— te 'a giderken a;(w) yeteri kadar hizh bir sekilde sifira
gitmelidir. a,(x=xe) = 0 oldugu igin a,(+«) ,a;(z) ve a,(z) 'yi (3.9)'u

kullanarak,
a 1(Z) _ Flz(Z,"l'OO)

ay(z) Fgy(z,+oo)

ayni sekilde a,(-) ile baglayarak benzer ifade tekrar a;(z) ve a,(z)
icin bulunabilir. Bbylece ,
Flz(Z,-W) - F12(2,+°°)

Fpo(z,-)  Fypy(z,+e0)
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bulunur. F'nin matris garpim kuralindan Fq5(-ee,+e0) = 0 bulunur. Bu
ve yukandaki formiller Foo'nin asimtotik bir ifadesini bulmak igin
birlegtirilirse,

Fja(2 g, +o°)

F22(z¢,- o°)

yazilabilir.N.Fréman ve P.O.Fréman 6zel F matris elemanlari igin
seri agilim ifadeleri elde ettiler[4]. Ancak bu uzun ifadeler buraya

alinmadi. Bununla beraber bu agilimlarin Fpy(-ee,+e0)'un reel olup

Fzz(- ©o ,+oo) =

olmadigini arastirmak igin kullanilabilecegini belirtmek gerekir.

3.2 Fréman ve Froman Formunda SWKB Kuantumlanma
Kosulu

Simdi SWKB kuantumlanma kosulu ele alinacaktir.SWKB
kuantumlanma kosulu ilk defa FF formunda M. Crescimanno
tarafindan ifade edildi [2].Burada FF teknigi kullanmak igin dalga
fonksiyonu,

k4 q=E-®

-0
Vq
yazilirsa ve f ile 'f vektorlerinin tanim 6nceki gibi yapilarak SWKB
dalga fonksiyonlari, y 4
¢ =£.Ga
seklinde yazilabilir. Burada G matrisi ,

YA
®|
c= —dx
2q
(A1)

1se, .
G=[ exp(io) 0 ]
(¢ exp(-io)

seklindedir. ¢ fonksiyonu da , 5

1 d 2 2d2 g

£ = 5(EL) - 424y
6 dx 2

16q dx
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oimak {izere ,
d ¢

dco q

(OY
+(1 +e+——)<]> 0 (3.18)

denklemini saglar. Burada G.a'nin WKB 'nin a vekidriine benzer
6zellikleri oldugu kabul ediliyor. O halde ,

do _ df .~ .G de

24 Ga ve £(3G8 5 143y - (3.19)

olur. Buradan,

2 29— -
a0 2-_-___._d fz,g _Ei.f_(il_q G_‘_i_"‘_.):o
do do do do do
elde edilir.
2-—»
af _ 7
2
do

oldugu igin (3.18),

df 4G, & )+(8+g);G; 0 (3.20)

dco dw dw
q

seklinde yazilabilir.§imdi,

& dG7_ i

do do 2q

ifadesini kulanarak (3.19) ve (3.20) gézéniinde bulundurulursa a ile
ilgili yeni bir M matrisi Mg elde edilebilir :

—

da Ma
Burada, do
k=1 + @
2
o[
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olmak Uzere , Mg su ifade ile verilir :

i€ 1 kexpl- 2i(w + ©)
M, =—
2 I:—kexp[Zi((o+ o) -1 :I (3.22)
Buradaki Mg matrisi WKB'deki M matrisinden daha karigiktir.

Iz(Ms) = |z(M) = 0 olmasina ramen Det(Mg) = 0 oldugu géraluyor.

Simdi tekrar , slpersimetrik a vektérinin evrimini karekterize
eden bir F matrisi tanimlanabilir ;

a(w) = F(o,0ya(ny
Bu ifade (3.21) denkleminde yazilirsa,

dF(w,m,)

do
olur.Tekrar Tr(Ms) = 0 ve F,F(ogy,wg)=1 kosulu ile ¢ézilirse Det(F)=1

= M;(®)F(w,w,)

bulunur. Simdi bu gelismelerin silpersimetrik hamiltonyeni nasil
etkileyeceginin arastirilmasi gerekir.Burada yine , adi WKB 'de
oldugu gibi reel eksen uzerinde kalip diferansiyel denklemin
hermitikliinden istifade edilecektir.Onceki kisimda yapildigi gibi
'f'nin karmasik eslenigi icin bir B matrisi tanimlayarak ,

'f* ='f.B

yazilabilir. Burada B WKB'dekinin aynidir. Kople dalgafonksiyonu ,
¥ ='f.Ga béylece wy*='fBG*.a* Ve tekrar,
AT _ df g Gra
dx dx
bulunur. Géruldigiu gibi B.G*.a* faktéri ¥*'nin G.a vektéri gibi
davraniyor ¥*'nin G.a vektorini G.b ile gdstererek,

— — —_ -1 -—
Gb =BG*a* ve b=G B.G*a*

yazilabilir.Yukaridaki sonug,

b(xy) = F(x 1:x2)b(x )
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ifadesinde kullanilirsa,
-1 -1
F(x1,x9) =G BG*(xDF*(x1,x2)G* BG(x,)

genel simetri bagintisina ulasilir.Simdi bir kez daha ayrn, klasik
olarak yasak,1 ve 3 bolgelerinde olan x; ve x, (q2 < 0) igin

kuantumlanma kosgulu tiretilebilir. G matrisinin kompleks eslenigi
alinirken farkli béigelerdeki fazlari degdigtigi icin dikkatli
olunmalidir. Burada gerekli olan F matrisinin F22 elemani alinirsa ,

R =expli{(o+ 0;*) - (0,40,*) + 2Re {00(x1) - @(x3) }}]
olmak Gzere ,
q(xq)
Faa(x1,X9) = - axy) l
q(xp)
qa(xy) |

R F* ,5(x1,X7)

bulunur.Burada ,
0;=0(x1) ve 0,=0(X;)

seklindedir. Ayrica,
. q(xy)

la(xp) | -1
q(x2)
lacxy) |
degeri hatirlanmalidir.R'de o ile ilgili terim x; ve x, noktalarina

baglt olabilecek gibi goériinmesine ragmen (¢ + o*)'min piir reel
olmasina dikkat edilirse buradan ,

b
[(0+ o* ) - (0,+ G*,)] =f —(g—'dx =T

a

bulunur.Béylece |,

b
Fzz(xl,xz)exp(-Zif |q |dx
a
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reeldir.Buradan,

b
f lq|dx = - arglFyy(x1.xy)] (3.23)

sonucuna ulagilir.Bu denklem Comtet ve arkadaglarn tarafindan
tiretilen kuantumlanma kosulunun eger F,,(x4,Xo) reel ise tam

olacagini ifade eder.
SWKB kogulunun tamhigini tartigmak igin , yani F,,(x4,X5) '

nin reellijini, x; ve x,'nin sirasiyla -~ ve +e'a gittigini diglinmek
uygun olacaktir. Tekrar bir 6nceki kisimda oldugu gibi a;(te) = 0 ve

a,(+e) = 0 ve bdylece adi WKB'dekine benzer argiimanla ,

Fy9(zgyo0)
Fpp(-o0,+00) = —22-0 77
F32(20,%0)

bulunur.
Belli bir potansiyel igin F,,(-e2,+)'in reel mi degilmi

olduunu anlamak igin hangi islem kullaniimahdir ? sorusu
sorulabilir.M'yi Mg ile yerdegistirerek elde edilecek F agiliminin
kullanilmasi akla gelebilir. Ancak Mg matrisidecki fazla

karigikliktan dolayi bu agihimi elde etmek kolay bir is olarak
goérinmemektedir.

3.3 Harmonik Osilatériin Tamhg:

Harmonik osilatér igin Q? - q2 = E - AZ? seklinde segilirse
dal kesitleri Sekil 2'deki gibi alinabilir M(z) (ve Mg(z))'nin tim Ust

yaridizlemde analitik oldu§u igin reel eksen boyunca ---‘dan +e'a
gegen kontor yerine Sekil 3'teki gibi bir R yarigapli S yolu izlenir R
yarigap! sonsuza gétirilirse M(z) ve ayni limitte,M¢(z)'deki ek'nin
da sifira gitmesi ile Mg(z)'nin sifira gitti§i goéralur.Bu sonug
3.11'de kullanilirsa , F,,(-ee,+=) = 1 ve buradan WKB kuantumlanma

kosulunun (adi ve supersimetrik durumda) harmonik osilator igin
tam oldugu gorulir.Stpersimetrik Rosen-Morse potansiyelinin
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igin bir ispat Cressimano tarafindan verilmistir ancak bu ispat
daha g¢ok Kkalitatif bir analize dayanmaktadir ve Fréman teorisi
gergevesi iginde aranan ¢6zim degdildir.Bu nedenle burada
incelenmedi. Gergek bir ¢b6ziim igin  bdélim 3.2'nin sonunda
belirtildi§i gibi yeni Mg matrisi F matris agilimi  bulunarak,

elemanlarin limit 6zellikleri aragtiriimalidir.

— o o
-~

—

Sekil. 3 : Harmonik osilatér igin segilen integral yolu

Okuyucuya bir fikir vermesi igin F matrisinin bazi 6zellikleri
ve Rosen-Morse potansiyelinin (adi durumda) tamliginin ispati ekte

verilmistir.
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EK : F MATRISININ BAZI OZELLIKLERI VE ROSEN-MORSE
POTANSIYELININ TAMLIGI

1. F Matrisinin Bazi Ozellikleri

Rosen-Morse potansiyelinin tamhginin  ispati igin
kullanilacak bu dzellikler agsagida ispatsiz olarak verilecektir.

F matrisi ,

F(z12) = Fi11(z 1,2 ¢) F12(z1,20) (EK.1)
Fy1(z 1,2 0) Fa2(z 1,2 )
seklinde 2x2'lik bir matristir ve ,
F(Z 2,Z o) = F(Z 2.Z I)F(Z 1Z 0) (EK.2)
6zelligine sahiptir Tersi
1z =F(zgz ) (EK.3)

(z
ile verilebilir ve F'nln ters| agik olarak sbyledir :

F-1(21,22) _ l:Fn(Zo,z) Fia(z o,z)]=[ Fjyo(z,zq) -Fiy(z,z 0)] (EK.4)

F31(z0,2) F25(20,2) -Fy1(z,2¢) Fy(z,20)

Ayrica bir, z
w(z,zp) =f qudzl (EK.5)

seklinde eq 'yu analitik yapan herhangi bir A yolu boyunca alinabilen
u integrali tanimlanmalidir. FF kuantumlanma kosgulu tekrar

yazilirsa,
x" g oo
f lq0 dx = (n + Ly - argr22®*)
x 2 F22(Z,"°°)

Buradaki z, x— % iken |expi(w(x))] monoton artmasi ve u reel eksenin
bir kismi boyunca yakinsak olmasi kosulu ile karmagik diuzlemdeki
herhangi bir noktadir.z—Z iken F(z,z5) limit degerleri goyledir,z—Z

iken F(z1,zg) = |expiw(z)|—e olur, Buna gobre
a)F(z,zy) tim elemanlar sonlu
b)Lim u(z;,z) sonlu
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c)lexpiw(z)| z;'den Z'ye bir A yolu boyunca giderken monoton artiyor
ise F su o6zelliklere sahiptir:

Lim
ZFll(z,z 0) mevcut ve sonlu (EK.6)
Lim
ZFlz(z,zo) mevcut ve sonlu
(EK.7)
b (2.2 exp(- 2ia(z)) = 0
z,z -2im =
g7 21 0)eXpl- 210(z (EK.8)
Lim .
Fyy(z,zg)exp(-2im(z)) =0
z—Z (EK.9)
Lim F {
7 22(2g,2z) mevcut ve sonlu (EK.10)
Lim
Fi4(zg.2z) mevcut ve sonlu
Z (EK.11)
Lim
Fai(zgz)exp(-2in(z)) =0 (EK.12)
27
Li
M B, (zg2)exp(-2i(z)) = 0 (EK.13)
z—>7Z

Yukaridaki(EK.6-13) denklemlerde tim limitler zy'dan z;'e giden bir

yol ve z{'i Z'ye baglayan bir A yolu boyunca alindi.Bu nedenle eger

( )
F Z0,Z
77 22\40

mevcut ve sonlu ise bu limit Z'ye nasil yaklagildigindan bagimsizdir
F'nin limit 6zellikleri yanisira F Uzerindeki (st kisitlamalari da
bilmek gereklidir. Bu kisitlamalardan bahsederken 't o'ya

baglayan bir A yolunun segilmesi esastir .0jy'dan o'ya giderken A
Uzerinde o'nin aldigi degerlere gére v > 1 olmak (izere sirali w,'lar

alinarak,
%11 - expl-2i(0, ;- @) <M (EK.14)
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olacak gekilde bir M sayisi varsa o1, wg ile @ arasinda bulunur

Buradan , 1
IF (0,0 < M [exp(Mu - 1] (EK.15)

oldugu gdsterilebilir.Eger A yolu wy'dan w'ya hareket ederken |expiw]
monoton artacak sekilde segilirse ,

lexp(-2im )| <lexp(-2imy)l (EK.16)
lexp(Zim,l < lexp(2iw)l (EK.17)
lCXP[Zi((Dl- Cl)v)] < ICXP[Zi(O) - 0)0)] (EK18)

olur.A'nin bu kabulu ile F matrisinin geri kalan elemanlar igin
hesaplar su sekildedir :

IFyo(m,m4)! S—i—lﬁ[exp(Mu- Dllexp(-2iwg)! (EK.19)

IFq1(0,m4)] S—zlﬂ[exp(Ml - Dllexp(- 2iw)l (EK.20)

[Fpp(w,mp) - 11 S;—u + 21—M [exp(Mu) - 1 - Mujlexp[2i(w - wy)]l (EK.21)

Simdi eder |exp(iw)] monoton artmayacak gekilde bir A yolu
segilirse ve (EK.15-21)'e benzer bagintilar bulunmak istenirse ,o0
halde (EK.15) saglanmasi igin belli bir sonlu M gerekiidir
(EK.19-21)'i kullanmak igin ek bir tedbire ihtiyag vardir.Herhangi

bir oy igin,

lexp(-2im,)! < lexp(- 2im)! (EK.22)
seklinde bir o',

lexp(2iw,)| < lexp(2iw")! (EK.23)
seklinde bir ©" bulunmalidir, o halde ,

lexpl2i(w, - )]l < lexp[2i(0" - ©)] (EK.24)
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olur.Béylece |exp(-2im)|, o = ®' 'de A boyunca maksimum ve
| exp(2iw)|, ® = o" 'de A boyunca maksimum olur;Buradan,

1
IFI 1((0,(00) - 11< m [CXP(ML - D] (EK25)

[Fy,(®,04)] < *z-l-ﬁ [exp(M) - 1]lexp(-2iw)l (EK.26)

IFp1(m,00) - 11 SE%& lexp(My) - 1]lexp(2iw”)l (EK.27)

u 1 : 1"
IF55(®,m4) - 115-2—+ﬁ[exp(Mu) -1- Mujlexp[2i(w” - 0)]l (EK. 28)

olur . F hakkindaki son bilgi F elemanlarindan elde edilecektir.
0= f’ q(z) dz

seklinde w daha 6nce tanimlandiinda integralin alt limitinin keyfi
olduguyla baslandi.Tabii olarak gesitli noktalarin seg¢imi w'nin
dederini gercekte w'nin fonksiyonlarinin degerini degdistirir
Bununla beraber ,

F11(w,00) , F22(w,00), F12(w,00)exp(2in),
Fr1(w,0p)exp(-2in) (EK.29)
hepsi w'daki alt limitin segiminden badimsizdir.Sonugta F,,(w,0q)
tanimi sadece,

mn
f o, i&(@,, ) {1- expl-2i(w, - ®,,)]lexpl2i(0;- ©,,)] (EK.30)
W,
formundaki terimleri igerir ve bu terim reel ise Fj,(w,0q) kendisi

reel olacaktir.
2.Rosen-Morse Potansiyelinin Tamhig:

Vo

2%
cosh —
a

seklindeki Rosen-Morse potansiyeli incelenirse z

-00 <X < Foo

V(x) = -

ari(n + 1/2)'de
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kutuplari oldugu goérilir.Bu kutuplardan dolay. q2(z), Qz(z)'den farkl
segilmelidir;

2
2 2 A\
q (2)=Q(2) +— 1 _p4+ 2 Votl

2 4 2 2 4
4a cosh (4 4a cosh (—)
a a

(EK.31)

Bu 6zel segimin nedeni u integralinin yakinsaklifina bakarken

netlesecektir. q(x) fazinin segimi (Sekil 1.)'deki gibidir ve qz(x)‘nin
tam kuantumianma kosulu,
x" oo
f |q(x) [dx = (n +%—)n - arge22®*)

X F22(Zv'°°)

Eger F,5(z,4%)/Fy5(z,-=)'nin reel oldudu gosterilirse (2.3) ile

(EK.32)

verilen tam kuantumlanma kosuluna ulasilacaktir.
Bunu géstermek igin z = qni/2 segilerek ve F,,(nai/2,+-) ve

F,o(mai/2,-<)'nin reel oldugu ispatlanmaya caligilacaktir.ilk adim
karmagik dizlemi g fazt EK Sekil 1. ile uyumlu olacak sekilde

kesmektir. g'nun dal noktalari q2'nin kutuplan cosh2(z/a)—0
iken ( veya z—t(n+1/2)nai/2) meydana gelir ve ikinci mertebedir.

qz'nin sifirlar ise su esitligi saglayan,

noktalardir.Sadece pozitif reel kokler q2 'nin reel sifirlarini verir

ve bu E'nin mimkin degerlerini sinirlar .Bu denklemin kdkleri,

1 4 2V 1 1/2
z=icosh-(51—[——————a o+ 1 )Y+ami
a -

olur.Ayrica galigilan boélgede , dal noktalarinin +i ve -i ydniinde
sonsuza genigledigi disilnulebilir. Birazdan gorilecegi gibi dal
noktalarnin bu fazladan digunilen igleme hi¢ bir katkisi olmaz..
Bolgeler (EK.Sekil 1) 'de isaretlenmigtir;

1.Bolge: 4 sifirinin solundaki x noktalari

2.Bblge:4 sifirnin sagindaki ve 5 sifinnin solundaki x
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noktalari
' 3.Bélge: 5 sifirinin sagindaki tim noktalar
4 Bélge: x + ani/2 ve x > 0 bdlgesi
5.Bélge: x + arni/l2 ve x < 0 bélgesi tim noktalarn
Reel eksenin altindaki dal noktalarindan élglilen bitin agilar
-n/2 < 0 < n/2 bolgesinde , reel eksenin Ustiindekiler ise
-3n/2 < © < ©/2 arasinda degigir . 64 (4 nolu dal noktasindan

6lgilen agt ) -t < 84 <n ve 0< 865 < 2r araliginda degetler alir

.Kutuplar ve sifirlar reel eksene gére simetrik olduklari igin 1 ve 7
nolu agilar igin 8, = - 6, olur. Benzer sonug herhangi simetrik dal

noktasi iginde gegerlidir .Bbéylece , tim kutup ve sifirlardan faza
katki; (reel eksen Uzerindeki noktalar harig) sonsuz dal noktasi

kiimesinden net katki sifir olur. Sadece 4 ve 5 nolu noktalardan faza
katki vardir. piy

AdSe

EK Sekil 1: Rosen-Morse Potansiyeli igin Yapilan Dal Kesiti

Birinci bdlgede; 64 + 85 =7 + T = 2n
lkinci bélgede; 64 + 85 =0+ =m
Uglincli bdigede; 64+ 65=0+0=0
q(z) fazi ,
q(z) = exp(iey) exp(iz 6,[ql/2)
seklindedir.(buradaki 1/2 kutup ve sifirlarin q2 igin artmasindan
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ileri gelir.Clnkii g'nun faziyla ilgileniimektedir,burada : (q )1’2 ).
Sekildeki 6zel fazi elde edebilmek igin 8y = -n/2 koyulursa ;

1.Bdlgede g = i|q|

2.Bélgede q = |q]

3.Bolgede q = -i|q]
q fazi y = ami/2 dofrusu {izerinde de hesaplanabilir ve tekrar
simetri fazin segimini basitlegtirir. Bu gizgi icin katilan tek dal
noktasi 6 noludur.

4. bélgede 6, =0

5. Bblgede 64 = -w

Boylece q igin su yazilabilir:

g = exp(-in/2)exp(-226,/2)|q]

(-2; 6'nin ikinci mertebe kutup olmasi nedeni iledir. )

4. bolgede q = -ilq|

5. Bolgede q = i|q]

g igin bu sekilde faz segilirse |exp[2im(z)| igin sunlar
goriliyor : x"— +oo X'— —e ,ami/2-|x| + ami/2 ve ami/2— -|x| +
arni/2 . Burada |x| , « olabilir. F elemaniarini ani/2 ve - arasinda
segildiinden bu elemanlarin mevcut oldugundan emin olunabilir.
(EK 15-21) ve (EK 24-27) bagintilan kullanilmak istenirse , F
matris elemanlarini sonlu degerler seklinde elde etmek igin u
integrali yakinsamahdir. Bu nedenle eldeki potansiyel igin pu'niin
dzelliklerini arastirilmasi gerekir. (3.2) ve (EK.31) denklemierinden

A cosn’ B
. a 1
e(z) = + X
2 3
4a Vo +1

2
4a V0+1

(E+ 16(E +

2 2
h 2 2
4a cosh (a) 4a cosh (—:—) (EK.33)

2

2 2 2
2E(4a Vo + 1 4a Vo+1 4a Vpo+1
x| (4a V, ) a Vp +( 0 )}

2
(3 - 2cosh () +
4 4 4 a A 6 6z
a cosh (& 4a cosh (= 4a cosh (&)
a a a
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z— *(n + 1/2)ani , cosh(z/a)— 0 ve q2 igin ikinci mertebe kutuptur
Bununla birlikte bu limitte (EK. 33) ve (EK. 31) gosterirki ,

g(z)q(z)—0 ve bdylece (EK.5 ) tanimlanan m sonludur z veya

zo—>(n+ 1/2 ) mai q2'yi Q2'den farkli segerek eqg'dan singlleritenin

elimine edilebilecegine de dikkat edilmelidir. Sundan emin
olunmalidirki p integralinin yakinsakhigi q2'nin segimine baghdir.
q2~'nin galhgtigimiz Q%'den farkh 6zel segimini bulmak igin

(02 -q2)/q2 teriminin €q 'nin kalan terimlerindeki singlleriteyi
ortadan kaldirmasi gerektigine dikkat edilmelidir. Ayrica [x|— o
iken de u'niin davranigini kontrol edilmelidir. Bu halde ,

|coshz| =~ |sinhz| ~ exp|x| ve

Lim 1 21x1
leq) o« ————— —sexp(-
I‘Il-*“ £q r p(

cosh (—7—(—)!
a

) —0

Boéylece u integrali yakinsaktir. Ayrica u(z, zo) tim A yolu boyunca

hesaplanirsa yukaridaki hesap u(z,z,)—0 oldugunu gdsterir . Bu

)
0
gercek bizim ispatimizda 6nemli olacaktir. Onceden deginildigi gibi
F22(a7ci/2,+oo) ve F22(a1ci/2,-oo) 'un herikisinin de reel oldugu

ispatlanabilirse tam kuantumlanma kosulu tesis edilmig olacaktir
.Asagida sadece F22(ani/2,+oo)'un reel oldugu ispatlanacak g¢inki

F22(ani/2,+oo)'un reel oldugunu ispatlamak igin (EK.2) denkleminden

22 elemaniyla z = ani/2 , z, = (ami/2) + x ve Zy = +e° alinarak

calisilirsa su baginti elde edilir :

Fpp(3tL o) = Fy (BEL, x + %—l—)m(x + a’z“,m) (EK.34)

2 2

ami ami ati
+F , X + Fro(x + 400
22( 5 5 YF 7 5( 5 )
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(EK Sekil. 2)'de ami/2 ile + 'u birlestiren yol gorilimektedir.

i .
y y= amnl
j .
Mx‘bﬂ
2
| — s il i e

xll X
EK Sekil. 2 :Rosen-Morse Potansiyeli igin Segilen Integral Yolu

F(x + (armi/2),x) elemanlarinin hepsinin sonlu oldugunu ispatlamaya
esdefer bir sonug kisaca tesis edilscegi igin ve |exp(iw(z))| énceden
gosterildigi gibi x, ve x'- +ew arasinda monoton artti§i igin pu
integrali yakinsar. Bu nedenle (EK.10) ve (EK.11) 'i kullanarak

Fia(x + (ani/2),+e) ve Fy,(x + (ami/2), +e) 'un sonlu oldugunu 6ne

sUrebiliriz. (EK.4) ve (EK.15-21) ile p(x+(axi/2),ani/2) sonlu
degerleri birlegtirilerek (EK.33) denkleminde geriye kalan iki
matris elemaninin sonlu degerlerinin mevcudiyeti tesis edilmis
olur.Simdi x— +eo limitinde

arw vid awi
FZI( iy 1)1321( = +oo) =0
Fzz(———anl +____a1t1) reel
_ 2
ve bdylece ,
TTi anl ami
Fzz(a yhoo) = Fyo( 5 X + 5 )

reeldir.(EK.29) denklemleri Fy1F{9'nin @'nin alt limitinden bagimsiz

oldugunu ortaya koyar. Béylece bu alt limit igin uygun bir deger
segilebilir. (EK.4) ve(EK.20) birlestirilirse ,

a7c1

X + (ar i)/ 2
)I s-[exp(u) - 1 eXp[Zlf q dx] | (EK.35)
p

ami
IF X
21 5

olur. Burada p'nlin yakinsakhgl ve p'nin uygun segimi F,,'in sonlu
olmasini garanti eder.
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Bununla birlikte [F;,| igin bir hesap kolayca yapilamaz,
(EK.25) kullaniimalidir.Fakat ilk énce bir M ve o' 'nin
bulunabilecegini gdéstermeliyiz. A yolunu (EK.Sekil 2.)'deki gibi iki
kisma ayrilabilir. |exp(io(x))| x'ten +e'a kadar monoton artti§i igin
ve o (z) = o(x) segilebilir.Eger x + (ani/2)'den x'e yol Uzerindeki
tim o'lar igin (EK.14)'0 saglayan bir M, bulunabilirse M'yi
(EK.24-27) 'de kullanilacak M; ve M, maksimum olarak segilebilir.
Benzer olarak (EK.21) 'i sadlayan bir o', bulunabilirse (yolun ayni
kismi igin) @' 'yU |exp(-imq)| veyé lexp(-iw'5)|,bir maksimum olan 'y
veya ', olarak segilebilir.Béyle sonlu M, ve w'y'nin mevcudiyeti ,

jq dz ‘'nin sonlu bir kismu ile ilgilenildiginden, agiktir ve béylece
lexp(im(z))| singlleritesi olmayan iyi davranigh bir fonksiyondur. Bu
sonlu bir F(x + (ami/2),x)'nin mevcudiyetini garanti altina alir.O
halde Fi,(x + (ami/2),+) igin hesap,

IF {5(x +i‘-’2‘-i—, #o0)] € —— {exp[Mu(x + a’z‘i +eo)] - 1] exp[-2ifz q dz] |
21 p (EK.36)

burada ,
w'(z) =f q dz

p
seklindedir.§imdi (EK.35) ve (EK.36)'y1 birlegtirerek,

ami ami ami 1 ami ami
1By ((——, x + F + X, +o)| £——{ex —_— X+ ]1-1
21( > 5 VF 1 5( 5 ) 4M{ plu( 5 ) }

, . ami

. X +
x {exp[Mu(x +“;—1, +00)] - 1} exp[2if 2 qdz]l

" (EK.37)
X— +eo limitinde hepsi sonlu ve |[Fp1Fj2]|— 0 olacak gekilde

w[x + (ani/2) , +]— 0 olur. Bdylece ilk tartigma dogrulanmig olur.
Ayni iglemleri esas alarak M'yi (EK. 4) ve (EK.15) 'de kullanarak ,
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|F22(x+3’2‘—i,+oo) - 1IS—21M—{expML(x +a—’2‘i,+m)]- 1} (EK.38)

Ve X—> +eo iken Fy,[x + (ani/2) , +e]-> 1 Bdylece sadece ,

Fao[(ami/2) , x + (awi/2)] 'nin reel oldudu gbsterilerek ispat

tamamlanacaktir. lik énce (EK.29) ile w'daki alt limiti segmekte
serbest olunduuna dikkat edilmelidir(heryerde) . 4. bdélgede bir
nokta segilip w'nin sadece bu bdlgedeki degerleri disinilurse |,

ami

z
co=f qz) dz = (75 ilql dz
: J,

bulunur.Bdylece ® ve dw plir sanaldir. £(q2,Q2) reel degerli oldugu
igin (EK.30) ifadesinin reel oldugu gérilir ve buradan harekstle
Fosl(ani/2),x + (ami/2)] reeldir. Ayni nedenler F,,[(ani/2),+e]'un

reel olmasi igin de kullanilabilir.
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SONUG

WKB kuantumlanma kosulu hamiltonyenin hermitikliginin bir
sonucudur.Kuantum mekaniginde iyi bilinen Ehrenfest teoreminden
yararlanarak harmonik osilatérin tamhdint anlamak zor degildir.
Ancak bu teoremden yola g¢ikarak dijer tam sonu¢ veren
potansiyellerle ilgili bir tahminde bulunmak veya tamhigini
arastirmak igin sistematik bir ydntem tiretmek pek mimkin
gérinmemektedir. Burada ©6nemle belirtiimelidir ki bu tez de
tamligin ispati igin incelenen ydéntem tamamen kuantum
mekaniginin postilat ve teoremlerinden bagdimsizdir, sadece
matematiksel bir formalizmdir.Bu nedenle kuantum mekanigi
disindaki alanlara da rahatlikla uygulanabilir.

FF teknigi adi WKB yaklagimini da igine alan daha gensel bir
ydntemdir. Bu teknik kullanilarak adi ve slpersimetrik
kuantumlanma kosullarinin tam sonug¢ vermesi bir kritere
baglanabilir. Bu kriter Fyy(-e,+e)'un reel olmasidir.Ancak gimdiye

kadar Fy,(-o,+e)'un reel olup olmadigini verecek dogrudan bir

yéntem bulunamamigtir. Bu konu aragtirmaya agiktir.

FF teorisi ve bu teoriden tlretilmis tekniklerin literatirdeki
mevcut basarilart [giris boélimid] ydénteme olan giveni
arttirmaktadir . Bu nedenle Crescimanno tarafindan ulagilan (3.23)
genellestirmesi siipersimetri , g¢6zilebilirik ve tamlik arasindaki
fonksiyonel iligkiyi arastirmak igin literatirdeki diger ydntemlere
segenek tegkil etmektedir [14] . Aynica (3.22) ile verilen Mg matrisi

daha karigik yapida oldugu igin SWKB'nin tamhgdini verecek bir
ybntemin arastiriimasi daha ileri bir galismanin yapilmasi
gerektigini géstermektedir.

Son olarak su da belirtilmelidir ki; bu galismada ele alinan
veya literatirdeki atif yapilan ydéntemler SWKB yaklagiminda
gérilen tamhgr aragtirmak igin fonksiyonel yo&ntemlerdir;
potansiyel fonksiyonlarinin matematiksel 6zelliklerini verebilir ve
bu  yéntemlerle potansiyel fonksiyonlarinin bir siniflamasi
yapilabilir. Ancak s6zkonusu tamhgin fiziksel nedenini veremez ,
Comtet ve arkadaslarina gére bu tamhdin fiziksel nedenini daha
derinlerde slipersimetrik kuantum alan teorilerinde aramak
gerekmektedir.
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OZET

Bu tezde ilk dnce WKB ve SWKB yaklasimlarinin tiiretiimesi
incelendi . Bunun ardindan kisaca sipersimetrik kuantum mekanigi
tanitildi ve SWKB kuantumlanma kosulu ele alinarak SWKB
yaklagiminda gorilen tamlik vurgulandi .Daha sonra Fréman ve
Froman (FF) teknidi kullanilarak gdzlenen tamh§in tek kuyulu
potansiyeller icin bir kritere nastl baglanabilecedi incelendi.
Sonucgta elde edilen badintinin (adi ve siipersimetrik) harmonik
osilatériin tamh@nin ispati igin nasil kulanilabilecedi g&sterildi.
EK kisminda ise 3.Bolim'de verilmeyen F matrisinin bazi 6zellikleri
dzetlenerek okuyucuya bir fikir vermesi igin adi durumda
Rosen-Morse Potansiyelinin tamhdinin ispati FF formalizmi
gercevesi iginde sunuldu .

SUMMARY

In this thesis , firstly , derivation of the WKB approximation
and its generelized form has been investigated . After that, the
supersymmetric quantum mechanics has been introduced briefly,
the SWKB aproximation and its exactness has been discussed. Then,
how can be connected the observed exactness with a criteria using
the Fréman and Froman tecnique for the single-well potentials has
been examined. In the final , how can be used the obtained relation
for the proof of the exactness of the harmonic oscillator (in the
ordinary and the supersymmetric case ) has been shown . In the
appendix section , some properties of the F matrix which has not
been given in the third section and the proof of the exactness of the
Rosen-Morse potential in the ordinary case using the Fréman and
Froman tecnique has been presented.
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